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Resumo

Este trabalho trata do problema de minimizar uma funcao nao linear sujeita a res-

trigoes lineares de igualdade,

min  f(x)
s.a Axr=1>

onde f(x) é uma funcdo duas vezes continuamente diferenciavel, A é uma matriz m x n,
com m < n, de posto m, e b um vetor de R™. Geralmente um problema desse tipo é
resolvido através de uma seqiiéncia de problemas quadraticos, onde a fungao objetivo
¢ uma aproximacao quadratica do lagrangeano do problema, e nesse caso mais especifi-
camente, uma aproximacao quadratica da fungao a ser minimizada, e as restrigdes sao
as restrigdes originais do problema [20]. O algoritmo proposto gera uma seqiiéncia de
direcoes de busca no espaco nulo das restrigoes, e portanto, a seqiiéncia gerada pelo al-
goritmo é sempre viavel. Geralmente os algoritmos utilizados para resolver esse tipo de

problema exigem que a cada iteragao seja resolvido um novo sistema reduzido [13],
ZTN? f(wy) Zp = =27V f(xy,)

onde as colunas de Z formam uma base para o espago nulo de A, V2f(z) é a hessiana do
lagrangeano, V f(z) é o gradiente do lagrangeano do problema e p obtido desse modo é uma
direcao de busca para o problema. Para a resolucao desse sistema reduzido é necessario
uma escolha adequada de Z [1], seja para evitar a introdugao de mal condicionamento
no sistema, seja para assegurar uma rapida convergéncia da seqiiéncia produzida. Na
abordagem por nos utilizada as direcoes de busca sao obtidas diretamente no espaco nulo
da matriz de restricoes do problema, nao havendo a necessidade de resolver o sistema

reduzido a cada iteracao do problema. O algoritmo utilizado tem dois passos iterativos



principais. No primeiro passo ¢é utilizado um algoritmo do tipo Gradiente Conjugado Nao
Linear. Nesse passo o algoritmo encontra um novo vetor no nticleo da matriz das restrigoes
que é conjugado com as diregoes anteriores e faz uma minimizacao unidimensional exata
ao longo dessa direcao, e assim sucessivamente. No segundo passo, de posse da solucao
encontrada no primeiro passo, resolve-se um novo subproblema quadratico e retorna ao

primeiro passo.

Palavras-chave: NLP, conjugacidade, lagrangeano, hessiana.



Abstract

The aim of this work is to present a new approach to solve a nonlinear programming

(NLP) problem with linear equality constraints, that is,

Minimize f(z)
subject to Ax=1b

where f(z) is a twice continuously differentiable function, A is a m — by — n matrix
with m < n, of rank m, and b € R™. In general, this kind of problem is solved using
a sequence of quadratic subproblems, where the objective function is the quadratic La-
grangian approximation of the problem [20], and the constraints are the same from the
original problem. In general, the algorithms used to solve this kind of problem require at
each iteration the solution of a new reduced system, [13]. The choose of Z, a matrix whose
columns span the null space of constraints is subtle, since it may bring ill-conditioning
to the system to be solved, and thus affecting the behavior of the sequence generate by
the algorithm [1]. The algorithm proposed here produces a sequence of search directions
belonging to the null space of the constraints, and hence, the sequence generated is always
feasible. In this approach, the search directions are obtained directly in the null space
constraints matrix, so we do not have the need to solve the reduced system at each iter-
ation. The algorithm used was divided in two steps. In the first step it uses a nonlinear
conjugate gradient method. In this step the algorithm finds a new vector belonging to the
null space of the constraints which is conjugate to previous directions and then it makes
a one-dimensional exact minimization along this direction, and so on. In this step the
algorithm finds the solution in at maximum k iterations, where k is the dimension of the
null space of the constraints. In the second step a new quadratic approximation to the

problem is defined and then it return to the first step.
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Introducao

1.1 Desafio

Este trabalho trata do problema de programagao nao linear com restri¢oes lineares de

igualdade, visto aqui, como o problema de,

Minimizar  f(x)

1.1
S.a Axr =0 (1.1)

onde f : R" — R é uma funcao duas vezes continuamente diferenciavel, A é uma matriz

m X n com posto m, e b é um vetor de R™.

Geralmente um problema desse tipo é modelado por uma seqiiéncia de problemas de
programagao quadratica (QP). Em muitos casos, os algoritmos utilizados para resolver um
problema baseado nesta idéia de resolver subproblemas quadraticos devem ter a priori, a
necessidade de gerar uma seqjiiéncia de pontos viaveis. Esses sao os casos em que a solucao
do problema est4 restrita a um conjunto de pontos que satisfazem algums restrigoes. Eo
caso de resolver o problema de otimizar uma funcao sujeita a um conjunto de restri¢oes

impostas as variaveis.

O problema (1.1) exige que a seqiiencia de pontos gerada seja viavél, pois a solugao do
problema deve ser um ponto que satisfaga um sistema de equacgoes lineares de igualdade.
Para tanto as direcoes de busca utilizadas pelo algoritmo devem estar no espaco nulo da
matriz desse sistema, i.e., tais dire¢oes devem pertencer ao espaco nulo da matriz das
restri¢goes do problema. Geralmente, os algoritmos utilizados para resolver (1.1) exigem

que a cada iteracdo seja resolvido um novo sistema reduzido, [11, 13, 18, 20, 21, 24],

ZTN2 f(xr) Zd = —Z7V f (2 (1.2)



1. Introducao 2

onde Z é a matriz cujas colunas formam uma base para o espago nulo de A, V2f () é a
hessiana da funcao, V f(zx) é o gradiente da funcdo e d obtido desse modo é uma diregao
de busca para o problema. As expressoes Z7V?f(x)Z e ZTV f(x,) do sistema (1.2) sdo,

respectivamente, denominados matriz reduzida e gradiente reduzido.

Para a resolver esse sistema pode ser necessario diversas escolhas de Z [1] as quais,
podem assegurar uma rapida convergéncia da seqiiéncia. Um desafio para o problema de
minimizar uma func¢ao nao linear sujeita a restri¢oes lineares de igualdade esta na escolha
de se utilizar um algoritmo para resolver o problema (1.1), o qual nao envolva o célculo

da hessiana reduzida, ou seja, nao resolva (1.2) a cada iteracao k.

1.2 Motivacao

Um agoritmo utilizado para resolver o problema (1.1), que nao necessite resolver o
sistema reduzido (1.2) no processo iterativo possui diferentes razoes para ser estudado.
Uma delas é que se a seqiiencia de aproximacoes obtida pelo algoritmo como solucoes dos
subproblemas, i.e., pelo problema de programacao quadratica, for gerada de maneira tal
que mantenha alguma propriedade de valor da matriz hessiana, torna-se de grande valor
para a PNL.

Nesse contexto, convém lembrar também que, manter alguma particulariade, significa
nao inserir coisas que danifiquem tais particularidades. E importante estar ciente do fato
que aproximagoes de boa qualidade para a solu¢ao de um subproblema podem gerar boas
solucoes para o problema original. A maneira como essa solucao foi gerada implica na

qualidade da mesma.

Uma segunda razao esta baseada no fato de que: sao muitas as aplicagoes do estudo da
programacao nao linear, e.g., na engenharia de produgao. Alguns exemplos sao a aplicagao
desta no planejamento da producao, na alocacao de recursos, nas analises de dados os
quais envolvem problemas de quadrados minimos. Na aplicagao da PNL em engenharia
de producdo esse problema aparece em diversas areas, ou diretamente [2, 10, 19], ou

combinado com outras técnicas de otimizagao [26].

1.3 Proposta e Contribuicao

Neste trabalho, é apresentado um novo algoritmo para resolver o problema (1.1), o
qual nao envolve o cdlculo da hessiana reduzida, ou seja, o algoritmo nao resolve (1.2) a

cada iteracao k do processo.
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Tomando por base esses "requisitos”o trabalho tem por objetivo apresentar o desen-
volvimento de um algoritmos baseado em idéias de conjugacidade. O algoritmo proposto
trabalha diretamente no espago nulo da matriz das restrigoes, gerando um conjunto H-
conjugado de vetores, onde Hj; é uma aproximacao da hessiana da fungao a ser mini-
mizada. O algoritmo tem dois passos iterativos principais. No primeiro passo ¢é utilizado
um algoritmo do tipo Gradiente Conjugado Nao Linear [16]. Nesse passo o algoritmo en-
contra um novo vetor no nicleo da matriz das restri¢coes que é conjugado com as diregoes
anteriores e faz uma minimizacao unidimensional exata ao longo dessa direcao, e assim
sucessivamente. No segundo passo, de posse da solucao encontrada no primeiro passo,
cria-se um novo subproblema quadratico e retorna ao primeiro passo. A cada iteracao é

feita a checagem do critério de otimalidade.

De posse de uma base para o espaco nulo de A a qual designa o fator de mudanca para
analise e comparacoes das trés versoes do novo algoritmo, a atualizacao das direc¢oes no
processo iterativo estd baseada no processo é conhecido como Gram-Schmidt Modificado.
Neste trabalho foi feita uma adaptacao a este processo, para que a atualizacao da hessiana
Hj. na segunda fase do processo iterativo pudesse ser usada como o fator da atualizacao

das diregoes na primeira fase iterativa.

O algoritmo foi testado para as funcoes conhecidas na literatura: Wood, Powell Sin-
gular Extendida, Rosenbrock Singular Extendida. Também foram realizados testes para

a quadratica com a matriz de Hilbert como hessiana.

1.4 Organizacao

Este trabalho esta organizado em 6 capitulos, sendo que o primeiro consiste na in-
troducao. O segundo capitulo apresenta uma revisao dos conceitos basicos de algebra lin-
ear. O terceiro capitulo traz topicos em andlise do R" e otimizacao. No quarto capitulo é
descrito um novo algoritmo baseado na idéia de conjugacidade para minimizagao de uma
funcao nao linear sujeita a restrigoes lineares de igualdade. O quinto capitulo apresenta
os resultados dos experimentos numeéricos e os resultados obtidos com a aplicacao do
novo algoritmo. No sexto capitulo sao apresentadas as conclusoes obtidas com a analise
dos resultadose e as indicagoes para pesquisas futuras. As tabelas de dados e resultados

encontram-se em anexo.



Topicos de Algebra Linear

2.1 Espacos Vetoriais

Definicao 1 Um espaco vetorial real V' é um conjunto nao vazio de vetores, munidos
das operacoes de adicao e multiplicacdo por escalar. Isso significa que para x, y vetores
quaisquer pertencentes a V' e o um nimeros real, o vetor soma x +y estd em 'V (i.e., V
¢ fechado para a operagao de adigao) e ax estd em 'V (i.e., V € fechado para a operagao
de multiplicagao por escalar). As operagoes de adicao e multiplicagdo por escalar devem

satisfazer as sequintes condigoes:

. r+y=y+z, Vr,y eV,

o r+(y+z)=(@+y) +z Vr,y,z€V;

iii. 30 €V tal quex +0=x e0+x =2z, Ve €V (0 é chamado de vetor nulo);
. YeeV,d—x eV tal que x + (—x) =0 e (—z) + x = 0;

v. alzx +y)=ar+ay, Yz € V;

vi. (a+f)x=ax+ Pz, Vo, ER eVr eV,
vii. a(fz) = (af)z, YVo,B € R e Vo € V;

viti. lx =x, Ve € V.
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2.2 Subespacos Vetoriais

O teorema a seguir, enuncia o que é um subespaco vetorial real.

Teorema 1 Suponha V um espago vetorial real e W um subconjunto nao vazio de V.

Entao, W € um subespaco de V' se, e somente se, as sequintes condi¢oes se cumprem:

1. W € fechado para a operagao de multiplicagcao por escalar, isto €, aw, € W, Yw; € W

2. W € fechado para a operacao de adicao, isto é, wy + we € W, Ywy, wy € W.

2.2.1 Transformacoes Lineares

Definicao 2 Sejam V e W dois espacos vetoriais. A transformacao linear A de V
(chamada de dominio de A) - em W (chamada de imagem de A), ou seja, A:V — W
¢ uma correspondéncia que determina a cada vetor v em V um vetor A(v) em W de tal

maneira que:

1. A(vy +v9) = A(vq) + A(ve) para todo vetor vy, vs.

2. A(av) = aA(v) para todo vetor v e escalar a.

Equivalentemente, A(aqvy + aove) = a1 A(v1) + asA(vy) para todo vetor vy, vy e

escalares o e as.

2.3 Bases

A definicao de base esta baseado em dois outros conceitos, sao eles: conjuntos gera-
dores e independéncia linear. Antes de definirmos o que é uma base faz-se necesséria a

compreensao de conjuntos geradores e independeéncia linear.

2.3.1 Conjunto Geradores

Conjunto gerador é um conjunto de vetores que podem ser vetores linearmente inde-
pendentes ou linearmente depedentes. Para possibitar uma melhor compreensao sobre

conjunto gerador faz-se necessario antes, citar o conceito de combinacao linear.
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Combinacao Linear

Uma combinacao linear dos vetores vq,vs, ..., v, é uma expressao da forma
Q101 + QU + -+ - + Qp Uy,

onde os «;’s sao escalares.
Vetores Linearmente Dependentes e Vetores Linearmente Independentes

Um vetor v é dito linearmente dependente dos vetores vy, vs, ..., v, Se e somente se v
pode ser escrito como alguma combinacao linear de vy, vs, ..., v,; caso contrario, v é dito

ser linearmente independente dos vetores vy, vs, ..., Uy,.

Com base nesses conceitos de combinacao linear e vetores linearmente independentes,

pode-se definir o que é um conjunto gerador.

Definicao 3 Seja S um conjunto de vetores vy, v, ...,v, em V. S € dito gerador de algum
subespaco Vo de V' se e somente se S € um subconjunto de Vi e todo vetor vy em Vy €
linearmente independente dos vetores do conjunto S.
2.3.2 Independéncia Linear
Definigao 4 Seja L = {vy,vq, ..., ux} um conjunto nao vazio de vetores.

Suponha que

a1V + oy + -+ agup =0

sea; =ag =---=aqp =0, entao L € dito ser linearmente independente. Equivalente-
mente, L € linearmente dependente se e somente se existem escalares oy, o, -+ , y, NGO

todos nulos, com
o101 + Qg + -+ agup = 0.

O seguinte teorema formaliza que de fato as duas diferentes maneiras de definir o que
¢ um conjunto linearmente independente sao equivalentes. Dele também extraimos outros

resultados uteis.

Teorema 2
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1. Suponha que

L ={vy,v9,..., 0}

com k > 2 e todo vetor v; # 0, para i = 1,2,....k. Entao, L € linearmente inde-
pendente se e somente se ao menos um dos v; € linearmente dependente dos vetores
restantes v; (i # 7); em particular, L € linearmente dependente se e somente se
ao menos um dos vetores v; € linearmente dependente dos seus vetores precedentes

V1,V2, ..., Vj—1.
2. Qualquer conjunto contendo o vetor O é linearmente dependente.
3. {v} € linearmente dependente se e somente se v # 0.

4. Suponha que v € linearmente dependente dos vetores do conjunto

L= {Ul) V2, ..y Uk}7
e que v; seja linearmente dependente sobre os outros vetores de L, isto €,
/
Lj = {Ul, V2, ety UVj—1, Vjt1, --ry Uk}.

Entao, v € linearmente dependente sobre L;».

5. Todo subconjunto de um conjunto linearmente independente € linearmente indepen-

dente.

s

6. Suponha que L é um conjunto finito de vetores e que algum subconjunto Lo de L é

linearmente dependente. Entao L ¢é linearmente dependente.
A definigao de base para um espacgo vetorial V' é dada a seguir.

Definicao 5 Uma base para um espaco vetorial V' é um conjunto gerador linearmente

independente.

O seguinte teorema, refere-se a unicidade da representacao do vetor quando esse per-

tencer a uma base.

Teorema 3 Seja B = {vy,...,v,} uma base de um espago vetorial V. Entdo, a repre-
sentacao de todov € B € unica: se v = aqv1+ -+ v, e também v = 0/11)1 +o 4 a;vr,

entao o; = a; para 1 <1 <.



2. Topicos de Algebra Linear 8

2.3.3 Os Subesbacos Fundamentais de uma Matriz

Seja A € R™*" x € R"e b € R™. Entao, o sistema linear Ax = b pode ser resolvido se
e somente se o vetor b puder ser expresso como uma combinacao das colunas de A. Esse
conjunto que consiste em todas as combinagoes das colunas de A, denotado por R(A) é
um subespacgo de R™. Quando b = 0 sempre existe a solugao particular x = 0, mas podem
existir infinitas outras solugoes. O conjunto de solugoes para Azr = 0 é ele mesmo um
espago vetorial - o espaco nulo de A. O espaco nulo de uma matriz cosiste em todos os
vetores z tais que Az = 0, é denotado por R(A) e é um subespago de R™. O espago das
linhas de A é gerado pelas linhas de A, que é o espaco das colunas de AT, denotado por
R(AT). O espaco nulo de AT contém todos os vetores y tais que ATy = 0, e é escrito

como N(AT).

Resumindo, os quatro subespagos fundamentais de uma matriz A sao:
1. o espagco das colunas de A o qual é denotado por R(A);
2. 0 espago nulo de A o qual é denotado por R(A);

3. 0 espago das linhas de A o qual é denotado por R(AT);

4. o espaco nulo de AT o qual é denotado por R(AT).

2.3.4 Dimensao

A escolha de uma base B para o espaco vetorial V' nao é unica, i.e, existem possibidades
diferentes de escolher uma base para V', mas ha um ponto em comum entre todas estas
escolhas. E uma propriedade intrinseca ao préprio subespago, a qual resulta do seguinte

teorema:

Teorema 4 Sejam B e By quaisquer duas bases para o espaco vetorial V. Entdo By e
By contém o mesmo numero de vetores, o qual é caracteristico de todas as bases de V.
Esse numero expressa o niimero de graus de liberdade do espago e é chamado de dimensao
de V.

Diz-se que o posto de uma matriz é dado pelo nimero de suas linhas ou colunas

linearmente independentes.
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2.4 Normas de vetores

Em vérias circunstancias é importante ter alguma nocao do “tamanho” de um vetor,
quando refere-se ao tamanho e nao ao nimero de suas componentes. Para isso, é preciso

definirmos o que é uma norma.

Definicao 6 Uma norma vetorial em V € um numero ndo negativo, representado por

|vl|, associado a v satisfazendo as sequintes propriedade:

i. [Jv]| >0 para v #0, e |v] =0 exatamente quando v = 0.
ii. ||ov|| = |al.|v|| para qualquer escalar o e para todo vetor v.

iii. ||v +ul| < ||v]] + ||ul|, para todo vetor v e w em V (Desigualdade Triangular).

. T . .
Seja o vetor v € R", v = (v,V2,...,0,_1,V,) . Cada uma das quantidades abaixo,
denominadas de norma — 1, norma — 2 e norma — oo, respectivamente, define uma norma

vetorial:

L Jolly = for] + [va] + - - + [on-a] + |vn]

2. ||lv]le = \/U%+v%+-~~+v,2171 + v2

3. vl = mZaX]vi\, i=1,2,...n.

2.5 Produto Interno

A definicao a seguir, mostra que o conceito de angulo entre dois vetores em subespagos

vetoriais esta contido no conceito do produto especial
(U, 0) = ugvy + UV + - - - + Uy Uy,
Desta forma, o produto especial acima define uma aplicagao (-,-) : R" x R" — R.

Definicao 7 Seja V um espaco vetorial real. Um produto interno em V € uma funcao
(-,) : R* x R" — R que designa para cada par ordenado de vetores u,v € V' um nimero

real, denotado por (u,v), satisfazendo as sequintes propriedades:
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1. (u,v) = (v,u), Yu,v € V.

2. (au+ fv,w) = alu,w) + Blv,w) e (w,au+ [fv) = alw,u) + B{w,v), Yu,v,w € V
eVa, g € R.
3. (u,u) >0 seu#0,e(u,u) = 0 se e somente se u = 0.

O angulo 6 entre dois vetores nao nulos u e v € definido por seu cosseno:

(u, v)
(u, u)t/2{v,v)1/2’

cos(f) =

Para as definicoes dadas mais adiante faz-se necessario introduzir um importante re-

sultado conhecido como Desigualdade de Schwartz, o qual esta enunciado a seguir.

2.5.1 Desigualdade de Schwartz

Teorema 5 Seja V' um espago vetorial sobre R, munido de um produto interno (u,v).
Entao

[{w, o) < l[ull loll, Yu,0 eV,

2.5.2 Norma Induzida Pelo Produto Interno

Outro importante e também posteriormente utilizado é o conceito de norma induzida

pelo produto interno. Este esta definido logo a seguir.

Definigao 8 A norma induzida pelo produto interno em R™ € uma fungao ||| : R — R

dada por
[0l = v/ (v, v). (2.1)

2.5.3 Matrizes Simétricas e Matrizes Hermetianas

Definicao 9 Uma matriz A : R® — R"™ para a qual AT = A, tal que (A);; = (A);; para

todoi,j =1,2,...,n é dita ser simétrica. Uma matriz B : C* — C" para a qual B = B,

tal que (B)ij = (B)ji para todo i,j = 1,2,...,n € dita ser hermetiana. A primeira coluna
da matriz BY é o conjugado complexo da primeira linha de B e assim sucessivamente

para as prézimas colunas da matriz BY .
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2.5.4 Normas de Matrizes

Sejam A : R" — R™ uma transformagao linear e || - || uma norma. Para todo vetor

A L y
||“vv”H mede a ampliacao causada pela transformagao A, uma

nao-nulo v € R", o quociente

cota superior deste quociente mediria, portanto, o valor supremo de A.

Definigao 10 Seja A uma transformacao linear de R™ em R™. A norma induzida de A

¢ definida por

41 = sup { It}

vER™

Teorema 6 Sejam A, B,C' : R"™ — R™ transformacoes lineares. Suponha que cada uma

possua a norma definida por:

”Q” = 81;13 {”‘m‘” } .

vER™
i || Av]] < [|A]l-][v]l;

. |All >0, [JA|| =0 se e somente se Av =0 para todo v;

.
~

iii. ||kA|| = |k|.||Al| para todos os escalares reais k;
o |4+ BJ < ]l + 1Bl

o llCA] < LAl

vi. |[I]| =1, onde Iv =wv para todo v em R".

Definicao 11 Seja A € R™ ™. Representaremos por ||A|l1, ||All2 e [|A||s as normas
correspondentes de A induzidas usando as normas vetoriais apropriadas tanto no dominio

R™ quanto no contradominio R™. Isto é,

Al = manx {4l
x#0

|z[[1

[[]l2

[ Alle = max { 552 |
x#0
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_ ||Az||co
Al = max { e

Teorema 7 Seja A uma matriz m x n. Entao:

m
i. |Alp = max) ] |ai;| (mdzimo das somas dos valores absolutos de colunas);
J =1

n

ii. ||Alloo = max)_|a;;| (mdzimo das somas dos valores absolutos de linhas);
§e
j

|Alls = Vautovalor mdzimo de AHA.

= wvalor singular mdzimo de A.

2.5.5 Norma de Frobenius

Outra norma de matriz de uso comum na algebra linear é a norma de Frobenius. Essa

norma nao ¢ induzida por norma de vetor e sua definicao é dada pela expressao

m n 9
1Al = /222 a3,
i=1j=1

onde a;; representa o elemento da ¢-ésima linha e j-ésima coluna da matriz A.

2.6 Matriz de Projecao

Seja A € R™™ e be R™ b¢ R(A), ou seja, um vetor fora do espago das colunas de
A. A construcdo de uma linha perpendicular do ponto b até o R(A) pode ser expressa em
termos matriciais por p = A(ATA)"'ATbh. A matriz A(AT A)~t AT ¢ a matriz de projegao.
Assim, P denotada por:

P=AATA)TAT, (2.2)

projeta qualquer vetor b no espago R(A).

A matriz de projecao P possui duas propriedades bésicas:
pl. P2 =P;

p2. PT =P.

A imagem e o espago nulo da projecao (2.2) é dado, respectivamente, pelos conjuntos
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Im(P)= {welm(P):w=PbbecR™}
R(P)= {yeR™: Py=0}.

Sejam w € Im(P) e b ¢ Im(P). Se z = (w — b) entdao z € V(P), pois P(w —b) =
(P2 — Pb) "2 Pb— Pb = 0. Logo, o vetor (w — b) € R(P), i.e., (I — P)b € X(P). Se P &
projecao entao (I — P) também é projecao a qual é chamada de projecao complementar.

A projegao (I — P) projeta um vetor qualquer de R™ no espago nulo de A.

Qualquer matriz simétrica com P? = P representa uma projecao.

2.7 Ortogonalidade

E possivel pensar em ortogonalidade como uma generalizacao do conceito de per-
pendicularidade em um espaco vetorial arbitrario munido de um produto interno. Para
compreender o significado disso, considere o seguinte problema: dados uma reta r con-
tendo a origem e um ponto () nao pertencente a r, encontre um ponto P em r mais
proximo de Q.

A solucao desse problema é caracterizada pela condicao de que o vetor QP = v — p
é perpendicular ao OP = p. A solugao p é caracterizada pela propriedade de que p é
ortogonal a P(Q) = v — p. No contexto de espagos vetoriais munidos de produto interno,
pode-se considerar problemas gerais de quadrados minimos, em tais problemas é dado
um vetor v em V' e um subespaco W, quer-se encontrar um vetor em W mais préximo
possivel de v. Uma solucao p para esse problema, tem que ser ortogonal a v — p. Uma
descricao mais detalhada do problema de minimos quadrados nao sera necesséaria neste

trabalho, mais detalhes podem ser encontrados em [3].

Definicao 12 Seja V' um espago vetorial munido de um produto interno, (-,-), e || - || a

norma induzida pelo produto interno, ver Def.(2.1), pg. 10.
i. Dois vetores u e v sao ortogonais se e somente se (u,v) = 0.

1. Um congunto de vetores é dito ser ortogonal se e somente se todo par de vetores do

conjunto sao ortogonais: (u,v) =0, para todo u # v naquele conjunto.

iii. Se um vetor nao nulo u € usado para produzir v = u/||u||, tal que ||v|| =1, entdo u

foi normalizado para produzir o vetor normalizado v.

w. Um congunto de vetores € dito ser ortonormal se e somente se o conjunto € ortogonal

e ||v]| =1 para todo v no conjunto.
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Pelas propriedades de produto interno, (0,v) = (0v,v) = 0(v,v) = 0. Isto é, em
qualquer espago vetorial munido de um produto interno, o vetor 0 é ortogonal a todos os

vetores desse espaco vetorial.

2.7.1 Projecoes Ortogonais

Os conjuntos de vetores ortogonais introduzidos aqui sao teoricamente e computa-
cionalmente importantes. Dali, segue a necessidade de encontrar uma matriz ortogonal P

tal que P projete algum vetor v que nao pertence a um espago ortogonal V', em V.

Teorema 8 Sejam V' um espaco vetorial munido de um produto interno e Vi o subespaco

de V' gerado por um conjunto ortogonal
S = {v1,ve, ..., 04}
de vetores nao nulos. Defina a projecao ortogonal Py sobre Vi como seque: Yv € V', faca
Pov = aqvg + -+ - aquy,

onde

L — <vi7v>

(Vi) ©

Assim,
1. v — Pyv € ortogonal a todos os vetores vy € Vj.
2. Py(u+v) = Pu+ Pyv,Yu,v € V.
3. Py(av) = aPyw, Va e R e Vv € V.

2.7.2 Base Ortogonal

Pode-se expressar um vetor v como uma combinagao linear dos vetores de uma base
ortogonal sem a necessidade de resolver equacoes para determinar os coeficientes dessa
combinagao. E possivel simplesmente avaliar alguns produtos internos para obter os

coeficientes diretamente. O teorema abaixo, resume esse fato.

Teorema 9 Seja B = {vy, vy, ....,v,} uma base ortogonal. Entdo a representacio de um

vetor v com respeito a base B pode ser escrita como seque:
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U= U1 + QU + - - -+ Qg

onde

a; = e

Em geral, na otimizacao restrita, por exemplo, quando as retri¢oes sao do tipo Az = b,
necessita-se encontar uma base para o espaco nulo de A, X(A). Em alguns casos, pode ser
conveniente encontrar uma base ortogonal para X(A) [1]. Agora, surge a questao de como
encontar essa base ortogonal para o subespago em questao. Um processo conhecido como
processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt gera uma base ortogonal para o espaco.

Duas formas de implementar esse processo serao apresentados mais adiante, sao elas:

Gram-Schmidt Classico (C-GS) e o Gram-Schmidt Modificado (M-GS).
Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Dada uma base e um conjunto gerador S para um espaco vetorial V' munido de um
produto interno um dos processos usados para encontrar uma base ortogonal (ou ortonor-
mal) para o espago vetorial é o de Gram-Schmidt. O teorema seguinte enfatiza a seguinte
idéia: o processo de Gram-Schmidt produz uma base ortogonal de um conjunto gerador

e detecta se o conjuto gerador é linearmente independente.

Teorema 10 Seja S = {v1,vs,....,v,} 0 gerador do espago vetorial V- munido de um
produto interno. O processo de Gram-Schmidt é como seque. Sejam V; o subespaco de V
gerado por {vy, vy, ....,v;} e P; a projecao ortogonal sobre V; ; se V; = {0}, faca Pv =0

para todo v.
1. Define-se u; = vy.
2. Para 2 <1 <gq, define-se u; = v; — P;_q1v;.
As propriedades sequintes, cumprem-se para os vetores produzidos por esse processo:
1.1. B =Auy,...,u,} € um conjunto ortogonal gerador de V.

1.2. Para 1 <i <gq, B; = {uy,....,u;} € um conjunto ortogonal gerador de V;, o

subespago gerado por {vy,...,v;}.
1.3. u; = 0 se e somente se v; € linearmente dependente dos vetores vy, ..., v;_1.

1.4. Uma base ortogonal para V' pode ser obtida de um conjunto gerador ortogonal

B omitindo-se u; = 0, se esse existir.

1.5. Se S € uma base para V, entao B é uma base ortogonal para V.
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Algoritmo 1 C-GS
Dado um conjunto gerador vy, ..., v,:
1. Define-se u; = vy.

2. Para 2 <1 < q, define-se
Uy = Uy — Q13U — oo — QG—13Ui—1,

onde

(uj,vi)

(o) seu; #0 e a;; =0 seu; =0.

Oéjz' =

Esse forma de implementar o processo de Gram-Schmidt é instavel. No método de

C-GS hé uma grave perda de ortogonalidade entre os u}s calculados.

Algoritmo 2 M-GS
Dado um conjunto gerador vy, ..., v,:

1. Define-se v?,v9, ..., vg.

2. Para 1l <1 <gq,
2.1. define-se u; = v\ ';

. . uiy'ui.*l . .
2.2. define-se v; = v;-_l — <(ui2i>>ui para j =i+ 1,...,q.

No método de M-GS ¢ feito um rearranjamento dos cédlculos feitos pelo C-GS o que
traz vantagem ao procedimento computacional. Esse forma de implementar o processo de

Gram-Schmidt é computacionalmente estdvel. Este algoritmo requer 2mn? operacoes.

2.8 Fatoracao de Matrizes

Em muitos problemas computacionais que utilizem algebra linear, é 1til representar
uma matriz que possua alguma propriedade como um produto ou soma de matrizes. As-
sim, uma representacao desse tipo é denominada fatoracdio ou decomposi¢cao da matriz
original. Nesta secao, algumas das fatoracoes que sao freqiientemente utilizadas em pro-

blemas de otimizacao serao descritas na ordem dos seus graus de detalhes.
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2.8.1 Fatoracao LU

Para resolver um sistema linear nao-singular
Az = b, (2.3)

uma aproximacao direta é encontrar um sistema linear equivalente, no qual a matriz é do
sistema seja triangular. Isto pode ser realizado gerando-se uma matriz nao-singular M

tal que M A seja triangular, desde que a solu¢ao do novo problema obtido
MAx = Mb

seja a mesma do problema (2.3).

Uma maneira sistemética para triangularizar A introduzindo zeros abaixo da diagonal
¢ denominada eliminacao Gaussiana. No k-ésimo estagio desse processo, as primeiras k—1
colunas foram transformadas na forma triangular superior. Para realizar o k-ésimo passo
da eliminacao, o elemento da j-ésima linha e k-ésima coluna serd eliminado subtraindo-se

um multiplo m;, onde

oo

k ,
mir =y, J=k+1,..,n
a
kk

k . . 1 . o

O elemento &,gk) da matriz parcialmente reduzida ¢ denominado de elemento pivo. Esse

elemento tem uma regra especial porque o processo falhara se o pivo for zero em algum

passo. Entao n — k nimeros {m;}, j = k+1,...,n sdo referidos como os multiplicadores
no k-ésimo estagio.

Depois da matriz ter sido reduzida a forma triangular superior, as mesmas trans-

formagoes devem ser aplicadas para o vetor b de (2.3).

Os passos de eliminacao podem ser descritos formalmente como pré-multiplicacoes de
uma seqiiéncia de matrizes elementares especiais na matriz original, cujo efeito é subtrair

o multiplicador apropriado da linha pivo de todos as linhas abaixo dela.

Quando todos os pivos sao nao-nulos, a eliminacao Gaussiana é equivalente a aplicar
uma seqiiéncia especial {M;} de matrizes unitarias triangulares superiores a A pela es-

querda, para obter uma matriz triangular superior U:

MA = M,_y..MyM; A =U. (2.4)
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O formalismo de introduzir o conjunto de matrizes { M;} nao significa que essas trans-
formacgoes sao armazenadas como matrizes; ao passo que, apenas n — ¢ multiplicadores

precisam ser armazenados para representar M.

Depois que A foi triangularizada, = é a solucao do sistema triangular superior, ou seja,
MAx = Ux = Mb,
na qual o lado direito Mb é calculado aplicando a b as transformacoes que reduziram A.
Desde que M seja nao-singular, (2.4) pode ser escrito como

A=M1'U=M"M;"*'. .MU (2.5)

A estrutura especial que as matrizes M; possuem, indica que M~! é uma matriz
triangular inferior cuja j-ésima coluna simplesmente contém os multiplicadores usados no

J-6ésimo estagio da eliminacao.

Definindo M~! = L, de (2.5) tem-se uma representagao de A como o produto de uma

matriz triangular inferior unitaria L e uma matriz triangular superior U:
A=LU.
Esta forma é denominada fatoragao LU de A.
Resumidamente, para resolver Az = b pela eliminacao Gaussiana, os passos sao:
i. calcular L e U tais que A = LU (assumindo-se pivos nao nulos);
ii. resolver Ly = b (isto é equivalente a formar y = Mb);

iii. resolver Ux = y.

Exceto para n pequeno, o principal esfor¢o na eliminacao Gaussiana surge de aprox-
imadamente %n?’ operacgoes para formar L e U, visto que dois sistemas triangulares nos

passos (ii) e (iii) sao resolvidos com aproximadamente n? operacoes.

2.8.2 Fatoracao de Cholesky

Esse tipo de fatoragao é utilizada para resolver o sistema (2.3) quando a matriz A é

uma matriz simétrica e definida positiva.

A seguir, serao apresentadas as defini¢oes e alguns resultados a respeito de matrizes

semidefinidas, definidas e indefinidas.
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Matriz Definida Positiva

Definicao 13 Seja uma matriz simétrica A € R™"™. A matriz A € definida positiva se

2T Az > 0 para todo vetor nao-nulo x de R™.

O teorema a seguir, estabelece algumas propriedades para que uma matriz seja ou nao

definida positiva.

Teorema 11 Cada uma das cinco propriedades sequintes € uma condi¢cao necessdria e

suficiente para que uma matriz simétrica A € R™" seja definida positiva:

1. 2T Ax > 0 para todo vetor x nao nulo.
2. Todos os autovalores de A sdo positivos.

3. Todas as submatrizes triangulares superiores esquerdas Ay possuem determinantes

POSItIV0S.
4. A possui um conjunto de n pivos positivos.

5. Existe uma matriz R, com colunas linearmente independentes, tal que A = RTR.

Demonstragao. Suponha que x; é um autovetor unitario associado ao autovalor ;.

Entao,
Az, = Nz (2.6)
de modo que
x;TFAxZ- = xZT)\le =\, (2.7)

pois z!'x; = 1. Pela definigao ¥ Az > 0, entao, em particular, z! Az; > 0 e, assim, \; > 0.

Agora, suponha A; > 0. Isso deve ser valido para todo vetor x e nao somente para
os autovalores de A. Como as matrizes simétricas possuem um conjunto completo de
autovalores ortonormais [23, p. 371], é possivel escrever qualquer vetor z como uma

combinagao linear, dada por:

1Ty + -+ Cry.
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Entao,

Ar = 1Az + -+ c Az, = g\ - Cu AT (2.8)

Devido & ortogonalidade e & normalizacao x] z; = 1 e x] x; = 0, para i # j
2T Ar = (crz] + -+ el (e m + - F e AaTn) =AM 4+ (2.9)
Se todo \; > 0, entao a expressiao (2.9) mostra que 27 Az > 0. Portanto, a condigao
(2.7) implica na condigao (2.6). As condigoes (2.8) e (2.9) e suas equivaléncias com a
condigao (2.9) serao provadas em trés passos. Se (2.6) é verdadeiro entao (2.8) também é.

Primeiro, o determinante de qualquer matriz é o produto dos seus autovalores. Sabe-se

que esses autovalores sao positivos

Para provar o mesmo resultado para todas as submatrizes Ay, verifica-se que, se A é

. .. ~ ! , ~ . . ’ .
definida positiva, entao todas as A, s também sao. Verificam-se os vetores cujas tltimas

Tk
0

Se T Az > 0, Yz # 0, entdo, em particular, =] Ayxy, Vo, # 0. Portanto, a condigio

n — k componentes sao nulas:

Ak*

* *

v Ax = [ i 0 } = a2} Apzy. (2.11)

(2.6) se verifica para Ag, e a submatriz permite os mesmos argumentos utilizados para A.
Seus autovalores (que nao sao os mesmos \;) devem ser positivos, e seu determinante é o
produto deles, de modo que os determinantes superiores esquerdos sdo positivos. Se (2.9)
¢ verdadeira, entao (2.10) também é. Existe uma relagao direta entre os nimeros det(A) e
o0s pivos. O k-ésimo pivo dj, é exatamente a razao entre det(Ay) e det(Ay—1). Portanto, se
os determinantes sao todos positivos, entao os pivos também sao e nenhuma permutagao
de linha é necessdria para matrizes definidas positivas. Para verificar a condi¢ao (2.11),
deve-se reconhecer 7 RT Rz como a raiz quadrada de ||Rz||?. Isto ndo pode ser negativo
e também nao pode ser nulo (a nao ser que x = 0), porque R possui colunas linearmente
independentes: se z é nao nulo entdo Rz é nao nulo. Portanto, 7 Az = ||Rx||? é positivo
e A= RTR é definida positiva. =

Matriz Semidefinida Positiva

Definicao 14 Seja A € R™"™ uma matriz simétrica. A € dita ser semidefinida positiva

se T Az > 0 para todo vetor x € R™.
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Cada uma das cinco propriedades seguintes é uma condigao necessaria e suficiente para

que A seja semidefinida positiva:

1. 27 Az > 0 para todo vetor z;

2. Todos os autovalores de A satisfazem \; > 0;

3. Todas as submatrizes principais possuem determinantes nao negativos;

4. A possui um conjunto de n pivos d; > 0;

5. Existe uma matriz R, possivelmente possuindo colunas linearmente depen-
dentes, tal que A = RTR.
Matriz Definida Negativa

Definicao 15 Seja A € R™"™ uma matriz simétrica. A é dita ser definida negativa se

2T Az < 0 para todo vetor ndio nulo x € R".

Cada uma das quatro propriedades seguintes é uma condi¢ao necessaria e suficiente

para que A seja definida negativa:
1. 27 Az < 0 para todo vetor x;
2. Todos os autovalores de A satisfazem \; < 0;

3. Todas as submatrizes triangulares superiores esquerdas A possuem determinantes
negativos;

4. A possui um conjunto de n pivos d; < 0;
Matriz Semidefinida Negativa

Definicao 16 Seja A € R™"™ uma matriz simétrica. A € dita ser semidefinida negativa

se T Ax < 0 para todo vetor v € R™.

Cada uma das quatro propriedades seguintes ¢ uma condi¢ao necessaria e suficiente

para que A seja semidefinida negativa:
1. 27 Az < 0 para todo vetor z;
2. Todos os autovalores de A satisfazem \; < 0;
3. Todas as submatrizes principais possuem determinantes negativos;

4. A possui um conjunto de n pivos d; < 0;
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Matrizes Indefinidas

As matrizes que nao se enquadram nas definicoes anteriores sao consideradas in-

definidas.
Decomposicao de Cholesky - A = LLT
Uma matriz A simétrica e definida positiva de ordem n pode ser escrita como
A=LL", (2.12)

onde L é uma matriz triangular inferior com elementos diagonais positivos. A matriz LT

¢é chamada de fator de Cholesky:.

A fatoragao de Cholesky pode ser calculada diretamente igualando elemento por ele-

mento. Para a representacao de A = LLT, tem-se que:

@11 a2 - Aip ln lh b - g
Q21 Qg2 -+ A2y lig Iy log -+ oy

= . . . ] . (2.13)
An1 Ap2 - Ann lln l?n e lnn lnn

Igualando os elementos que estao na primeira posi¢ao de cada matriz, tem-se:

2
apn =I5, = i1 = /an.

Igualando a primeira linha de ambos os lados em (2.13) segue que:

a1z = linlia, a1z = lilis, ..., a1 = Lilip,

assim, todos os elemntos da primeira linha de LT podem ser calculados pois l;; ja é

conhecido.

Para elemento da segunda linha e segunda coluna, tem-se
99 — Z%Q + Z%Q

Como [;5 é conhecido, ly5 pode ser calculado. Parte-se entao para a segunda linha de

LT e assim sucessivamente.

A fatoragdo de Cholesky de (2.12) pode ser calculada com aproximadamente £n?

multiplicagoes (e adigoes) e n raizes quadradas.

A fatoracdo de Cholesky é numericamente estdavel. Essa propriedade cumpre-se pela

seguinte relacao entre os elementos de L7:



2. Tépicos de Algebra Linear 23

By 4+ 41, k=1..n

2.8.3 Fatoragao QR

Suponha que vy, va, ..., v, sa0 vetores p x 1 e considere a implementagao tradicional do

processo de Gram-Schmidt, pg. 16. Utilizando o algoritmo (1) em u;, tem-se que
Vj = U100 + Uaoj + ...+ Uj—1005-1 5 + U j = 1, 2, ...q.

Na notacao matricial particionada, isso é justamente

1 Qi - Qg
0 1 - ay
[ U1 Vq ] = [ Uy Uq ]
o 0 --- 1
Sejam Qg = [ Uy - Ug } uma matriz p X p e Ry a matriz triangular superior
unitaria ¢ x ¢g. Desde que que A = [ (I ] pode-se reescreve-la como
A= QvRy. (2.14)

Os u; 's em @)y sao construidos via algoritmo (1), e sdo, portanto, mutuamente ortog-
onais; isto é, () tem colunas ortogonais, algumas das quais devem ser iguais a 0. Seja ()
e R as matrizes obtidas pela eliminagao das colunas nulas de @)y e linhas correspondentes
de Ry, dividindo cada coluna nao nula de )y pela norma — 2, e multiplicando cada linha

correspondente de Ry pela mesma norma — 2. Entao, (2.15) é substituida por
A=QR (2.15)

com R triangular superior e () tendo colunas ortonormais. A forma (2.14) é chamada
de decomposi¢cao QR nao-normalizada de A, enquanto (2.15) é a decomposi¢ao QR nor-

malizada.

Para formalizar a descricao anterior, considere o seguinte teorema.

Teorema 12 Seja A € RP*?, com posto k. Entao:

1. A pode ser escrita em sua decomposicao QR nao normalizada como A = Qo Ry,

onde:
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1.2. Q¢ € RP*P ¢ tem colunas ortogonais (das quais k sao ndao nulos e ¢ — k

sao zeros) que geram o espago coluna de A.
1.3. Ry € R triangular superior unitdria e nao-singular.

1.4. A norma-2 da i-ésima coluna de Qq € igual a distancia da i-ésima coluna

de A para o espaco gerador pelas primeiras i — 1’s colunas de A.
2. A pode ser escrita em sua decomposicao QR normalizada como A = QR, onde:
2.1. Q € RP** ¢ tem colunas ortonormais que geram o espaco coluna de A.

2.2. R € R¥*9 | triangular superior, e tem posto k.

2.3. Se k =gq, entao | (R),; | € igual a distancia da i-ésima coluna de A para

o espac¢o gerado pelas primeiras i — 1’s colunas de A.

Demonstragao. Ver [23], pg. 237. m

2.9 Autovalores e Autovetores
Para qualquer A € R™*"™ um escalar A é um autovalor de A se a equagao
Ar = Az,

tem uma solugao nao nula x denominado de autovetor de A correspondente a A. Visto que
uma matriz B é singular se e somente se o determinante, det B, é zero, segue que os au-
tovalores de A sao precisamente as n raizes (considerando a multiplicidade) do polinémio

caracteristico
det(A — \I) =0,

onde I é a matriz identidade n x n.

2.10 Teoria da Perturbacao e Numero de Condicao

O sistema linear

Az =b, (2.16)

tem solugao unica para todo b somente se A é quadrada e nao-singular. Antes de con-
siderar como resolver (2.16), é interessante ver como a solugdo ¢é afetada por pequenas

perturbacgoes no vetor b e nos elementos da matriz.

A solugao exata de (2.16) para A nao singular é dado por
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x = A"1b.

Suponha que o lado direito de (2.16) é perturbado por b+ 0b, e que a solugao exata

do sistema perturbado é x + dx, i. e.,
A(x +dz) = b+ db,
onde ”7¢” denota uma pequena perturbacao em um vetor ou matriz. Por isso,
r+0x = A"Y(b+ 6b),
e visto que x = A1,
oz = A~Lob.
Para medir x, utiliza-se a propriedade de vetor compativel e normas de matriz:
[10z]| < [[A7H] []6b], (2.17)

cumprindo na igualdade para algum vetor db. A perturbacao na solugao exata é ainda e

tem limite superior igual a ||A™!|| vezes a perturbagio em b.

Para determinar o efeito relativo desta mesma perturbacao, observe que
o1l < 1A []]- (2.18)

Combinando as desigualdades (2.17) e (2.18) e reorganizando-as, segue

[[0]]

]|

_1,,1100]|
<|lAll [|A le : (2.19)

Se a matriz A em (2.16) é perturbada por A, um processo similar ao que ocorreu com

b, produz (A + dA)(z + dz) = b. Essa equagao pode ser reescrita como
dr = —A"Y5A(x + ox),
tal que
[lox|] < [JAT] [I6A]| ||l + o]

ou



2. Tépicos de Algebra Linear 26

[|6x]|
[|x+d

“HI A

Quando a mudanga ||dA|| é considerada relativa, isto torna

0A]|

Al (2.20)

ox
et < i a R

Em ambos (2.19) e (2.20), a mudanga relativa na solugdo exata é limitado pelo fator
|A]| |JA™Y|| multiplicado pela perturbagao relativa aos dados. O ntimero ||A|| [|A7Y]] ¢

definido como o nidmero de condi¢ao de A e é denotado por cond(A).

Como ||I|| = 1 para alguma norma induzida, e [ = AA™!, segue que
L= 1]l < [IAll IA7H],
de modo que
cond(A) > 1

para toda matriz.

O ntmero de condicao de uma matriz A indica o efeito mdzimo de perturbacoes em
b ou A na solugao exata de (2.16). A matriz A é dita ser mal condicionada se cond(A) é

7grande” e A é dita ser bem condicionada se, ao contrario, cond(A) é "pequeno”.
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Topicos em Andlise do R" e Otimizacao

Um problema de otimizacao comega com um conjunto de varidveis ou parametros
independentes, e freqlientemente incluem condigoes que definem valores aceitaveis para
as variaveis. Tais condicoes sao denominadas restri¢oes do problema. Outra componente
essencial de um problema de otimizacao é uma medida do ”beneficio”, denominado fun¢ao
objetivo, a qual depende sobre algum modo das variaveis. A solugao de um problema de
otimizacao é um conjunto de valores permitidos das variaveis para o qual a fungao objetivo
assume um valor 76timo”. Em termos matemadticos, a otimizacao, usualmente, envolve
maxrimizacao ou minimizacao; e.g., deseja-se maximizar o lucro ou beneficio, ou minimizar

as despesas ou perdas.

Este capitulo é devotado primeiramente uma revisao a funcoes de vérias variaveis as
quais sao tomadas como fungoes objetivos nos problemas envolvendo otimizagao restrita
ou irrestrita. Em um segundo momento, sera apresentada as condicoes de otimalidade de

um problema de programagao nao linear irrestrito e irrestrito.

As técnicas usadas para resolver problemas de programacao nao linear, em alguns
casos, sao baseadas em um modelo quadrético da funcao, e.g. método de Newton [13], [20],
[9]. Existem duas justificativas para a escolha de um modelo quadrdtico: sua simplicidade

e, mais importante, o sucesso e eficiéncia na pratica de tais.

Também serao introduzidos neste capitulo os conceitos de convergéncia e rapidez (ve-

locidade) da mesma caso esta ocorra.

Por tltimo serao apresentados os conceitos e as propriedades das funcoes quadraticas.
Depois da descricao das funcoes quadraticas, serao apresentados o método das direcoes

conjugadas e o método do CG.
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3.1 Funcoes de Classe C*

Definicdo 17 A fungdio f : D C R® — R € dita ser da classe C¥) em D, isto ¢, f €

C®)(D) se tem todas as derivadas continuas até ordem k em D.

3.1.1 Gradiente

Considere uma funcao f : R" — R, suave. Se a primeira derivada parcial de f com
respeito as n variaveis existem e sao continua, o vetor coluna dessas n derivadas parciais
é chamado de gradiente de f em z, V f(x).

Definicao 18 Uma funcao continua f : R™ — R € dita ser diferencialmente continua em

r € R", se ggf eriste e € continua, i = 1,...,n; o gradiente de f em x € entdo definido

como

9f(x)

Viz) =

of(z)
Oxn

A funcao f é dita ser continuamente diferencidvel em D C R", denotado por f €

CY(D), se é continuamente diferencidvel para todo ponto em D.

3.1.2 Hessiana

Considere uma fungao continua f : R® — R. Se a primeira e a segunda derivadas
parciais de f com respeito as n variaveis existem e é continua, a matriz contendo essas

derivadas parciais é chamada de Hessiana de f em z, V*f(x). Segue a seguinte defini¢ao:

Definicao 19 Uma func¢ao continuamente diferenciavel em R™ f : R — R € dita ser

. . ., 2
duas vezes continuamente diferencidvel em v € R", se ai-i-
iTj

7 <mn; a Hessiana de f em x é entao definida como a matriz quadrada de ordem n, cujo

existe e € continua, 1 < 1,
elemento da i — ésima linha e j — ésima coluna é
2 _ 9*f(z) -
V()i = G 1< 0,5 <.

A funcgao f é duas vezes continuamente diferencidvel em D C R", denotado por f €

C?(D), se é continuamente diferencidvel em todo ponto de D.
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3.1.3 Teorema de Taylor

Os resultados de andlises que sao freqlientemente utilizados em otimizacao vém do
grupo dos teoremas de Taylor ou teoremas do Valor Médio. Esses teoremas sao de funda-
mental importancia pois eles mostram que, se a funcao e suas derivadas forem conhecidas
em um unico ponto, entao podem-se calcular aproximagoes para a funcao em todos os

pontos numa vizinhanga imediata daquele ponto.

Teorema 13 Seja f : R" — R. Se f € C®), entdo existe um niimero real @ (0 <60 < 1),
tal que

f(x+h) = f(z)+hfr(z)+ 3h2f"(x) + ... + (k_ll)!hk—lf(’f—l)(x) + LhF 8 (2 4 0h)
onde f*)(x) denota a k-ésima derivada de f no ponto .

A série de Taylor é uma ferramenta usada para aproximar uma funcao f ao redor de

um ponto xy por um polinémio.

Definigao 20 Seja f : R™ — R uma funcdo de classe C?, i.e, f € C*. Entdo, a aprox-

imacao da funcao f prozima ao ponto xg pela série de Taylor € escrita como
f(zo+p) = f(xo) + p"V f(20) + %pTVQf(xo)p

3.1.4 Teorema Fundamental do Calculo ou Teorema de Newton

Teorema 14 Seja f € C? e D um conjunto convexo aberto em R™. Se x,y € D, entdo

fly)— fz) = [(Vflx+tly —x)),y — x)dt.

O%»—l

Demonstracao. Considere uma funcdo unidimensional ¢(t) = f(x + t(y — z)). O

teorema fundamental do Caculo afirma que
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3.1.5 Derivada Direcional

Se z = f(x,y) : f:R? — R duas vezes continuamente diferencidvel e se p um vetor
unitario do R?, p = (py,p2)? .Entdo, a derivada direcional de f em x na diregao de p, é
0 o 0
denotada por a—£($) = a—i.pl + 6—£.p2.
Teorema 15 Seja f : R® — R continuamente diferencidvel em um conjunto convezo
S C R™. Entao, para x € S e alguma perturbacdao nao nula p € R™, a derivada direcional

de f em x na direcao de p, definida por

g_;j(x) _ Ellnof($+6i)_f(x)’
eziste e € igual V f(z)Tp. Para x,x+p€ S,
1 z+p
flatp) = f@)+ [V ) pit=fa)+ [V s (3)
0 T
e existe um z € (x,x + p) tal que
flz+p) = f(z) +Vf(2)p. (3:2)

Demonstragao. Parametrizando f ao longo da linha formada pelo intervalo (z, z+p)

tem-se a fungao g de uma variavel definida por
g:R— R, g(t) = f(z+1p).

Definindo z(t) = x + tp. Entao, pela regra da cadeia, para 0 <t < 1,

dg _ ~Of(x(t)) do(t);

dt &= ox(t), di (8:3)
= Zlaxzpz
= Vf(z+tp)'p (3-4)

Fazendo t = 0 reduz-se (3.4) para

o) =V f(2)"p.
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Pelo teorema fundamental do célculo ou teorema de Newton (14),

1

9(1) = g(0) + {g/(t) dt

o qual, pela defini¢ao de g e (3.4), é equivalente a

1

fla+p) = flz)+ {f(fv + tp) " pdt,

o que prova (3.1). Finalmente, pelo resultado desse teorema para fungoes de uma varidvel,

tem-se que

9(1) = g(0) + g/($), £€(0,1)

fle+p) = fl@)+ Vi@ +Ep)Tp,  £€(0,1),
o que prova (3.2). m

3.1.6 Direcao de Descida

Definicao 21 As direcoes d € R™, tais que
Vf(x)rd <0
sao chamadas direcoes de descida a partir de x.

Teorema 16 Sejam f : R — R, f € Cle x € R" tal que Vf(z) # 0, d € R",
Vf(x)Td < 0. Entao, existe & > 0 tal que

flz+ad) < f(x), Ya € (0,a).
Demonstracgao. Considere ¢ : R — R,

¢(e) = f(z + ad)
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Pela regra da cadeia,

¢ () =V f(r+ad)ld

¢'(0) = Vf(x)"d

¢'(0) = lim ¢(0+)—=¢(0)

a—0

Para 0 < a < &, com & suficientemente pequeno, o sinal de ¢(0) e ¢(a) — ¢(0) deve

ser o mesmo, ou seja, negativo. Como ¢'(0) = V f(x)Td < 0, logo

3.1.7 Aproximacao de derivadas por diferencas finitas

A aplicabilidade da expansao de uma funcao suave em Taylor, ver teorema (13) per-
mitem que os valores das derivadas sejam aproximados, o que é melhor, computacional-
mente, do que calculd-los analiticamente. Sejam F : R" — R, uma funcao com F' € C?, e
h; o tamanho do intervalo da diferenca finita associada com a j-ésima componente de z,
e e; o vetor com 1 na j-ésima posicao e 0 nas demais. Entao:

F(z + hjej) = F(x) 4+ hjg(x)"e; + 3hie] G(x + 01 hje;)e;,

onde 0 < 6; <1, o qual estima um limite superior para o erro de truncamento. Os termos
g(x)Te; e e G(x + O1hje;)e; sao apenas o j-ésimo elemento de g e o j-ésimo elemento da

diagonal de €] G(z + 61 hje;) respectivamente. Dado:

@)y = 1 (F(w + hye;) = F(a)) +O(hy), (35

J
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a qual representa a expressao da diferenga pela direita para g(x). As férmulas das

diferencas pela esquerda e central para g sao, respectivamente:

o (F(@) = Fla = hye,) (3.6)
L(F(:lc + hjej) — F(x — hjej)). (3.7)

2h,

O erro de truncamento de (3.5) e (3.6) sao de ordem 1, o qual difere de (3.7) que é de
ordem 2. Também é possivel obter a aproximacao por diferencas finitas da derivada de

segunda ordem G(z). Logo, G;j(x) de ordem 1 é dada por:

1
hih;

(F'(z + hjej + hie;) — F(x + hje;) — F(x + hie;) + F(x)). (3.8)

3.2 Condicoes de Otimalidade

Os problemas de otimizacao envolvem minimizar ou maximizar uma funcao objetivo,
sujeita a um conjunto de restricoes impostas nas variaveis. Em, essencialmente, todos os
problemas de interesse as restrigoes serao expressas em termos de relagoes envolvendo as
variaveis das funcoes continuas. O problema geral a ser considerado é conhecido como

otimizacgao linear restrita e é expresso em termos matematicos por:

minimizar f(z)
¢i(x) i=1,2,....m; (3.9)

=0
s.a. ’
ci(x) >0, i=m'+1,...,m.

Um ponto Z ¢é dito ser vidvel se satisfaz todas as restrigoes do problema (3.9). O
conjunto de todos os pontos viaveis é denominado regiao viavel. Um problema para o

qual nao existe pontos viaveis é chamado de problema inviavel.

Para selecionar um método eficiente para resolver um problema particular da forma
(3.9), é necessario analisar e classificar o problema. Antes de considerar um método para
resolver um problema é necessédrio definir uma ”solugao para o (3.9). Para tal solugao

existir considere os seguintes teoremas e as definigoes de conjuntos e funcoes convexas.
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3.2.1 Teorema de Weierstrass

Teorema 17 Seja S um conjunto nao vazio, compacto, e seja f : S C R® — R continua
em S. Entao, o problema

min f(z) (3.10)

zeSs

atinge seu minimo, isto €, existe um minimizador para o problema (3.10).

Demonstragao. Visto que f é continua em S e S é fechado e limitado, f ¢ limitado
inferiormente em S. Consequentemente, visto que S # (), existe o menor limite inferior
a = inf{f(x)} : x € S}. Agora, seja 0 < ¢ < 1, e considere o conjunto S, = {z €
S : a+ ¥} para todo k = 1,2,...Pela definicio de fnfimo, S, # () para todo k e entdo
constrdi-se uma seqiiéncia de pontos {xy} C S selecionando um ponto =, € Sy para
todo k = 1,2,...Como S é limitado, existe uma subseqiiéncia convergente {xy}x — T,
indexado pelo conjunto K. Como S é fechado, tem-se 7 € S; pele continuidade da fungao
f, desque que a < f(x) < o+ &* para todo k, tem-se que a = k—ulrl(gl ker(xk) = f(7).
Portanto, foi mostrado que existe uma solu¢ao T € S tal que f(T) = a = inf{f(z) : z €

S}, e entdao T é um minimizador. m

3.2.2 Conjuntos Convexos

Definigao 22 Um conjunto S C R™ é convexo se ¥V x,y € S o segmento de reta que une

x ey também esta em S.

Logo, o subconjunto S de R™ é convexo se e somente se para todo = e y em S e todo

Acom 0 <\ <1,0vetor Az + (1 — \)y estd também em S.

Teorema 18 Seja S um conjunto convexo em R™ . Faga 2 2@ 2® pertencer a

S. Se A, Mg, ..., A\p 8GO numeros nao negativos cuja soma € unitaria, entao a combina¢ao
k

convera Y \aD estd também em S.
i=1

3.2.3 Funcgoes Convexas

A classe de fungoes chamadas de fungoes convexas incluem a classe de funcoes lineares

que tem ampla variedade de aplicagoes.
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Uma funcao f(z) definida em um intervalo I da reta real é convexa se a corda que
liga quaisquer pontos (z1, f(x1)) e (x2, f(22)) no grafico de f(z) estd sobre ou acima do
grafico def(z).

Se tal corda estd sobre ou abaixo do gréfico de f(x), entdao f(x) é concava em I.

Nota-se que se x; e x5 sao numeros reias, entao um nuimero u esta entre x, e x5 se e

somente se existe A com 0 < A <1 tal que
u= A1 + (1 = N)as.

Se essa oberservagao for aplicada para pontos no eixo x e no eixo y, entao tem-se que

uma funcao y = f(x) é convexa em I se e somente se
SO+ (1= Nxg) < Af(w1) + (1= N) f(a2)

para todo x1, 29 € I e todo 0 < XA < 1. Se a desigualdade estrita mantém-se mesmo com

1 e T sendo pontos distintos em I, ou seja,
fzr 4+ (1= Nza) < Af(z1) + (1= A) f(z2)

entdo f(x) é estritamente convexa.

Definigao 23 Suponha que f é uma func¢do definida em um conjunto convero S C R".

Entao:
(i) a fungdo f é convexa em S se
fAz+ (1= Ny) <Af(z)+ (1= AN)f(y),

para todo x,y € S e todo A com 0 < \ < 1;

(i1) a fungao f € estritamente convera em S se

FOz+ (1= Ny) < Af(z) + (1 =N f(y),

para todo x,y € S com x # y e todo A com 0 < \ < 1.

Teorema 19 Todo minimizador local de uma funcdo convexa f definida em um subcon-
junto S de R™ € também um minimizador global. Todo minimizador local de uma fung¢ao
estritamente convexa f definida em um conjunto convexo S C R™ € o unico minimizador

global estrito de f em S.
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Demonstracao. Suponha que x* é um minimizador local para a funcao convexa f
em S. Entao existe um nimero positivo r tal que f(x) > f(a*) sempre que © € S e
|z —a*|| <.

Dado algum y € S, quer provar-se que f(y) > f(x*). Para este fim, seleciona-se \
com 0 < X\ <1 e tao pequeno que x*+ Ay —x*) € S e

|lz* + My — 2*) —2*|| <.
Por consequinte,
@) < flam+ My — 7)) = f(Ay + [1 = Aa™) < Af(y) + [1 = Af(27),

pois f € convero em S. Nota-se que a ultima desigualdade € estrita se y # z* e f €
estritamente convera. Agora, subtrai-se f(z*) de ambos os lados da desigualdade anterior

e divide-se o resultado por \

fa)=f(zx) ~ A @+[I=Nf(@")—f(z")
A A )

para obter

0 < f(y) — f(z%)

desigualdade estrita se f € estritamente convera e y # x*. Isto estabelece o resultado

desejado. m

3.2.4 Caracterizagao de um ponto de minimo
Um ponto T € R™ é solucao de (3.9) se T é um ponto que pertenga a regiao vidvel.
Entao, somente pontos vidveis podem ser 6timos.

Seja x* um ponto vidvel para o problema (3.9), e defina N (z*, §) como sendo o conjunto

dos pontos viaveis em uma vizinhancga ¢ de z*.

Definicao 24 O ponto x* € um minimo local se existe § > 0 tal que:
1. f(x) € definido em N(x*,9); e
2. f(z") < f(y), Vy € N(2%,0), y # a.
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3.2.5 Condicoes de Otimalidade para uma Funcao com Res-

tricoes Lineares de Igualdade

Considere o problema de minimizar uma funcao suave sujeita a um conjunto de res-

tricoes lineares de igualdade, i.e.,

MINIMLZAr T
zeRn /(@) (3.11)
s.a Ax =b.

A i-ésima linha da matriz A € R™*" serd denotada por a!, a qual contém os coeficientes

da i-ésima restricao linear:
Tr = a , = b
a; = a1+ ... + apT, = b;.

Um ponto vidvel z* é um minimo local para (3.11) se e somente se f(z*) < f(x) para
todo x viavel em alguma vizinhanca de x*. Nao existe ponto viavel se as restricoes sao

inconsistentes, entao assume-se que b pertence ao range de A.

Pelo fato das restrigoes serem lineares, as propriedades de subespacos lineares tornam
possivel de estabelecer uma caracterizagao simples de todos os movimentos viaveis a partir

de um ponto viavel.

Sejam Z e & dois pontos vidveis do problema (3.11) e p uma diregao vidvel tomada

como p =T — Z. Entao, p é ortogonal a todas as linhas de A, i.e., p satisfaz
Ap=0. (3.12)

Qualquer vetor p para o qual (3.12) se cumpre é chamada de diregao vidvel com

respeito as restrigoes lineares de igualdade do problema (3.11).

Qualquer passo de um ponto viavel ao longo da direcao p nao viola as restrigoes, visto
que A(Z + ap) = Az = b.

Seja Z € R™ ™™ uma base para o R(A), entdo AZ = 0, e toda diregao viavel pode
ser escrita como uma combinagao linear das colunas de Z. Portanto, se p satisfaz (3.12),

p pode ser escrito como

b= sza

onde p, é um vetor pertencente ao R"~"
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Fazendo a expansao em Taylor teorema (13) de f em relagao a z* ao longo de uma
direcao viavel p = Z p,:
1
fx* +eZp.) = f(2*) + epl Z'V f(z*) + 562pZTZTV2f(x* + etp)Zp, (3.13)
onde 6 satisfaz 0 < 6 < 1, e € é um escalar positivo. A expansdo (3.13) mostra que
pL ZTV f(x*) é negativo, entdo toda vizinhanga de z* conterd pontos vidveis com valor da

funcao estritamente inferior. Ainda, a condigao necessaria para que z* seja um minimo

local da (3.11) é que pI' ZTV f(z*) anula-se para todo p., o que implica que
ZTV f(x*) = 0. (3.14)
O vetor ZTV f(x*) é chamado de gradiente projetado de f em z*.

O resultado (3.14) implica que V f(2*) pode ser uma combinacao linear das linhas de

A, isto é,
Vf(x*) =S a\i = AT\,
i=1

para algum vetor A*, que é chamado vetor multiplicador de Lagrange. Os multiplicadores

de Lagrange sao unicos somente se as linhas de A sao linearmente independentes.

Como ZTV f(z*) = 0, (3.13) torna-se
fa* +eZp.) = f(z*) + 3€p; ZTV2 f(a* + eOp) Zp.

indicando que se a matriz Z7V? f(2*)Z ¢é indefinida, toda vizinhanca de z* contém pontos
viaveis com um valor estritamente inferior a f. Portanto, a segunda condigao necessaria
para que z* seja 6timo para (3.11) é que a matriz ZTV2f(2*)Z, chamada de matriz

Hessiana projetada de f em z*, pode ser semidefinida positiva.

Condigoes necesséarias para um minimo do problema (3.11):
1. Ax* = b;

2. ZIV f(z*) = 0; ou, equivalentemente, V f(z*) = AT\*;

3. ZTV2f(z*)Z é semidefinida positiva.

Condigoes suficientes para um minimo do problema (3.11):
1. Ax* = b;

2. ZT f(x*) = 0; ou, equivalentemente, V f(z*) = AT\*;

3. ZTV2f(2*)Z é definida positiva.
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3.2.6 Convergéncia de Seqiiéncias e Rapidez de Convergéncia

A maioria dos métodos de otimizacao sao iterativos, tal que uma seqiiéncia infinita
x), de estimativas do ponto étimo z* é gerada. Mesmo provando, teoricamente, que esta
seqiiéncia converge para o limite do ponto requerido, o método sera praticavel somente se
essa convergéncia ocorrer com certa rapidez. Nesta secao sera discutido brevemente o que
significa caracterizar a taxa, na qual, tal seqiiéncia converge. Aqui, serdao introduzidos
os mais importantes e relevantes conceitos da teoria de convergéncia. Em todos os casos
seguintes, assume-se que: a sequiéncia xj converge para x*, todos os valores xj sao distintos

e xp # x* para qualquer k.

Definicao 25 Dado um método iterativo que produza uma seqiiéncia de pontos x1,xs, ...
a partir de um ponto inicial xy, quer-se saber se o método converge para uma solucao
x*, e caso afirmativo, com que rapidez. Sejam x* € R", z, € R", k = 1,2,3,...Entao a
seqliéncia {xy} converge com ordem T quando T é o maior numero, tal que
. Th41 — T
0< lim 1T =Tl

koo [|lzg — 2]
Como o interesse estd no valor de T que ocorre no limite, esta constante T €, algumas
vezes, conhecida como taxa de convergéncia assintotica. Se T = 1, a seqiiéncia xj, indica

convergéncia linear, se T = 2, a sequéncia ¢ dita ter convergéncia quadrdtica.

Se a seqiiencia x) tem ordem de convergéncia T, a constante assintotica € o valor

que satisfaz

S

(3.15)

Quando T = 1, v deve ser estritamente menor do que uma unidade para que a con-

Vergencia ocorra.

Se a seqiiéncia tem convergéncia linear, o comprimento de passo diminuido em ||xy —
x*|| ird variar substancialmente com o valor da constante de erro assintdtica. Assim, se
v em (3.15) é zero quando T € feito igual a uwidade, a este tipo associado de convergéncia

¢ dado o nome especial de convergéncia superlinear.

A defini¢ao (25), diz que, se existir uma constante ¢ € [0, 1) e um inteiro k£ > 0 tal que
para todo k > /k?,

[k = 2% < ey — 27
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entdo {z;} ¢ linearmente convergente. No caso de existirem constantes ¢ > 0, e k > 0

tais que {x} converge para x* e para todo k > 75,
[z — 2| < ella — 2%,

entdo a convergéncia é quadrética. E ainda, para alguma seqiiéncia {cy} que converge

para o valor 0,

|Zr1 — 27| < cpllz — 27|,

entdo {zy} converge superlinermente para z*.

Um método iterativo que convirja para a resposta correta em uma certa taxa, con-
tanto que seja inicializado perto o suficiente da resposta correta, é dito ser localmente

convergente naquela taxa.

3.3 Funcoes Quadraticas

Seja F': R" — R a funcao quadratica

1
F(z) = §xTAx —h'x +c, (3.16)

onde A € R™"™ é uma matriz simétrica, h € R" e ¢ € R.

O gradiente de I’ em x é o vetor
VF(z)=Ax — h. (3.17)

Um ponto critico de F' é um ponto x tal que VF(z) = 0. Além disso, x é um ponto
critico da funcao quadratica F' se e somente se x é uma solucao do sistema de equagoes

lineares

Az = h. (3.18)

O sistema (3.18) pode, ou nao, ter uma solugao. No entanto, se A é nao-singular existe

exatamente uma solucao, i.e.,

o = A_lh
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e zg é o tnico ponto critico de F. Se A é singular e z é uma solugao de (3.18), entao
toda solugao de x de (3.18) é expressa na forma = = zo + 2, onde z € X(A), isto é, z um
vetor tal que Az = 0. Em outras palavras, se xy é um ponto critico de F', entao todo

ponto critico de F' difere de x¢ por um vetor z € R(A).

Como F' é uma funcao quadratica, tem-se a identidade
1
Fz+p) = F(x) +p' (Az = h) + 5p" Ap (3.19)

Esta identidade é obtida substituindo = por x + p em (3.16). Observe que (3.19)

expressa o Teorema de Taylor, pg. 29, no ponto x. Reescrevendo (3.19) tem-se,
1
F(z+p)=F(x)+p"VF(x)+ §pTV2F(w)p. (3.20)

A matriz A da funcao gradritica é a Hessiana de F, isto é, A = V?F(x). Se g é
um ponto critico de F', i.e., VF(xy) = 0, entao substituindo = por zg e p por & — zg em

(3.20), obtém-se a equagao
1
F(x) = F(xo) + 5(55 — 20)T Az — x0) (3.21)

para F' relativa a um ponto critico de F. Geometricamente, essa equacao nos diz que,
quando A é nao-singular, o ponto critico 1o = A~'h de F é o centro da superficie

quadratica
F(z) =, (3.22)

onde v é uma constante.

Por (3.21), um ponto critico o de F' é um ponto de minimo de F' se e somente se
A é semidefinida positiva, ou seja, se e somente se a desigualdade p” Ap > 0 se mantém
para todo vetor p. Se p’Ap > 0 sempre que p # 0, isto é, se A é definida positiva,
entdao g = A~'b é o tnico ponto de minimo de F. Diz-se que F é definida positiva se
A é definida positiva. As curvas de nivel de (3.22) para uma funcao quadratica definida
positiva sao elipséides com centro em xy = A~'h. O problema de minimizar F' ¢, portanto,
equilavente ao problema de encontrar o centro geometricamente de um elipséide. Tal fato
conduz ao estudo da descricao geométrica do método das direcoes conjugadas que serd

discutido a partir daqui.

No estudo de um sistema linear Ax = b, define-se o residuo do sistema como o vetor
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r=h— Ax.
Quando A é simétrica, o vetor r é o gradiente negativo, ou seja,
r=—VF(x)=h— Az

Segue que o residuo r(z) é a mdzima dire¢io de descida da fungao quadrética (3.16).

no ponto x.

A preocupacao é nao somente minimizar F globalmente, mas também minimizar F

sujeita a um conjunto de restri¢oes lineares
Gdr=p i=1..n—k 1<k<n, (3.23)

onde q, ..., ¢,k s20 vetores linearmente independentes. O conjunto de pontos satisfazendo

(3.23) é denominado Hiperplano, denotado por Hy.

O teorema a seguir apresenta as condicoes de existéncia de pontos minimos de uma

funcao quadrética em hiperplanos.

Teorema 20 Suponha que a hessiana A da fungdo quadrdtica F (3.16) é definida posi-
tiva. Um ponto x* em um hiperplano Hy minimiza F' em Hj se e somente se o gradiente
V F(x*) € ortogonal a Hy. Existe um tinico ponto minimo x* de F' em Hy. Um hiperplano

Hy, cortado por um elipséide E,_1 de dimensao (n — 1)
E, 1:F(z)=v

corta E,_1 em uma elipsdide de dimensdao (k— 1) cujo centro é o ponto minimo x* de F

em Hj.

Demonstracao. Ver [16]. =

3.3.1 Propriedades Basicas de Funcoes Quadraticas

Sejam F': R" — R a fungao quadrética definida em (3.16), com A definida positiva,

e r* = argmin F'(z),
F(z)=F(z*) + VF(z*)(z — 2*) 4+ 3(z — 2*)T A(x — z¥)

entao
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Defina o conjunto dos pontos

{reR":F(z)=a}= {zeR": 3(z—2")TA(z — z*) = a — F(z*)}
= {zeR": (x—2)TAx —2*) =7},

onde
7 =2(a— F(z"))
como
F,=(x—a)TA(x — z*) = .
Assim, F, # @ se a > F(z*). F, é um hiperboldide dado pela equacao

(z—2")TA(z —2*) =,

logo F, tem dimensdo n — 1. Entdo, F, C R" e dim(F,) = n — 1. Seja um hiperplano
H={zeR":a"z=0b}

Isto é verificado do seguinte modo.

Tor =b,ealz = 0.

Para todo x € R™, x € H, se e somente se x = x* + 2z tal que a
Isso implica que z € H se e 86 se x = z* + z, * € H e z € R(a) o que implicando que
x € H pode ser escrito como = = z* + N(a).

Como Im(a) = {y € R : y = a’x,2 € R"} entdo, dim(Im(a)) = 1. Logo,
dim (X(a)) =n — 1. Entao dim(H) =n — 1.

Chamando k = n — 1 logo, se F,, C H entao dim(F, N H) = k e se F, ¢ H entao
= dim(F,NH)=k—1.

Teorema 21 Os pontos de minimo de F sobre retas paralelas estdo em um hiperplano
H (variedade linear) que passa por x* = argmin(F(x)). O hiperplano H é definido pela
equagdo p* (Az — h) = 0 (ou p'VF(x) = 0), onde p € a dire¢io das retas paralelas. O

vetor Ap € normal ao hiperplano H.

Demonstracgao. Seja x; € R”, e seja a reta x = x1 + ap,
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minimizar F(z)

S.a. r=x1+ap
implica em

minimizar F(x)

s.a. a€R

Pela condic@o de otimalidade (pg. (38))
oy = argmin(F (z; + ap)) < p'VF(z; + a;p) = 0.
Chamando 2z} = x1 + ayp, entao x} é o ponto de minimo de F'(x) se e somente se
pIVE(z}) = 0.
Toma-se agora um novo ponto xo € R™, x9 # x1, e usa-se o mesmo argumento. Entao,
p!VF(x3) =0.
Observe que VF(x) = Az — h, entdo,

pT(Azt —h) =0 = plAz; =p'h

pl(Azy —h) =0 = pl Azl =pTh.
Logo, x] e x} pertencem ao hiperplano H definido por
H={z, e R": (Ap)Tz = pTh}.
Em particular,
VF(x*)'p=0 = z*€ H.

Além disso, como z} e x5 € H, entdo x} — 23 € H, logo (Ap)T (x} — x%) = 0, donde Ap ¢
um vetor normal a . =

Segue o corolério.
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Corolario 22 Dado um vetor nao nulo p € R", sejam x7, x5 € R™ os pontos de minimos
de F sobre as retas Ly e Loy, com Ly # Lo que tém a mesma direcao p. O vetor ¢ = x§ — x5

¢ conjugado do vetor p.

O seguinte teorema mostra que se certo ponto xy,; é¢ o ponto de minimo de F' sobre
uma reta, dada por z,+ap, ou seja, uma reta na qual seja fixado um ponto ao ” caminhar-
se”a partir desse ponto em direcao a p até certo comprimento, entao dado esse passo em
direcao a p com um tamanho apropriado faz com que x; 1 possa se a escrito como zj+ ap.
O resultado do seguinte teorema, determina qual é o tamanho do passo dado na diregao

dessa reta para que a afirmacao sobre xy; seja verdadeira.

Teorema 23 Seja x5 o ponto de minimo de F sobre a reta x = xy + ap. Entdo, xy é

dado por:
T2 = X1 + ap,
com
_ _p"VF(x1)
o = _ppT—Apl
Demonstracgao.
o = argmin(F(z)) <= x9=argmin(F(z1 + ap))
T=x1+ap @
< p!'VF(z;+ap)=0 < pl(Alz;+ap)—h)=0
< pl(Axy —h+adp)=0 < pI'VEF(z))+aptAp=0
T x
= a=-m
|

Teorema 24 Seja ¢ € R™, g # 0. Para todo niumero real p o ponto de minimo de F

sobre o hiperplano H definido por ¢*x = p estd sobre a reta
r =120+ aA g
onde zo € o ponto de minimo de F na direcio p = A™lq.

Demonstracao. Pelo teorema (21), pg. 43, se z* é ponto minimo de F' sobre o
hiperplano H definido por ¢z = p, entdao VF(z*) deve ser ortogonal a H, logo q L H e
VF(x*)LH, e portanto, ¢ é pararelo a VF(z*), donde
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aq = VEF(z").
Logo, aqg = Az* — h, donde
Ar* =h+aq = 2 =A"'h+aA™lq.
Se xy é o ponto de minimo de F', entao
VF(1o) =0 = Arg=h = x9= A"'h,
logo
=10+ aAd g

e portanto, x* € L = xy + aA~tq = 29 + ap, onde p = A~1q. Ademais, como Ap = qLH,
entao Apl H isso implica que p é conjugado de todo vetor de H. Assim, p é conjugado

de H. m

Teorema 25 Os pontos de minimo de F sobre hiperplanos de dimensao k estao em um
hiperplano de dimensao n — k que contém o ponto de minimo de F'. Em outras palavras,
dado um conjunto de n — k vetores linearmente independentes q1,qo, . . ., qn_k, entao para
todo conjunto de niumeros reais pi, Pz, - - - Pu_k, T € 0 ponto de minimo de F sobre o

hiperplano definido por:

gz =p
T, —
it = (3.24)
qr{sz = Pn—k
esta sobre o hiperplano H definido por
r=x"+ alA_lql +---+ Oén—kA_lqn—k-
ai
47
Demonstragio. Seja @ = | |, p" = (p1. p2s oo pus), dim (Im (Q)) = n — E,
i

logo dim (R(Q)) = k. O sistema (3.24) pode ser escrito como
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Qr = p,

com a imagem e o espaco nulo de @ sendo, respectivamente, Im (Q) = {y : y = Qz,z €
R"} e X(Q) = {u : Qu = 0}.

Sejam uq, us, ..., ur um conjunto de vetores linearmente independentes tais que
Guj=0, Yi=1,2,..n—k e Vj=12,..k

entdo, u; € R(Q), j = 1,2,...,k e como dim (R(Q)) = k, logo {u1,us,...,ur} é uma base
para R(Q).

Seja T € R" tal que Qz = p, entdo © € Hp definido por (3.24) se e somente se
x =T+ u, com u € N(Q) o que é equivalente a © = T + aqu; + agug + -+ + apug. Hp

definido por (3.24) tem dimensao k, dim(Hp) = k.

Agora, recorre-se ao problema de

minimizar — F(x)

o Ooep’ (3.25)

Como z é solugao de Qx = p, x pode ser escrito como x = x + US, onde U =

(u1 ug ... ug). Desse modo, o problema (3.25) é equivalente a

Inimai Fx+UpB).
minimizar (z+Up) (3.26)
Assim,
3* é solugdo de (3.26) <= VF(z+UB)'U=0 <
< VF(@+UB)L up,ug,...,u <
— VF(‘%—}_Uﬁ*) € [QIaQZa"'yqn—k] <~
<~ dag, @9, ..., Qp_p
tais que
VF(z+UpB") a1q1 + oqa + - F Qg Gn—k

—= Al@e+UB)—h=a1q1+ g+ -+ oy khi =
= (z4+Up") =

A Vh4+ oA g+ A o+ -+ gk A g
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Logo,
@Z+UB)=A""h+ A g+ A o+ 4 kA gk
onde T#é o ponto de minimo de F' sobre Hr. m

3.3.2 Minimizacao de Quadraticas Sobre Hiperplanos

Seja a quadrética definida por (3.16), pg. 40, onde A € R™" é uma matriz simétrica

e definida positica, e seja p1, ps, ..., pr um conjunto de vetores nao nulos, conjugados, i.e.,

pzTApj = 07 Vi 7é .]

Teorema 26 Seja H o hiperplano definido por x € H, x = x1 + a1p1 + -+ + aupy,
dim (H) = k. O ponto de minimo de F sobre H, xy.1, € dado por

Tpp1 = X1 + Q1pr + -+ - + QP

onde

d' _ p;-TTl
b oplAp?

r = —VF(.Tl) =h-— Al‘l.
Tre1 =11 — a1 Apy — ... — apApg,

T£+1pi =0,Vi=1,2,..,k

T )2 T )2
Flogn) = f(o) = § [ S50 4+ 0

pTAp: pi Apy,

Demonstragao. Seja P = (p; ps ... pr) uma matriz cujas colunas sdo os vetores

P1, P2, -, pk. Entdo P tem posto coluna igual a k, e portanto, posto(P) = k,
H = 21+ Pa,a € R,

minimizar F(z) <  minimizar F(x;+ Pa)
zeH aERFk
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onde o problema de otimizacao do lado direito é um problema de otimizacgao irrestrita. &

minimiza F(z; + Pa) <= VF(z; + Pa)" = 0. Entao,

(1) Tpy1 = 1 +Qap1 + - + WGDk;

(ZZ) VF<$k+1)J_p1,p2, ety Dk =— VF(ka)J_H

(1i1) VF(xpy1) = Azppr — h = A(z1 + Pa) — h = Axy
Entdo, Vi = 1,2, ..., k
0= p?vp(xk+l) = _pz ™ +pz APO{

Donde, entao,

—h+APa = —r, + APa

0= —pl'r+a;pl Ap; = a; = p’ﬁ;
(iv) Thy1 = —Arpp +h=h— Az,
= h— A(xy +apr + - + agpr)
= h—Any+aiApr — - —aApp =11 — anApy — - — i Apy,
1
v x1) = Tht1 Ti+1) \T1 — Th+1 L1 — T4 T1 — Tg41
(v) F(z1) F(wp41) + VF(2p00)"( )+ 5( )FA( )
1
= F(l’k+1) + VF($k+1)T(—P@) + 5(—P@)TA(—P@)

= 931<;+1 Zazp;rApz

Logo,

Fag) = Flay) - —z%;; .
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Teorema 27 Sejam p1,ps, ..., pm vetores nao nulos, conjugados. Dado x; € R", se-

jam xo, X3, ..., Ty, pontos definidos recursivamente com a condi¢ao de que para cada k,
1 < k < m, Ti1

minimiza F(x).

T=TE+apg
Entao,
(i) Tp1 = Tk + upr; Tre1 = Tk — Apg, onde ay = p%a;k, ri, = =V F(xy).
(it) Th41

minimiza F(x),
zeH

onde H ={x1+a1p1 + -+ + agpr}-
(iii) pirj = cr, j Sk <m
pir;=0,k<j<m-+1
Demonstracao. Para todo k tal que, 1 < k < m, x;.1 é um vetor, o qual,
minimiza F(x)
T=T+opk

se e somente se
@ minimiza F(zp + apr) = VF(zi1) pe =0.
Usando o fato de que
VF(xpy1) = Azger — h

obtém-se que

_ PETk
pFApy-

Pelo teorema (26), tem-se que

Thi1 = Tip + QpPr, Thy1 = Tk — ORADE.

Entao,
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PiTii1 = pirr — awpl Apr = piry — TAp pi Apr = 0.
Vi=1,2,. k-1 j+k
Pt = pi(ry — a;Ap;)
= Piri — Pk Ap; = pery,
pois pf Ap; = 0, Vj # k. Entdo,
PATU=DiT2 = = PLTE-1 = PLTE
Para j =k, k+1,....m

pkﬂ

Prrivn = Py (ry — i Ap;) = pirs — Si-pi Ap;

PhTRe1 =0,
7>k
p;}FTk—&-l Ip;frkw = :p;‘frm =0.
Como 1 < k <m, pgrkﬂ = (0. Entao

VF(.Ik+1)J_H — Thy1 mln'lerf}{llza F(ﬂf)

Teorema 28 Sejam p1, pa, ..., pm vetores linearmente independentes. Dado x1 € R™, se-

jam To, T3, ..., Tma1 pontos definidos por
Tyl = T + 0P = T1 +1p1 + - + 0Pk
onde o; # 0, Vi. Se para k =1,2,....m, Tpy1

minimiza F(x),
zeHy,

onde Hy = [p1,p2, ..., Dk| entao, os vetores py,pa, ..., pm SG0 conjugados.
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Demonstragao. Se x;.,1 € tal que

minimiza F(x),
Z‘GHk

entao VF<xk+1)J—plap27 -+ Pk k= 172a ceey 0.
Logo, V7, j <k <m

0= pjrie1 = p;ri — arp; Apy
o que implica que
agpl Apy, = 0.

Como ay, # 0, entdo p] Apy = 0. Logo, Vj, j < k < m, pj Apr = 0 o que implica que

o conjunto {p1,pa, ..., Pm} € conjugado. m

3.3.3 Método de Direcoes Conjugadas

Algoritmo 3 Direcoes Conjugadas
1. Dado x1 € R™, calcule ry = h — Axy. Selecione uma direcao py # 0.
2. Para k=1,2,...n
Tk4+1 = Tk + OkPk

pIr
pFApy’

Selecione pry1 conjugado com py,pa,...,Dr  (PrTre1 = pir — aupl Apy,)

O = Tk+1:7”k—04k14pk

Teorema 29 As diregoes py, po, ..., pr geradas pelo algoritmo (3) acima sao mutuamente

conjugadas e
r, = =V EF(x) = h— Az é ortogonal a py,pa, ..., Pr—1

e pir; =c, onde c é uma constante e j = 1,2,....k, isto ¢,

(i) P Ap; = 0, Vk # j
(ii) plry =0, j =1,2,...,k — 1

Loy Y & o &
(16)piT; = PRre =+ = P11

Demonstracao. Como 7,1 = 1, — apApg, entao
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PRTh+1 = DETR — QP Ape = 0.
Logo,
—rhy1 = V() lpe = 210 ”;L’:@zﬂ}pia Fz) «—

Thi1 minimiza F(r) —
r=x1+0o1p1+-+agpk

Thi minimiza F(z) —
r=x1+to1p1+---+ogpr

VF(xk41) = —Th41LD1, D2, oo, Die

I

Observa-se que conclusao semelhante segue partindo-se de

T T
Tk = Th—1— Ok_1Apr_1 = Pk = Pp—1Tk—1 — —1Apr—_1

= 0 = —rr=VF(xr)Llp1,po, ..., Pk_1
ouseja, Vk=1,2,...neVj=1,2 ... k—1
pjre =0,
Entao, V) =1,2,....k —1

Piten = Pk —oup, Apy = pj Apy =0 =

—> as diregoes sao mutuamente conjugadas.

Reescrevendo a equacao do residuo para j + 1,
riy1 =1j — o Apj,
e fazendo j = 1,2,....k — 1 obtém-se
PiTit1 = DiTi — DL Ap; = PETi = DETi
Fazendo j =1,2,...,k — 1, obtém-se

T . . T.. _ T T
PpT1 =PpT2 =" =DPpTj+1 = Py Tk-

Teorema 30 O ponto xy1 minimiza F(x) sobre o hiperplano H definido por
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T =x +oqpr + - + Q.

O hiperplano H corta o elipsdide F(x) = v (v > F(x1)) de dimensao k — 1, cujo
centro € xpi1. 0Os pontos x1, %y, ...,Trr1 estao em H. Os pontos Tyio, Tiiz, ..., Tmr1 = Lo

estio no hiperplano H de dimensdo n — k, definido por
p;‘-FA(x —1541) =0, j=1,2,....k
conjugado com H.

Demonstragao. Como a equagao
F(z) =7 = (v — op0) " Alr — 2p1) =7

introduz um vinculo, restam n — 1 graus de liberdade na qual x pode variar livremente,
entao dim (Elipsdide) = n — 1. Por outro lado, dim (Hg) = k. Entdo, dim (Hy N H,—1) =
k — 1, se Hy Q H,_1. De fato, se Hj, SZ H, 1 entao existe algum vetor w € Hy, w ¢
H, 1= aw¢ H, 1, YVa € R. Entdo, H; N H,_; tem no maximo dimensao k — 1.

Como 41 minimiza F'(x) sobre o hiperplano H, entao
T =T1+opr+- - tagpy = x; €EH, j=1,2,.. k+1
Além disso,

Ve, v = Tpp+ ke + o+ ppm =

= T — Tpy1 € [{pk+17pk+2a "'7pm}]'

Entao, Tgio, Tkis, s Tme1 € [{Pr+1,Pkt2, -, Pm}]. Pela conjugacidade dos vetores

DP1,P2, -3 Pm

pjA@ —xp) =0, j=1,2,..,k
Em particular, zx,1, cumpre essa condigao. m

3.3.4 Método do Gradiente Conjugado

O método do Gradiente Conjugado é um método de direcao conjugada ver teorema

29, com uma propriedade muito especial: na geracao do conjunto de vetores conjugados,
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pode-se calcular um novo vetor p; usando somente o vetor anterior p;_;. Nao é necessario
conhecer todos os elementos anteriores a py_1, i.e., pg, p1, ..., Pr_2 do conjunto conjugado;
pr ¢ pela forma de atualizagao, automaticamente, conjugado dos vetores pg, p1, ..., Pr—1-

Esta propriedade implica que o método requer menos calculo e armazenagem.

Agora, os detalhes do método do Gradiente Conjugado (CG). Toda diregao py é esco-
lhida como uma combinagao linear da méxima dire¢ao de descida, i.e., —V¢(xy) (a qual

é dada pelo residuo negativo —ry, ) e direcao anterior py_;. Escrevendo

P = =Tk + BkPr—1 (3.27)

onde o escalar 3 é determinado para exigir que py_1 € pr sejam conjugadas com respeito

a A. Pré -multiplicando (3.27) por p}_, A e impondo a condigao pj_, Apr = 0, tem-se que

6 _ T;CTAPkA
k pr_ App_1’

Escolhe-se a primeira direcao py como sendo a maxima direcao de descida para o ponto
inicial zg.
Igualmente ao método de dire¢oes conjugadas o método CG, representa minimizagoes

sucessivas unidimensionais ao longo de cada direcao. O algoritmo CG é expresso a seguir:

Algoritmo 4 CG
Dado xq;
Faca rg = Axg — b, pg «— —1¢, k «— 0;

Enquanto r, # 0

_TEPk .
piApy’

Tpy1 < Tk + QiPi;

Qp <

Tht1 «— Axpy — b;

Tg:rl Apk .
plApy ’

Brr1 «—
Prt1 < —Thy1 + Brs1Dr
k—Fk+1,

Fim (enquanto)

A forma pratica padrao do método do gradiente conjugado é dada pelo seguinte algo-

ritmo.
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riry,
pFApy-

A =

Segundo, tem-se que ayiApy = rry1 — Tk, logo

T
Bpogq = gL
+ rgrk

Algoritmo 5 CG Prdtico
Dado xq;
Faca rg = Axg — b, pg «— —1¢9, k «— 0;

Enquanto r, # 0

'I’TT'k
o ¢ k .
k plApy’

Tpy1 < Tk + QiPi;
Thy1 <— Tk + o Apg;

T

Te+1Tk+1 |
ﬁk‘-ﬁ-l 7"%7% ;
D41 < —Tht1 + Butr1Dk;
k—Fk+1,;

Fim (enquanto)

O método CG é recomendado somente para problemas grandes; caso contrario, eliminacao
Gaussiana ou outro algoritmo de fatoracao como decomposi¢ao de valor singular sao
preferidos, pois estes sao menos sensiveis aos erros de arredondamento na implementacao

computacional.
Extensao para Problemas Nao Quadraticos

O problema geral de minimizagao de uma fungao F em R™ pode ser abordado, fazendo
aproximacoes adequadas, por algoritmos de gradientes conjugados. Existem véarias maneiras
de atingir esse objetivo. A escolha depende parcialmente de quais propriedades de F' sao

mais facilmente computaveis. Examina-se uma delas, a aproximagcao quadratica.

Na abordagem da aproximacao quadratica sao feitas as seguintes notagoes em xy:
g <= VE(zp)

A — V?F(xy)
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e usando essas associacoes, reavaliadas a cada passo, todas as quantidades necessérias
para implementar o algoritmo de gradientes conjugados basico podem ser obtidas. Se F'
for quadratica, essas associacoes sao identidades, de maneira que o algoritmo geral obtido
pelo uso delas é uma generalizacao do esquema dos gradientes conjugados. Isto é similar
a filosofia implicita pelo método de Newton, onde a cada passo a solucao de um problema
geral é aproximada pela solu¢ao de um problema puramente quadratico através destas

mesmas associacoes.

Quando aplicados a problemas nao quadraticos, os métodos de gradientes conjugados
usualmente nao convergem em n passos. Apos atingidos n passos nao é mais possivel en-
contrar novas direcoes conjugadas, ja que estamos em R" e qualquer novo vetor encontrado
serd uma combinacao linear dos vetores direcao gerados anteriormente pelo algoritmo. J&
que A — conjugacidade dos vetores direcionais no algoritmo puro de gradientes conjuga-
dos é dependente da diregao inicial, que é o negativo do gradiente, o procedimento de
recomeco parece ser o preferido. Sempre se inclui este procedimento de recomecgo na im-
plementagao do algoritmo. O algoritmo geral de gradientes conjugados ¢ entao definido

como segue:
Passo 1 - Comegando com zy compute g0 = VF(xg) e faga pg = —go.
Passo 2 - Para k=0,1,....,.n — 1:

(1). Faca x4 = xx + agpr onde

—g pi

) = o
k= pTVEF () pr

(2). Calcule gpy1 = VF(xg). A menos que k =n — 1, faga prr1 = —grr1 + OePr
onde
9L VPF(x)pk
Pr = P V2F (zk)pr
e repita (1).
Passo 3 - Substitua xqg por z, e volte para o Passo 1.

Um aspecto atrativo do algoritmo é que, assim como na forma pura do método de
Newton, nenhuma busca linear é requerida em qualquer estagio. Além disso, o algoritmo
converge num numero finito de passos para um problema quadratico. Os aspectos inde-
sejaveis sao que V?F () deve ser avaliada a cada ponto, o que é freqiientemente pouco

pratico, e o algoritmo nao é, nesta forma, globalmente convergente.
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Método de Gradientes Conjugados Linear

O método de gradientes conjugados descrito anteriormente pode também ser visto
como um método para resolver um conjunto de equagoes lineares [17], onde a matriz do
sistema ¢é simétrica e definida positiva. De fato, o método foi originalmente desenvolvido
para esse proprosito. Se o algoritmo de gradientes conjugados é aplicado para minimizar
a funcao quadratica %xTAx + bz, onde A é simétrica e definida positiva, ele computa a

solugao do sistema
Az = —b (3.28)

que vem a ser a condi¢ao necessaria e suficiente para que um ponto seja a solucao étima
do problema de minimizar a quadratica. Quando usado para resolver um sistema linear,
o algoritmo é conhecido como método de gradientes conjugados linear. A caracteristica
marcante do método de gradiente conjugado é que ele calcula a solucao de um sistema
linear usando somente produtos de matriz por vetor, e nao requer os elementos da matriz
explicitamente. Por exemplo, se A fosse dada por RT R, ndo seria necessério formar este

produto para aplicar o método de gradientes conjugados.

Para iniciar as iteracgoes, adota-se a convecao que f_; = 0, p_; = 0. Dados xg e

go = Axzg + b, cada iteracao inclui os préximos passos para k =0,1,....n — 1:

Pk = —Gk+ Br—1Pr—1
ol

pfAPk
Tpr1 = Tp+ OpDi

Jet1 = Gk + apApy

2

g
5k _ H k+1|2‘2
H9k||2

Em teoria, o algoritmo de gradientes conjugados linear calculara a solucao exata de
(3.28) em um nimero finito de iteragoes. Em particular, o método tem a propriedade de,
se for usada a aritmética exata, atingir a convergéncia em m < n iteracoes, onde m é o
numero de autovalores distintos de A. Logo, o método pode convergir muito rapidamente
se os autovalores de A forem agrupados com valores aproximadamente iguais. Entretanto,
na pratica, erros de arredondamento no célculo das diregoes rapidamente provocam a
perda da conjugacidade, e o método se comporta como um método iterativo. Dai a

importancia do processo de reinicializagao quando da implementagao do método.
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Uma Nova Abordagem para a Minimizacao
de uma Funcao Nao Linear Sujeita a Res-

tricoes Lineares de lgualdade

Seja f(x) : R™ — R uma fungao duas vezes continuamente diferencidvel, A uma matriz

m X n, com m < n, de posto m, e b um vetor de R™. Considere o seguinte problema

Minimizar  f(x)

. 4.1
s.q. Axr =0 (4.1)

Se z; é um ponto vidvel das restrigdes do problema (4.1), entao Az, = b. Logo, todo
algoritmo do tipo xp 1 = xp + apd, com xk vidvel, obriga que a direcao de busca esteja

no espaco nulo de A. De fato,
Az = Axy + o Ady,
e como x4, deve ser viavel tem-se que para ay # 0,
Ady =0,

donde entao dj deve estar no espaco nulo de A.

Agora, considere o problema de escolher a melhor direcao sujeita a condicao de que

ela esteja no espaco nulo de A, ou seja,

minimizar  f(zg + d)

4.2
s.a. Ad=0 (42)

Y
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ou seja, d € X(A), d # 0.
Ora, se d € R(A) entdo d = Zp, onde as colunas de [Z] formam uma base para o

espaco nulo de A. Entao, o problema (4.2) pode ser colocado como o problema irrestrito

minimizar f(x, + Zp) . (4.3)
pERnR—m

A direcao de maxima descida é obtida fazendo-se uma aproximacao linear de f, e

entao buscando-se a solucao de minimo dessa aproximacao

mz'ﬁzziwilzar f(@e) + Vf(ze)"Zp | (4.4)
pll=
cuja solucao é,
Ip = L (4.5)
IV f ()l '

Observe que o sistema linear (4.4), em geral, ndo tem solucao, dado que V f(z) € R",
e as colunas de Z geram apenas um subespaco préprio de R™. Para contornar o feito
de que (4.5) nado tem em geral solucao, podemos sempre buscar a solu¢ao de quadrados

minimos que é dada pela solugao do sistema de equacoes normais
ming|| Zp + V f (i) |I3

cuja solucao é dado pela solucao do sistema de equagoes normais
277 = 7"V f(xy),

onde ZTZ é uma matriz simétrica, e Zp é o vetor unitdrio na direcao de V f(z;). Como
Z tem posto coluna completo, Z7Z ¢ uma matriz definida positiva, e portanto o sistema

tem solugao tnica, e p obtido desse modo é uma diregao de descida para o problema (4.3).

No caso da obtencao da diregdo de Newton no R(A), tem-se que resolver o seguinte

problema

minimizar  f(zx) + Vf(zp)'d + 1d"V? f(zy)d
s.a. Ad = 0.

Utilizando-se do fato de que d = Zp, o problema de minimizacao sera,

min%mizar f(xe) + Vf(xe)" Zp + 37 ZTV2 f (21) Zp,
pe n—m
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cuja solucao ¢é a solucao do sistema linear
ZINP f(ay)Zp = =Z7V f () (4.6)

onde ZTV?f(xy)Z é simétrica, mas nao necessariamente definida positiva. Contudo, as
exigéncias sobre V2f(x.), sao apenas de que a hessiana de f seja uma matriz definida

positiva no espacgo nulo de A.

A obtencao de V2 f(x},) a cada iteracao é computacionalmente muito caro, pois tem-se
de obter n? derivadas de segunda ordem de f a cada iteracao. Uma saida é aproximar
V2f(x;,) por Hy, onde Hy é simétrica e definida positiva. Essa escolha assegura que a

direcao p é sempre uma direcao de descida.

A descricao imediatamente anterior, descreve como encontrar uma solugao ao problema
(4.1), levando em conta a eliminacao das restrigdes do mesmo, ou seja, ”integrando” estas
a funcao, basendo-se na idéia para qualquer direcao que pertenca ao espaco nulo de A um
ponto viavel somado desta também serd viavel. Logo, se for utilizada as trés primeiras
componentes da expansao de Taylor da funcao ao redor desse ponto o novo problema
ficard restrito a que o produto da matriz A de (4.1) com um vetor d qualquer deve ser
nulo. A solucao para esse novo problema implica em ter de resolver o sistema reduzido
(4.6), o qual, em alguns casos, acaba se tornando um processo ineficiente. Isso pelo fato

de que tal processo ¢ iterativo e o sistema (4.6) terd de ser resolvido mais de uma vez.

O novo algoritmo proposto, trabalha diretamente no espago nulo da matriz das res-
trigoes, nao existindo a necessidade de resolver o sistema reduzido (4.6) a cada iteragao
do algoritmo. Essa abordagem para resolver (4.1) baseia-se na idéia de conjugacidade.
Para formalizar essa idéia utilizada no novo algoritmo proposto, faz-se necessario uma
abordagem deste para o problema quadratico. A razao para tal é que o conceito de con-
jugacidade é estabelecido para problemas com fungoes quadraticas. O novo algoritmo

adapta-se a esse modelo sendo necessarias apenas algumas adaptacoes.

4.1 O Modelo Quadratico

Um problema de programagao quadrética (QP) surge, muitas vezes, como um subprob-
lema em métodos de otimizacao restrita geral, razao pela qual deve ser sempre resolvido

de maneira mais simples e barata possivel.
Seja o problema de programagao quadratica restrito dado por

Minimizar q(z) = 337Gr — hTz + ¢

4.7
< n Nr — h ( )
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onde GG é uma matriz simétrica e definida positiva n X n, h é um vetor de R", A uma
matriz m X n com m < n, de posto m, e b um vetor de R™. As condicoes de otimalidade

de primeira ordem para o poblema (4.7) sdo,

Vil N) = 0
Ax* =

Como [(z, \) = %xTGx —hTx+AT(b— Ax), entdo as condigdes anteriores resultam no

sistema,

Gt —h— AT\ = 0

4.8
Ax* —b =0 (48

logo, as condigoes de otimalidade de primeira ordem sao dadas pelo seguinte sistema

(jf))(A):(Z) 49

A matriz do sistema (4.7)é chamada de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) e o sistema de

equacoes lineares é chamado de sistema KKT.

linear,

Sob certas condigoes sobre as matrizes G e A, as condigoes de otimimalidade de
primeira ordem do sistema assume que existe uma unica solugdo para o sistema (4.9),

como pode-se observar no seguinte teorema,

Teorema 31 Suponha que A seja wma matriz m X n, com m < n, de posto completo m,
e que G seja definida positiva no espaco nulo de A. Entdo, a matriz Karush-Kuhn-Tucker

¢ nao-singular e existe uma tunica solugdo (x*, \*) que satisfaca o sistema (4.9).

Demonstracao. Sejam x e y dois vetores arbitrarios tais que

G AT x
(6 4)(2) o

Sex =0, ATy = 0, entao y = 0 desde que A tenha posto completo. Se x # 0, Az = 0,
entao, r = Zw para qualquer vetor nao nulo w, onde Z é uma matriz cujas colunas

formam uma base para o espaco nulo de A, assim

o= () (A7) =ran
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Segue que,
0=2"Ge =w' Z"GZw, (4.11)

e tal w sendo zero, implicaria em, indo contra todas as hipoteses anteriores que x = 0.

Assim, a equacao (4.10) tem uma tnica solugao se e somente se o vetor [z y]T =0. =

Levando em consideracao a nao singularidade da matriz KKT, uma solugao para o
sistema (4.9) seria muito problemética do ponto de vista computacional visto que se tem
de resolver um sistema quadrado aumentado de ordem m para m + n, sem saber com
antecedéncia se as matrizes A e GG satisfazem as condicoes do sistema acima. Além disso,
do ponto de vista de otimizagao a matriz KK'T é uma hessiana de uma funcao indefinida,
a qual é bem sabido ter problemas na manipulagao [24]. Agora serd explorado como

resolver o sistema (4.8) para z* e \* étimos.

4.1.1 Uma Abordagem do Espaco Nulo

O método do espaco nulo, descrito a seguir, nao exige a nao singularidade da matriz
de G, mas somente que as condicoes do Teorema 1 se cumpram, isto é, A deve ter posto

completo e GG deve ser definida positiva no espago nulo de A.

Seja Z uma matriz de dimensdes n x (n —m), cujas colunas formam uma base para
o espaco nulo de A, e seja R uma matriz de dimensao n x m cujas colunas formam uma
base para o espaco imagem de AT. Observe que como A é uma matriz de dimensao m x n,
com m < n, e posto completo m, entao uma escolha trivial para R é fazer R = A”. Como
toda solugao z* para o problema (4.9) é um ponto do R™, entao ele pode ser escrito de

maneira nica como segue,
¥ = Ru+ Zv,

onde u € R™ e v € R*™. Além disso, como a matriz A tem posto completo m e a
matriz [R|Z] tem posto completo n, entdo A[ R | Z | tem posto completo m. Como
AlR| Z]=[AR|0], entao AR é uma matriz m X m e nao singular. Agora, considere

o sistema Karush-Kuhn-Tucker (4.8), o qual é dado pelas equagoes

Gr* — ATX\* = h

. 4.12
Azx* = b ( )

Como z* = Ru* 4+ Zv*, entao temos que,

ANr* — ARu* 1 A7 n*



4. Uma Nova Abordagem para a Minimizagao de uma Funcao Nao Linear Sujeita
a Restricoes Lineares de Igualdade 64

donde se tem que,
ARu* =b ou u* = (AR)™"b.

Multiplicando-se a primeira equacao do sistema(4.12) por ZT e usando o fato de que

r* = Ru* + Zv*, segue-se que,
ZTGRu* + ZTGZv* — ZTATX\* = ZTh,

donde,

ZT'GRu* + ZTGZv* = ZTh,
e finalmente v* é solugao do sistema,

ZTGZv* = ZTh — ZTGRu*,
ou seja,

vt = (27GZ) " [Z7h — ZTGRu?] .
Com a obtencao de u* e v*, x* fica determinado como sendo,
@* = R(AR) b+ Z (27GZ) ™" [Z2"h — ZTGRu*] .

Para determinar o valor de \*, multiplica-se a primeira equacao de (4.12) por RT,

obtendo-se,
RTGa* — RTATX\* = RTh,
donde vem que,

(AR)" X* = RT(Gz*—h)
= RI'Vf(zY),

e finalmente,

N = (AR) " RTV f(z*).
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Observe que a obtencao de A\* nao é cara do ponto de vista computacional tendo
em vista que a matriz AR ja foi anteriormente fatorada para a obtencao da solucao x*.

Portanto, \* pode ser obtido ao custo da ordem O(n?) operagoes.

Esse método, claramente, é bastante atraente se a dimensao do nucleo de A for pe-
queno. Por outro lado, como temos que resolver um sistema cuja matriz ¢ ZTGZ, é
conveniente que Z seja escolhida ortogonal, para nao aumentar o nimero de condicao do
sistema. Se Z é ortogonal entdo o nimero de condigao da matriz (Z7GZ) nao é maior do

que o numero de condi¢gao da matriz G, isto é,
cond(ZTGZ) < cond(G).cond(Z)?,
donde entao,
cond(ZTGZ) < cond(G),

ou seja, a condicao do sistema reduzido, Z7 G Z, é pelo menos tao boa quanto a condicao do
sistema de G. As equagoes anteriores podem ser bastante simplificadas se introduzirmos

nessa abordagem alguns elementos de conjugacidade.

4.1.2 Abordagem de Conjugacidade

A idéia fundamental por tras dessa abordagem de conjugacidade é construir uma
matriz M tal que:
(i) MTGM I
(17) AM = [0 U |

Suponha que G, obtida desse modo, seja definida positiva e a matriz M é uma ma-
triz cujas colunas sao vetores GG-conjugados, que pode ser construida do seguinte modo.

Suponha M decomposta em blocos, como sendo,
M = [ Ml M2 ]7
onde M; é uma matriz n X n —m e M, é uma matriz m X m tal que,

(1) AM; =0, isto é, as m — n primeiras colunas de M devem estar no espago nulo de A;
(i1) AMsy = U, onde U é uma m X m matriz triangular superior.
(4.13)

Como A é uma matriz m X n, m < n, com posto completo, isto é, posto(A) = m, fazemos

a fatoracao OR de AT para obter
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AT = QR,

onde () é uma matriz ortogonal de dimensoes n x n cujas primeiras m colunas de () geram
o espago vetorial R(AT), e as n — m tltimas colunas geram o niicleo de A, R(A). Entao

particionamos () do seguinte modo,

Q:[Ql Q2]'

onde (1 é uma matriz m X m, e (J3 é uma matriz m X n — m, e correspondentemente

particionamos R como,

Ry
0

R:

onde R; é uma matriz m xm triangular superior, e 0 é a matriz nula de dimensao n—mxm.

Definimos agora uma matriz de permutacao P que permuta os blocos de () do seguinte

modo,

Q=QP=[0Q, Q]

onde, Q1 = [g;], para j =1,2,...,me Q2 = [¢;], para j =m +1,...,n.
Agora seja X uma matriz definida como
X = AT(AAT)IR!
= (Q1R)(RIQTQ1R) 'Ry
= QiR\R{'R{"R,
= QR{"R;.

A matriz X tem as seguintes propriedades relevantes:
1. AX = AAT(AAT)"1R; = Ry; isto é, AX é uma matriz triangular superior.

2. QX = QYQ,(R;"Ry) = 0; isto é, as colunas de (), sdo ortogonais as colunas de
X.

3. XTQ, = (RTRHQTQ, = 0; isto é, as colunas de X sdo ortogonais as colunas de

Q2.

Defina agora a matriz Q como Q = Q2] X]. Q é quadrada de posto completo n,
portanto nao singular. Logo, se G é uma matriz definida positiva de qualquer tamanho

n OTCO também é defnida positiva e nodemos fazer <iia fatoracao de Cholesky
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QTGQ = LL".
Seja M = QL~T, entdo

MTGM = (QL T)TG(QL™™)

= L'QTGQLT
= L YLLT)LT
= I.
Além disso,
AM = AQLT
—A(@ | x)rT

(4.14)

Portanto, M como definida acima, satisfaz as condigdes (i) e (ii) da equagao (4.13).

Por construcao M pode ser particionada como sendo,
e[z 1],

onde Z é uma base para o espago nulo de A e R é uma base para o espago imagem de

AT, Tem-se entao que,
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I = MT'GM

Z )(Z\R)

(
e
1
<

ZT

| (ez | cr)
([ Z7GZ Z"GR
~ \ RTGZ RTGR

donde entao

Z'GZ =
ZTGR =
RT'GZ =
RTGR =

~N o o~

Essas relacoes obtidas facilitam sobremaneira a solugao dos sistemas lineares obtidas na
segao 4.1.1 pela abordagem do espago nulo. De fato, a equacao (AR)u* = b, pode ser

simplificada do seguinte modo,
AM=4A|z | R|=[AZ | AR|=]0 | U]

e portanto (AR)u* = b pode ser simplificado para Uu* = b, que é um sistema triangular
superior. A equacao (Z1GZ)w* = ZTh— ZTGRu* fica reduzida a v* = ZTh, e finalmente,
(AR)T\* = RTV f(z*), fica reduzida a UT\* = RTV f(z*).

A partir da préxima secao sera descrito um novo algoritmo, também baseado na idéia
de conjugacidade que generaliza as idéias acima descritas, no sentido de que sao relaxadas
as condicoes de que MTGM =1,e AM =[ 0 U ] das secdes anteriores.

4.2 Descricao do algoritmo

Nesta secao serao detalhadas trés possibilidades de se encontrar uma base para o

oepaco h1ilo de A Fece nrocedimento é o fator de muidanca nara ansdlise e combparacoes dos
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algoritmos implementados. De posse dos detalhes de cada uma das trés possibilidades,
visto aqui como trés diferentes versoes do novo algoritmo, sera descrito como é feita a
atualizacao da direcao no primeiro processo iterativo dos algoritmos. A maneira como
essa direcao é atualizada é comum a todas as versoes do algoritmo, assim como os passos

de atualizacao do ponto, do tamanho do passo, do gradiente e da hessiana.

4.2.1 Obtencao de uma Aproximacao para o Gradiente e a Hes-
siana
A aproximacao Hj, para a hessiana da funcao é calculada utilizando a aproximacao por

diferengas finitas, ver (3.8) pg. 33. Assim, Hy, a aproximagao para hessiana da fungao no

ponto xy, foi implementada da seguinte maneira:

(Hy)ij = f@rthieithjes)—f(apthiei—f(ap+hjej+f(er)

k)ij — hih; )

onde e; e e; sao as j-ésima e i-ésima colunas da matriz identidade da mesma ordem de
Hj, e h; e h; sao numeros positivos suficientemente pequenos usados como intervalo das
diferengas. Para o experimento h;; = 1077, j,i = 1,2,...,n (n = ordem da matriz Hy,).
A avaliacao analitica do gradiente da funcao nao é um processo simples e nem barato
computacionalmente. Para contornar este problema, o gradiente da fungao no ponto xy,
V f(x), fol calculado também por uma aproximacao por diferencas finitas, ver (3.5 .

) )
32:

_ f@rthje;)—f(zk)
h;

(g1);

’

onde e; ¢ a j-ésima coluna da matriz identidade da mesma ordem de Hj, e h; ¢ um nimero

positivo suficientemente pequeno, para o experimento h; = 1077, =1,2,....,n.

4.2.2 Inicializacao

A inicializacao do algoritmo depende da escolha de um ponto inicial viavel xg,
isto é, Axg = b, cuja escolha pode ser feita por qualquer método de solucao de sistemas
lineares. Em algumas funcoes foi utilizado o seguinte esquema para encontrar um ponto
inicial.

Seja A a matriz dada por (4.1) tal que por simplicidade, as m primeiras colunas
de A sejam linearmente independentes, i.e., formem uma matriz basica B, e as n — m

colunas restante formem uma matriz nao basica /N, ou seja, N é uma matriz que possui
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vetores linearmente dependentes. Portanto, a matriz A pode ser particionada da seguinte

maneira:
A=(B N). (4.15)

Segue que

TN

Ar=b < (B N)(mB):b (4.16)

o que implica
Brp+ Nxy =0 (4.17)
ou ainda,
Brg=b— Nxy.

Fazendo zny = 0, implica em resolver o sistema Bzp = b, o qual tem solugao zp,. O

()

De posse de xg, calculam-se aproximacoes para hessiana e gradiente da funcao uti-

ponto inicial xq é dado por:

lizando a aproximagao por diferencas finitas.

A direcao dy é uma direcao inicial que pertence ao espago nulo de A.

O comprimento de passo inicial é dado por: ag = —

4.2.3 Iteracoes

A cada iteracao do Passo 1
Passo 1.(1). calcula-se 0 novo ponto: a1 = g + agdy;

calcula-se o novo valor da funcao: fy1;

(
Passo 1.(2
(
Passo 1.(4

).
Passo 1.(3). calcula-se a nova aproximacgao do gradiente: gjy1;
).

calcula-se o novo tamanho de passo: a1

T
o 9k+1dk,
Ofy1 = _/JTH/J. y

(4.18)
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Passo 1.(5). calcula-se a nova diregao dy1;

Como o espaco nulo de A possui n — m vetores linearmente independentes, i.e., a
dimRX(A) = n—m, entdo (1), (2), (3), (4) e (5) sao repetidos n —m vezes. Ao final dessas
repeticoes ¢ feito a atualizacao do segundo passo iterativo. Logo em seguida, o algoritmo
verifica se o ponto encontrado nesse passo atende o critério de otimalidade. Se verifica, a
solucao encontrada ¢é a solucao étima, caso contrario, o ponto encontrado como solugao

no Passo 1 algoritmo vai Passo 2 o qual serd estabelecido logo a seguir.
A cada iteracao do Passo 2
Passo 2.(1). calcula-se a nova aproximagao da hessiana para o ponto: zy,1 = o+ ydy.

Ao final dessa atualizagao de Hj, volta-se a (1), (2), (3), (4) e (5) do Passo 1.

4.2.4 Finalizacao

O algoritmo termina quando ||d”gx|| < €, onde d é um conjunto de vetores H-
conjugadas para o espaco nulo de A (usada tolerancia e = 1077), isto é, quando o algo-
ritmo verifica o critério de otimalidade, ou quando um nimero maximo de iteragoes for

alcancado.

4.3 Algoritmo I - Versao QR de A"

Seja A a matriz dada por (4.1). A forma de implementagdo do Algoritmo I leva em
consideracao a decomposicao QR da matriz A”. Assim, uma base para o espaco nulo de

A é obtida como descrito a seguir.

Faz-se a decomposicao QR de AT, ou seja,

AT = QR = (Q1:Qs) ( ]f; ) ,

donde, tem-se que (Q;) gera R(AT) e (Q2) gera N(AT).

As colunas de () formam uma base para o nucleo de A. Seja

Q2:<QI qQ2 .- QGn-m )

Faca Z = )5. Logo, z1 = q1,22 = @2, ..., Zn—m = Qn_m pertencem ao espacgo nulo de
A, pois Azy = Azg == Az,_,,, = 0.
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4.4 Algoritmo II - Versao (B N)

Seja A a matriz dada por (4.1) tal que por simplicidade, as m primeiras colunas de A
sejam linearmente independentes, i.e., formem uma matriz basica B, e as n — m colunas
restante formem uma matriz nao basica IV, ou seja, N é uma matriz que possui vetores
linearmente dependentes. Portanto, a matriz A pode ser particionada como visto em

(4.15) e o sistema Ax = b fica substituido por (4.17). Logo, se tem de resolver

BQTB:b—NZL‘N. (419)

Fazendo znx = 0 em (4.19), implica em resolver o sistema Bxp = b, o qual tem solugao

()

Fazendo xny = eq, onde e é o primeiro vetor canonico, implica em resolver o sistema

xp,. O vetor xy é dado por:

Bz =b— Ney, o qual tem solucao zp,. O vetor z; é dado por:

I‘BQ
€1
Seja 2y =x1 —x9. Para j=2,3,....n—m

Construa o conjunto de vetores Z tal que as colunas sejam dadas por:
Zj = .CL’j — xj,l,

Os vetores vj, j = 1,2,3,..,n — m obtidos pertencem ao espago nulo de A pois, se
Azg = b e Azy = b, fazendo z; = x1 — g, entdo Az = A(zy — x9) = b—b = 0. Logo,
para todo j = 1,2,3,..,n —m, 2z; = x; — x;_1 tem-se Az; = 0 que ¢ equivalente a dizer
que z; € NA, Vj.

4.5 Algoritmo III - Versao B!

Seja A a matriz dada por (4.1) tal que as m primeiras colunas de A sejam linearmente
independentes, i.e., formem uma matriz basica B, e as n — m colunas restante formem
uma matriz nao basica N. Portanto, a matriz A e o vetor x podem ser particionados

como feito em (4.16). Dessa forma de particionar a matriz resulta o seguinte sistema :
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A matriz B é uma matriz nao-singular, a qual possui inversa. Logo, pré-multiplicando-
se B™! em (4.20), obtém-se

rp+ B 'Nzy = B~'b.

Portanto, qualquer solucao x de Ax = b, tem a forma

B7'b — B 'Nzy
T = ,
TN

Logo, pode-se escrever x como

B~ b —B7IN
Tr = 0 b+ I TN. (421)

Desse modo, uma base Z para o espago nulo é dada pela matriz n x n —m de (4.21),

Z = .
]n—m

Pode-se escolher vetores z;, ¢ = 1,2,3,...,n — m pertencentes ao espaco nulo de
forma que z; seja igual a i-esima coluna de Z. Desse modo, para qualquer vetor z;,

1=1,2,3,...,n—m tem-se Az, = 0.

A atualizacao das diregoes no Passo 1 dos algoritmos estd baseada em um mesmo
processo, o qual é conhecido como Gram-Schmidt Modificado, ver algoritmo (2) pg. 16.
Foi necessaria uma adaptacao a este processo, pois tal apenas ortogonaliza vetores e
o interesse é H;-ortogonalizar, onde H; pode ser visto como uma aproximacgao para a
hessiana da funcao calculada no ponto x,,_,,, ponto onde o algoritmo encontra uma solucao
na n — m-ésima iteracao do C'G, i.e., no fim do primeiro estagio iterativo do algoritmo.
O indice 7 é visto aqui como a i-ésima iteragao do segundo processo iterativo. Logo, ao

invés da utilizagao do produto interno usual, foi usado um produto interno em H;.

O fato das direcoes tomadas por base inicial serem formadas por colunas que pertencem
ao espaco nulo de A, faz com que apenas a H;-conjugacidade seja atualizada. Evitando o
erro (problema) de que uma nova diregao seja tomada como uma combinagao linear das

outras diregoes.

4.5.1 Obtencao da H-conjugacidade das direcoes

A atualizagao da H-conjugacidade nas trés versoes do novo algoritmo é calculada como

deserito a seoc11it
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Seja Z uma base para o espaco nulo de A. Assim,

Z=\1 2z % 23 " Znem—1 Zn-m

Para j =1, d;, faca

d1 = Z21.

onde (z,y), = " Hy ¢ um produto interno em H. Observe que, como z; € N(A)
Adl = AZl =0

logo, dy € R(A).

Parai=j+1,...,n —m, atualize os préximos z/s

- <dj,Zi>H
%= AT <dj,dj>de

Entao, como d; é conhecido,

_ (dy, 22) gy
Zy = 29— d
2 2 (dr i)y 1
_ <d1, Z3>H
Z3 = 23— d
’ P d)y
_ <d17 Zn—m>H
Zn—m — Rpn—-m — d
(dy,di)y
Obtenha dy, tal que df Hdy = 0. Para j = 2 tem-se
dy = 2y
Observe que, como 2z € R(A) e d; € R(A)
Ady = Az — Md022)m 0y

/7 Jd\
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logo, dy € N(A) e

dy, z2) dF Hz,
fHd:fﬂ’—<“2HfHd dTHzy — L2247 Hd, =
pHdy = dyHz =g =gy diide=dilz = s diHd =0
Assim, como dj é conhecido, atualize Z;11, Zj19,. .., Zn_m
— _ <d27 Z3>H
Zs = d
’ <d27 d2>H ’
_ (da, Za)
= — d
R AR
= _ <d27 Znfm>H
Zn—m = Rn—m dy.
(dy,da)py

Observe que, como Z3,ds € N(A)
(da, Z3)

Ads = Azg — """ H Ady =0
T {dady)y
logo, d3 € R(A) e
_ (da, Z3) _ dYHzd?
d'Hds = dF Hzs — o o) ~ 2 H U Hdy = df Hzs — ?ﬂﬁffH@_O
_ <d2, Z > d HZ3
dYHds = dY Hzs — @E@TJH% ds Hzz — fﬂ@fﬂ@_o

Assim, sucessivamente, pode-se ir gerando direcoes que sao mutuamente H-conjugadas

e que estao no espaco nulo de A. Um algoritmo para obter os vetores H-conjugados é

dado a seguir,

Algoritmo 6 M-GS H-Conjugado
Para j=1,2,3,...n—m—1n—m

d; — .*
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Parai=j5+1,....n—m

Zi < Z;—

Fim
Fim
O novo algoritmo a ser apresentado nesse trabalho resolve o problema (4.1), pg. 59,

conquanto satisfaz as restricoes impostas ao mesmo e avalia se a condi¢ao de otimalidade

de primeira ordem se verifica. O pseudocddigo desse algoritmo é dado por:
Algoritmo 7 Algoritmo Bdsico - Direcoes Conjugadas

Dado um ponto inicial vidvel xo (Axg =b).
Awalie o valor da fungdo fo = f(zo).
Awalie o valor do gradiente go = g(xo).
Awalie o valor da hessiana Hy = H(xg).
Faga dy € R(A).

Calcule o de acordo com eq.(4.18), pg.70.

d=dy.

1=20

Enquanto ||d* gi|| # 0
k=0.

Enquanto k <n —m
Atualize o ponto Ty = g + apdy.
Avalie fry1 = f(Tpe1).
Avalie gr1 = g(Trt1)-

Encontre uma diregcao de busca d1 de modo que di,1 seja H;-conjugada

com dj.
Atualize agyq de acordo com eq.(4.18), pg.70.
k=k+1.

Deire d formar o coniunto de direcoes de busca H:-coniuaado.
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Fim
T = Tpy1
Awvalie Hiv1 = H(Z).
1=1+1
Fim

8
Il
Kl

O proximo algoritmo usa o método do C'G para resolver o sistema reduzido
ZTH,Zd, = —Z"gp,.

Algoritmo 8 Algoritmo Bdsico - Gradiente Conjugado Reduzido

Dado um ponto inicial vidvel xo (Axg =b).
Awalie o valor da funcgdo fo = f(zo).

Awalie o valor do gradiente go = g(xo).

Awalie o valor da hessiana Hy = H(xg).
Encontre uma base Z para o espago nulo de A.
Calcule oy de acordo com eq.(4.18), pg.70.
Faca X = ZTHyZ.

1=0
Enquanto || Z% gi|| # 0
k=0.

Enquanto k <n —m
Resolver o sistema ZTH;Zd, = —Z" g,
Encontre uma direcao de busca dy, fazendo dy, = Zd,
Atualize o ponto xp 1 = Tp + agdy.
Awvalie fri1 = f(xraq)-
Avalie grr1 = g(xp11).
Atualize agyq de acordo com eq.(4.18), pg.70.
k=k+1.
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T = Tky1
Avalie Hiyy = H(T).
Avalie X = ZTH; .\ Z.
1=1+1

Fim

=7



Experimentos Numéricos

Para analisar o comportamento do algoritmo foram efetuados varios experimentos
numéricos. Na implementacgao do algoritmo, os problemas de minimizag¢ao com restrigcoes

lineares sao definidos como:

Minimizar  f(x)

5.1
s.a. Axr =10 (5.1)

Na apresentacao das tabelas contendo os resultados obtidos se utiliza a seguinte sim-

bologia:

1. Itera¢oes: numero da iteracao do lago principal do algoritmo;

2. ‘Z Tg|: no caso dos algoritmos de direcoes conjugadas norma — 2 do produto interno
entre a base Z formada iterativamente e o vetor gradiente, e o caso dos algoritmos

de gradiente conjugado reduzido, Z é uma base para o espaco nulo de A;

3. f(x*): valor da funcdo objetivo na solucao obtida;

4. % ¢é a taxa de convergeéncia a cada iteracao k. No caso da funcao de Powell

a taxa de convergecia foi calculada em relagao a um novo ponto encontrado pelo

algoritmo quando a exigéncia sobre ‘ZTg} era imediatamente inferior a 10~7;
5. Tempo(s): tempo de CPU em segundos;

6. 1200 na coluna de iteracoes: significa que o programa parou por ter atingido o

nimero maximo de iteracoes permitido.
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Em todos os casos foi utilizado aproximagao por diferencas finitas para as hessianas

das funcoes objetivo. O ponto inicial utilizado para o problema esta na regiao viavel do
mesmo.

As funcgoes utilizadas pelos algoritmos nos experimentos nimericos sao fungoes classicas
na PNL e estao descritas a seguir. A dimensao de algumas das fungoes é ajustavel via

um parametro simples usado na funcao, no caso 'n’.
1. Funcao Wood
(a) n = 4;
(b) f(x) = 100(x] — 22)* +
+10.1((1 — z9)? +

r1)% +90(22 — x4)% + (1 — 23)*+
14)%) + 19.8(1 — 22) (1 — z4);

(¢) Minimo global: z*

—_ = = = /\ ’ N

(d) f(z7) = 0.
3. Funcao Rosenbrock Singular Extendida
(a) n = um numero multiplo de 2
(b) parai=1,...,n/2
1. foi1(x) = 10(2e; — 23, );
2. fai(x) = (1 — @2i-1);

n/2
3. flz) = ;(f2¢_1(x)2 + fai(2)2);
1
1
(¢) Minimo global: z* = K
1

(d) f(z) =0.
4. Funcao Powell Singular Extendida
(a) m = um numero inteiro mutiplo de 4;
(b) parai=1,...,n/4
L. fiis3(x) = 24—3 + 1024;_o;



5. Experimentos Numéricos 81

2. f4i—2($) — \/5(«7341'—1 - 10I42)7
3. faic1(x) = (gi—2 — 2@45-1)%;
4. f4¢(37) = \/E(lei—i% - 934i)2;

n/4
5 (@) = N u-s(o) + a0 + a0 + Fu(o));
0
(c) Minimo global: z* = | |;
0

(d) f(z7) = 0.
Todos os algoritmos foram implementados em MatLab.

O objetivo destes testes realizados é comparar o resultado obtido pelo algoritmo de CG

Reduzido o qual resolve o sistema reduzido a cada iteracao do lago central do algoritmo.

O conjunto de restrigoes utilizadas para resolver o problema (5.1), pagina 79, estao
neste trabalho em anexo. Para Wood os dados encontram-se na tabela (A.1), pagina 86.
Os dados utilizados para a fungdo Rosenbrock Singular Extendida estao na tabela (A.2),

pagina 87 e para a fun¢ao Powell os mesmos encontram-se na tabela (A.3), pdgina 87.



Conclusoes

A abordagem mais promissora encontrada na literatura para resolver problemas de
programacao nao linear com restricoes lineares de igualdade usa como idéia basica reduzir
a dimensao do espaco no qual o problema estd imerso. Essa abordagem, contudo, nao
esta isenta de problemas, principalmente aqueles dependentes da escolha da base para o
espaco nulo das restricoes. De fato, a escolha de uma base nao ortogonal pode introduzir
mal condicionamento nos subproblemas que sao resolvidos a cada iteragao, e nos casos
onde a matriz Hessiana é esparsa, os sistemas reduzidos apresentam intenso fendmeno
de "fill in”. O método de diregoes conjugadas apresentado neste trabalho contorna em
parte esses dois problemas. Portanto, as idéias apresentadas aqui tem vantagens sobre
a abordagem descrita, de reduzir a dimensao do espaco, quando a Hessiana da funcao a
ser minimizada é esparsa e quando a escolha da base para representar o espaco nulo das

restricoes nao é ortogonal.

Nesse trabalho a H-ortogonalizagao dos vetores foi feita baseada no método de Gram-
Schmidt modificado (M-GS). Fica em aberto para trabalhos futuros o uso de outros
métodos de ortogonalizacao de vetores como, por exemplo, rotagao de Givens, o que
poderd trazer mais eficiéncia ao algoritmo. Outra questao em aberto é o quanto e de
que maneira a escolha da base para o espaco nulo das restricoes impacta na convergéncia
do algoritmo. De todo modo os resultados numéricos oriundos dos testes sao bastante
promissores quanto as potencialidades da abordagem apresentada quando a Hessiana da

funcao é mal condicionada ou é esparsa.
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Tabelas de Dados

Este anexo contém os dados utilizados para resolver o problema,

Minimizar  f(x)
s.a. Az =10

os quais estao dispostos nas tabelas a seguir.

Para a funcao quadratica foram utilizadas matriz com dados aleatérios, onde apenas

os elementos da hessiana sao dados pela representacao de Hilbert.

A b | z* | f(z¥)
1
21 31|11 0
01 1 0|21
1

Tabela A.1: Dados do problema com a fungao Wood
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A b | x* | f(z¥)
1
1
1
10 2 -14 6 12 -3 1 2 -1 321
0O 10 1 0 -1 1 1 00 1 1310
o 0 1 1 0 -1 1 00 1 3 1
1
1
1

Tabela A.2: Dados do problema com a fungao Rosenbrock Singular Extendida

x*

f@)

31 —1
03 0
01 0

2 071
-2 140
5 4 01

-2 —6 5
8 0
0 6 0

1

1 -1

1

-3
0
0

10
12
21

2, 7327
—0,1972
0, 5258
22684
2, 4555
—0, 1170
1,8708
—0,0725
0,0581
—0,1168
—0,4516

33,523

Tabela A.3: Dados do problema com a funcao Powell Singular Extendida
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Matriz Hessiana H | Matriz A | Vetor h | Vetor b
10 x 10 5 x 10 10x1 5x1
10 x 10 2x10 10x1 2x1
17 x 17 6 x 17 17x1 6x1

Tabela A.4: Dados Funcao Quadrética - f(x) = 3

2

2THr — h'x



Tabelas de Resultados

Este anexo contém alguns resultados obtidos, utilizando o software MatLab, para as
fungoes Wood n = 4, Rosenbrock Extendida com n = 10 e Powell Singular Extendida

com n = 12 e quadratica com hessina de Hilbert.
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[teragoes HZTVf(l’k)H fx") Tempo(s)
5 7.7415.10712  —3,6163.10° 0,03
8 8,0787.107%  —9,7915.10*¢ 0,02

11 6,7843.107% —1,9536.10"1° 0,09

Tabela B.1: Resultados Funcao Quadrética - Direcoes Conjugadas QR de AT

[teragoes HZTVf(xk)H fx") Tempo(s)
5 0,7275.10712  —3,6163.10° 0,03
8 3.5253.10°% —9,7915.10% 0,03

11 1,9314.10°6  —1,9536.10710 0,12

Tabela B.2: Resultados Funcao Quadratica - Dire¢oes Conjugadas (B | V)
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[teragoes HZTVf(l’k)H fx") Tempo(s)
5 2.1881.10°12  —3,6163.10° 0,03
8 3.4131.10°% —9,7915.10%6 0,031

11 1,7800.107% —1,9536.10TY 0,09

Tabela B.3: Resultados Funcao Quadrética - Direcoes Conjugadas B~!

Iteragoes | ||Z7V f (x| f(x*) Tempo(s)
7 2.0807.10712  —3,6163.10° 0,05
28 3.5640.107°  —9,7915.10"° 0,06
9276 9.2509.10°% —1,9536.1071° 0,14

Tabela B.4: Resultados Funcao Quadratica - CG Reduzido
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Iteragdo | ||Z7V f(zy)|| f(zp) ”ﬁ;:i;fﬁ” Tempo(s)

1 1,4829.1072  3,0953.10%2 —~

2 3,0645.1071  2,2111.107>  0,8069
3 4,5324.107"  0,6341.1072 0,7117
4 2,7742.1071  0,2695.1072  0,8429
5 2,6120.107"  0,1153.1072  0,6843
6 1,3477.10~Y  0,0319.10*2  0,5379

: : : 0,04

24 1,8454.1076  5,84.1071°  0,5223
25 9,8425.10°7 1,83.107'1Y  0,5122
26 5,2493.1077  6,2.107'"  0,4922
27 2,7996.1077  2,4.1071  (,4498
28 1,4931.10-7  1,1.107"  0,3478
29 0,7963.10~7 6.10712 0,2849

Tabela B.5: Resultados Wood - Direcoes Conjugadas QR de AT

Iteragdo | ||Z7V f(zy)|| f(zr) ”ﬁg’i_f_}fﬁ” Tempo(s)
1 1,5748.1072 3,0909.10%2 -
2 2,6593.1072  2,2289.10"2 0,8014
3 2,0581.10%72  4,4468.107"  0,6440
4 0,4521.10~Y 1,5014.10~Y  0,0760 0,05
5 1,6416.10% 1,7866.10%  0,0003
6 0.1071 3.10712 0,0103

Tabela B.6: Resultados Wood - CG Reduzido QR de AT
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Iteragao | |27V f (x| f(zp) ”‘ﬁ;:l xx”” Tempo(s)

1 3,4522.1072  3,0953.10*2 —~

2 1,3273.10~"  2,2355.1072  0,8069
3 1,5939.107t  0,6593.1072  0,7117
4 2,1284.1071  0,4403.10%2  0,8429
5 1,5483.10~1 0,2710.1072  0,6843
6 1,2498.10~" 0,1754.10"2  0,5379

: : 0,10

74 2,2240.1077 0,7485.1071° 0,5223
75 1,8277.1077 0,5415.1071°  0,5122
76 1,5019.10~7 0,3968.1071  0,4922
77 1,2340.10~7 0,2950.10°1%  (0,4498
78 1,0137.1077 0,2230.107'0  0,3478
79 0,8327.10°7 0,1716.107'% 0,3156

Tabela B.7: Resultados Wood - Direcoes Conjugadas By *

Iteragao | ||Z7V f(z)|| f(zr) ”ﬁ;:l_;fﬁ” Tempo(s)
1 3,4557.1072  3,0909.102 -
2 6,4729.1072 2,2290.1072 0,8013
3 4,7909.1072  4,6096.107"  0,6596
4 2,2939.10"1  4,3901.1072  0,0124 0,06
5 3,5580.107%  9,84.107'Y  0,0001
6 0.10712 3.10712 0

Tabela B.8: Resultados Wood - CG Reduzido utilizando By *
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Iteragao | || 27V f (x| f(zp) ”TT;ZI_;”” Tempo(s)
1 3,4803.10%2  3,0909.10*2 —
2 2,6100.1072 1,8084.10%2 0,7198
3 3,5524.10~* 0,6058.10*%  0,8647
4 1,4766.10~* 0,5825.10%%  0,9654
5 3,0631.107*  0,5605.1072  0,9863
6 3,6381.107*  0,5345.10"2  0,9789
: : : 0,83
607 1,1067.10°7  6,28.1071°  0,8269
608 1,0821.1077 6.1071° 0,7938
608 1,0581.10~" 5,74.10710 00,7442
610 1,0345.107  5,49.107'°  0,6615
611 1,0115.10~"  5,24.107'°  0,5961
612 0,9890.10~7  5,01.107% 00,5794

Tabela B.9: Resultados Wood - Diregoes Conjugadas (B | N)

Iteragao | ||Z1V f(x)|| f(zr) % Tempo(s)

1 47731102 3,0909.10t2

2 9,5688.1072  2,2324.107*  0,8010

3 7.3839.1072  3,9390.10"  0,5985

4 3,5504.1072 1,9609.10" 08099 0,06

5 0,2591.10"" 1,0130.10°!  0,0833

6 1,4667.10°%  7.348.10°°  0,0002

7 0.10712 3.10712 0

Tabela B.10: Resultados Wood - CG Reduzido (B | N)



B. Tabelas de Resultados

95

Iteragao | |27V f (x| f(zp) ”‘ﬁ;:l xx”” Tempo(s)

1 1,9949.10""  3,0909.10%2 —~

2 4,4025.1072  2,9308.10">  0,6557
3 4,6518.107%  2,7621.10"%  0,4156
4 5,0286.1072  2,5722.10%2  0,7162
5 1,2371.107"  2,0799.1072  0,3442
6 1,3021.1071 1,4525.1072  0,6940

: : 0,04

19 7,7924.1077  2,2730.107'Y  0,4493
20 5,1534.1077  9,9401.107'2  0,4463
21 3,4072.1077  4,3400.107'%2  0,4402
22 2,2521.1077 0,1900.107%  0,4272
23 1,4882.10~7 0,0830.10~13  0,3968
24 0,9831.10~7 0,0360.10~* 0,3172

Tabela B.11: Resultados Wood - Diregoes Conjugadas (B | N)
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Iteragdo | ||Z7V f(z)|| f(zr) ”ﬁ;:l_;fﬁ” Tempo(s)

1 3,6853.10"2  3,0909.10%2 -

2 5,1939.10%2  2,2365.10™2  0,7980
3 4,1461.10%2  0,6862.1012  0,7152
4 0,2855.10t2  0,0033.10°2  0,0915
5 0,0713.107  8.6987.1071 05235
6 0,0527.1072 0,1029.10°'  0,3343

: : : 0,03

922 5,2841.10°% 9,7447.101 03175
23 1,1794.10~* 2,2667.107'2 00,5571
24 9.9347.107° 3,0483.1072 0,31756
25 0,2086.107% 8,3433.107'2  0,5570
2  1.6535.1077 9,5389.10°13 03175
27 0,3691.107 0,2611.10"  0.5570

Tabela B.12: Resultados Wood - CG Reduzido (By | N)
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Iteragao | |27V f (x| f(zp) ”‘ﬁ;:l xx”” Tempo(s)

1 1,9949.10""  3,0909.10%2 —~

2 1,5262.1072  3,0282.1072 00,6557
3 1,4186.1072  2,9767.10%2  0,7448
4 1,3530.1072  2,9335.1072 11,3283
5 1,3230.1072  2,8960.1072  4,6344
6 1,3270.1072  2,8626.1072  0,9167

: : 0,06

38 5,0439.107%  4,3297.10~%  0,0612
39 2,2842.1076%  8,8800.107°  0,0939
40 1,0344.107% 1,8210.107° 0,1117
41 4,6841.10°7 3,7300.107'Y 0,1115
42 2,1209.10~" 7,7000.10~''  0,1013
43 0,9602.10~" 1,6000.10~'"  0,0986

Tabela B.13: Resultados Wood - Direcoes Conjugadas B, "
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Iteragdo | ||Z7V f (x| f(xy) % Tempo(s)

1 3,8845.1072  3,0909.10+2 -

2 3,8603.1072  2,2133.10"%  0,8043
3 3,5070.1072  0,0054.10*"  0,7158
4 0,0743.1072  2,2645.1072  0,0411
5 0,0152.10%2  0,8686.1072  0,2034
6 2,9820.107"  0,3307.107%  0,1957

: : : 0,02

11 0,8414.107% 6,9154.10~'2  0,2000
12 0,1641.1073 2,6296.107"%  0,1950
13 3,1996.107° 0,9999.10~"*  0,1950
14 0,6239.10™° 0,3802.107" 0,1950
15 1,2167.1077 1,4457.10°'7  0,1950
16 0,2373.10~" 0,0550.107'7  0,1951

Tabela B.14: Resultados Wood - CG Reduzido B,
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[teracao HZTVf(xk)H f(xp) |”Ik_x ” Tempo(s)
1 6,3820.1072 1,9499.10%3 —
2 3,3831.107"  1,7417.107*  0,9336
3 7,7555.1071  1,2187.107 0,8854
4 6,2543.1071  5,5224.107> 00,9106
5 3,0454.107"  0,9974.1072  0,9101
6 1,7813.107" 0,3100.10%2  0,9886
: : : 107,40
1168  1,1411.107° 1,4074.107° 0,8985
1169  1,1091.10~° 1,3808.107? 0,7559
1170 0,1078.107% 1,3553.107° 0,6832
1171 0,1047.107% 1,3306.107° 0,5082
1172 1,0177.1077 1,3069.107% 0,4168
1173 0,9888.1077 1,2842.107° 0,4657

Tabela B.15: Resultados Rosenbrock Singular Extendida -

Direcoes Conjugadas QR AT
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Iteragao | ||Z1V f(z)|| f(zr) % Tempo(s)
1 6.7723.10%% 1,9498.10"3 —
2 2.5936.1072 1,6666.1072  0,7540
3 2.5927.10"2 1,6661.107 0,9991
4 2.5919.1072 1,6657.1072 0,9991
5 2.5910.10"2 1,6652.1072  0,9991
6 2.5902.1072 1,6647.1072 0,9991
: : : 104,47
1195  2,2333.1072 1,2016.10*% 0,8571
1196  2,2331.1072 1,2012.1072 0,8333
1197  2,2329.10*% 1,2009.1072  0,7999
1198  2,2328.10*% 1,2005.1072 0,7499
1199  2,2326.1072 1,2002.1072  0,6666
1200  2,2325.10*% 1,1998.1072 0,4999

Tabela B.16: Resultados Rosenbrock Singular Extendida - CG Reduzido QR de AT



B. Tabelas de Resultados

101

Iteragao | || 27V f (x| f(zp) ”TT;ZI_;”” Tempo(s)

1 6,0252.107?  6,6689.10*3 —

2 0,1294.107"  2,0005.10*  0,6700
3 8,8303.107" 1,5271.1072  0,4026
4 3,0048.10~1  0,5688.1072  0,7206
5 2,4483.1071  0,4218.1072  0,7255
6 1,2716.10~1  0,3772.10%2  0,7293

: : : 7,24

16 5,9193.107°  3,3522.10""  0,2488
17 1,2866.107° 3,3522.10*!  0,2302
18 3,6761.107%  3,3522.107"  0,2463
19 0,7072.107% 3,3522.10*' 0,1892
20 1,1981.10°7 3,3522.10*'  0,1468
21 0,2535.10~7  3,3522.10"'  0,1321

Tabela B.17: Resultados Powell Singular Extendida - Direcoes Conjugadas QR de AT



B. Tabelas de Resultados
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Iteragao | ||Z1V f(z)|| f(zr) % Tempo(s)

1 3,5531.10"3  6,6689.10%3 -

2 0,1854.10%3 0,1535.107%  0,3072
3 0,1529.10*2 3,7877.10%2  0,4634
4 2,2716.107"  3,3523.107'  0,6163
5 1,6936.107° 3,3523.10*!  0,7586
6 1,3906.10° 3,3523.10*'  0,8058

: : : 1,45

14 0,1411.107% 3,3523.10**  0,4665
15 0,1388.107% 3,3523.10"'  0,5569
16 0,1431.107% 3,3523.10"*  0,4970
17 0,1471.107% 3,3523.10"'  0,6095
18 1,2912.1077 3,3522.10"'  0,6246
19 0,9951.10~" 3,3522.10""  0,5098

Tabela B.18: Resultados Powell Singular Extendida - CG Reduzido QR de AT



B. Tabelas de Resultados
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Iteragao | || 27V f (x| f(zp) ”TT;ZI_;”” Tempo(s)

1 2,3757.107%  6,6689.10*3 —

2 6,4832.1071 2,0587.10"%  0,7100
3 6,0932.1071 0,3282.107® 0,5001
4 6,3649.107"  0,1366.1073  0,5402
5 2,9301.107"  0,7546.1072  0,6972
6 1,5461.107" 0,5139.10%2  0,6951

: : : 12,12

33 1,9015.10°% 3,3522.10*!  0,5239
34 1,0437.107% 3,3522.10*'  0,5209
35 5,9904.107"  3,3522.107"  0,5009
36 2,8346.107 3,3522.1071  0,4423
37 1,7204.10°7 3,3522.10*'  0,3649
38 0,8511.10" 3,3522.10""  0,3256

Tabela B.19: Resultados Powell Singular Extendida -

Direcoes Conjugadas B; "



B. Tabelas de Resultados
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Iteragao | ||Z1V f(zy)|| f(zr) % Tempo(s)

1 1,2392.10™ 6,6689.1073 —~

2 6,7601.1072 0,1535.10"  0,3072
3 0,7621.10%2  0,4963.107>  0,4638
4 0,4070.10*2 0,3836.1072 0,6145
5 0,2421.1072  0,3559.1072  0,7551
6 0,2306.10*2  3,5041.10%2  0,7955

: : : 7,30

91 2,2727.107°  3,3522.107"  0,9371
92 2,1336.107° 3,3522.107"  0,4368
93 1,9067.107° 3,3522.10"1  0,8956
94 0,1563.107%  3,3522.10""  0,9995
95 1,5577.10°7  3,3522.10*!  0,7649
96 0,8886.10~" 3,3522.107"  0,7554

Tabela B.20: Resultados Powell Singular Extendida - CG Reduzido B;*



B. Tabelas de Resultados
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Iteragao | || 27V f (x| f(zp) ”TT;ZI_;”” Tempo(s)
1 2,3757.107%  6,6689.10*3 —
2 464181071 2,2423.107 07219
3 4,0803.10°1 0,4803.10%3  0,5528
4 40306101 0,2671.10"% 0,7994
5 0,2487.10"1  2,0039.1072  1,0660
6  0,9975.10~! 1,1026.10°2 0,8048
. . : 27.94
162 0,3981.10° 3,3522.10"! 0,648
163 0,2649.10°6 3,3522.10*'  0,6235
164 0,1972.107% 3,3522.10" 00,5746
165 1,0319.1077 3,3522.10""  0,5953
166 1,0680.10~7 3,3522.10+'  0.3969
167 0,5972.10°7 3,3522.10*! 0,3721

Tabela B.21: Resultados Powell Singular Extendida -

Diregoes Conjugadas (By | N)



B. Tabelas de Resultados

106

Iteragao | ||Z7V f(z)|| f(zr) ”ﬁ:l—;fﬁ” Tempo(s)
1 1,5314.10™ 6,6689.1073 -
2 8,8263.10%2 0,1560.10*  0,3010
3 0,5086.1072  0,4849.1072  0,4515
4 2,7223.107Y 0,3567.107%  0,5542
5 0,2679.107° 0,3377.1072  0,6272
6 0,7168.10™° 0,3336.1072  0,7465
: : : 29,14
378 0,2296.107° 3,2550.107"  0,6002
379 0,4192.107° 3,2549.10*' 0,5414
380 0,3364.107° 3,2549.107"  0,8281
381 3,2733.107%  3,2549.107'  0,8697
382 3,2851.10~"  3,2549.10"'  0,6303
383 0,9750.10~"  3,2549.107"  0,6002

Tabela B.22: Resultados Powell Singular Extendida - CG Reduzido (B; | N)
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107

Iteragao | || 27V f (x| f(zp) ”TT;ZI_;”” Tempo(s)
1 5,7921.10*  3,8478.10** —
2 1,3281.10~1 4,1772.10"%  0,6633
3 2,0648.1071  2,8420.10"®  0,8876
4 2,3270.107'  1,9977.10"%  0,9218
5 2,1678.1071  1,3692.107*  0,9005
6 1,9163.107! 9,5443.10%2  0,8930
: : : 22.43
114 4,635.1077  3,3522.107'  0,6319
115 3,138.1077  3,3522.10""  0,6101
116 2,303.1077  3,3522.10""  0,5825
117 1,530.1077  3,3522.10*' 0,5104
118 1,021.1077  3,3522.107"  0,3900
119 0,594.10~7  3,3522.107'  0,3526

Tabela B.23: Resultados Powell Singular Extendida -

Direcoes Conjugadas B, "



B. Tabelas de Resultados
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Iteragao | ||Z7V f(z)|| f(zr) ”ﬁ:l—;fﬁ” Tempo(s)
1 5,7921.107*  3,8478.10 -
2 8,3898.10~1 4,5689.10"%  0,6545
3 9,2109.10~"  3,4414.107% 0,9231
4 1,3090.10~1 2,9142.107%  0,9427
5 1,2746.10~1  2,5126.10"%  0,9453
6 1,0727.1071  2,2256.10"3  0,9603
: : : 57,387
300 4,125.1077  3,3522.107%  0,6887
301 3,166.10~7  3,3522.10"" 00,6698
302 2,286.1077  3,3522.10*'  0,6151
303 1,639.1077  3,3522.107'  0,5655
304 1,185.10~"  3,3522.107!  0,4191
305 0,871.1077  3,3522.107%  0,3865

Tabela B.24: Resultados Powell Singular Extendida - Dire¢oes Conjugadas (B | N)



