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RESUMO

As formulacdes de programacdo matematica que amoptablemas de planejamento de
producao tem sido propostas desde 1950, e desite @miesentam uma constante evolugao.
O modelo matematico do problema de planejamenjrattucdo de grande porte, por conter
muitas variaveis e muitas restricdes funcionait, es pratica, fora de alcance dos modelos
de programacéo linear inteira no que diz respeifmssibilidade de obtencdo da solucéo
Otima em tempo computacional razoavel. Por estevmoa abordagem apresentada neste
trabalho tem foco na decomposicdo do modelo mateondé¢ planejamento de producao para
reduzir o tempo computacional e o espagco de armaremo. O modelo matematico
apresentado incorpora a restricdo de capacidadeabde producdo, neste caso, dada pela
Clearing Function em suas restricdes de modo a torné-lo mais te&apsrém, tal restricdo
quebra a linearidade do modelo transformando-o emmodelo convexo. Por este motivo,
sdo apresentadas duas maneiras distintas de mesolpeoblema, a primeira utilizando
programacao convexa e a segunda, linearizando elmodnvexo, por programacao linear.
Além da insercdo da restricdo de capacidade, fibuéda uma penalidade nos subproblemas
de modo a balancear a producdo em relacdo a cadacitbminal de producédo instalada.
Além disso, com a insercdo daearing Function tentou-se obter informacdes sobre a
vantagem de ampliar a capacidade em algum periaddiatizonte de planejamento,
permitindo precificar a capacidade mesmo antesat&lgir 100% de utilizacéo.

Palavras-chave:Clearing Function Planejamento de Producdo. Decomposicéo. Penalidad



ABSTRACT

The mathematical programming formulations that asisliproduction planning problems have
been proposed since 1950, and since then have astaobn evolution.
The mathematical production planning problem cortamany functional constraints and it is
in practice out of range of the integer linear pamgming models with regard to the
possibility of obtaining the optimal solution inagnable computational time. For this reason
the approach presented in this paper focuses otett@mposition of the mathematical model
of production planning to reduce the computatiotiale and storage. The mathematical
model incorporates the nominal capacity constramtthis case, given by the Clearing
Function at their restrictions in order to makmdre realistic, however, such restriction break
the linearity of the model by turning it into a #ex model. For this reason, we present two
different ways to solve the problem, first usingreex programming, and then the second
one, linearizing the convex model, using lineargoamnming. Besides the inclusion of
capacity constraint, a penalty was awarded thersbbgms in order to balance the production
related to a nominal production capacity installgbreover, with the insertion of Clearing
Function, tried to obtain information about the adbage of expanding capacity in some
period of the planning horizon, allowing the alyilib price even before it reaches 100%
utilization.

Keywords: Clearing Function. Production Planning. DecompasitPenalty.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONTEXTUALIZACAO DO TRABALHO

As formulacfes de programacdo matematica que aingpdablemas de planejamento
de producdo tém sido propostas desde 1950. Osepmabtle planejamento da producéo
envolvem essencialmente o suprimento da demandappetlucdo. Isso significa avaliar os
grupos de recursos disponiveis para a producdoca-is, da melhor maneira, de acordo
com sua respectiva capacidade de producado, coasdteos diferentes tipos de produto e
suas respectivas matérias-primas (MISSBAUER; UZSX0Y)).

A utilizacdo da otimizacao para modelos de planejamde producéo teve origem no
trabalho proposto por Modigliani e Hohn (1955), emabsuas raizes remetam aos modelos
desenvolvidos pelos economistas, Leontief e Koogneam Koopmanst al (1951), onde foi
tratada a questdo dos custos de produedsuso custo de manter estoques, considerando os
custos de producéo de maneira convexa e os customuter estoque de maneira linear. Os
primeiros trabalhos na &rea de sequenciamento grgmn@acdo da producdo surgiram no
mesmo periodo, em Jackson (1955) com o problemsedeenciamento para apenas uma
maquina e em Manne (1960) com o problema de pragaojobshop (MISSBAUER;
UZSOY, 2010). Como o presente trabalho se refeqg@awejamento da producao, o foco sera

direcionado a tal assunto.

Em meados dos anos 50 comecou a ser idealizadecacap de Programacéo Linear
(PL) quase que diretamente aos problemas de piaeeja de producdo. Em geral, os
problemas de Modigliani e Hohn (1955) e Holt (19p6§eriam ser modelados de maneira
linear, sendo estes problemas de planejamentoadiigio divididos em periodos, cada um
associado a uma série de variaveis de decisdo gfletem as decisdes tomadas naquele
periodo (MISSBAUER; UZSQY, 2010).

A PL €& uma ferramenta amplamente utilizada paralves os problemas de
planejamento de producgédo, seja devido a sua siiohgpdie, seja porque as variaveis duais
associadas a PL fornecem uma interpretacdo ecoaddireta para 0s propositos de
precificacdo de capacidade. No entanto, o modélssio de PL apresenta uma série de
inconvenientes na medida em que suas recomendag®esincompativeis com o

comportamento das filas observadas nas instalaf@®esnbientes de producdo. Um desses
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inconvenientes € que as variaveis duais assoc@asas restricbes de capacidade somente
assumem valores diferentes de zero quando o0s oscw&o totalmente utilizados,
contradizendo os resultados tedricos da teoriafittesse a experiéncia pratica do chdo de
fabrica (HOPPet al, 2001). Outro inconveniente grave esta relacionaoléead time A
maioria dos modelos de PL assume que um recurse paohter umead timeconstante,
independentemente do carregamento do sistema, eot@ncontradizendo os resultados
basicos da teoria das filas, que asseguram quepas®aetro varia nao linearmente com o
carregamento do sistema (ASMUNDSS@éMl, 2009).

A experiéncia pratica mostra, e a teoria das filasfirma que o desempenho dos
sistemas de producdo é afetado pelo carregamentsisiema relacionado com sua
capacidade, em particulalead time isto €, o tempo méedio entre a liberacédo paraduygéo
e sua concluséo, que aumenta de maneira nao ¢ioeao aumento da utilizacdo dos recursos
(HOPP et al, 2001). Assim, os modelos deterministicos paragienento de producéo
sofrem de um problema que, para satisfazer a dexr@md a oferta, eles precisam considerar
os lead timespara planejar as liberacdes, mas ao fazé-lo, adésrminam o0s niveis de
utilizacdo dos recursos que, por sua vez, determoslead timesde producdo. Uma série de
abordagens iterativas para lidar com essa cirdalde tém sido propostas em Asmundsson
al. (2009). Trata-se de fixar dsad timespara obter um plano de liberacédo e, em seguida,
simulando o plano de liberacdo obter um noead time de produgdo, e assim
sucessivamente. Estas estimativas sado entao ddéitizaara gerar novos planos de liberacéo,
até que haja convergéncia do processo. No enttmvergéncia destas abordagens ndo esta
bem compreendida até onde se observa na liteqadutiaente. Nesse trabalho esse problema
de circularidade sera enfrentado por meio da iogad do conceito d€learing Function
(CF), introduzida inicialmente por Graves (1986parikarkar (1989), e Srinivassat al.
(1988) e, mais recentemente estudada por Asmundgsah (2009), Kefeliet al. (2010),
Irdem et al. (2010), e Uzsoy e Sampaio (2010), apenas pare aigans trabalhos mais
recentes. Uma revisao detalhada sobre o estadatelada utilizagdo de CFs pode ser

encontrada em Missbauer e Uzsoy (2010).

Dentre os modelos mais simples de planejamento rddugdo, existem o0s que
consideram dead timeconstante (saidas de produto do sistema de mameiparcional),
desconsiderando a restricdo de capacidade e osomsederam dead timeconstante, da
mesma maneira que o anterior, mas considerandmi@ag¢éo pela capacidade nominal do

equipamento, conforme representado na Figura 1.
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Figura 1 — Modelos simples de planejamento de mé@alu

A
Proporcional

Capacidade de produgdo nominal (constante)

Produgdo limitada pela capacidade

Taxa de saida de produtos acabados

v

WIP médio
Fonte: Adaptado de Karmakar (1989).

A CF, apresentada na Figura 2, € uma evolucdouwtaasapresentadas na Figura 1. A
CF é uma funcado cdncava crescente e limitada, xppressa a producdo em cada periodo de
tempo — as saidas do sistematputs— em funcé@o do nivel médio de WNR(rk In Process

no sistema durante esse periodo.

Figura 2 —Clearing Function.

A

..... Capacidade de producdo nominal (constante)

Clearing Function

Taxa de safida de produtos acabados

v

WIP médio
Fonte: Adaptado de Karmakar (1989).
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Em outras palavras, no inicio do periodo quantosnwmadens de producédo sao
liberadas +eleases- mais produtos saem do sistema, com um WIP npgjaeno, tendo em
vista que nado ha fila na entrada do centro de ltrabAo longo do tempo, o0 sistema atinge
um determinado estado de carregamento, considesaradoapacidade nominal de producéo e
o lead time gerando uma quantidade de WIP médio maior, teamdovista que existirao
ordens de produc¢ao aguardando a entrada no centralbélho para o processamento.

A curva que melhor representa a CF esta demonstadiégura 1 e € proveniente de
dados coletados no chao de fabrica e por meiong@aides. Os dados gerados séo inseridos
no grafico e os pontos representados sdo ajustadosegressdo, originando a curva
caracteristica da CF. Assim, a introducdo da CHnodelo de planejamento da producéo
embora modifique a estrutura linear que gostariad@preservar, favorece a aplicacdo de
meétodos de decomposicdo, uma vez que esta reldeicmaada periodo do horizonte de

planejamento.

1.2 TEMAE QUESTAO DE PESQUISA

Nesse trabalho sdo propostos dois esquemas de plesigdo para resolver o
problema de planejamento de producédo para probldmgsande porte. Um por meio de um

modelo de programacao convexa e outro por meiomdmadelo de programacao linear.

1.3 OBJETIVO

O objetivo desse trabalho é resolver o problempldeejamento de producdo com

restricdo de capacidade, de maneira exata, utl@decomposicéo.

1.4 JUSTIFICATIVA

O modelo classico de PL para o modelo de planejsnd producéo €, claramente,
um problema de grande porte, que envolve um nuelek@do de variaveis de decisao e de

restricdes funcionais. Sob a otica da programagt&ira, problemas com grandes dimensfes
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estdo fora de questdo no que diz respeito a plidade de obtencdo de solucdo 6tima em
tempo computacional razoavel, conforme demonsteat@€amargo e Sampaio (2010).

Além da obtencdo de um tempo computacional menorpdelo em questao fornece
uma interpretacdo econdmica quando avaliadas #&vem duais, que séo utilizadas para

propositos de precificacdo de capacidade.

Sendo assim, a reducdo do tempo computacionahtemplietacdo das variaveis duais
para precificar capacidade, tornam a abordagemiagjaduzida da maior relevancia para a
Engenharia de Producéo, pois torna possivel estenaum tempo computacional razoavel,
0s prec¢os duais das capacidades, fato que da desdp tomador de decisdo optar, ou néo,

pela ampliacao da capacidade de producéo dasagdésl industriais.

1.5 DEFINICAO DA ABORDAGEM METODOLOGICA

Inicialmente, a fim de resolver o problema de pjamento de producdo de grande
porte, foi considerado o modelo matematico sobommeosicdo abordado por Chu (1991).
Este modelo apresenta nimeros pertencentes assmeauas restricdes funcionais, além de

relaxar a restricdo de capacidade nominal de pémldg sistema.

Tendo em vista o0 modelo de decomposi¢céo propast@pu (1991), Sampaiet al.
(2009) propdés um modelo matematico para o planejimele producdo, utilizando
decomposicdo, desta vez considerando as restrit@esonais como numeros inteiros,

também relaxando a restricdo de capacidade.

Sob as consideracfes da teoria das filas e asi@xgies praticas no chéo de fabrica
foi acrescido ao modelo de Sampatoal. (2009), a questdo dead time para considerar a
variabilidade existente em um sistema de produ¢@a considerar dead time foi

necessario acoplar a CF ao modelo classico.

Como a CF é uma funcédo cdncava, o modelo clasio@ de ser linear para ser
tratado como um modelo convexo, podendo ser relplye maneira convexa ou linear, por

meio de aproximacao por retas afins.

Os resultados numéricos obtidos por meio destadagem metodologica estdo

dispostos em tabelas nos respectivos artigos quamsésentados ao longo da secéo 2.
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Este trabalho esta organizado em trés secdes, segue:

Secdo 1 — Apresenta a introducdo ao tema, ondedaoons contextualizacdo do

trabalho, o tema e questdo de pesquisa, 0 objediviystificativa, definicdo da

abordagem metodoldgica e a estrutura do trabalho.

b)

Secao 2 — Apresenta trés artigos propostos, eldb®raselecionados de acordo com a

finalidade deste trabalho, conforme Quadrol. Embesrartigos apresentados tenham

sido aprovados e constam nos anais dos congrepaos, este trabalho foram

realizadas algumas modificacdes com a finalidadapaefeicoar o estudo, ja que se

trata de um trabalha posteriori

a conclusao final do trabalho, no que se refelissedacao.

Quadro 1 — Estrutura das etapas da pesquisa.

Secdo 3 — Apresenta as conclusdes parciais ddhoalme que se refere aos artigos e

ESTUDOS OBJETIVOS TEMAS DE PESQUISA JUSTIFICATIVAS
Artigo 1 - Resolver o problema de | - Avaliar o comportamento do | - Reduzir o tempo
planejamento de produgdo| modelo matematico de computacional e storage
acoplando a restricéo de | planejamento de producao, col Disponibilizar duas maneira
capacidade nominal de restricdo de capacidade, em -
distintas para decompor o
producéo, ut|I|za~ndo relacdo a decomposicéo problema de planejamento dé
DECOMPOSICAO. convexa e a decomposicao ~
producéo.
linear.
Artigo 2 - Resolver o problema de | - Avaliar o comportamento das| - Reduzir o tempo

planejamento de producao
acoplando a restricdo de
capacidade nominal de
producéo, utilizando
DECOMPOSICAO.

variaveis duais associadas as
restricdes de capacidade,
presentes no modelo
matematico de planejamento d

producéo.

computacional e storage

- Avaliar a ampliacdo de
capacidade de produgéo ante
eque 0S recursos estejam

completamente tomados.

>S
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Artigo 3

- Resolver o problema de | - Avaliar o comportamento da | - Reduzir o tempo
planejamento de produgéo| penalidade nos subproblemas | computacional e storage

acoplando a restricdo de | modelo matematico de o
- Exemplificar como age a

capacidade nominal de planejamento de producao, ao penalidade nos subproblemak.
producéo, utilizando longo do horizonte de
DECOMPOSICAO. planejamento.

Fonte: Autor (2012).

Embora os trés artigos apresentados tenham umivobjetn comum, cada artigo

apresentado nesta dissertacdo contempla o desenepnte de um estudo relacionado ao

tema da pesquisa, a considerar:

a)

b)

Artigo 1 — Apresenta o modelo de decomposicao parproblemas de planejamento
de producéo incluindo a restricdo de capacidadéa pesercdo da CF, e o
comportamento do modelo quando decomposto por dejerogramacao convexa e
quando decomposto por meio de programacgdo lineantékcdo de apresentar a
decomposicao para o problema de planejamento diugio € reduzir o tempo —
custo — computacional e o espaco de armazenamestorage Além disso, sao
apresentadas duas maneiras de resolver o problem@odo a facilitar aqueles que
possuem software para resolver de maneira convexgaes que possuem software
para resolver de maneira linear.

Artigo 2 — O Artigo 2 € um complemento do Artigo Hle também apresenta um
modelo de decomposicdo para os problemas de ptaeeja de producdo que
incluem restricdo de capacidade, pela inser¢caoRja®© comportamento do modelo
quando decomposto por meio de programacdo convexzaedo decomposto por
meio de programacao linear. O Artigo 2 demonstemaisa o comportamento das
variaveis duais associadas as restricoes de capacidlal avaliagcdo tem relevancia no
que diz respeito a precificacdo da capacidade, osgrubsivel avaliar em qual
momento o sistema necessita de ampliacdo de capacichesmo antes de a producéo
atingir 100% da capacidade.

Artigo 3 — Apresenta, de maneira detalhada, o aspethalidade nos subproblemas do
modelo de planejamento de producéo, quando insaridatricdo de capacidade dada
pela CF, utilizada no Artigo 1 e Artigo 2. A pemi@de tem como objetivo balancear o

sistema de modo que n&o seja priorizada apenasglagdio de maior receita.
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Abstract

The idea of using Clearing Functions (CF) to repmnéghe nonlinear dependence between
workload and lead time in deterministic Linear Remgming (LP) models for production
planning, results in an increase in the size ointioelels to be solved. In this paper we address
this problem by means of a decomposition approanhas to that of Sampaiet al.ii (2009),
wich has proven to be quite efficient for classic@lmodels for production planning, wich we
extend to take into account the piecewise linepr@pmation of the CF function.

Key Words: Clearing Function, Production Planning,Decomposition.

1. Introduction

Linear Programming (LP) is a widely used framewtwladdress the problem of production
planning, which has been studied for several dexaHewever, the classical LP model
presents a number of drawbacks in that their recemdations are inconsistent with the
queueing behavior observed in most productionifeesl One such drawback is that the dual
variables associated with capacity constraints avilly take nonzero values when the resource
is fully utilized, contradicting both theoreticaésults from queueing theory and practical
experience on the shop floor. Another serious demkhs related to lead time. Most LP
models assume that a resource can maintain a cohssal time regardless of its workload,
again contradicting basic queuing insights. Acaagdio Hoppet al.ii (2001), practical
experience and queuing theory shows that the pedioce of production systems are affected
by the loading of the system related to its capaait particular the lead time, i.e., the mean
time between the release of work for production @mdompletion, increase nonlinearly with
increasing resources utilization. Thus, determimistodels for production planning suffer
from a problem that in order to match demand amglsuthey need to consider lead times to
plan releases, but in doing so they determine $ewélresource utilization, which, in turn,
determines the realized lead time of productiomufber of iterative approaches have been
proposed in Assmundssei al.ii (2009) to deal with this circularity. These invelassuming
fixed lead times to obtain a release plan, therukiting the release plan to obtain realized
lead time estimates. These estimates are thentasgeherate a new release plan, until the
procedure converges. However, the convergence esfetlapproaches is currently not well
understood.

In this paper we address the pointed circulariipgislearing functions (CF), first introduced
by Graves (1986), Karmarkar (1989), and Srinivassal.ii (1988), and more recently
studied by Asmundssaet al.ii (2009), Kefeliet al.ii (2010), Irdenmet al.ii (2010), and Uzsoy
& Sampaio (2010), just to mention a few. A detaileview of the state of the art in
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production planning using CFs is given by Uzsoy é&sébauer (2010). The CF is an
increasing bounded concave function that expregsegxpected throughput of a capacited
resource over a period of time as a function ofaerage Work In Process (WIP) level in the
system over that period. Thus, the introductionGséf in the production planning model
appears to destroy its linear structure which weuldidike to preserve, but favors the
application of decomposition approaches, sincgfi¢élated to each specific planning period.

This paper is organized as follows. In Sectiowg, present the model and structure of the
problem, and in Section 3 we present a numerikeadtration and some conclusions.

2. Model and Structure of the Problem

Consider the following product-mix problem: Producire indexed by = 1, 2, ..., N
components bk =1, 2, ..., K and the discrete periods of the planning horizpp=1, 2, ...,

T. Let by; be the number of componeiktased to produce one unit of producand leth; the
standard time required to produce one unit of pcoduSuppose thak; is the labor resource
(in units of standard time) available for use imigej, and furthermore, that any remaining
resourcer; from a period cannot be carried out to the next period. Denot§;byhe supply
of componenk available for consumption in perigdD; the demand for productandc;; the
nominal capacity for production of produdn periodj. Hence, if the revenue from each unit
of producti produced at periog is c;;, and the decision variables specifying levels of
production for each productin each period arex;; , the classical LP model for production
planning can be formulated as:

T N
j=1 Di=1CijXij

t N t
S.t. j=1 izlbkixi]- < jzlSk]-, Vk,Vt,

Maximize

Ly hixij < R;, V), (1)
xl'j < Ci]', Vl,V],
Z}‘zl Xij < Di, Vi.

xij = 0, Vi, V]

This is a sparse and structured linear problem whsigucture is very suitable for
decomposition.

2.1. Period Based Decomposition of the Model

To discuss decomposition we begin by assuming tti@tplanning horizon will be divided
into T discrete periods. This allows the Jacobians ofctirestraints to be easily structured in
blocks, which allows decomposition and reduces edatpnal complexity by saving matrix
decompositions. To illustrate, let us consider ati@aar instance of problem (1) for a
planning horizonT = 2 periods,K = 2 different components, and = 2 different products.
The mathematical model (1) becomes:

Maximize cq1X11 + C12X12 + C21X21 + C22X27;

S. t. b11x11 + b12x21 S Sll;



19

by1x11 + baax2y < Sa15
hix11 + hyxoy < R;;
bi1x11 + b12Xo1 + b11X12 + biaXoy < Sip + Sz (2)
ba1x11 + b2aX21 + ba1X13 + DaaXaz < Sp1+ S22
hix12 + hyxy, < Ry;
X11 < G
X21 < Cyp;
X12 < Ciz;
X22 < Ca;
X11 < Dy;
X11 + X12 < Dy;
X21 < Dy;
Xp1 + X2 < Ds.
X112 0;x1, 20; x51 =2 0; x5, =2 0;
A compact matrix representation of this problem lbardeveloped as follows. Define:
a) x9 = (xy, %z, 0, xy)7, j=1,2,..,T;
b) B=(by), k=1,2,..,K, i=1,2,...,N;
c) SO = (8,8 . SkD" j=1,2,...T;
d) €Y = (Cy),Cyj, ., Cx)T, j=1,2,..,T;
e) DO =p;, i=12,..,N;
fy RO =R;, j=12,..,T;
g) c¥) = (clj, C2j) ...,ch), j=12,..T;
h) I identity matrix of size N.
Then the structure and sparsity of the model (2pbees apparent:
Maximize ¢cMx® 4 c@x@
s.t.  Bx®W < sW
hx@ < R® (3)
Bx® + Bx® < sW4+5@
0x® + hx®@ < R@
Ix® < cW
0x® + [x@ < Cc®
Ix@® <DpW
Ix® + [x@ <D®
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The problem (1) can thus be written in matrix notagas:

Maximize ¥]_,cPDx0)

s.t.  Bx® < sW;
hx® < RW;
Ix® < cW;
Ix® <DpW
Bx® 4+ Bx® < SW 453,
0x® + hx® < R®;
0x® + [x®@ < Cc¥;
Ix® + [x@ <D®; (4)

Bx® + Bx@ 4 .4 Bx™ < 3T_ 5O
0x® + 0x@ + - + ix(™ < RM;
0x®W + 0x@ + -+ [1xD < ¢D;
Ix® + I1x@ + ..+ [x™ < pW);

x®M >0 x@>0; .. x>0.

According to Sampaiet al.i (2009), this LP model is well suited to decompositby

solving one period at a time, giving an optimalusioin to problem (1). We will revisit this
statement later.

2.2. The Role of CF in the Model

Now lets introduce the CF into the classical mddgl following the approach introduced in
Uzsoy & Sampaio (2010), and apply the decompositoneme used in Sampagb al.ii
(2009). First we use the CF model to formulateftiiewing convex model:

Maximize ¥_; YL, cijx;
s.t. Yich Dby < X5 Sk, k=1,2,..,K, t=1,2,..,T,
YN hxij < RY, j=1,2,..,T, (5)
xij—¢(xi;) <0, i=12,..,N, j=1,2,..,T
Yiix; <D, i=12..,N, j=12.,T,
x;=0,i=12.,N,j=12.,T.

where (p(xl-j) denotes the value of CF function governing thedpotion of product in
periodj. As mentioned above, the presence of the CF fomalestroys the linearity of the
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classical model, but the resulting nonlinearity ¢eneasily circumvented in the following
way: Define the piecewise linear funcion,

dw) = Minimum {a; w + b}, (6)
t

wherea, andb; are estimated parameters. Then, following Rockaf¢1970),p(w) can be
approximated to any degree of accuracyfify) ast increases, and the resulting LP model
becomes,

. T N
Maximize j=1 Zi=1CijXij

s.t. b1 Babpixyy < X518k, k=1,2,..,K, t =1,2,..,T,
YN hxi; < RY, j=1,2,..,T (7)
xl'j —¢i(xl-j) < 0, i = 1,2,...,N, ] = 1,2,...,T,
Yiix;<D; i=12,..,N,j=12,..,T.
This LP model approximates model (5), which, in tisn, generalizes model (1) while

circumventing its drawbacks related to the duatgwiof capacity at low utilization levels and
the dependence of lead times on workload.

2.3. Coupling Decomposition and CF Approach Model

The general decomposition of problem (4), one geaba time, according to Sampabal.
(2009), is the following: First solve the subprahle

Maximize ¢®Dx®
s.t. Bx® < s@
@ < R )(8
Ix® < cW
Ix@ < p@

then, forj =2, ..., Tandl = 2, ..., N,iteratively, make the assignments

SO « st 4 (S(j—l) — B,?(j—l))' (9)
DO « p® 4 (D(l’—l) - f(}'—l)),

and solve the subproblem,
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Maximize c¢Dx0)
s.t.  Bx® < 5O (10)
@ < RO
Ix ) < cOh
Ix () <pW®
1) >0,
The optimal solutions to these subproblems giveoptimal solution to problem (1), by

Proposition 2, in Sampaiet al.ii (2009). Now let us adapt this decomposition tcessiithe
CF model (7). First, for simplicity of matrix re@@ntation, define a functiog; : T - R,

wherei is the number of products affd= {1, ..., T is the set of periods in the planning
horizon, as a vector function,
& (x1¢)
Yi(t) = : (11)
d(xit)

The model (7) can now be written as,

Maximize ¥7_;cPx0)

s.t.  Bx® < s®
hx @ < R®
ey < @
Ix® < pW
Bx® + Bx® < SW+5@ (12)
0x® + hx®@ < R®
0x® 4+ [x@ < Py @
Ix® 4+ [x®@ < D@
Bx® + Bx® 4 o 4 Bx® < Y7, 50
0x® + 0x@ + -+ + Ax™ < RM
0x® + 0x@ + - 4 [xD < Py "
Ix® + [x@ + o 4 [xD < DM

x® >0 x@>0,..,xT >0.

We claim that the model (12) can be solved to oglitym through the following
decomposition scheme. First solve the subproblem
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Maximize ¢®x®

s.t. Bx® < sW
hx@ < R®W (13)
Ix® <
Ix® < p®W
x® >0,

then, forj = 2, ..., Tandl = 2, ..., N,iteratively, make the assignments

SO « sU) 4 (S(j—l) — Bf(j_l)),
DU « p® 4 (D(i—l) _ f(j_l)), (14)

and solve the subproblem,

Maximize ¢PxW)

s.t.  Bx® < sO
hx ) < RU (15)
[x@ < le(J)
Ix ) < p®
x@ > 0.

Theorem (1) below shows that, under very mild aggions, the optimal solutions from these
subproblems generate a sequence of solutions gingeio an optimal solution of problem
(5), as the approximation ¢f by ¢ gets better.

Theorem 1: Suppose problem (5) has an optimalisalugand thatp(.) can be approximated
to any degree of accuracy ki .), and moreover, that the solution of subproblenesramt
totally degenerate. Than the sequence generatéiteliypodel (13)-(15), asstoo, converges
to an optimal solution of (5).

This theorem is a trivial consequence from theuwtakcfundamental theorem.

3. Numerical lllustration and Conclusions

The CF approach presented here allows two dirembrdposition, one by means of convex
subproblems if the user’s primary interest is ia #olution, price capacity, and there is an
appropriate software to address convex problemsl another by means of linear
subproblems if one is interested in the solutionthe dual prices of capacity at utilization
levels below 100%, using linear programming. Sitiee computational cost of solving both
optimization problems, convex and linear optimiaatiincreases at least polynomially with
the number of variables, decomposition saves tmralicircumstances, and storage for large
scale optimization problems. The challenge, in gané how to model the problem without
coupling constraints to allow easy decompositiamilllistrate both decomposition schemes,
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we present a small example for a planning horizénl o= 2 periods,K = 2 different
components, anéll = 2 different products. The data used for this illagtm are given in
Table 1 below.

Table 1 — Data used for illustration

The standard times for manufacturing a unit of garciduct are, respectively; = 3, andh,=

6, and the total availability of this resource fach one of the two periods are 580 unity of
standard time. The results for convex subproblemrespaesented in Table 2, and for LP
subproblems in Table 3, for four linear segmenthepiecewise linear functigp( . ), and in
Table 4 for eight linear segments in the same preeelinear function.

Variables First Period Second Period Full Problem
f* 1480.000 749.000 2652.000
X11 20.0000 00.0000 67.0000
X21 86.6667 00.0000 50.0000
X12 00.0000 61.0000 61.0000
Xop 00.0000 13.3333 50.0000

Table 2 — Convex Decomposition

Variables First Period Second Period Full Problem
f* 1422.517 1113.285 2651.735
X11 51.1037 00.0000 63.9853
X1 64.1722 00.0000 35.8278
X12 00.0000 63.9853 63.9853
X7 00.0000 35.8278 64.1722

Table 3 — Linear Decomposition (4 Segments)

Variables First Period Second Period Full Problem
f* 1480.000 775.9573 2651.915
X11 20.0000 00.0000 63.9953
X21 86.6667 00.0000 35.3310
X1z 00.0000 63.9953 63.9953
X7 00.0000 13.3333 64.6690

Table 4 — Linear Decomposition (8 Segments)

This example clearly shows that decomposition dusvork well if the model incorporates
nominal constraint capacity. This looks like tothe reason why every author who deal with
this problem drop relaxed nominal constraint cagat¢iowever were are able to overcome
this drawback introducing a shortage cost for sgarewhich ultimately resulted in the
following model, wheré is the unit cost of shortade
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Maximize ¥_; YL, c;jx;; — kF
s.t. b1 Zabpixyy <X5o1Sk, k=1,2,..,K, t=1,2,..,T,
Z?,:l hixij S R(])l ] = 1: 2; "'IT) (16)

xij — ¢i(x;)) <0, i=1,2,..,N, j=1,2,..,T,
Yiix; <D i=12,..,N, j=12,..,T,
D;—¥iyx;=F, i=12,..,N,j=12,..,T,
x;j=0i=12.,N, j=12.,T.

Variables First Period Second Period Full Problem
f* 1189.0000 1463.0000 2652.0000
X11 67.0000 00.0000 67.0000
X21 39.0000 00.0000 50.0000
X12 00.0000 61.0000 61.0000
Xpp 00.0000 61.0000 50.0000

Table 5 — Convex Decomposition with shortage constint coupled

Variables First Period Second Period Full Problem
f* 1110.793 1536.088 2646.881
X11 63.9853 00.0000 63.9853
X1 35.9853 00.0000 35.7984
X1z 00.0000 63.9853 63.9853
X2 00.0000 64.0147 64.1722

Table 6 — Linear Decomposition (4 Segments) with shtage constraint coupled

Variables First Period Second Period Full Problem
Ji 1114.323 1536.028 2650.351
X11 63.9953 00.0000 63.9953
X1 35.9953 00.0000 35.3215
X12 00.0000 63.9953 63.9953
X7 00.0000 64.0047 64.6691

Table 7 — Linear Decomposition (8 Segments) with shtage constraint coupled

This another small illustration shows that whenuse the shortage constraint, the model can
be solved using decomposition and when the numbknear segments are increased in the
piecewise linear approximation of CF, the resultopgimal value gets closer to the value
predicted by the CF approach, as stated by Thedreft the same time, it shows that the
decomposition of the whole convex problem (CF apphd in convex subproblems is exact.
However, the LP approach is far more stable, amoh ew this small case, the software used
here (Student LINGO/WIN32 - http://www.lindo.comas difficulty converging for the first
convex subproblem because of numerical instabiityother interesting aspect of the LP
approach is that related to obtaining the dualepat capacity at lower levels of utilization,
which is easily obtained from the LP models. Howetlas issue is left for future work since
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our focus in this paper is the use of the coupldegomposition with the CF function
approach for planning production.
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Abstract
A idéia de usacClearing Functions(CF) para representar a dependéncia nao lineeg ent
carregamento de um sistema de producao lead timeem modelos deterministicos de
Programacao Linear (PL) para planejamento de pémluesulta principalmente em duas
modificacbes importantes: primeiro, 0 modelo toseando linear, e segundo, o tamanho do
modelo a ser resolvido € aumentado significativameNeste trabalho esse problema sera
abordado por meio de um método de decomposicadisame ao apresentado em Sampaio
et al. (2009), que provou ser bastante eficiente paranodelos classicos de PL para o
planejamento de producéo, que sera estendido @aadm conta os precos duais associados
aos niveis de utilizacdo dos recursos.

Palavras-chave:Clearing Function, Planejamento de Producdo, Decomposicgéo.

1. Introducao

A Programacdo Linear (PL) é uma ferramenta amplgnatilizada para resolver
problemas de planejamento de producéo, que tem esti@lado por varias décadas. No
entanto, o modelo classico de PL apresenta ume@ gérinconvenientes na medida em que
suas recomendacfes sdo incompativeis com o comemta das filas observadas nos
ambientes de producdo. Um desses inconveniemes &s variaveis duais associadas com as
restricbes de capacidade somente assumem valéeesntits de zero quando 0s recursos séao
totalmente utilizados, contradizendo os resultadéscos da teoria das filas e a experiéncia
pratica do chao de fabrica. Outro inconvenientggyesta relacionado &ad time A maioria
dos modelos de PL assumem que um recurso pode rmamelead time constante,
independentemente do carregamento do sistema, eot@ncontradizendo os resultados
basicos da teoria das filas. De acordo com Hsipgd. (2001), a experiéncia pratica mostra, e
a teoria das filas confirma que o desempenho disnsas de producdo sédo afetados pelo
carregamento do sistema relacionado com sua caplecidm particular l2ad time isto é, o
tempo médio entre a liberacdo para a producdo emudusdo, aumentam de maneira nédo
linear com o aumento da utilizacdo dos recursosimysos modelos deterministicos para
planejamento de producédo sofrem de um problema pare, satisfazer a demanda com a
oferta eles precisam consideralead timespara planejar as liberagbes, mas ao fazé-lo, eles
determinam os niveis de utilizacdo dos recursos ppresua vez, determinamlead timede
producdo. Uma série de abordagens iterativas jdaia ¢com essa circularidade tém sido
propostas em Assmundssenal. (2009). Trata-se de fixar ¢sad timespara obter um plano
de liberacdo e, em seguida, simulando o plano lma¢do obter um noviead timede
producdo, e assim sucessivamente. Estas estimat@iwaentdo utilizadas para gerar novos
planos de liberacdo, até que haja convergénciaategso. No entanto, a convergéncia destas
abordagens nao estdo bem compreendidas até osdeese
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Nesse trabalho esse problema de circularidadeesém@ntado por meio da introducéo
do conceito deClearing Function (CF), introduzida inicialmente por Graves (1986),
Karmarkar (1989), e Srinivassahal. (1988) e, mais recentemente estudada por Asmumdsso
et al. (2009), Kefeliet al. (2010), Irden®et al. (2010), e Uzsoy & Sampaio (2010), apenas para
citar alguns trabalhos mais recentes. Uma revisgtallthda sobre o estado da arte da
utilizacdo de CFs pode ser encontrada em Uzsoy gsibéiuer (2010). A CF é uma funcéo
cOncava crescente e limitada, que expressa a [@oduqg cada periodo de tempo em funcao
do nivel médio de WIPwork in procesp no sistema durante esse periodo. Assim, a
introducdo da CF no modelo de planejamento da gémd@mbora modifique a estrutura
linear que gostariamos de preservar, favoreceieagfb de métodos de decomposicéo, uma
vez que esta relacionada a cada periodo do hoeizienplanejamento.

O restante deste artigo esté organizado da segunarieira: Na Secédo 2, € apresentado
o0 modelo e a estrutura do problema, e na Secaond, ilustracdo numérica e algumas
conclusdes.

2. Modelo e Estrutura do Problema

Considere o seguinte problema de mix de producéle os produtos séo indexados
pori = 1, 2, ..., N os componentes pi&= 1, 2, ..., K e 0s periodos do horizonte de
planejamento par=1, 2, ..., T Sejab,; 0 numero de componentesitilizados para produzir
uma unidade do produtg e h; o0 tempo padrdo requerido para produzir uma ueicha
produtoi. Suponha que&; € a mao-de-obra (em unidades padrao de tempa)niigh para
ser utilizada no periodo e, alem disso, que cada recuRsade cada periodpnéo pode ser
carregado para o periodo seguirfig. € a quantidade de componentes do kigbsponivel
para consumo no inicio do periofaD;; a demanda para o produtmo periodg, e C;; a
capacidade nominal de produgéo para o produmo periodg. Entdo, se a receita de cada
unidade do produtoproduzida no periodpé c;;, e se as variaveis de decisdo especificando
os niveis de producdo para cada prodm cada periodoséox;;, 0 modelo classico de PL
para o planejamento da producéo pode ser formalacho:

Maximize Y[_; YL, cijX;
s.a. Xioq DiLibexij < XjoqSkj, Yk VA,
YN hixi; < R;, V), 1)
xi; < Cyj, Vi),
Te1xi; < Dy, Vi.

xl-j = 0, Vl,V]

Este modelo de planejamento de producédo é, portanmtqroblema linear esparso e
estruturado, cuja estrutura é bastante adequadapicomposicdo como veremos a seguir.

2.1. Decomposicdo em Periodos com Base no Modelo

Para discutir a questdo de decompor o modelo méten{d), comecamos assumindo
qgue o horizonte de planejamento sera dividido Emeriodos discretos, isto €, somente
consideraremos aqui a chamada decomposicdo miomks cada bloco resultante da
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decomposicdo contém apenas um periodo. Isso peguéeos Jacobianos das restricbes
sejam facilmente estruturados em blocos, o quelittaca decomposicdo e reduz a
complexidade computacional mantendo a matriz derdposicdo, constante. Para ilustrar,
vamos considerar um caso particular do problemaddgd um horizonte de planejameiite

2 periodosK = 2 componentes diferentesNe= 2 produtos diferentes. O modelo matematico

(1) se torna:

Maximize ci1X11 + C12X12 + C21X21 + C22X55;

s.a. bi1x11 + b12x5, < Si1;

by1x11 + baax2y < Sa15

hix11 + hyxyy < Ry;
bi1x11 + b12X21 + b11X12 + biaXoy < Si1+ S12;
ba1x11 + baaXa1 + ba1Xqz + baaXoy < S+ Sz

hix1; + hyxy, < Ry;

X11 < G

X21 < (215

X12 < Ciz;

X22 < Caz;

X11 < Dy;

X111t X12 < Dy;

X1 < D,;

Xp1 + X2 < D,.

xll 2 O, xlz 2 O, le 2 0, sz 2 0,

Uma representacdo compacta da matriz do problendie jger
seguinte maneira:

) xD = (xq), %05, xn)7, j=1,2,..,T;
) B=(y), k=12,...K, i=12,..,N;
K) SU = (81,525 -, Sk j=1,2,..,T;
) €D =(Cy),Cyh...CyDT, j=1,2,..,T;
m)D® =D, i=1,2,..,N;

n) RO =R, j=12,..,T;

0) ¢¥ = (c1j,¢2prcnj) J=1,2,..,T;
p) I matriz identidade de tamanho N.

)

Reescrevendo o modelo (2) usando a notacao acsuisarem:

Maximize cPx® + ¢@x@
S.a. Bx(l) < S(l)
hx® < R®

(@)

desenvolvida de

®3)
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Bx® + Bx® < sW4+5@
0x® + hx® < R@
Ix® < cW
0x® + [x®@ < c®
Ix® <pW
Ix® + [x® <D®@

x>0, x@ >0
O problema (1) pode entao ser escrito em notac&icrabcomo:

Maximize ¥]_,cPVx0)

s.a.  BxW < sW;
hx® < RW;
Ix® < cW;
Ix® <pW
Bx® + Bx® < SW 45,
0x® + hx® < R®;
0xW + [x@ < Cc¥®;
Ix® + [x@ < D@, (4)

Bx® 4+ Bx® 4 ...+ Bx(™M < ¥7_ 5O,
0x® + 0x@ + - + ix(™ < RM;
0x® + 0x@ + ..+ 1xM < ¢,
Ix® + Ix@ + ..+ [x™ < pW);

x>0 x@>0; ..xT>0.

De acordo com Sampaeét al. (2009), este modelo de PL é bastante adequadapara
decomposicdo, gerando uma solucdo Otima para olepnab(1l). Essa declaragdo sera
revisitada nas préoximas secoes.

2.2. O Papel da CF no Modelo

Vamos introduzir agora a fungdo CF no modelo atésfl), e, seguindo a abordagem
introduzida em Uzsoy & Sampaio (2010), aplicar quesna de decomposicao utilizado em
Sampaioet al. (2009). Primeiro usaremos o modelo CF para formalanodelo convexo
como segue:
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Maximize Y_; YL, cijx;
s.a. bo1 Zabpixyy < X518k, k=1,2,..,K, t =1,2,..,T,
YN hxiy < RY, j=1,2,..,T, (5)

xij—¢(xi;) <0, i=12,..,N, j=1,2,..,T
Yiix;j <D, i=12..,N, j=12,.,T,

ondego(xij) denota o valor da fungcdo CF que governa a proddodprodutoi no
periodoj. Como mencionado acima, a presenca da CF destliGearidade do modelo
classico, mas a nao linearidade resultante, quaedessario, pode ser facilmente contornada
da seguinte maneira: Definir a funcao afim poregmrt

dw) = Minimum {a; w + b}, (6)
t

ondea; e b, sdo parametros estimados. Entdo, seguindo Rolckafed70),p(w) pode ser
aproximada com qualquer grau de precisaoggor) a medida queé aumenta, e o0 modelo de
PL resultante torna-se,

Maximize Y_; YL, cijxi
s.a. b1 Zabpxyy <X5o1Sk, k=1,2,..,K, t =1,2,..,T,
YN hixy; < RY, j=1,2,..,T 7)
xij — ¢i(x;;) <0, i=12,..,N, j=1,2,...T,
Yiix; <D i=12,..,N,j=12,..,T.

Este modelo de PL aproxima o modelo (5) que, parv&z, generaliza o modelo (1),
contornando as suas desvantagens relacionadas £@regos duais das capacidades em
niveis de baixa utilizacdo, e a dependéncialelad timescom o estado de carregamento do
sistema.

2.3. Acoplando Decomposicdo e o Modelo de Abordagedi

A decomposicdo geral do problema (4), um periodo lgoco, de acordo com
Sampaicet al. (2009), € o seguinte: em primeiro lugar resolveuloproblema,

Maximize ¢®Dx®
s.a. Bx®W < sW
ha@D < RW )(8
Ix@ < c®
Ix@ < p@
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x@ >0,

entdo, parg =2, ..., T ei =2, ..., Niterativamente, faca as atribuicdes,

SO « st 4 (S(j—l) — B,?(j—l))' (9)
DO « p® 4 (D(i—l) _ 55(1'—1))’

E resolva o subproblema,

Maximize cPx0)
s.a. BxY < sU) (20)
@ < RO
Ix) < cW
Ix () <pW®

As solucbes o6timas para estes subproblemas forneceansolucdo otima para o
problema (1), de acordo com a Proposic¢éo 2, em &armapal. (2009). Agora, vamos adaptar
essa decomposicdo para resolver o modelo CF (7neitw, pela simplicidade de
representacéo matricial, vamos definir uma funggo T — R’, onde o indicé se refere ao
produto €T = {1, ..., T € o conjunto de periodos no horizonte de planejam como

d(x1¢)
Yi(0) = ((p(f )) (11)
Xit

Agora o0 modelo (7) pode ser escrito como,

Maximize ¥7_;cPx0)

s.a. BxW < s
ha@® < R@W
Ix(l) S .(pN(l)
Ix@® < p@
Bx® + Bx® < SD+5@ (12)
0x® + hx@ < R®
0x@ 4+ [x® < @

Ix® 4+ [x®@ < D@
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Bx® 4 Bx® 4 oo 4 Bx® < 37,50
0x® + 0x@ + -+ + Ax(™ < RM
0x® + 0x@ + - 4 [xD < Py "
Ix® + [x@ + o 4 [xD < DM

x® >0 x@>0,..,x0 >0.

Afirmamos que a solucdo 6tima para o modelo (12)epser obtida pelo seguinte
esquema de decomposicdo. Primeiro resolver o solepna,

Maximize ¢®x@

s.a. Bx™® < sW
hx@ < R®W (13)
Ix® <
Ix® < p®W
x® >0,
Em sequida, paija= 2, ..., T e i = 2, ..., Niterativamente, fazer as atribui¢coes,
SO « 5O 4 (§G-D — prU-D),
DY « p® 4 (pU-D — G-D), (14)
e resolver o subproblema,
Maximize ¢Px®
s.a.  BxY < sO
ha ) < RW (15)
Ix(]) S l/)N(])
Ix ) < p®
xP >0,

O teorema (1) abaixo mostra que, sob hipéteseariastazoaveis as solugdes otimas
desses subproblemas geram uma sequéncia de sotogdesgentes para uma solugdo 6tima
do problema (5), e que a qualidade dessa conveagéepende da qualidade da aproximacao
deg por¢.

Teorema 1: Suponha que o problema (5) tenha unng&moliotima, e que(.) pode
ser aproximada com qualquer grau de precisdopgo), e que além disso, a solucdo dos
subproblemas néo sejam totalmente degenerada® &sEquéncia gerada pelo modelo (13)
— (15), com+$ oo, converge para uma solucao 6tima do problema.
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Prova: Este teorema € uma consequéncia triviaéalema fundamental do calculo.

3. llustracdo Numérica e Conclusdes

A abordagem CF aqui apresentada permite dois tipafecomposi¢céo, uma por meio
de subproblemas convexos se o interesse primansutrio esta na solucéo, na precificacdo
de capacidade, e dispde-se de software adequadosgtar problemas néo lineares, e outro
por meio de subproblemas lineares no caso de algataninteressado na solucéo, nos precos
duais de capacidade com niveis de utilizacdo ab@@x@00%, usando programacao linear.
Como o custo computacional para resolver ambosasigmas de otimizagcédo, o problema
convexo e 0 problema linear crescem polinomialmerien 0 numero de varaveis, a
decomposicdo poupa tempo em todas as circunstargiggoupa armazenamento para
problemas de otimizagcdo de larga escala. O desafiogeral, € como modelar o problema
sem restricbes de acoplamento para permitir fa@toohposicdo. Para ilustrar o
comportamento dos precos duais de acordo com essnie utilizacdo, apresentamos um
exemplo com 3 produtos, cada um deles contendarpaoentes, ao longo de 12 periodos,
que resulta em um problema com 36 variaveis e adbigdes. Os dados utilizados para essa
ilustracdo sdo apresentados abaixo nas Tabela8 & 2

€11 €21 €31 C12 €33 €33 €13 C3 C33
5 9 11 5 9 11 5 9 11
Tabela 1 — Custos unitarioglos produtos para periodog

Dy D, Ds
350 900 500
Tabela 2 — Demandas dos produtos

c; =L =2 =3 =4 =5 =6 =7 =8 =9 j=10 j=11 j=12

i=1 35 37 26 29 28 36 27 31 32 23 24 29

i=2 88 79 74 67 89 75 60 68 82 70 80 73

i=3 63 57 39 50 34 47 52 37 53 33 40 42
Tabela 3 — Capacidades nominais de producao dafmsichos periodog

=1 j=2 j=3 =4 =5 j=6 j=7 =8 j=9 j=10 =11 j=12

=1 375 750 1125 1500 1875 2250 2625 3000 3375 373025 4500

=2 355 710 1065 1420 1775 2130 2485 2840 3195 358905 4260

=3 230 460 690 920 1150 1380 1610 1840 2070 230030252760

=4 175 350 525 700 875 1050 1225 1400 1575 1750 5192100

=5 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 506600 6000
Tabela 4 — Component&gpara producao dos produtiasos periodog
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Considerando os dados do problema e a capacidguledigcdo para atender 100% da
demanda ao final dos periodos, como apresentadabeda 3, o valor da fungéo objetivo &
14.942,71.

Com a capacidade de producao aproximadamente 2586r gae a demanda
(multiplicando os valores da tabela 3 por 1,25)ator da funcdo objetivo aumenta para
15.298,11.

Com a capacidade de producao aproximadamente 5086r gae a demanda
(multiplicando os valores da tabela 3 por 1,50jator da funcdo objetivo aumenta para
15.350,00.

Levando em conta o valor crescente da funcdo wbjetssociada ao aumento de
capacidade, a Tabela 5 ilustra 0 comportamentovdadveis duais para cada produto em
relacdo as capacidades de producéao, com capagidddeem relacdo a demanda, com folga
de 25% e com folga de 50%.

Xy X, X3 f*

Capacidade justa (100%) 36,360781 76,93126  30,75168 14.942,71

Capacidade 25% ociosa (125%) 7,507687 5,06578 23,91915 15.298,11

Capacidade 50% ociosa (150%) 0,00000 0,00000 0,00000 15.350,00
Tabela 5 — Comportamento das variavehuais para cada produto associadas as capacidades

Essa pequena ilustracdo mostra que sistemas proslatiicientes devem operar com
utilizacdo abaixo de 100%, para atender a varddul inerente aos processos produtivos,
fato que contraria 0 senso comum.
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Abstract

The idea of using Clearing Functions (CF) in Lindarogramming (LP) models for
production-planning, to represent the nonlineareti€lence between workload and lead times
in the system, results in a Nonlinear Programmixig)(model which, in general, is harder to
decompose than LP models, and does not work propertier classical decomposition
approach. In this paper we modified that classitedlomposition approach using a penalty
function for the subproblems, allowing to accommedaF function capacity constraint, and
accomplishing proper operation.

Key Words: Clearing Function, Production Planning,Convex Programming,
Mathematical Decomposition.

1. The Problem

Linear Programming (LP) is a widely used framewtwladdress the problem of production
planning, which has been studied for several decadewever, standard LP model presents a
number of drawbacks in that their recommendatiores iaconsistent with the queueing
behavior observed in most production facilitiese@uch drawback is that the dual variables
associated with capacity constraints will only talanzero values when the resource is fully
utilized, contradicting both theoretical resultsrfr queueing theory and practical experience
on the shop floor. Another serious drawback isteeldo lead time. Most LP models assume
that a resource can maintain a constant lead tiegardless of its workload, again
contradicting basic queuing insights, actually iynpd infinite capacity. According to Hopgt

al. (2001), practical experience and queuing theoowshthat the performance of production
systems is affected by the loading of the systdatae to its capacity, in particular the lead
time, i.e., the mean time between the release ok Var production and its completion,
increase nonlinearly with increasing resourcesization. Thus, deterministic models for
production planning suffer from a problem that mler to match demand and supply they
need to consider lead times to plan releasesnhbdibing so they determine levels of resource
utilization, which, in turn, determines the reatizkead time of production. A number of
iterative approaches has been proposed in Assmomadsal.ii (2009) to deal with this
circularity. These involve assuming fixed lead tente obtain a release plan, then simulating
the release plan to obtain realized lead timesnastis. These estimates are then used to
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generate a new release plan, until the procedungecges. However, at the best of our
knowledge the convergence of these approached isatiounderstood.

In this paper we address the pointed circularitpugh the use of clearing function, first
introduced by Graves (1986), Karmarkar (1989), 8mnicivassaret al.ii (1988), and more
recently studied by Asmundssen al.ii (2009), Kefeliet al.ii (2010), Irdemet al.ii (2010),
and Uzsoy & Sampaio (2010), just to name a fewetaited review of the state of the art in
production-planning using CFs can be seen in Missb& Uzsoy (2010). The CF is an
increasing bounded concave function that expredsesxpected throughput of a capacitated
resource over a period of time as a function ofaverage Work-In-Process (WIP) level in the
system over that period. Thus, the introductionCéf into the production-planning model,
while improving modelling the problem destroysliteear structure which usually we likely
want to preserve. The resulting convex problem,éw@r may be approximate to any degree
of accuracy by a large scale LP problem which, émagyal, may requires decomposition
technic to be solved. The classical scheme usel@dompose this problem was proposed in
Chu (1991) and Sampakt al.ii (2009), however, does not works properly in preseof
nominal capacity constraints, and since CF funcisoa kind of capacity constraint, it does
not work properly in presence of CF function, ascae see in Sampaet al.ii (2011), thus
requiring a new decomposition scheme, which isalgtuhe problem we address here. The
scheme we present, which works properly in presenteCF function, combines
decomposition with penalty function for the subpeonfis, which assure a quite balanced
production related to capacity at each period anping horizon. The result is a very suitable
decomposition scheme, since from the practical tpofrview it is obvious, and from the
theoretical point of view it satisfies the hypotee®f the usual scheme of big-M for Linear
Programming which prescribe that if the problem adsasible solution, and the penalty is
big enough, then the simplex algorithm will give@ptimal solution if it exist.

The remainder of this paper is organized as followsSection 2we present the classical
model and structure of the problem, in Section 3owesent and analyze the new model with
the role of CF function, and in Section 4 we présenumerical illustration for the failure of
the classical decomposition as well as the way nbes decomposition scheme acts to
overcome it, and finally some conclusions are presk

2. Classical Model and Structure of the Problem

Consider the following production-planning problelroducts are indexed for 1, 2, ..., N
the type of components are indexed ko= 1, 2, ..., K and the discrete periods of the
planning horizon are indexed fpe 1, 2, ..., T Let b,; be the number of componemtsised
to produce one unit of produigtand leth; the standard time required to produce one unit of
producti. Suppose thaR; is the labor resource (in units of standard timegilable for use in
periodj, and furthermore, that any remaining resource fRyroannot be carried over from a
periodj to a next period+1. Denote forSy; the supply of components available for
consumption in periog, andD; the maximum demand for productt the end of planning
horizon. Hence, if the revenue from each unit afdpicti produced at periogis ¢;;, and the
decision variables specifying levels of productianeach period arex;; , a classical LP
model proposed by Chu (1991) for production-plagnsformulated as,

. T N
Maximize ¥j_; XiZi CijXij
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T .
jzlxij < Di, Vi.

YL hixij < Rj, V), (1)

xl-j = 0, Vl,V]

This classic production-planning model can be geastructured and sparse LP problem, in
which case it could be solved using classical LPod®osition technics. It is worthy to
realize that this class of models may fails in pree of nominal capacity constraints, as
shown in Sampai@t al.ii (2011), as will be illustrated in a numerical exdenin the last
section. To discuss decomposition for model (1) begin by assuming that the planning
horizon will be divided intoT equal discrete periods, and as a consequencewlib&e
problem will be divided intd” subproblems. In such case the Jacobian of theraorts will

be constant to all the periods as we will see, Wihegjuire only once Jacobian decomposition,
reducing computational complexity to solve the peah To illustrate the sparsity and
structure of the problem tells define the followimgtrix representation,

a) xU) = (xlj;xzj; ...,xNj)T, j=12,..,T;
b) B=(by), k=12,..,K, i=1,2,..,N;
c) SO =(8,Sy, . Sk)T, j=1,2,...T;
d RY =R;, j=1,2,..,T;

e) D = (Dy, Dy, ..., DY)T;

f) ¢V = (clj, C2j» ...,ch), j=12,..T;

9) h = (hy, hy, ..., hy) ;
h) I identity matrix of size N.

Then, the structure and sparsity of the model E€domes apparent, as it can be seen from
using the matrix notation:

Maximize ¥]_,cPx0)

s.t.  Bx@W < sW
Ix® <D
hx® < RW
Ix® >0
Bx® + Bx® < sW 4 5@
Ix® + [x@ <D
0x® + hx®@ < R®
0x® 4 1x®@ >0

(2)
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Bx® 4+ Bx® 4 ...+ Bx™ < 3T_ 5U)
W+ 1x® 4.+ Ix™ <D
0x® + 0x@® + - + ix(™M < RM
0x® +0x@ + -+ 1x@ >0.

This LP model is well suited for decomposition lylving a period at a time, giving an
optimal solution to problem (1), according to CHLBg1l) and Sampaiet al.ii (2009).
However, this model contains some obvious drawbaitkgssume that production may be
kept increasing as long as we increase resourcdyg,bounded by demand, which assume
capacity is unbounded since lead time is kept emisEecond, it assume it can maintain lead
time constant in the planning horizon no matter werkload of the system, which again
assume unbounded capacity, and third, there isinon@a demand to be satisfied at the end
of any period in the planning horizon, which malles problem mode like a mix-product
problem, that of production-planning.

3. New Model With Role of CF Function

Lets address the drawbacks pointed out above hgildinew model which contain a CF
function for the purpose of at least partially ddes lead time, mainly following the approach
introduced in Sampaicet al.ii (2011), and introduce a penalty factor to modet th
subproblems generated by decomposition, to serreaneé in presence of nominal capacity
constraint. From Sampaiet al.ii (2009) and Sampaiet al.ii (2011), we observe that the
classical decomposition models presented by Ch@l(18oes not work properly, in general,
if we bound nominal capacity, and thus, since Qfcfion is a constraint of capacity related
to the workload of the system, then this classinatlel presented by Chu (1991) does not
work properly in presence of CF function, i.e.rafeases are not sufficient to supply all the
maximum demands in presence of nominal capacitglamsical decomposition models fails,
as demonstrated in Sampabal.ii (2011). Numerical example in Section 4 illustratieis
situation. The failure in the decomposition scheisdikely because there is no penalty
associated to unbalanced production to mach dentamdtraints in the subproblems
generated by decomposition. To overcome this, Wwednce a penalty parametgy to force
balanced use of resources related to capacityrimtuction of products at periodj. These
parameters;; penalizes the distance between production capacitly decision production

x;j, for each produdt in each periogl

Now lets define for each perigdthe concave CF function which governs producasna
function of WIP, which in this model is only assateid to the fixed plan of releasggs, as a
concave functiorp; (X« Sx;) = R, whereR is the numerical set of reals. The new model with
CF function becomes,

Maximize ¥_; YL, cijx;
t §N t _ _
s.t. Zj=1 Zizlbkl-xij < ijlSkj , k= 1,2,...,K, t = 1,2,...,T,

YN hix; < RY, j=1,2,..,T, 3)

T P
jzlxl-j < Di, L= 1,2,...,N,
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Z?I:lxl'j - <Pj(211§=15kj) <0,j=12..,T,
xl-j > 0, i = 1,2,...,N, ] = 1,2,...,T.

As mentioned before, the presence of CF functiphace the linearity of the classical model
to a nonlinear convex model. For the sake of sioitgliwe are assuming here that the CF
function for the releases is available for instaase table of values, in which case the model
is still linear, or piecewise linear. In generak timentioned nonlinearity can be easily
circumvented in the following way: L&/ be any reasonable measure of WIP at pgriadd
then define a piecewise linear function,

¢;(W) = Minimum {a;W + b.}, 4)
teN

where a; and b, are estimated parameters, aNdis the set of natural numbers. Then,
following Rockafellar (1970), the CF concave funatip;(W) can be approximated to any
degree of accuracy bypj(VT/) ast increases. The resulting non-smooth convex model
becomes,

Maximize ¥_; Yl cijx;;
s.t. b1 Zabpixyy < X518k, k=1,2,..,K, t=1,2,..,T,
¥ hx; < RD, j=1,2,..,T (5)
Yioix; <D i=1,2,..,N,

Z?:lxl.j - d)](Zf:lSkj) < Or ] = 1: 2: "-;T:
xl-j > 0, i = 1,2,...,N, ] = 1,2,...,T.

which can be easily replaced by a smooth LP egemiainodel. The LP equivalent model
approximates, to any degree of accuracy, the geseravex model (3), which in its turn
generalizes model (1) while partially circumventithg drawbacks related to its dependence
of lead times on the workload of the system.

Despite the fact that this model looks like que@gonable at first glance it carries a strong
drawback, since it clearly may create capacityafgingle specific product providing WIP for
another. A clear example of this undesirable bedragan be find in Missbauer & Uzsoy
(2010). Therefore, we must introduce a rule to en¢\such undesirable behavior of the model
requiring capacity to each single product, anddsad, lets assume that the total consumption
of resource for each products bounded by a fraction of total capacity, ifer,all i, and for

all j,

xij < pijd;(Xk=1Skj), pij 20, XiLipy =1 (6)

It must be realized that;; is a parameter informed to the model, and notcasba variable.
Upon these assumptions, the model (5) will become,
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Maximize ¥[_; YL, cijx;
st Xy Doy brixyy S X5y Sk, k=1,2,.,K, t=12,..,T,
YN hx; < RY, j=1,2,..,T @)
je1xij <Dy, i=1,2,..,N,
Yil1 % — $j(Ek=1Sk) 0, j=1,2,...T,
xij— pij $;Ch=1Sk) <0, i=1,2,..,N, j=1,2,..,T,
x;=0,i=12.,N,j=12.,T.

This model is still not well defined, since by camity of ¢;, for all solutions satisfying the
set of constraints (6), it will also satisfy,

YLy & Xie — e (X, 0:: W) <0, (8)

thus, implying that the set of constraints in &Jedundant. Cleaning up the model from these
redundancies we ultimately generate the CF model,

Maximize Y_; YL, cijx;
st Xy Doy brixyy < X5y Sk, k=1,2,.,K, t=12,..,T,
YN hixy; < RY, j=1,2,..,T (9)
Yioix; <D i=1,2,..,N,
xi;—pij ;K Se) <0, i=1,2,..,N, j=1,2,..,T,
x;20,i=12.,N, j=12..,T.

For the sake of representation, lets defioej =1, 2, ..., T

, T — ,
p¥) = (plj,pzj,...,pNj) , ST = Z’k(:lSkj, vV = (v1j,v2j, ...y ,VN;) and

c) = p(j)¢j(5j)

wherev®) is a vector that penalizes unbalanced producetatead to nominal capacity”’
prescribed by CF function. Furthermore, we assumaé ¢apacity is bounded by maximum
demand, i.e.CY) < DY, vj, and that is enough resources for production aagplevel.

We claim that the following general procedure depose problem (9), one period at a time,
and that the optimal solution for the subproblemsegated by decomposition presented gives
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an optimal solution to this problem. The generalcpdure is the following: First solve the
subproblem,

Maximize ¢Wx® + pW[x® — cD]

s.t. BxM <s®
Ix® <D
Ix® <cW (10)
hax D <R®
Ix® <0,

and than, foj=2, ..., T, iteratively assign,

SW « §O 4 [sG-D — prU-D], (11)
D« [D- ,?(j—l)]'

where2U~1 is an optimal solution for subproblejrlj), and solve thg¢" subproblem,

s.t.  BxW <sW
IxU) <D
IxO) <c (12)
hx ) <R
Ix) <0.

As the matrice8, I, andh, are constants, the subproblems (10) and (12lpeanore simply
written forj=1, 2, ..., T, as,

s.t.  AxO) < pW) (13)

x) > 0,

where b = (D p ¢ RUNT and AT = (BT 1 1 hT).

The combination of optimal solution for these sultgbems provides an optimal solution to
problem (9), according to Proposition 1 below.
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Proposition 1 Let x* = (x*®,x*@, . x*(™) be an optimal solution for the problem (9),
and letz¥), j=1, 2, ..., T, be optimal solutions for subprobgeifi0)-(12), or what is the
same, for subproblems (13) with condition (11), andpose that the entries of the penalties
vector, vY), are arbitrarily large. Then, the combined subfdeshs vector solution% =
#D, ...,2M is also an optimal solution for problem (9).

Since the prove we were able to built is too loregjust give a scratch of it. The proof can be
made using mathematical induction over the peraddbe planning horizof: first, it must
be proved that the result is true for2 periods, and then, supposing the result is truary
integer number of periods k, it must be proved true forT=k+1 periods, thus concluding it
is true for any planning horizon @fperiods. A scratch of the proof fér2 periods shows up
the kind of argument that could be used to accahhe prove.

Proof forT=2. Lets supposéx*™®, x*@)) is an optimal solution for problem

Maximize Y5, cPx0)

s.t. Ax@® <p® (14)
Ax® + Ax®@ <bp® +p®@
x(l)’ x(z) > O’

which is problem (9) fol=2 periods. Then, the following are true,

o Ax* M) < b(l), 0 <xMc< C(l);

o Ax'D +Ax*@ < pW +p@ ) 0 <x*@ <@, and,

o cWx® 4 @y@ < (D@4 D@ < (D 4 D@ y(x®, x@)
feasible for problem (14).

Now lets suppose th&® is an optimal solution for the first subproblempbblem (14),
which is,

Maximize ¢Wx® + pWO[xD — cD]
s.t. Ax@® <p® (15)

x@® > 0.

Obviously,£® < x*® 4+ x*@ since(2™M,0) is a feasible solution for problem (14), and
furthermore, £ < ¢, by the role of CF function. Besides, the followiag true,

o AZD < p®, 0 <2W < W, W < x* W 4 x*@ | and
o Wyx@ 4 pWx@® < D@ 4 W@ < D@ 4 W@ yx feasible
for problem (15), and in particular,
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o D@ 4 pOp@ < (WO 4 W00 < (D@ 4 WD (Eq 1)
Using conditions (11), the second subproblem oblem (14), will be
Maximize c@x® + v@[x@ — @]
s.t.  Ax® <b® 4+ (™ — 4zD) (16)
x@® > 0.

Let (2 be an optimal solution for subproblem (16), themfollowing are true,

o AZ® <bp@ 4+ (h® - 4z®), 0<2® < ¢@;

o (#W,2@) is a feasible solution for problem (14), and,

o (@x@ 4 @52 < (D2@ 4 @@ < (@@ 4 @@ yx@ feasible for
subproblem (16).

Combining above arguments with that (Gf¥, ) is a feasible solution for subproblem
(14),

(W@ 4 (@52 < (W@ 4 (D)@ <« (D@ 4 @@ (17)
However, sinc&™ is an optimal solution for subproblem (15), then,
cWz@ 4 W[z — cW] > (Wx® 4 pD[xD — W] (18)

for all feasible solution for subproblem (15), asihce £® is an optimal solution for
subproblem (16), then,

@@ 4 @[ — @] > (Dx@ 4 y@[x@ — @], (19)

for all feasible solution for subproblem (16). Cdnibg these relationsc®z® +
v [z — cD] 4 @@ 4 p@[2@ — ¢@] is an upper bound for problem

Maximize ¢cDx® 4 pD [x(l) — C(l)] +c@x@ 4 @ [x(z) — C(Z)]
s.t. Ax® <p® (20)
Ax® + Ax@ <pW 4+ p@
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xD x@

In particular, sincex(*V, x*®?) is a feasible solution for subproblem (20), then

cDFW 4 [0 _ W] 4 (@@ 4 ,@[z@ _ @),
from where we have that, whef"), v@ - oo,
D@ 4 (@D5@ > (D@ 4 (@@ | (22)

Combining relations (17) and (22) we conclude (&Y, 2?) is also an optimal solution to
(14), as claimed.

4. Numerical lllustration and Conclusions

The following small example illustrates the roletioé theorem. The sequence of tables from
Table-1 to Table-8 presents, respectively, theo$edata used for illustrative example, a
classical decomposition schema when the model tomapacity constraint (Table-2 to
Table-4), and a new decomposition model with cdpaconstraint and penalty function
(Table-2, and Table-5 to Table-8).

Table-1: Table of Data
Incomes Demand| Work Label Nominal Capacity AvadaBREesources
C11 | €21 [ C12 [ C22 | D1 | Dy | WLy | WLy | C11 | Coq | Ciz | Coz | S11 | S21 | S12 | S22
9 | 15| 9| 15| 128§100| 580 | 580| 68| 100 62 | 90| 300 600| 410| 820

The standard time for manufacturing a unit of epadduct at any period are, respectively,
h,= 3, andh,= 6. The Table-2 presents the results for illusteaexample using the classical
model with nominal capacity constraint,

Table-2: Solution without Decomposition
Variable Production®LPeriod | Production™ Period Total
Product 1 66.00000 62.00000 128.00000
Product 2 34.33333 65.66667 100.00000
Solution Value 1109.00000 1543.00000 2652.00000




The tables from Table-3 to Table-5 presents theltsedor illustrative

classical decomposition model with capacity comstra
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example using the

Table-3: Decomposition First Block{Period)
Variable Production®LPeriod | Production™ Period Total
Product 1 20.00000 - -
Product 2 86.66667 - -
Solution Value 1480.00000 - -
Table-4: Decomposition Second BlocK{Period)
Variable Production®LPeriod| Production™ Period Total
Product 1 - 62.00000 -
Product 2 - 13.33333 -
Solution Value - 758.00000 -
Summing up the values from the tables Table-3 tu€F4,
Table-5: Totals
Variable Production®LPeriod | Production™ Period Total
Product 1 20.00000 62.00000 82.00000
Product 2 86.66667 13.33333 100.00000
Solution Value 1480.00000 758.00000 2238.00000

which results different values from Table-2, shayvihat classical decomposition in the sense

of Chu (1991) does not works properly in preserfagominal capacity.

The next three tables are related to the new decsitign model with capacity constraint and

penalty function. The solution for the whole probles the same Table-2, and using
decomposition the tables below,

Table-6: Decomposition First Block{Period)

Variable Production®LPeriod | Production™ Period Total

Product 1 68.00000 - -

Product 2 51.50000 - -
Solution Value 1384.50000 - -
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Table-7: Decomposition Second BlocK{®eriod)
Variable Production®LPeriod | Production™ Period Total
Product 1 - 60.00000 -
Product 2 - 48.50000 -
Solution Value - 1267.50000 -
Summing up the values from the tables Table-6 tuéF,
Table-8: Decomposition Second BlocK{Period)
Variable Production®LPeriod| Production™ Period Total
Product 1 68.00000 60.00000 128.00000
Product 2 51.50000 48.50000 100.00000
Solution Value 1384.50000 1267.50000 2652.00000

The last columns of Table-2 and Table-8 shows that solution provided by the new
decomposition scheme is also an optimal solutiothéoillustrative problem, as assured by
Proposition 1. It is easy to realize that no changelld occur if we require that a certain
minimum demand was met in each period of the ptamhirizon. What is certain is that the
classical decomposition in the presence of nomaaglacity constraint failed because the
algorithm tries the early periods to allocate asimiesources as possible to produce the most
profitable product, virtually neglecting the remamoducts, and then follows trying to
produce the second most profitable product andhsevhich sometimes is not allowed by the
capacity barrier. All account to say that classdetomposition only works in presence of
abundant resources and unbounded capacity as™ellpresence of penalty associated with
the imbalance in production makes the algorithnd fan tradeoff among the priorities of
producing the more profitable products, with thadeavailable capacity in the period,
however, without depleting capacity only with theosnh profitable products. The rule
introduce by the new approach is that: the moreduyzxt of high profitability is produced the
more a production less profitable becomes attractiveach production period, and this acts
to preserve the balanced production and thus tonagksh the desired decomposition
scheme.
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3 CONSIDERACOES FINAIS

Este capitulo apresenta inicialmente as conclupé@esais, de cada artigo, e qual a

contribuicdo dada para esta dissertacao e, poaftoncluséo final do trabalho.

3.1 CONCLUSOES PARCIAIS

O presente trabalho abordou sobre a decomposicanodelo matematico do plano
mestre de producdo, com a utilizacdo @learing Functionintroduzida no modelo para
incorporar a restricdo de capacidade, além de derssia variabilidade existente nos sistemas
de producédo. Além disso,

O Artigo 1 apresentou duas maneiras distintas meompor o modelo de
planejamento de producéo cujos dados de entragauts— constam na Tabela 1. A primeira
decomposicdo por programacao convexa, Tabela 2, seganda decomposi¢cdo por
programacao linear, Tabela 3 e Tabela 4. Desdangeeida a penalidade nos subproblemas
do modelo, ambas as maneiras de decomposicdo genvgrara a solucdo do problema

inteiro, conforme indicado na Tabela 5.

Tabela 1 — Dados do problema de planejamento dkipéo, Artigo 1.

Receitas Demanda Ma&o de Obra Capacidade Nominal R@sos disponiveis

C11 C21 Ciz2 Ca2| D1 Dy WLy WLy | Ciy Cyp Ciz Cyp | S11 S21 S12 S22

9 15 9 15/ 128100| 580 580| 68 10062 90| 300 600 410 820

Fonte: Autor (2012).

Tabela 2 — Decomposicdo convexa, Artigo 1.

Variaveis Periodo 1 Periodo 2 Total

Produto 1 67.0000 61.0000 128.0000

Produto 2 39.0000 61.0000 100.0000
Valor da Solucéo 1189.0000 1493.0000 2652.0000

Fonte: Autor (2012).



Tabela 3 — Decomposicéo linear (4 segmentos dg Aetego 1.
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Variaveis Periodo 1 Periodo 2 Total
Produto 1 63.9853 63.9853 127.9706
Produto 2 35.9853 64.0147 100.0000
Valor da Solucéo 1110.7930 1536.0880 2646.8810
Fonte: Autor (2012).
Tabela 4 — Decomposicéo linear (8 segmentos dg Aetago 1.
Variaveis Periodo 1 Periodo 2 Total
Produto 1 63.9953 63.9953 127.9906
Produto 2 35.9953 64.0047 100.0000
Valor da Solucéo 1114.3230 1536.0280 2650.351
Fonte: Autor (2012).
Tabela 5 — Solug&o para o problema inteiro, Arfigo
Variaveis Periodo 1 Periodo 2 Total
Produto 1 67.0000 61.0000 128.0000
Produto 2 50.0000 50.0000 100.0000
Valor da Solugéo 1353.0000 1299.0000 2652.0000

Fonte: Autor (2012).

Conforme ilustrado nas tabelas pertencentes agoAtt a decomposicdo funciona na
presenca da restricdo de capacidade, desde quielanagenalidade no modelo de maneira a
balancear o sistema. E possivel concluir que andegsicdo convexa apresenta o resultado
exatamente igual ao resultado do problema int@ikém disso, quanto maior o numero de
segmentos de reta tracados para linearizar a aanacteristica da CF, mais o resultado
converge para a solucao inteira. Sendo assim, casteressado ndo disponha de softwares

adequados para programacao convexa, € possivelotdesolucdo 6tima para o problema de

planejamento de produc¢éao utilizando programacaatin

O Artigo 2 apresentou as duas maneiras distirtkadedomposi¢éo, assim como no
Artigo 1, mas o0s experimentos numéricos foram drexlos para a avaliacdo do

comportamento das variaveis duais associadas #&sces de capacidade, neste caso

representadas pela CF, conforme demonstrado néaTgabe
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Tabela 6 — Comportamento das variaveis duais aaeas restricdes de capacidade, por produtgoAtti

X, X, X;3 f %
Capacidade justa (100%) 36,360781 76,93126 30,75168 14.942,71
Capacidade 25% ociosa (125%) 7,507687 5,06578 23,91915 15.298,11
Capacidade 50% ociosa (150%) 0,00000 0,00000 0,00000  15.350,00

Fonte: Autor (2012).

Conforme ilustrado na Tabela 6, na medida em queapacidades de producéo s&o
aumentadas, as variaveis duais associadas diminssmindica que quando um recurso esta
com folga em sua capacidade, a variavel dual @@ restricdo de capacidade daquele
recurso € igual a zero. Além disso, com a insed@gdGF no modelo, a variavel dual associada
a restricdo de capacidade se torna diferente de mementos antes de o recurso estar
completamente ocupado, permitindo o tomador desdecdecidir ou ndo por ampliar as
instalacBes industriais antes mesmo de esgotgazidade.

O Artigo 3 apresentou a evolucdo da decomposicamaidelo de planejamento de
producdo passo a passo, a partir do modelo classic@ decomposicdo contemplando a
restricdo de capacidade dada pela CF. Além dissdefalhada a maneira como a penalidade
se comporta nos subproblemas do modelo, de maaeiralicar qual o tamanho de tal
penalidade a ser atribuida. A Tabela 7 e Tabelgpr@santam os valores obtidos pelo

experimento numérico realizado no Artigo 3.

Tabela 7 — Resultados do modelo matematico de jplaeato de producdo com capacidade nominal de

producéo incorporada, utilizando decomposi¢cdogaRi

Variaveis Periodo 1 Periodo 2 Total

Produto 1 20.00000 62.00000 82.00000

Produto 2 86.66667 13.33333 100.00000
Valor da Solucéo 1480.00000 758.00000 2238.00000

Fonte: Autor (2012).
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Tabela 8 — Resultados do modelo matematico de jplmeato de producao com capacidade nominal de

producdo incorporada, utilizando decomposicaopeaalidades atribuidas nos subproblemas, Artigo3.

Variaveis Periodo 1 Periodo 2 Total

Produto 1 68.00000 60.00000 128.00000

Produto 2 51.50000 48.50000 100.00000
Valor da Solucéo 1384.50000 1267.50000 2652.00000

Fonte: Autor (2012).

Comparando os resultados obtidos nas tabelas dy/Agtfica clara a necessidade do
uso da penalidade nos subproblemas, de modo acbalao sistema, permitindo a resolucéo
do problema de planejamento de producdo, com gastrde capacidade, utilizando a

decomposicao.

3.2 CONCLUSAO FINAL

A abordagem de decomposicdo acoplada com CF apmdaeneste trabalho mostra
que os esquemas classicos de decomposicdo ndorfancimuito bem quando o modelo
incorpora a restricdo de capacidade nominal, nesmte, dada pela CF. Este parece ser o
motivo pelo qual outros autores que trataram cose é¢f0 de modelo dizem relaxar as
restricbes de capacidade. No entanto, inserindmnaliglade nos subproblemas do modelo foi
possivel realizar a decomposicao na presenca tigéiesde capacidade.

Nesse trabalho foram apresentados dois tipos dengesicdo, um por meio de
subproblemas convexos, e outro, por meio de sulgmals lineares. A escolha do modelo
depende de dois fatores, sendo um, a disponibdidadsoftware adequado para tratar de cada
um dos tipos de modelo, e o outro, a capacidada&mazenamento, dado que no caso dos
modelos lineares 0 numero de restricbes aumentaidewavelmente. Como 0 custo
computacional para resolver ambos os problemadiagzacéo, tanto o problema convexo
quanto o problema linear, crescem polinomialmenden co numero de variaveis, a
decomposicdo poupa tempo em todas as circunstaatéas de poupar armazenamento para
problemas de otimizacao de larga escala.

Com o acoplamento da CF, o modelo de planejameatprdducéo torna-se mais
realista, pois considera fatores como capacidadpro@ucédo dead time Além disso, o

estudo realizado ilustra que sistemas produtivaseafes devem operar com utilizacdo de
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capacidade abaixo de 100%, para atender a vadiaddiinerente aos processos produtivos.
Esse fato parece mostrar que o0 senso comum napanaovariabilidade.
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