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Resumo

Muitos pesquisadores estdo trabalhando no desenvolvimento de técnicas de
identificacdo de amortecimento estrutural. Geralmente essas técnicas sio baseadas
e testadas com simulag¢ées numéricas de modelos matematicos e com a validagao
através de resultados experimentais.

Neste trabalho, é apresentado o estudo sobre algumas técnicas de
identificagdo de amortecimento estrutural, dando énfase na verificacdo da
capacidade de identificacio da matriz de amortecimento em sistemas mecéanicos
reais. As técnicas utilizadas foram: amortecimento proporcional generalizado
(Adhikari, 2000), sistema com amortecimento viscoso levemente néo-proporcional
(Adhikari, 2000), Método Iterativo (Pilkey, 1998), e Método Direto (Pilkey, 1998).
Os sistemas utilizados nos estudos de casos foram: sistema com dois graus de
liberdade (duas rotacdes), sistema de placa engastada em uma extremidade e livre
na outra, e sistema de cabos de linha de transmissdo. Para cada sistema foram
realizadas simula¢bes numéricas e andlise modal experimental. Foram aplicadas
técnicas de identificagdo de parametros modais tanto no dominio do tempo como no
dominio da frequéncia, para levantamento dos parametros fisicos dos sistemas.
Aplica-se uma técnica de reducio de modelos conforme o nimero de pontos de dados
coletados. Utilizando-se das técnicas de identificacdo de amortecimento estrutural

ajusta-se a matriz reduzida de amortecimento do sistema.
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Abstract

Many researchers are working in the development of techniques of
identification of structural damping. Those techniques are usually based and tested
in numeric simulations of mathematical models and validation through
experimental results.

In this work, study is presented on some techniques of identification of
structural damping, giving emphasis in the verification of the capacity of
identification of a damping matrix in real mechanical systems. The used techniques
were: generalized proportional damping (Adhikari, 2000), viscously damped system
with light non-proportional damping (Adhikari, 2000), iterative method (Pilkey,
1998) and direct method (Pilkey, 1998). The systems used in the study of cases
were: system with two degrees of freedom (two rotations), system of clamped plate
in a extremity and free in the other, and system of transmission line cables. For
each system numeric simulations and experimental modal analysis were
accomplished. They were so much applied techniques of modal identification
parameters in the time domain as in the frequency domain, for rising of the physical
parameters of the systems. A technique of reduction of models is applied according
to the number of collected points data. By using of the techniques of identification of

structural damping the reduced damping matrix of the system is adjusted.
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Capitulo 1

Introducao

A correlacdo entre dados analiticos e resultados experimentais apresenta
dificuldades inerentes na obtencdo dos mesmos. Quando testes de vibracdo sio
conduzidos, varias fontes de erros podem estar presentes: calibracdo incorreta dos
equipamentos, ruido excessivo, equipamentos danificados, interpretacdo incorreta
dos dados, localizacgdo incorreta do transdutor, etc. Modelos numéricos de elementos
finitos podem também conter erros: conceitos incorretos de modelagem, incertezas
nas propriedades dos materiais, detalhes insuficientes de modelagem, condi¢ées de
contorno incorretas, etc. Quando os resultados numéricos sio diferentes dos dados
experimentais, o modelo de elemento finito deve ser corrigido ou realimentado de tal
forma que haja uma concordéancia entre os valores analiticos e experimentais. Desta
forma, a realimentacio de modelos pode ser considerada como a melhor
representacdo dinamica de uma estrutura. As corregoes dos modelos matematicos
séo feitas através do processamento de dados de testes estruturais e comparado com
os valores obtidos computacionalmente.

Friswell,Garvey e Penny (1995, 1998), utilizaram um método de realimentacio
para sistemas reduzidos (IRS- Improved Reduced System) que permite estimar com
maior precisdo parametros modais de um sistema completo. A reducdo do modelo é
feita através de procedimentos dinamicos. Um processo iterativo permite a

convergéncia para um modelo reduzido que reproduz um conjunto modal do sistema
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completo. Esse procedimento é baseado em um sistema de equagoes particionadas

conforme os sinais medidos e os sinais ndo medidos, ou seja:

M mm M ms X'm Kmm Kms 'xm fm
.t = 1.1
Msm MSS xs Ksm KSS xS 0

onde: M é a matriz de inércia, K é a matriz de rigidez, x é o vetor deslocamento, fé o
vetor excitacdo, m sdo os pontos nodais medidos e s sdo os pontos nodais nio
medidos.

Na aplicacio de modelos reduzidos, um fator limitante, é o procedimento
adequado para descrever a matriz de amortecimento do sistema. Neste sentido,
Pilkey (1998), descreve dois tipos de procedimentos, direto e iterativo, para

computacdo da matriz de amortecimento C de um sistema qualquer.
e Procedimento iterativo: conhecendo-se as matrizes de 1inércia M,

autovalores A (formada pelos autovalores A) e autovetores ® (formada

pelos autovetores ¢). O procedimento inicia-se com uma matriz de

amortecimento inicial e vai sendo realimentada até atingir a convergéncia:
' 2[M )4 +[C,  ])¢. =1 (normalizagdo dos autovetores) (1.2)
[c,]=-m][@]aT[o] +[®][AF[@] [M]  (ajuste da matriz c) (1.3)

e Procedimento direto: conhecendo-se as matrizes de inércia M , autovalores
A (formada pelos autovalores A) e autovetores @ (formada pelos

autovetores ¢) e matriz de rigidez K .
¢iT ([M ]&2 - [K])Q =4 (1.4)

[c,]=-M]([@IaF[o] +[@][AT[@] [m] L.5)
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onde os simbolos (sobrescritos) representam: 7' matriz transposta, — matriz
complexa conjugada e * matriz complexa conjugada transposta.

O ajuste é feito através de matrizes reduzidas, obtidas pelo método IRS
Friswell et al (1995, 1998) e uma matriz modal contendo os graus de liberdade onde
sdo obtidos valores experimentais.

Adhikari (2000), desenvolve algumas técnicas para a analise e identificacdo de
amortecimento em sistemas estruturais. Uma delas usa-se os fatores de
amortecimento e as freqiiéncias naturais correspondentes para estimar uma funcio

de forma:
N .

é"(a)): Zaj—1a)]_l (1.6)
j=1

onde N é o ntimero de fatores de amortecimento (;) e freqiiéncias naturais (wl.)
conhecidas.
Escrevendo os fatores de amortecimento em funcido das freqiiéncias naturais e

substituindo @} por [M]_1 [K], tém-se:

ic]= 2 Wi T [K]x(ao 1+ 3, (T [K]jHJ @

j=2

Outra técnica estudada por Adhikari (2000), necessita-se apenas das
freqiiéncias naturais e os modos de vibrar complexos para identificar a matriz

amortecimento:

A ~tw,+ 2 (1.9

Zj=u;+iv; (1.9



Capitulo 1: Introducao 4

c:[(ATﬁ)'lﬁT]TC'[(ATﬁ)’IﬁT} (1.10)

Onde: /ljé a freqiiéncia natural complexa, Z ;0s modos de vibrar complexos,
U:[ﬁl,ﬁz,...ﬁm]e RV (parte real dos autovetores), V =[}.9,..5,]e 3V (parte

imaginaria dos autovetores) e C é a matriz de amortecimento nas coordenadas
modais

Para validacdo dos modelos existe a necessidade do ajuste de parametros
modais.

Iglesias (2000), utiliza véarias técnicas de extracdo de parametros modais:
Complex Exponential Method (CEM), Ibrahim Time Domain (ITD), Rational
Fraction Polynomial Method (RFPM) e Hilbert Envelope Method (HEM), para
estimar o fator de amortecimento de sistemas mecéanicos.

Normalmente na realimentacio de modelos sdo usados conjuntos incompletos de
modos experimentais. Devido a uma limitacdo fisica relativa a quantidade de
sensores e posicdo de fixacdo, os dados experimentais sdo limitados a poucos pontos.
Esta limitacdo acaba por inserir erros aos sistemas. Estes erros podem modificar as
caracteristicas do sistema. Para tentar reduzir os efeitos de uma medicdo imprecisa,
a escolha dos pontos de colocacio dos sensores é de fundamental importancia.

Adhikari e Woodhouse (2001a, 2001b) considerando um sistema levemente
amortecido e utilizando os modos de vibrar complexos e as frequéncias naturais
complexas, apresentam uma metodologia para obter a matriz de amortecimento
viscoso (ndo- proporcional) e a matriz de amortecimento nio-viscoso.

Adhikari e Woodhouse (2001c), apresentam uma metodologia para identificacio
da matriz amortecimento preservando a simetria, o que ndo acontece em Adhikari e
Woodhouse (2001a, 2001b). Essa metodologia é baseada na minimizacdo do erro via
minimos quadrados. Os resultados mostram-se razoavelmente bons e com a
preservacio da simetria na matriz amortecimento.

Reynier e Abou-Kandil (1999), propéem dois métodos para determinar a melhor
localizacido de sensores. O primeiro método baseia-se na minimizacido do ruido, no
qual sdo estimadas as coordenadas modais através de minimos quadrados. O

segundo método é baseado em observacbes, neste caso o menor autovetor observado
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contém pouca informacido. Os dois métodos permitem obter uma reducio
significativa no nimero de sensores através da otimizacdo da colocacdo dos mesmos,
analisando-se os pontos mais suscetiveis a erros.

Mottershead e Friswell (1993), apresentam uma revisio bem consistente a
respeito de realimenta¢do de modelos matematicos obtidos através do Método de
Elementos Finitos (MEF) e dados experimentais obtidos através da colocacio de
sensores no sistema em analise. As correcoes dos modelos matematicos sio feitas
através do processamento de dados de testes estruturais e comparacdo com os
valores obtidos computacionalmente. Na opinido dos autores, as técnicas mais
promissoras ainda necessitam serem testadas em meio industrial.

Friswell, Inman e Pilkey (1998), apresentam um método direto de realimentacio
baseado em dados modais medidos. Nesse método assume-se que a matriz massa é
correta e as matrizes de amortecimento e rigidez sdo realimentadas
simultaneamente, de tal forma que o modelo realimentado reproduz os dados modais
medido.

Cha e Gu (2000), apresentam um novo algoritmo de realimentacdo que utiliza as
freqiiéncias naturais medidas e os modos de vibrar para realimentar as matrizes de
massa e rigidez da estrutura. Esse novo algoritmo mostrou-se habil e apresentou
resultados precisos para realimentacido de modelos de elementos finitos com dados
experimentais.

Lamarque, Pernot and Cuer (2000), apresentam uma férmula baseada em
ondas (wavelet-based) que é semelhante a férmula de decremento logaritmico para
estimar o fator de amortecimento de respostas no dominio do tempo. As comparacdes
entre valores tedricos e numéricos apresentam excelentes resultados, quando a
relagéo sinal-ruido é baixa.

Dalenbring (1999), propde um método para estimar o amortecimento baseado
no modelo de receptancia modal, funcées de amortecimento do material, e das
funcdes resposta freqiiéncia medidas experimentalmente. Esse método foi aplicado
em duas placas. A comparacao entre os dados medidos e a FRF calculada, usando o
método de elementos finitos apresentou bons resultados, com respeito as freqiiéncias

de ressonancias e aos valores de amplitude.



Capitulo 1: Introducao 6

Prells e Friswell (2000), investigaram a diferenca entre os modelos de
amortecimento viscoso (ndo proporcional) e proporcional.

Baruch (1998), apresenta dois métodos para descobrir falha (damage) em
estruturas usando modelos reduzidos. O método de aproximacio estatica mostrou-se
muito eficiente e ocasionalmente melhor que a aproximacio dindmica.

Friswell, Penny e Garvey (1996), apresentam uma comparacio entre os métodos
Improved Reduction System (IRS), Reduction to Modal Co-ordenates e Reduction
Via a Balanced Realisation, utilizados na reducdo de modelos. Todos os métodos
obtiveram resultados aceitaveis, mas o que obteve maior precisio foi o IRS.

Lee e Kim (2001), apresentam um método melhorado para identificar o
amortecimento caracteristico de um sistema dinamico, através das funcgoes respostas
frequéncia medidas. O método foi testado em uma viga fina com dois valores de
amortecimento. Os resultados mostram precisdo em sistemas reais se o nivel de
ruido presente na FRF for menor ou igual a relacio de amortecimento equivalente.

Ruotolo e Storer (2001), descrevem um método de analise modal geralmente
utilizado em sistemas com alta densidade modal chamada técnica suavizadora
global (GST — Global Smoothing Technique) que utiliza a funcfo resposta freqiiéncia
medida. Os autores utilizaram este método na analise modal de carros.

Liu (1996), apresenta um método para estimacio dos parametros modais (State
Space Method). Esse método é baseado no modelo de decomposicio de valores
singulares (SVD — Singular Value Decomposition) para formar um matriz de dados
bem condicionados e obter os parametros modais pela autodecomposi¢do da matriz
de dados. O desempenho do método é bem superior aos que utilizam o algoritmo de
Prony, pois possui resposta computacional mais rapida e é menos sensivel a ruidos.

Bosse, Tasker e Fisher (1998), descrevem a teoria e a execucio de hardware de
um algoritmo desenvolvido para a identificacdo dos parametros modais online. Esse
Método captura o comportamento da estrutura em tempo real e exibe as freqiiéncias
e os fatores de amortecimento do sistema.

Richardson e Formenti (1982), propdem ajustar fracdes racionais aos dados de
uma funcio resposta freqiiéncia e para resolucao do sistema de equacoes utilizam o
conceito de polinémios ortogonais de meias funcées, sendo que as meias funcoes sido

geradas usando o método de Forsythe.
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Grafe (1998), apresenta um estudo sobre o método de realimentacdo de modelos
baseado em func¢ao resposta em freqiéncia e identifica suas limitagoes.

Rad (1997), apresenta um excelente material sobre realimentacéo de modelos, o
qual descreve e avalia os principais métodos utilizados na realimentacio de modelos
numéricos de estruturas dinamicas.

Lee e Park (1994), propdem o uso do Hilbert Envelope Method (HEM), para
extracdo de parametros modais (freqiiéncias naturais, residuos e fator de
amortecimento) em sistemas com multiplos graus de liberdade, especialmente no
caso onde ocorre alta densidade modal o que conduziria a grandes erros em outros
métodos.

Pena (1996), apresenta um estudo sobre os principais métodos para obtencdo de
parametros modais tanto no dominio do tempo como no dominio da freqiéncia,
sendo comparadas as vantagens e desvantagens existentes em cada um.

Borges (2001), apresenta um estudo e implementacdo de métodos de ajuste de
modelos baseados em FRFs medidas, cujas varidaveis a serem ajustadas sdo os
parametros fisicos e/ou geométricos.

Barbieri et al (2003a), apresentam um estudo teérico e experimental sobre o
comportamento dindmico de cabos de linhas de transmissdo. O método das fragoes
racionais polinomiais (RFP) foi usado para a identificacdo dos parametros modais,
em seguida através de modelos reduzidos foi estimada a matriz de amortecimento
estrutural.

Barbieri et al (2003b), estabelecem um procedimento para identificacido de
amortecimento em cabos de linhas de transmissio calculando de um modo simples a
matriz de amortecimento do sistema. Os autores utilizaram procedimentos
diferentes para a identificacdo da matriz amortecimento, os quais obtiveram bons

resultados.

Esta dissertacdo tem como objetivo a aplicacdo das técnicas de identificacio de
matriz de amortecimento estrutural em sistemas mecénicos. Ela é composta de cinco

capitulos listados a seguir com seus respectivos titulos e temas abordados.
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Capitulo 1 - Introducéo

Capitulo 2 — Desenvolvimento matematico
Neste capitulo serdo abordados os principais métodos de identificacio de
parametros modais (no dominio do tempo e no dominio da freqiiéncia),técnicas de

identificagdo de amortecimento estrutural.

Capitulo 3 — Estudo de casos

Sao apresentados os materiais e procedimentos usados para determinacgdo dos
modelos tedricos e experimentais, dos trés estudos de caso: (1) Sistema com dois
graus de liberdade, (2) Placa engastada e (3) Sistema de cabos de linhas de

transmissao.

Capitulo 4 — Resultados e discussées

Nesse capitulo serdo mostrados os resultados e discussoes dos estudos de casos.

Capitulo 5 — Conclusées e sugestdes



Capitulo 2

Desenvolvimento matematico

2.1 Técnicas de identificacao de parametros modais

2.1.1 Método Exponencial Complexo

No dominio de freqiiéncia, a funcio resposta em freqiiéncia (FRF) em termos da

receptancia H (deslocamento do ponto j devido a uma forca aplicada no ponto &)

para um sistema linear, com amortecimento viscoso e com /N graus de liberdade

(DOF) pode ser dada por:

N *
rAjk rAjk

; w¢ +i(w_a’r\/(1——§f))+ @,5, +i(a’+ wM}

H,(0)= (2.1.1.1)

onde @, é a freqiiéncia natural, &, é a razdo de amortecimento e A, é o residuo

r

que corresponde a cada modo r e * denota complexo conjugado. Outro modo de

escrever equacdo (2.1.1.1) é:
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A
H,(0)=> i (2.1.1.2)

o, =—0 (2.1.1.3)

O método exponencial complexo foi um dos primeiros métodos propostos para
estimacdo simultanea de parametros modais de sistemas com varios graus de
liberdade que utiliza dados no dominio do tempo. Informacées complementares sobre
esse método podem ser vistas em Ewins (1984), Iglesias (2000) e Pena (1996).

A equacdo (2.1.1.4) representa a resposta de uma estrutura submetida a uma
excitacdo impulsiva ou obtida por meio de uma transformada inversa de Fourier

aplicada a uma funcéo resposta em freqiiéncia (FRF):

2N
h(t)=> A" (2.1.1.4)
r=1
ou
2N )
h(t)=> Ae" (2.1.1.5)
r=1

Onde s, =-@ & +im, e N é o nimero de graus de liberdade do modelo.

Observa-se na equacdo (2.1.1.4) que a resposta no tempo h(r), é dada pela soma

das contribuic¢ées de cada modo préprio de vibrar.



Capitulo 2: Desenvolvimento matemaético 11

Se a FRF é obtida para um numero de pontos de freqliéncia igualmente
espacados, a funcio resposta ao impulso sera descrita por um conjunto de valores

“h,” , espacados por um intervalo de tempo Af:

2N )
hy =h(0)=)"A,
r=1
2N :
hy = hAt)=>" A e ™
r=1

hy=h(2-A1)=>" Ale" ) (2.1.1.6)
2N. )

hL :h(LAt): zAresr(bAf)
r=1

Ou pode-se usar uma notacao abreviada, representada como:

2N
hy=Y A
r=1

2N )
h =Y AV,
r=1
2N )
hy=Y AV} (2.1.1.7)
r=1

2N )
h, =Y AV!
r=1
com

V. =" (2.1.1.8)

Considerando a equacéo (2.1.1.7) para um conjunto de dados com “Z” amostras:
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h, A+A +A,
hl VlAl +V2A£ +“.V2NA£N

hy t =<V2A +V] A, +--V A, (2.1.1.9)

h, VIA + VA, +- VA,

A equacdo (2.1.1.9) pode ser usada para montar um problema de autovalores,

desde que ”"L" exceda 4V, cuja solugdo fornecera as freqiiéncias naturais do modelo.
Os valores de h, s@o conhecidos, mas os valores de A, e V. nao. As raizes de s,

para um sistema subamortecido sempre ocorrem em pares complexo conjugados,

podendo-se modificar a varidvel V . Sempre existe um polinémio em V, de ordem L

com coeficientes reais # (chamados coeficientes autoregressivos) tal que:
Bo+ BV, + BV} +-+ BV =0 (2.1.1.10)

Pode-se reescrever a equacdo (2.1.1.10) como:

2N )
2BV =0 (2.1.1.11)

Jj=0

Para determinar os valores dos coeficientes f, e determinar V., multiplica-se

cada linha de ambos os lados da equacdo (2.1.1.9) pelo coeficiente B.i=0, ..,1L

resultando:
ﬂoho ﬁoAi + ;B()Alz +eeet ﬂOAéN
ﬂlhl ﬁlvl Al + :Blvaz teet :Blvzzv AZN

ﬁzhz = ﬁ2V12A1I + ﬂzvzzA;. teet ﬂzvzzszéN (2.1.1.12)

:BLhL ﬂZN‘/lLAII + ﬁszzLAé, +o-t ﬁZNVZLNAIZN

Somando todas as linhas da equacéo (2.1.1.12), obtém-se:
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zL:,Bj.hj = ZZN[,Bj.iA;.V/j = zzN:(A;.ZL:,Bj.v/J (2.1.1.13)

r=1 r=1 j=0

Nota-se que o somatério interno do lado direito da equacdo (2.1.1.13) é

exatamente igual a equacdo (2.1.1.11) que é nula, logo:

L

2Bk =0 (2.1.1.14)
j=0

Através da equacio (2.1.1.14) pode-se calcular os valores dos coeficientes f pois
h; é medido. Estes coeficientes sdo usados para calcular as raizes V, da equagdo
(2.1.1.10). Estas raizes sdo calculadas fazendo-se M = L/2, e n = DOF + 1. Com n

conjuntos de dados #;, (colunas da matriz contida na equacdo (2.1.1.15)), cada

conjunto modificado por um intervalo de tempo Af, e assumindo f, igual a I, tém-

se:
h() hl h2 hn—l ﬁ() n
hl h2 h% n ﬁl - _ hn+1 (2 1 1 15)
hM—l hM hM+l ’ hn+M—2 :Bn—l hn+M—l

Este sistema na forma compacta pode ser representado por:

[n1{8}=1n'} (2.1.1.16)

Mxn nxl1 Mxl1

Desta equagéo, como [h]e{h'}séo conhecidos, é possivel calcular {f#}. Para um

conjunto de dados, onde o nimero de equacgbes é superior ao numero de incognitas,
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na forma da equacdo (2.1.1.16), a melhor estimativa de {,B} pode ser obtida pelo

método dos minimos quadrados.

18Y=(n] o) (] {0’} (2.1.1.17)

Apobs determinados os valores dos coeficientes {,3}, passa-se a solucdo da equacio
polinomial dada pela equagdo (2.1.1.10), para encontrar as raizes V,.Assim, para

determinar as freqiiéncias naturais e a razdo de amortecimento emprega-se a

equacdo (2.1.1.8), como segue:

R =In(V.)=s, At

r r

R
f,=—" (2.1.1.18)
2.7.At
1

¢ = 3

Imag(R, )

1+
Real(R,)

Com os valores de V., pode-se calcular os residuos A, escrevendo a equacio

(2.1.1. 7) na forma:

1 1 1 ][ A h,
Vl V2 V2N Aé hl

|2 VA KA =—1h, (2.1.1.19)




Capitulo 2: Desenvolvimento matemaético 15

2.1.2 Método de Identificacdo de Ibrahim

Informacdo complementar sobre este método pode ser obtido em Ewins (1984) e
Iglesias (2000). A equacdo do movimento livre de um sistema mecanico pode ser

representada por:
[M fx}+ [CRit+ [k K} =0 (2.1.2.1)

Como no método exponencial complexo, assume-se que a solucio dessa equacéio é:

{x}={pe"} (2.1.2.2)
Entao
|s*[m]+s[c]+ [k lp =0 (2.1.2.3)

Para um sistema subamortecido, as raizes s, da equagio (2.1.2.3) sfo complexas

e ocorrem em pares conjugados como,

s.=a, tib, =-¢ @ tiw1-E& (2.1.2.4)
onde &, é a razdo de amortecimento, e @, é a freqiiéncia natural em radianos por

segundos correspondente ao modo r.

Para um sistema com /Vgraus de liberdade a resposta no ponto 7 e tempo ; pode

ser expressa como o somatorio das respostas individuais de cada modo.
2N
()=3 e
x\t;)= p.e (2.1.2.5)
r=l1

onde p, é 0 i-ésimo componente do autovetor {p, }.
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Considerando-se medicées realizadas em “L” instante de tempos diferentes,

pode-se expressar a resposta medida na forma matricial como:

sitg

e e e
$a1y $aly v Salp,

I O B ) B N % R (2.1.2.6)
65'2Nf1 65'2Nf2 eszN’L

ou

{x,}=1{r}[A] (2.1.2.7)

1xL 1x2N 2NxL

As respostas que ocorrem apés a um intervalo de tempo (Af)em relacdo ao

primeiro tempo mostrado na equacio (2.1.2.6), serdo expressas por:

{x(t, +Ar) - x(t, +Ar)}

B e’ (1,+At) et (ty+At) et (1, +A1)
esz(tl+At) esz(t2+At) e % (¢, +Ar)
={P1 P, pzN}
eSZN(I1+At) e"ZN(fz‘*'Af) e ety (1, +a0)
- (2.1.2.8)
_eslAt 0 . 0 esltl eslt2 . esltL
0 eszAt . 0 esztl esztz . esth
={P1 P, pzN}
0 0 eSZNAf eszzvfl eszzvfz eSZN’L
ou
{x}={rP} [A] [A] (2.1.2.9)
1xL 1x2N 2Nx2N 2NxL

Do mesmo modo, as respostas que ocorrem apés dois intervalos de tempo (2Ar)

em relacdo ao primeiro tempo mostrado na equacéo (2.1.2.6), serflo expressas por:
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{x(, +2A1) x(t, +2A0)}

[ pn@+2an (2240
esz(rl+2At) esz(t2+2At)
= {pl P pzN}
es'ZN(t]+2At) eszN(t2+2At)
_es,zm 0 0
0 €s2 2At 0
= {pl pz pzN }
0 0 eszN 2At
ou

x,}= P} A] [A]

1xL 1x2N 2Nx2N 2NxL

esl(tL+2At)

esz(tL+2At)

esz,\, (t,+2A1)

51t s\t

e e

IS EN

e e

Santy
e

17
(2.1.2.10)
sity
e
Sot g
"
SontL
e
(2.1.2.11)

Assim, as respostas que ocorrem ap6s m intervalos de tempo (m - At) em relacio

a0 primeiro tempo mostrado na equacéo(2.1.2.6), podem ser representadas por:

{x@t, + m.Ar) x(t, + mAn}

B esl(tl+m4At)
e 5, (t;+m.At)
={P1 P pZN}
ESZN (t,+m.AA)
_ex]mAAt 0
O e som.At
= {pl P> Pan }
0 0
ou

{x,}={PyA]" [A]

1xL 1x2N 2Nx2N 2NxL

es, (t,+m.At)

es2 (ty+m.At)

Sy (1, +m.AA)
e’z

0
0

5o ym.At
e

es, (t,+m.At)

5, (t; +m.At)
eh

Sy (1 +m.AA)
e’

sty ity

e e

Syt oty
e - e

Santy Santa
e e

(2.1.2.12)
ex,tL
exth
e SanlL

(2.1.2.13)
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As respostas dadas pelas equacdes (2.1.2.6), (2.1.2.8), (2.1.2.10) e (2.1.2.12)
podem ser manipuladas para montar um problema de autovetores e autovalores.

Agrupam-se as respostas para m medi¢des em duas matrizes:

({x ] [ P ]
{x.} PA
{x,} |=| PA* |A (2.1.2.14)
_{Xm—l }_ _P/A\m_l a
ou na forma resumida
[@]=[¥][A] (2.1.2.15)
mxL mxL 2NxL
e

(X, 7 [ PA]

X, | | PA?
[]=] x, |=| PA* |A (2.1.2.16)
mxL . .

X, | |PA"]
ou

(2.1.2.17)

&)= [][a]=[w] [A] [A]

mxL mxL 2NxL mxL 2Nx2N 2NxL

As equacdes (2.1.2.14) e (2.1.2.16) sdo manipuladas visando eliminar [A]

&= [¥ [T [@] (2.1.2.18)
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E definida um matriz quadrada A |

[A,]= ¥ [ (2.1.2.19)
Substituindo a equacdo (2.1.2.19) na equagio (2.1.2.18)

(A, [o]=|¢] (2.1.2.20)

A melhor estimativa de [AS] pode ser obtida pelo método dos minimos

quadrados (Ewins, 1984), resultando em duas expressdes, que sio:

)= (k] (ol )
(2.1.2.21)
[a,1= (eJol felol |

Para se ter uma melhor estimativa dos fatores de amortecimento, utiliza-se uma
combinacio da equacdo (2.1.2.21), que é conhecida como minimos quadrados duplos

(DLS):

(n1=2 (el [efol |+ (ol YiokoT )| 2122
Das equagdes (2.1.2.15) e (2.1.2.17),tem-se:

4, Y#)-[wlAll= 0 (2.1.229

Esta equacéo pode ser escrita para cada vetor coluna [‘Pr] de [‘P], como segue:
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AW ]~ ¥ ]]=0 (2.1.2.24)

[Ag]- e [1]]w,]=0 (2.1.2.25)

Apobs o calculo de [AS] na equacdo (2.1.2.22), resolve-se a equacdo (2.1.2.25), a
qual resulta em m autovalores e autovetores.
As raizes da equacdo (2.1.2.3), s, =a, £ib,, sdo usados para calcular os fatores

de amortecimento e as freqliéncias naturais.

platiIA _ v (2.1.2.26)
Assim,
R =In(V,)
R
L= (2.1.2.27)
27 At
1
§r = 2
14 [ mag(R,)
Real(R,)

Com os valores de V,, substituindo na equagio (2.1.1.7) e substituindo h(t) por

x(l), calculam-se os residuos.

2.1.3 Método da Frac¢do Racional Polinomial

Este método é empregado no dominio de frequéncia. A formula¢do do FRF ¢é
expressa na forma de fracio racional em vez da forma de fracio parcial, a funcéo de
erro é de certo modo estabelecida a fim de que o sistema resultante de equacées seja
linear. O sistema linear resultante das equacdes envolve matrizes que estdo mal
condicionadas, o método de gradiente é usado para minimizar esta funcio de erro e a

estimativa inicial é calculada usando o método de minimos quadrados.
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Algumas derivacoes desse método pode ser obtidas com mais detalhes em Maia
(1988), Richardson e Formenti (1982), Iglesias (2000) e Pena (1996).
A FRF, em termos da receptincia, para um sistema linear com N graus de

liberdade e amortecimento viscoso pode ser obtida com a equacio de fracio parcial:

N A +io.B
H@)=Y——"5—" (2.1.3.1)
m@ -0 +i28 00

onde A, e B, sdo constantes.

Esta equacao também pode ser expressa na forma de fragdes racionais:

2%_1 a (ia))k
H@)=-0—— (2.1.3.2)
2 b (i)

A equacdo (2.1.3.2) representa simplesmente a relacdo entre dois polinémios,
onde em geral as ordens dos polinémios do numerador e do denominador séao
independentes uma da outra. O polindbmio do denominador ¢é classicamente

conhecido como polinémio caracteristico do sistema.

A diferenca entre a FRF analitica H (a)) e a FRF experimental H, (a)) é a funcio

erro que é dada por:

2N-1 . 1

g a (le)

;= ————H (o) (2.1.3.3)
AT,

A funcio erro é modificada para a seguinte funcio:

e.=e, X b, (i(oj )k (2.1.3.4)
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e fazendo b,, =1,tem-se:

b} +(io, " | @135

{E}=1" (2.1.3.6)

I (@) (o) (i@ )" |[ a
{E}= 1 (16:02) (la)z)2 (lwz:)m_1 a |

1 (m)L) (le)2 (ia)L)zN_1 Ayn- (2.1.5.7)
He(a)l) He(a)l)(la)l) He(a)l)(ia)l)ZN_l b, Hc(a)l)(la)l)z
He(a)Z) He(wz)(la)z He(wz)(la)z)w_l b, _ He(a)z)(la)z)ZN
H(o) Hl(o)io,) - Hle)io )" ||by.) |H(o)ieo)"
{E}= [P] {a}- [1] fp}-{w} (2.1.3.8)
(Lx1)  (Lx2N)(2Nx1)  (Lx2N)(2Nx1)  (Lx1)

A equagdo que sera minimizada com o método dos gradientes é a funcio

quadratica de erro mostrada a seguir:

J={E'Y{E} (2.1.3.9)
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onde * indica o complexo conjugado. Substituindo a equacdo (2.1.3.8) na equacio

(2.1.3.9), e apés algumas manipulacdes, tem-se:

J={a) Re[[p* I [p]j{a}+{b}T Re([T* [ [T]){b}+ e -
(2.1.3.10)

2Aaf" Re( [P* ]T [T]j{b}— Aa}! Re( [P* ]T [w]} +20p}" R{[T* ]T [W]}

Esta equacgio possui matrizes mal condicionadas, por isto é resolvido através do
método dos gradientes a fim de minimizar a funcio erro da equacdo (2.1.3.10). O
método dos minimos quadrados pode ser usado para obter as condigdes iniciais
necessarias para o método dos gradientes (Iglesias,2000).

O método dos minimos quadrados é feito pegando as derivadas da equacéo

(2.1.3.10) em relacdo a {a} e {b}, e igualando a zero. Entdo é obtido o sistema de

equacoes-
Re( [P* ]T [P]j{a}— Re( [P* ]T [T]j{b}— Re( [P* ]T {W}) ={o}

Re([T*]T[T]}{b}— Re([T*]T[P]}{aHRe([T*]T{W}j:{0}

(2.1.8.11)

ou

{[g ]]T [[)z(ﬂ{%} - {gj{} (2.1.3.12)

Onde:
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[v]=re(r [ [P)
[x]=-re(P'T [r])

[z]= Re([T*]T[T]) (2.1.3.13)
(Gy=re(P] W)
{Fy=—relr T o)

Resolve-se o sistema para os valores inicias de {a} e {b}. Usam-se estes valores
para avaliar o gradiente. O gradiente em relacdo a {a} ¢ a derivada parcial da

equacdo (2.1.3.10) em relacéo a {a}i

rRe(P T [PIfa}-re(P T 6} - Re(lP T 1) = {1} (2.1.3.14)

onde {M } é o vetor gradiente em relagdo a {a}.
O gradiente em relacdo a {b} é a derivada parcial da equacdo (2.1.3.10) em

relacioa {b}:

Relr T [T} - Re(lr [P} + Rellr T w})= (v} (2.1.3.15)

onde {N } é o vetor gradiente em relagéo a {b}

Entdo com as equagdes (2.1.3.14) e (2.1.3.15) o vetor gradiente é:

vi= {A;} (2.1.3.16)

A direcdo do vetor gradiente é calculada subtraindo-se do coeficiente com o
objetivo de mudar a direcdo onde a fung¢do é minimizada. A dire¢do do vetor

gradiente é:
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{s}= = (2.1.3.17)

[

onde ||{V}|| é o vetor normal.

Entao os coeficientes novos sio:
a
{b} ={v}+{s} (2.1.3.18)

O vetor gradiente e suas respectivas normais sio calculados e comparados com a
tolerancia desejada. Se o valor é maior que a tolerancia, a direcdo do vetor gradiente
é subtraida do coeficiente com o objetivo de encontrar novos coeficientes. O processo
é repetido até que a normal do vetor gradiente seja menor que a tolerancia.

Apbs obter os coeficientes da equacdio de fracdo racional (2.1.3.2), pode-se
calcular os parametros modais. A raiz ou pélos do polinémio do denominador contém
os valores da freqiiéncia natural e do fator de amortecimento. Estes podem ser

obtidos através de:

P

r

1, =
Real(P.)

P

r

(2.1.3.19)
gr ==

onde P ¢ o pélo do modo r.

Para calcular os residuos, a fracido racional é expandida em equacoes de fracées
parciais e o numerador se torna um par de constante complexa conjugada, chamada

residuo.
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2.1.4 Método do Envelope de Hilbert

A forma de um sinal que contém um componente oscilando rapidamente e que
varia lentamente com tempo é chamada “envelope”. Com o uso das transformadas de
Hilbert, as oscilagdes rapidas podem ser removidas do sinal para produzir a
representacdo do envelope. Informacbées adicionais com respeito a esse método

podem ser obtidas em Lee e Park (1994) e Iglesias (2000).

A transformada de Hilbert para um sinal x(r) é:

X, (0)=—=x(t)= f(t)*x(r)- F{F(jo)X (jo)} (2.1.4.1)

A transformada de Hilbert é equivalente a um filtro, no qual as amplitudes dos
componentes espectrais sio inalterados, mas as fases delas séo alteradas por 7/2,
positivamente ou negativamente de acordo com o sinal de @.

As transformadas de Hilbert de funcdes pares sdo impares e de funcdes impares
séo pares. O componente de cosseno transforma em componente negativo de seno e
componente de seno transforma em componente de cosseno.

A transformada de Hilbert é usada para calcular um novo sinal de tempo do

sinal original. Ambos os sinais sdo combinados para formar o sinal analitico como é

mostrado:
x(1) = x(t)-ix,,(r) (2.1.4.2)

A amplitude do sinal analitico é o envelope do sinal original de tempo. Quando o
envelope é plotado em escala dB, o grafico é uma reta inclinada. A inclinacio da reta
é relacionada com o fator de amortecimento como sera mostrado a seguir.

A funcéo de resposta de impulso de um sistema com um grau de liberdade pode

ser representada como:

x(t)= Ao sin(wn(wll—fz }) (2.1.4.3)



Capitulo 2: Desenvolvimento matemaético 27

onde @, é a freqiiéncia natural, £ é o fator de amortecimento, e A é o residuo. A

transformada de Hilbert para este sinal é:

X,,(t)= Ae cos(a)n (1/1 -& }‘) (2.1.4.9)

O sinal analitico é:

2(0)= e (sinleo, 1= & } )+ icoslo, (J1- &2} ) (2.1.4.5)

A amplitude do sinal analitico elimina o componente oscilatério e representa o

envelope ou seja:

== T hn o 2 Ve corla 2] = e-se 2140

Fazendo o logaritmo natural de cada lado da equacgéao, tem-se:
n[x(r) = 1n(Ae‘§‘”ﬂ' ): In(A)- (o, ) (2.1.4.7)

Esta é a equacdo de uma linha reta. Se a inclinacdo da linha é calculada,

estima-se o fator de amortecimento como:

f::M (2.1.4.8)
(1)

n

Este 6 um método para um grau de liberdade. A figura (2.1.4.1) mostra o

procedimento para aplicar a multiplos graus de liberdade.
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Figura (2.1.4.1) - Procedimento para aplicar o método do envelope de Hilbert
para multiplos graus de liberdade.(a) MDOF FRF , (b) MDOF IRF,
(c) Modo isolado, (d) IRF do modo isolado, (e) Envelope do modo

isolado e (f) Envelope na escala de logaritmo natural.
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A figura 2.1.4.1(a) mostra a funcfo resposta em freqiiéncia, a figura 2.1.4.1(b)

mostra a funcido impulso correspondente, que nao pode ser usada para calcular o
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amortecimento porque contém a contribuicdo dos cinco modos de vibrar. O
amortecimento de cada modo de vibrar pode ser determinado filtrando o sinal ao
redor de cada freqiiéncia natural e calculando a funcio resposta impulso
correspondente.

A figura 2.1.4.1(c) mostra um tnico modo isolado, e sua funcéo resposta impulso
é mostrada na figura 2.1.4.1(d). A figura 2.1.4.1(e) mostra a amplitude da
transformada de Hilbert da fungéo resposta impulso em uma escala linear. Usando-
se a escala em dB, figura 2.1.4.1(f), o envelope torna-se uma linha reta. O método
linear dos minimos quadrados pode ser usado para calcular a inclinagdo da linha

com o objetivo de estimar o fator de amortecimento (&).

Apbés estimado o fator de amortecimento, de cada modo, os autovalores podem

ser calculados. A equacdo (2.1.4.6) pode ser usada para determinar os residuos.

2.2 Técnicas de identificagdo de amortecimento estrutural

A equacio do movimento de vibragdo livre de um sistema amortecido viscoso

pode ser expresso por:

Mij(t)+Cq(r)+ Kq(r)=0 (2.2.1)

Neste caso as equagdes de movimento sdo caracterizadas por trés matrizes
simétricas reais que trazem uma certa complicacdo adicional, se comparados aos
sistemas nio amortecidos onde as equacdes de movimento sdo caracterizadas

através de duas matrizes.

2.2.1 Amortecimento Proporcional Generalizado

Esse método foi desenvolvido por Adhikari (2000). A determinacio de uma
matriz de amortecimento a partir da matriz de massa e rigidez néo é possivel para a

maioria dos sistemas. Por esta razdo, supondo que M e K sio conhecidas,
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freqiientemente procura-se encontrar C em termos de M e K tais que o sistema

ainda possua modos normais classicos.
Teorema 2.1

Se M ,C e K séo matrizes positivas definidas e existe uma matriz néo singular

XeR"™ tal que X"MX,X"CX e X"KX sdo todas matrizes diagonais reais

entao:

(@ KM™'C=CM 'K

(b) MK™'C=CK™'M (2.3.1.1)
() MC'K =KC™'M

Assumindo que o sistema é positivo definido. Considerando as condicdes (a) e (b)

do teorema 2.1 e pré-multiplicando (a) por M "'e (b) por K" tem-se :

M~k M c)=(M"C)m'K) ou AB=BA
(2.2.1.2)
(k'M)k'c)=(k"'C)k'M)ou A'D=DA"

Onde A=M 'K, B=M"'C e D=K'C. Nota-se que a condicio (c) do teorema 2.1
néo é considerada, pois se pré-multiplicar (¢) por C™', serd obtido uma condigio
similar a equacdo (2.2.1.2) mas envolvendo termos C em ambas as matrizes. Por
esta razdo utilizam-se somente as relacdes de comutacio da equacio (2.2.1.2). Para
qualquer duas matrizes A e B, se A comuta com B, f(A) também comuta com B,
onde f (z) é qualquer funcio analitica de variavel z. Assim, devido as relagdo de
comutacdo representadas pela equacdo (2.2.1.2) podem ser usadas quase todas

funcées conhecidas para representar M 'C em termos de M 'K e também K 'C em
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termos de K 'M , quer dizer, representacdes como C = Mf(M _IK) e C= Kf(K_lM)
s@o validos para qualquer f (z) analitico. Somando estas duas representacbes e

levando A e A™'no argumento da funcdo como (trivial) A e A™' sempre comuta,

assim pode-se expressar a matriz amortecimento na forma de:
C=Mf,(MK.K"'M)+Kf,(M"K.K"'M) (2.2.1.3)

Tal que o sistema possua modos normais classicos. Se pdés-multiplicar a condicdo

(a) do teorema 2.1 por M ' e (b) por K" tem-se:

(&M Nem )= (cmNxm ™)
(2.2.1.4)
(Mk ")k )= (ck " Mk ™)

Seguindo um procedimento semelhante ao anterior a matriz de amortecimento

pode ser expressa na seguinte forma:
C= (kM MK M + £, (kM ' MK )K (2.2.1.5)

para que sistema (2.2.1) possua modos normais cldssicos. As equacdes (2.2.1.3) pode
ser chamada de funcdo de forma direita (right-functional form) e a (2.2.1.5) de
funcdo de forma esquerda (left —fuctional form).

As fungdes f;, 1 =1,...,4 podem ter formas muito gerais - elas podem consistir
em um numero arbitrario de multiplicacoes, divisées, adi¢bes, subtracdées ou
qualquer outras fungdes ou podem ser até mesmo funcgbes compostas. Assim,
qualquer forma concebivel de fungbes analiticas que sdo validas para escalares
podem ser usadas nas equacdes (2.2.1.3) e (2.2.1.5). De modo natural, também s&o

validos as restri¢des comuns aplicaveis nas funcdes escalares. Embora a funcao f;,

i =1,.,4 sejam gerais, a expressio de C em (2.2.1.3) ou (2.2.1.5) pode ser
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restringida devido ao valor dos argumentos das func¢ées. Como conseqiiéncia, C

~ , . . NxN :
representada em (2.2.1.3) ou (2.2.1.5) ndo estd entre os inteiros R™ assim o
sistema nao possui modos normais classicos.

Da anélise modal experimental obtém-se os fatores de amortecimento (fl) e as
freqiiéncias naturais correspondentes (wl.), 0s quais sdo necessarios para obter uma

funcdo de amortecimento f; da forma:
N .

(@)= a, 0" (2.2.1.6)
j=1

onde N é o numero de fatores de amortecimento (fl) e freqiiéncias naturais (a)l.)

conhecidas.

Multiplicando-se os dois lados da equacao por 2@,, tem:

j=1

N
28w = ZQ(Zaj_la)ij_lj com 7 =1,....N (2.2.1.7)

A equagdo (2.2.1.7) é uma fungdo de @.que pode ser ajustada substituindo

@’ por [M ]_l [K ]e os termos constantes pela matriz identidade [I ], obtendo-se a

matriz de amortecimento:

(] 2T [K]x(ao 1+ Sa, (VT [K]jHJ (22,18

j=2

2.2.2 Sistema com Amortecimento Viscoso Levemente Ndo Proporcional

Este método foi desenvolvido por Adhikari (2000) e utiliza as expressdes de
perturbacao de primeira ordem como base para o procedimento de ajuste, e assume-

se que o sistema é levemente amortecido.
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Autosolucgbes de sistemas com amortecimento viscoso consistem somente de
modos elasticos. Todos os resultados derivados dos modos elasticos podem ser
aplicados para sistemas com amortecimento viscoso se a matriz de amortecimento

for constante, portanto pode-se aproximar os autovalores como:
s, =~tio, ——L= ——L tw, (2.2.2.1)
J J 2
e os autovetores como aproximacio de primeira ordem,

s C'. x
C s (2.2.2.2)

N
G, =Y
J J 2 2 !

o (a)k +5; +stkk)
k#j
Supbe-se que /1]. e z; sdo as freqiiéncias naturais complexas e os modos de

vibrar complexos. Usando-se as equacbes aproximadas descritas anteriormente e

fazendo s, = i/lj, obtém-se a expressdo de aproximacgdo para a freqiiéncia natural

complexa,

A=

I+

w. + Tﬂ (2.2.2.3)

e a expressao de aproximacio de primeira ordem dos autovetores complexos,

N '
@,C'y;

7. =x, +i X (2.2.2.4)
s ;(a}f—(of)k

k#j

Entao, tem-se:

Zj=uj+iv; (2.2.2.5)
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A N » . < s s a
onde ;€ C” é a medida para o j-ésimo modo complexo e N ¢é o ntimero de pontos

medidos na estrutura. m é o niumero de modos a ser considerado, em geral m# N,
usualmente N > m . Se os modos de vibrar complexos medidos sdo consistentes com o
modelo de amortecimento viscoso, a parte real de cada freqiiéncia natural complexa

é a frequiéncia natural ndo amortecida dada por:

o, =R(1) (2.2.2.6)

onde A ; € a)-ésima frequiéncia natural complexa medida.

Similarmente, a parte real de cada modo complexo corresponde ao modo nio

amortecido e assim a relacio de ortogonalidade de massa sera satisfeita.

Expandindo-se a parte imagindria de Z, como uma combinacéo linear de i It

e, o.C.
B, =2 Byii; onde B, PRy (2.2.2.7)
k=1 i 'k

Com N 2m esta relagdo nfo pode ser satisfeita. Entdo as constantes B, devem
ser calculadas tal que o erro representado em ¥, pela soma seja minimizada. O

interesse é calcular C; através de B,;, lembrando que se k = j, C; é obtido através

da parte imagindria da freqiiéncia natural complexa:
¢, =234, (2.2.2.8)

O erro representado na equacdo (2.2.2.7) pode ser expresso como:

g,=V,— Y B, (2.2.2.9)

k=1

m
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Para a minimizacio do erro o método de Galerkin pode ser usado. Os modos de

vibrar ndo amortecidos #,,VI =1,---,m s8o considerados como “funcéo peso”. Usando

o método de Galerkin sobre €, € R" para um valor fixo de jtem-se:

ig,=0; ¥V I=1--m (2.2.2.10)

Combinando-se as equacdes (2.2.2.9) e (2.2.2.10), tém-se:
ﬁf{ﬁj —ZBkjﬁk}:O ou ZWlkBkj =D, para [=1l..m (2.2.2.11)
k=1 k=1

AT A AT A ..
com W, =u,u, e D; =u, v,, podendo ser representada na forma matricial,

WB (2.2.2.12)

I
C

onde Be R™é uma matriz de coeficientes desconhecidos a ser determinado,

W=U0"UeR™ e D=U"VeR"™ com

U =i, ii,,..0t, Je R

(2.2.2.13)
V=[0,0,,.9, ]e RV
Bé determinada através de:
-1 AT ST
B=W'D= [U U} u'v (2.2.2.14)

Os coeficientes da matriz de amortecimento modal podem ser encontrados a

partir de:
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A0 a2
: o; -, B,
C,. :@ para k # j (2.2.2.15)

kj A
w;
As equacdes (2.2.2.13) e (2.2.2.12) juntamente com a equacio (2.2.2.8) definem a

. . ' Y NxN 7 . ~
matriz de amortecimento modal C € R™™. Se U e R™ é uma matriz modal nio
amortecida completa, a matriz de amortecimento nas coordenadas modais é dadas

por
Cc' =U0"cU (2.2.2.16)

e nas coordenadas originais,
c=O7)'clo) (2.2.2.17)

5 N. 2 . , .
Para os casos em que U e R"™, o método do pseudo-inversa é usado afim de

obter a matriz de amortecimento nas coordenadas originais, que é dada por:
A1 AT A ANl A
C= [( TU) UT] C[( TU) UT} (2.2.2.18)

Este método necessita somente das freqiiéncias naturais complexas e dos modos
de vibrar para obtencédo da matriz amortecimento C. O método é muito simples e néao
requer muito tempo de computagdo. Outra vantagem é a nfdo necessidade da
estimacido das matrizes de massa e rigidez, nem do conjunto completo de dados

modais para obter uma estimativa da matriz de amortecimento (Adhikari,2000).
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2.2.3 Método Iterativo

Esse método foi desenvolvido por Pilkey (1998). Dado o problema de interesse

como-
DP(1)= (M2 +CA+K) (2.2.3.1)
Teorema 2.2

Se M e K sao matrizes reais simétricas, M é nio singular, tal que:

(MA+K)g=0
(2.2.3.2)
(M™A+KT =0
Entao pode ser normalizado como:
R"™MQ=1 e R'KQ=-A (2.2.3.3)
assim,
(MA+K)' =0(IA-A)"'R" (2.2.3.4)

Teorema 2.3

Se M é nao singular e D(z)(/i) tem uma degeneracdo igual ao multiplo de

A;para i=1, 2,....2n, entdo os autovetores podem ser normalizados de tal forma
que
2" = oA (14— A)'R”

1 (2.2.3.5)
A[D*(A)]" = 0A (1A~ A)' R
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2D = oA (1A-A)'RT + M (2.2.3.6)

onde ¢ e K sdo matrizes que contém o autovetores a direita e a esquerda da funcéo

quadratica descrita acima. Os sobrescritos 0,1 e 2 sdo expoentes nos autovetores.
Como as matrizes dos autovetores direito e esquerdo sdo idénticas e os

autovetores acontecem em pares conjugados complexos, usam-se os teoremas

descritos acima para gerar as equacgoes

ui (2M P +[Chu; =1 (2.2.3.7)

[c]=-m][@]Al (@] +[@]|[AF[®] [m] (2.2.3.8)

Inicia-se o método com a matriz de massa, autovalores e autovetores do sistema.
Estima-se uma matriz de amortecimento inicial, o qual pode ser qualquer matriz

escalar. Logo os autovetores devem ser normalizados usando
o M +c, ], =1 (2.2.3.9)

C entdo é calculada usando-se a equacdo (2.2.3.8). Como a nova matriz
amortecimento calculada néo é igual a matriz de amortecimento inicial, é necessario
um processo iterativo. Na préxima iteragdo, os autovetores sido novamente

normalizados usando a matriz de massa inicial e a nova matriz de amortecimento
of M, +[c, o, =1 (2.2.3.10)

O amortecimento é novamente calculado usando a equacdo (2.2.3.8). O
procedimento iterativo continua usando a matriz de amortecimento atualizada para
normalizar os autovetores até que o erro entre as matrizes de amortecimento seja

suficientemente pequeno para atingir a convergéncia.
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A maioria dos sistemas estruturais pode ser resolvida usando este método com
poucas excecoes. Se a diferenca entre a matriz de amortecimento e a matriz de
massa for pequena ocorre a divergéncia do procedimento iterativo e, se os valores da
matriz de amortecimento estiverem perto dos valores da matriz rigidez o
procedimento iterativo fornecera uma matriz de amortecimento que ficara oscilando

entre as duas solucdes (Pilkey, 1998).

2.2.4 Método Direto

Informacdes adicionais sobre esse método pode ser obtida em Pilkey (1998). Este

método direto também normaliza os autovetores:
¢! M +[C]y, =1 (2.2.4.1)

Conhecendo a matriz de massa e rigidez, como também os autovetores e
autovalores do sistema, pode-se encontrar a matriz de amortecimento. O problema

de autovalor para a equagio de movimento pode ser escrito como:

¢iTC¢i = _¢iT (K(%j + M4, JQ (2.2.4.2)

1

Substituindo-se (2.2.4.2) na equacio (2.2.4.1) obtem-se uma nova condicio de

normalizac¢do. Para um sistema subamortecido os autovetores sdo normalizados por:
¢iT ([M ]/112 - [K])¢i = ﬂ'i (2.2.4.3)
entdo a matriz de amortecimento simétrica pode ser encontrada por:

[c,]=-m](@]AL[e) +[®][AF[®] Jm] (2.2.4.4)
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onde os simbolos (sobrescritos) representam: T matriz transposta, — matriz
1 jugada e * matri 1 jugada t ta. é triz d
complexa conjugada e * matriz complexa conjugada transposta. ® é uma matriz de

autovetores, e A é uma matriz diagonal que contém os autovalores.
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Capitulo 3

Estudo de casos

As técnicas mostradas no capitulo 2 foram aplicadas em trés casos distintos de
sistemas mecanicos: sistema com dois graus de liberdade, um sistema de placa
engastada e um sistema de cabos de linhas de transmissio, para todos os casos além
da andlise experimental foi desenvolvido um modelo matemaético, o qual é
imprescindivel para a validagdo dos resultados. Os tipos de casos, bem como, o
modelo matematico, os equipamentos e procedimentos utilizados na andlise

experimental serdo detalhados a seguir.



Capitulo 3: Estudo de casos 42

3.1 Caso 1: Sistema com dois graus de liberdade

Descricdo da bancada

Figura (3.1.1) — Bancada com sistema de dois graus de liberdade.
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1 - Estrutura da bancada 5. Batras
2 - Acelerdmetros f - Conexbes
3 - Martelo de Impacto 7 - Analizador de Sinais
4 - Molas 2 - Microcomputador

Figura (3.1.2) - Esquema da bancada com sistema de dois graus de liberdade.

A figura 3.1.2 mostra esquematicamente os componentes bésicos da bancada
com sistema de 2 graus de liberdade. O microcomputador (8) acoplado com o
analisador de sinais (7) armazena os dados de resposta do sistema. A bancada é
composta por uma estrutura extremamente rigida (1) na qual é acoplado, por meio
de conexdes que permitem somente rotacio (6), um sistema de barras (5) e de molas
(4). Os sensores de vibracdo (2) sdo colocados em pontos localizados nas barras e a

excitacdo é feita diretamente através de um martelo de impacto (3).
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Dados do sistema.

No sistema foram utilizadas duas barras de ago: uma com comprimento de

0,76m (L,.) e com peso de 1,941 Kg (m,,, ) e a outra barra com 0,49 m (L,,) de
comprimento e com peso de 7,016 Kg(m,,, ,).

A massa em excesso correspondente a cada barra pesam: 32,4.10% Kg(m,, . ) e

)e 0,02m (L ).

) e seus comprimentos sdo: 0,0125m (L, , rcesso?

51,7.10°% Kg(m

excesso2

A massa dos parafusos, utilizado para fixacdo das molas, pesam: 279,8.10° Kg

(mpamﬁ,ml) e 43,6.10° Kg (mpamﬁ,mz) e suas distancia em relacdo ao eixo de rotacdo

medem: 0,66 m (d ) e 0,16 m (d ). O acelerébmetro pesa 44.10% Kg

parafusol parafuso?2

(m ) e suas distancia em relacdo ao eixo de rotacio medem 0,24 m

aceleréometro

(d ) e 0,435 m (d ). As molas utilizadas tem rigidez de 3900 N/m

acelerometrol acelerometro?2

(K,) e 900 N/m (K,). E os comprimentos L,. e L,, mostrados na figura (3.1.3)

valem 0,09 m e 0.16 m, respectivamente.

Modelo matemético

Figura (3.1.3) - Sistema com dois graus de liberdade.
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Considerando o sistema ndo-amortecido da figura (3.1.3) e adotando-se os
deslocamentos angulares 6, e 6,, medidos a partir da referéncia inercial, as

equacoes diferenciais do movimento para o sistema sio:

dYM,=1-6 (3.1.1)

dYM,=1,-6, (3.1.2)
I, e I, s@o os momentos de inércia do sistema e sdo dados como:

I =1,,, +1 +1 +1

Barral Parafusol acelerometrol Excessol

(3.1.3)

12 = IBarraZ + IParafusaZ + Iacelemmeth + IExcessoZ
Onde:

2
— mbarral ’ LAC
Barral —
3

2
— mbarmZ ) LDF
Barra2
3

2
_ Mrcessor * Lexcessol
Excessol — 3

Iz (3.1.4)

I — m excesso2 ‘excesso2
Excesso2 3

Parafusol =m parafusol : (dparafusol)z

Parafuso2 = mparafusaZ : (dpamfusoZ)z

m

2
Acelerometrol — ""“acelerometro ( acelemmetml)

NN NN

- ( )
Acelerometro2 — macelemmetm acelerometro?2

Resolvendo as equagdes (3.1.1) e (3.1.2) tém-se:

1,-6,+K, -x,- L, +K, (x,—x,)-L,, =0 (3.1.5)
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12‘é2+K2 '(xz_xl)'LDE =0

Fazendo:

x1=Lyp -0

Xy =Lpg -8,

Substituindo a equacdo (3.1.7) nas equacdes (3.1.5) e (3.1.6) tem-se:

Il'él+(K1'LiB+K2'L2AB)'91_KZ'LAB'LDE'QZ =0
Iz‘éz_Kz'LAB'LDE'91+K2‘L%43'92:0

Expressando-se na forma matricial :

Il 0 01 + (K1+K2)L2AB _KzLABLDE 91 — 0
0 I,]|6, —K,L,;L), KszDE 6, 0

Propondo a solugéo:
0, = A, sen(wr)
91 = —Alcocos(cot)

0, =—A,0” sen(or)

46

(3.1.6)

(3.1.7)

(3.1.8)

(3.1.9)

(3.1.10)

(38.1.11)
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0, = A, sen(or)
8, =-A,wcos(wr) (3.1.12)

éz = —Az(y)2 sen(or)

Substituindo as equagdes (3.1.11) e (3.1.12) na equacdo (3.1.10) tem-se:

-1Lo" +(K, +K,)%; —K,LuLpyg HAI}_{O} (3.1.13)

—Ky)L,sLpy —120)2+K2L%)E Ay o

Através de (3.1.13) determinam-se os autovalores e autovetores do sistema.
Anilise experimental
Os equipamentos utilizados para analise experimental sao:

¢ Hewlett Packard (HP) Dynamic Signal Analyzer 3566/67, para diferentes
tipos de analise dindmica tanto no dominio do tempo como no dominio da
freqiiéncia, com dezesseis canais e interface com microcomputadores - Anexo
C.
e Bancada com sistema de dois graus de liberdade - Figura (3.1.1 e 3.1.2)
e Martelo de Impacto — Anexo C
Modelo — 086C03 (PCB)
Range — 0 — 5001b
Sensibilidade — Plastic - 9,48 mV/Ib / Vinyl — 2,13 mV/N
e Acelerémetros — Anexo C
Modelo — 353B34 (PCB)
Sensibilidade — 96,7 mV/g / 97,2 mV/g
e Software Matlab 6.0.
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Procedimento

Um martelo de impacto é usado para excitar o sistema. A resposta é medida com
dois acelerometros localizados em posicées diferentes como mostradas na figura
(3.1.2).

Com o uso do martelo de impacto excitou-se o sistema num ponto localizado na
barra AC figura (3.1.3) e mediu-se a Funcdo Resposta em Freqiiéncia (FRF) nos
acelerémetros mostrados na figura (3.1.3). Excitou-se novamente o sistema num
ponto localizado na barra DF, e mediu-se a Funcdo Resposta em Freqiiéncia (FRF)
nos acelerometros. Com as FRFs obtidas, sdo utilizadas as técnicas de identificacio
de parametros, para determinacio das freqliiéncias naturais, fatores de
amortecimento e os autovetores. Com os parametros determinados, aplicam-se as
técnicas de identificacio de amortecimento estrutural para identificar a matriz de

amortecimento estrutural.

3.2 Caso 2: Placa engastada.

Descricéo da bancada

A figura 3.2.1 mostra esquematicamente os componentes basicos da bancada
com uma placa engastada. O microcomputador (7) acoplado com o analisador de
sinais (2) armazena os dados de resposta do sistema. A bancada é composta por uma
estrutura extremamente rigida (1) na qual é acoplada por meio de um engaste (5),
uma placa (4). Os sensores de vibracdo (2) sdo colocados préximos (sem contato) dos
pontos localizados na placa e a excitacio é feita diretamente através de um martelo

de impacto (3).
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1 - Estrutura da bancada 5 _Engaste
2- Bensores de proximidade 6 - Analizador de Sinais
3 - Martelo de itmpacto

T - Microcomputador
4-Placa

Figura (3.2.2) - Esquema da bancada com placa engastada.
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Dados da placa

Material — Ago
Dimensdo — 0,31m x 0,195m x 0.002m
Modulo de Elasticidade — 210 GPa

Densidade — 7904,06 Kg | m’

Modelo Matematico

Foi utilizado um software desenvolvido em Fortran (Anexo B), o qual fornece os

autovalores e autovetores do sistema de placa, bem como as matrizes de massa e

rigidez.

Anilise experimental

Os equipamentos utilizados para anilise modal s&o:

Hewlett Packard (HP) Dynamic Signal Analyzer 3566/67, para diferentes
tipos de analise dindmica tanto no dominio do tempo como no dominio da
freqiiéncia, com dezessels canals e comunicacdo com microcomputadores —
Anexo C.
Bancada com uma placa engastada - Figura (3.2.1 e 3.2.2)
Martelo de Impacto — Anexo C.

Modelo — 086C03 (PCB)

Range — 0 — 5001b

Sensibilidade — Plastic - 9,48 mV/Ib / Vinyl — 2,13 mV/N
Sensores de proximidade — Anexo C.

Modelo — 403

Range — 20/100 mil

Sensibilidade — 200 mV/mil

Gap set — 12V
Osciloscopio

Modelo — HP 54602B 150 MHz
Software Matlab 6.0.
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Procedimento

Um martelo de impacto é usado para excitar o sistema. A resposta é medida com
sensores de proximidade localizados em posicées diferentes, como mostra a figura
(3.2.3).

Com o uso do martelo de impacto excitou-se o sistema a fim de obter a Funcéo
Resposta em Freqiiéncia (FRF) através dos sinais dos sensores de proximidades.
Com a FRF obtida sio utilizadas as técnicas de identificacdo de parametros, para
determinacio das frequéncias naturais, fatores de amortecimento e os autovetores.
Siao aplicadas técnicas de identificacio de amortecimento estrutural para encontrar

a matriz de amortecimento estrutural.

a3

] P

= £ =
* . ] . L] . [

- + - (j na

¥

¥ L ] L] ] - .

& & & £) 31

X

Figura (3.2.3) - Vista superior da placa engastada. Localizacdo dos sensores em
relagdo a origem. S1(0.31,0), S2(0.31,0.0975), S3(0.155,0.195) em

metros.
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3.3 Caso 3: Sistema de cabos de linhas de transmisséao

Descri¢do da bancada de testes

Figura (3.3.1) - Bancada para ensaios automatizados de cabos condutores.
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mE
-y AT
=
15
SH4 11
14 g : |
1 g 7 —=|:[| 7 1B ,
sl \ 0 -/ |/
\ 10fd
—— athostra de cabo 13
== conexBes mecinicas
—— rcahos glétricos .
U —— cahos
: 12
1 - Microcomputador
2 - Analizador de sinais @ - Bistema de alavatica
3 - Controlador Légico Programéwel 10 - Redutor
4 - Motoredutor 11 - Motoredutor
5 - Bistema de Transmissdo por cotrente 12 - Bistema de peso morto
6 - Bistema de pré-tensionamento 13- Bervomotor
T - Bistema cfnico de terminagio 14- Wartelo de lmpacta
& - Céhsla de carga 15 - Acelerdmetros

Figura (3.3.2) - Esquema da bancada para ensaios automatizados de cabos

condutores.

A figura 3.3.2 mostra esquematicamente os componentes basicos da bancada de
cabos condutores. O microcomputador (1) controla o desempenho do teste através do
uso de um CLP — Controlador Légico Programavel (3) e monitoramento continuo de
um sensor de forca (7).

Um sistema de pretensionamento mecanico (4-6) serve para aplicar uma tensio
mecanica da ordem de 5% da carga de ruptura do material, para colocacdo dos
sensores. A capacidade de tracionamento mecanico deste sistema é da ordem de 10
kN.

O sistema (8-12) serve para controlar automaticamente a carga mecanica no
cabo, usando um sistema de servomecanismo (13). O sinal elétrico de controle é

proporcional a diferenca entre a carga mecanica programada e a carga medida pela
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célula de carga (8). A capacidade de tracionamento mecanico deste sistema é 200
kN. Em caso de falta de energia somente o computador e alguns instrumentos
permanecem operando através de um “no break”.

Para economizar energia, um sistema automético de peso-morto (12) é usado
para manter a tensdo mecanica na amostra. Este sistema permite uma grande
economia de energia elétrica.

A célula de carga de 200 kN tem uma resolucio de 96 N e outra célula de carga
de 50 kN tem uma resolucio de 25 N.

Os sensores de vibracdo (acelerometros) sdo colocados ao longo da amostra e a

excitacdo é feita diretamente na mesma através de um martelo de impacto.

Dados do cabo

Comprimento do Cabo (I)— 32.322m
Tragao no Cabo —15860 N;
Densidade x Area — 0.8128 kg/m
Modulo de Elasticidade x Inércia — 10.0866 N.m?
Localizagdo dos Sensores - Sensor 1 — 1/2
Sensor 2 — 3L/8
Sensor 3 — L/4

Modelo matemético

Para a anélise do efeito de vibracées em cabos condutores, o modelo fisico
considerado é o de uma viga sob a acdo de uma carga axial . O modelo normalmente
utilizado para avaliar o comportamento do cabo submetido a acdo de um esforco
externo (como por exemplo, a excitacdo devido ao vento) e a um esforco axial (carga
para manter o cabo sob a tensido mecanica de projeto), é mostrado na figura (3.3.3).
Consideram-se assim, os efeitos da carga axial e da flexdo que sdo os principais

fatores que fazem que os cabos falhem por fadiga.
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tt T Jixt)
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+

! a st dx —

Figura (3.3.3) - Elemento de viga submetido a um esforco axial.

A equacio diferencial que representa o movimento do cabo é dada por:

4 2 2
0 w(x,t)+pAa w(x,t)_Pa w( x,t)

EI
ox* or? ox?

=f(xt) (3.3.1)

Para resolugdo numérica utiliza-se o método dos elementos finitos. O elemento

finito utilizado é o lagrangeano cubico.

wl w2- w3 w4

Onde 1, 2, 3 e 4 representam os pontos nodais do elemento e wi, ws wsz e wu
representam os deslocamentos nodais do cabo. Os deslocamentos nodais podem ser

encontrados, aproximando-se:
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wix,t)=w(x,t)=0,(x)w, (3.3.2)
onde w, representa os deslocamentos nodais e @i(x) representa as fungdes de

interpolacdo de elementos finitos. Substituindo (3.3.2) em (3.3.1) e fazendo a

excitacdo externa f(x,t) nula, obtém-se:

4 ~ 2 2~
Elé’v;)(cjc,t) oA 3vgzxt) 3v;)(cjc,t):
onde &(x,t) é um erro cometido devido & aproximacio dada em (3.3.2). Usando-se o

método Galerkin-FEM (Zienkiewicz, 1987), tem-se:

&(x,t) (3.3.3)

Tre(x,0)0,(x )dvdr =0 (3.3.4)

t10

onde / é o comprimento fisico do elemento do cabo. Usando (3.3.4) em (3.3.3),

encontra-se a equac¢ao do movimento, ou seja:

[, Ji, +1K b = £y (3.3.5)
Onde:
83w(xt) 0% W( x,1) 00 ,(x )‘ azw(xt) B (3.3.6)
{ e — 5 9,(x)-EI o o ‘ o o;(x )L— fi(x1) .3

(3.3.7)

J.( 3 g.(x) 0 ¢(x)+P&¢i(x)9¢j(x)de:K‘i
) o> k> K o !

A, ()0, (x)dx = M, (3.5.9)
0
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Para resolucido matematica usa-se o elemento lagrangeano cubico:

0,(&)=(—98" +9E> +E—1)/16 NEISY
0,(&)=(278" 98> —276+9)/16 S1<E<]
0,(&)=(—27&" —9E> +27£+9)/16 S1<E<]

0,(8)=(98" +98* -E—1)/16 S1<E<]
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(3.3.9

(3.3.10)

(8.3.11)

(3.3.12)
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Capitulo 4

Resultados e Discussoes

4.1 Exemplo numérico utilizando dados analiticos

As equacdes (4.1.1), (4.1.2), (4.1.3) mostram que as matrizes de massa, rigidez e

amortecimento de um determinado sistema sdo respectivamente:

5 0 0 O
0O 10 0 O
M = (4.1.1)
0O 0 10 O
O 0 0 5
2 -1 0 O
-1 2 -1 0
K = (4.1.2)
0o -1 2 -1
0O 0 -1 1
0.02 -0.01 0 0
-0.01 0.02 -0.01 0
C = (4.1.3)

0 -0.01 0.02 -0.01
0 0 -0.01 0.01
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A equacdo (4.1.4) mostra a matriz de amortecimento identificada a partir do
método de amortecimento proporcional generalizado, descrito no item (2.2.1). A
funcdo de forma obtida pode ser vista na equacdo (4.1.5), trata-se de uma funcéao do

terceiro grau. A figura (4.1.1) é o grafico da equagio (4.1.5).

002 -001 0 0
-0.01 002 -001 O
C = (4.1.49)
0 -0.01 0.02 -0.01
0 0 -0.01 0.01
E(w)=12.2500x10" +0.031415- @-4.29804x10"° - @* +3.10095x10” - @’ (4.1.5)
x 10°
5 T T
—— Funcéo Ajustada
O Valor Recalculado
Q i
o
E
(&)
2
o |
€
©
3
S
& i
_1 L L L L L | |
0 0.02 0.04 006 0.08 0.1 012  0.14  0.16

Freqiiéncia(Hz)

Figura (4.1.1) - Curva do fator de amortecimento do exemplo.
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Tabela (4.1.1) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método de amortecimento proporcional generalizado.

REP Método de Amortecimento
Proporcional Generalizado | Erro* (%) na| Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia Fator de
Fator de Freqiiéncia Fator de .
Natural Natural amortecimento
amortecimento | Natural (Hz) | amortecimento
(Hz)
0.0200 0.0006 0.0200 0.0006 0.00% 0.00%
0.0615 0.0019 0.0615 0.0019 0.00% 0.00%
0.0943 0.0030 0.0943 0.0030 0.00% 0.00%
0.1107 0.0035 0.1107 0.0035 0.00% 0.00%

(*) Erro

_|valor(RFP)-Valor(mMETODO)

| Valor(RFP)

|><100

A equacdo (4.1.6) mostra a matriz de amortecimento identificada através do

método de amortecimento ndo proporcional.

0.0213 -0.0086 0.0010  0.0004
_|-0.0086 0.0171 -0.0110 0.0009
“10.0010 -0.0110 0.0164 -0.0096

0.0004  0.0009

-0.0096 0.0119

(4.1.6)

Tabela (4.1.2) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método de amortecimento ndo proporcional.

REP Meétodo de Amortecimento
Nzo Proporcional Erro* (%) na| Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia Fator de
Fator de Freqiiéncia Fator de .
Natural Natural amortecimento
amortecimento | Natural (Hz) | amortecimento
(Hz)
0.0200 0.0006 0.0200 0.0006 0.00% 0.00%
0.0615 0.0019 0.0615 0.0019 0.00% 0.00%
0.0943 0.0030 0.0943 0.0030 0.00% 0.00%
0.1107 0.0035 0.1107 0.0035 0.00% 0.00%

(*) Erro

_|vator(RFP)~Valor(METODO)

| Valor(RFP)

|><100
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A equacdo (4.1.7) mostra a matriz de amortecimento identificada através do método

iterativo.
0.02 -0.01 0 0
-0.01 0.02 -0.01 0
C= (4.1.7)
0 -0.01 0.02 -0.01
0 0 -0.01 0.01

Tabela (4.1.3) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método iterativo.

RFP Meétodo Iterativo
i Erro* (%) na| Erro* (%) no
Freqiiéncia . .
Fator de Freqiiéncia Fator de Freqgiiéncia Fator de
Natural . . )
() amortecimento | Natural (Hz) | amortecimento| Natural | amortecimento
£
0.0200 0.0006 0.0200 0.0006 0.00% 0.00%
0.0615 0.0019 0.0615 0.0019 0.00% 0.00%
0.0943 0.0030 0.0943 0.0030 0.00% 0.00%
0.1107 0.0035 0.1107 0.0035 0.00% 0.00%

(%) Erro —|Valor(RFP)~Valor(METODO) |
- | Valor(RFP) |

A equacdo (4.1.8) mostra a matriz de amortecimento identificada através do método

direto.

0.02 -0.01 0 0
-0.01 0.02 -0.01 0
C = (4.1.89)
0 -0.01 0.02 -0.01

0 0 -0.01 0.01
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Tabela (4.1.4) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método direto.

RFP Meétodo Direto
Erro* (%)na| Erro* (%) no
Freqiiéncia . .
Fator de Freqiiéncia Fator de Freqiiéncia Fator de
Natural . . .

() amortecimento | Natural (Hz) | amortecimento| Natural amortecimento
0.0200 0.0006 0.0200 0.0006 0.00% 0.00%
0.0615 0.0019 0.0615 0.0019 0.00% 0.00%
0.0943 0.0030 0.0943 0.0030 0.00% 0.00%
0.1107 0.0035 0.1107 0.0035 0.00% 0.00%

(*) Erro

_|valor(RFP)-valor(METODO)|

Valor(RFP)

|><100

Para o exemplo numérico os métodos foram bem precisos como mostram as tabelas

de (4.1.1) a (4.1.4) pois considera-se um sistema livre de ruido.

4.2 Caso 1: Sistema com dois graus de Liberdade.

A faixa de freqiiéncia para este caso foi baseada no nimero de modos de vibrar a

ser considerado na analise. Como foi trabalhado com os dois primeiros modos de

vibrar, a faixa de freqiiéncia utilizada foi de 0 - 12,6 Hz.

Primeiro modo de vibrar

Para a excitagdo do primeiro modo de vibrar, o sinal medido tem uma resolugéo

de frequéncia igual a 0,03125 Hz, foram coletados 400 pontos numa faixa de 0-12.5

Hz.
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Tabela (4.2.1) - Estimacdo dos parametros modais do primeiro modo de vibrar

através de diferentes métodos.

Fregqiiéncia .
Freqiiéncia | Erro** Razio de
Natural(Hz) ) Autovetores
. || Natural(Hz)| (%) |Amortecimento
(Numérico)

CEM 2.84753 24082 2.696% 0.0224 (-0.000071 - 0.0003741)
ITD 2.3473 24030 2.374% 0.0291 (-0.000051 - 0.0004011)
RFP 2.3473 2.3907 1.851% 0.0264 (0.000006 - 0.0006091)
HEM* 2.3473 2.3473 — 0.0290 (0.000039 - 0.0004101)

(*) A Freqiiéncia natural é um dado de entrada para esse método.

_ | Freq.Natural(Numérico) — Freq.Natural(Experimental )|

(me) Erro | x100

| Freq.Natural(Numérico)

©

Magnitude (dB)
3
@

—_
o
|

8
. (b) Frequencia (Hz)
T T

Fase (Rad)

-4 1 1 1 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12
«10° ©) Frequencia (Hz)
6 T
41 _
3 ]
o 0 "‘VZ
2 i
.4 L L | [ [ [
0 5 10 15 25 30

20
Tempo(s)

Figura (4.2.1) - (a) FRF, (b) Angulo de fase e (¢) IRF calculado a partir de FRF.
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Tabela (4.2.2) - Estimacdo dos parametros modais do primeiro modo de vibrar

através de diferentes métodos.

Freqiiéncia .
Freqiiéncia | Erro** Razao de
Natural(Hz) . Autovetores
. | Natural(Hz)| (%) |Amortecimento
(Numérico)
CEM 23473 2.4003 2.258% 0.0283 (-0.000309 - 0.0045051)
ITD 23473 2.3996 2.227% 0.0246 (-0.0003375 - 0.00443781)
RFP 28473 2.3930 1.947% 0.02653 (-0.000607 - 0.0071671)
HEM#* 23473 2.3473 —_— 0.0256 (0.000603 - 0.0045881)
(*) A Freqiiéncia natural é um dado de entrada para esse método.
Freq.Natural| Numérico)— Freq.Natural\ Experimental
(*%) Erro = |1 ( )= Freq o (Exp 100
Freq.Natural (Numerlco) |
(@)
@ 10° .
g
§ 102} q
0 2 4 G(b) Frequen(?la (Hz) 10 12
4 ‘
= 2F
8
@
w oo
_4 L | | | | |
0 2 4 G(C) Frequencﬁa (Hz) 10 12
0.04 ‘
0.02 -
©
&) W\—J
0 [
-0.02 | L | L L L
0 5 10 15 25 30

Figura (4.2.2) - (a) FRF,

20
Tempo(s)

(b) Angulo de fase e () IRF calculado a partir de FRF.
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Tabela (4.2.3) - Comparagio da relagdo dos autovetores A, e A, teéricos, com os

obtidos através das técnicas de identificagdo de parametros, referente ao primeiro

modo de vibracao.

Autovetores

Autovetores Erro**
(A2/A1)*
] Az/A1D)* %)

(Numérico)
CEM 20.8689 21.4439 2.756%
ITD 20.8689 19.9107 4.591%
RFP 20.8689 21.3911 2.5603%
HEM 20.5689 20.3434 2.618%

acelerometro2

) A, abs(autovet0r2)‘ d
A abs(autovetorl) d

acelerometrol

Autovetores(Numérico) - Autovetores(Experimental )| %100

(**) Erro =
| Autovetores(Numérico) |

Segundo modo de vibrar

Para a excitagdo do segundo modo de vibrar, o sinal medido tem uma resolucgao
de freqiéncia igual a 0,0625 Hz, foram coletados 200 pontos numa faixa de 0 -12.5
Hz.

Tabela (4.2.4) - Estimacdo dos parametros modais do segundo modo de vibrar

através de diferentes métodos.

Freqiiéncia .
Freqiiéncia | Erro** Razio de
Natural(Hz) ) Autovetores
. | Natural(Hz)| (%) |Amortecimento
(Numérico)
CEM 10.4169 10.3794 0.360% 0.0057 (0.002431 - 0.0164471)
ITD 10.4169 10.38553 0.304% 0.0056 (0.001571 - 0.0163581)
RFP 10.4169 10.4150 0.018% 0.0052 (0.000229 - 0.0057121)
HEM* 10.4169 10.4169 — 0.0053 (-0.005111 - 0.0134021)

(*) A Freqiiéncia natural é um dado de entrada para esse método.

(%) Erro | Freq.Natural (Numérico) — Freq.Natural(Experimental )| <100

Freq.Natural (Nume’rico)
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Figura (4.2.3) - (a) FRF, (b) Angulo de fase e (¢) IRF calculado a partir de FRF.
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Tabela (4.2.5) - Estimacdo dos parametros modais do segundo modo de vibrar

através de diferentes métodos.

Freqiiéncia .
Freqiiéncia | Erro** Razio de
Natural(Hz) ) Autovetores
. | Natural(Hz)| (%) |Amortecimento

(Numérico)
CEM 10.4169 10.38853 0.274% 0.0055 (-0.000144 + 0.0024501)
ITD 10.4169 10.5841 0.315% 0.0056 (-0.000237 + 0.0024741)
RFP 10.4169 10.4145 0.024% 0.00563 (-0.000039 + 0.0008751)

HEM* 10.4169 10.4169 — 0.0053 (0.000783 + 0.0020451)
(*) A Freqiiéncia natural é um dado de entrada para esse método.
Freq.Natural|Numérico)— Freq.Natural| Experimental
(**) Erro :| q ( ) q (Exp )|

Freq.Natural (Nume’rico)

|><100
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Figura (4.2.4) - (a) FRF, (b) Angulo de fase e (¢) IRF calculado a partir de FRF.
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Tabela (4.2.6) - Comparagio da relagdo dos autovetores A, e A, teéricos, com os

obtidos através das técnicas de identificacdo de parametros, referente ao segundo

modo de vibracao.

Autovetores

Autovetores Erro**
(A2/A1)*
] Az/A1D)* %)

(Numérico)
CEM -0.2787 -0.2675 3.983%
ITD -0.2787 -0.2741 1.611%
RFP -0.2787 -0.2770 0.5690%
HEM -0.2787 -0.2768 0.673%

(*) ﬁ _ abS(dutOVetOrz) . dacelemmeth
A abs(autovetorl) d

acelerometrol

Autovetores(Numérico) - Autovetores(Experimental )| %100

(**) Erro = —
| Autovetores(Numérico)

A funcdo de transferéncia medida foi ajustada utilizando os métodos de
identificacdo dos parametros modais vistas na secdo 2.1.1 a 2.1.4, aplicando para
cada modo individual. As tabelas de 4.2.1 a 4.2.2 e de 4.2.4 a 4.2.5 mostram os
valores ajustados da funcdo transferéncia pelos métodos estudados, bem como a
comparacdo das freqiiéncias naturais numéricas e estimadas. Através dessas
tabelas, fica claro que as frequiéncias naturais obtidas através do método fracio
racional polinomial (RFP) obtiveram melhores resultados. As tabelas 4.2.2 e 4.2.6
comparam os modos de vibrar estimados com os modos de vibrar numérico, e nota-se
novamente que o melhor resultado obtido é pelo método RFP. Isso mostra que o
melhor método de identificacdo de parametros, entre os estudados, é RFP como ja
havia concluido Iglesias (2000). Pode-se verificar que o modelo teérico estd muito
préximo do modelo experimental, e que o sistema é levemente amortecido, o que
permite a aplicacdo das técnicas de identificacdo de amortecimento estrutural
mostradas na secao 2.2.

A equagdo abaixo mostra as matrizes de massa e rigidez do sistema,

determinadas a partir da equacdo (3.1.10).
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0.4943 0 20909 -95
M = K = (4.2.1)
0 0.0850 -95 23

A equacdo (4.2.2), obtida através da equacdo (2.2.1.8) mostra a matriz de
amortecimento identificada a partir do método de amortecimento proporcional
generalizado, descrito no item (2.2.1). A funcio de forma obtida através da equacdo
(2.2.1.6), pode ser vista na equacdo (4.2.3), trata-se de uma funcéo de primeiro grau.

A figura (4.2.5) é o grafico da equacdo (4.2.3).

[0.3384 0.0023 (42.2)
~10.0023  0.0662 -
&(w)=0.032612-0.002629 - @ (4.2.3)

0.035F - E
—— Funcéao Ajustada

O Valor Recalculado

0.03

0.025

0.02 -

0.015+

0.01}

Fator de amortecimento

0.005 -

1 1 1 | 1
0 2 4 6 8 10 12
Freqiiéncia(Hz)

Figura (4.2.5)- Curva do fator de amortecimento para o sistema de dois graus de

liberdade.
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Tabela (4.2.7) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método de amortecimento proporcional generalizado.

Amortecimento
RFP ) )
Proporcional Generalizado Erro* (%) na Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia Freqiiéncia Fator de
Fator de Fator de .
Natural Natural Natural amortecimento
amortecimento amortecimento
(Hz) (Hz)

2.3473 0.0264 2.3464 0.0264 0.035% 0.035%

10.4169 0.0052 10.4167 0.0052 0.001% 0.002%

(%) Erro = |Valor(RFP) ~Valor(METODO) |
B Valor(RFP) |

As equacdes de (4.2.4) a (4.2.6) mostram a matriz de amortecimento identificada

através do método amortecimento nio proporcional, para trés tipos de configuracoes.

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

0.3383 0.0022
0.0022 0.0662

(4.2.4)

2) Resultados obtidos com os autovetores da anélise experimental (RFP).

[03217  -0.0526
T 1-0.0526 0.0762

(4.2.5)
3) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP)

desconsiderando a parte imaginaria.

_[03320 -0.0178
" 1-0.0178  0.0697

(4.2.6)
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Tabela (4.2.8)-Comparacio dos paradmetros modais obtidos antes e depois do método

de amortecimento ndo proporcional.

REP Método de Amortecimento
Nio Proporcional Erro* (%) na| Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia Freqiiéncia Fator de
Fator de Fator de .
Natural Natural Natural amortecimento
amortecimento amortecimento
(Hz) (Hz)
Modelo 2.3473 0.0264 2.3465 0.0264 0.034% 0.161%
Numeérico 10.4169 0.0052 10.4167 0.0052 0.001% 0.383%
Andlise 2.3473 0.0264 2.3464 0.0283 0.038% 7.034%
Experimental| 10.4169 0.0052 10.4166 0.0054 0.002% 3.448%
Andlise 2.3473 0.0264 2.3464 0.0271 0.038% 2.496%
Experimental
s/ parte 10.4169 0.0052 10.4167 0.0053 0.001% 1.5632%
Imagindria
Valor(RFP)—-Valor\METODO
* Err0—| ( ) ( )|><100

Valor(RFP) |

As equacdes de (4.2.7) a (4.2.9) mostram a matriz de amortecimento identificada

através do método iterativo, para trés tipos de configuracoes.

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

[0.3383 0.0023
©10.0023  0.0662

(4.2.7)

2) Resultados obtidos com os autovetores da anélise experimental (RFP).

[o
"~ 1-0.0231

3) Resultados obtidos com os autovetores da anélise experimental (RFP)

2713

-0.0231
0.0741

desconsiderando a parte imaginaria.

03596 0.0230
©10.0230  0.0649

(4.2.8)

(4.2.9)




Capitulo 4: Resultados e Discussées

72

Tabela (4.2.9) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método iterativo.
RFP Meétodo Iterativo
i i Erro* (%) na| Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia L.
Fator de Fator de Freqiiéncia Fator de
Natural Natural .
amortecimento amortecimento Natural amortecimento
(Hz) (Hz)

Modelo 2.8473 0.0264 2.3465 0.0264 0.034% 0.1561%
Numérico 10.4169 0.0052 10.4167 0.0052 0.001% 0.383%
Andlise 2.8473 0.0264 2.3463 0.0286 0.042% 8.169%
Experimental| 10.4169 0.0052 10.4168 0.0044 0.001% 156.708%
Andlise 23473 0.0264 2.3464 0.0268 0.038% 1.361%

Experimental
s/ parte 10.4169 0.0052 10.4167 0.0054 0.001% 3.448%

Imagindria
_|vator(rFP)-vator(mETODO) |

(*) Erro |

Valor(RFP) |

As equacdes de (4.2.10) a (4.2.12) mostram a matriz de amortecimento

identificada através do método direto, para trés tipos de configuracoes.

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

[0.3383 0.0023
©10.0023 0.0662

(4.2.10)

2) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP).

[o
"~ 1-0.0071

3112

-0.0071
0.1014

(4.2.11)

3) Resultados obtidos com os autovetores da anélise experimental (RFP)

desconsiderando a parte imaginaria.

_[0.3515 0.0215
~10.0215 0.0616

(4.2.12)
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Tabela (4.2.10) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método direto.

RFP Meétodo Direto
i _ Erro* (%) na | Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia L.
Fator de Fator de Freqiiéncia Fator de
Natural . Natural . .
amortecimento amortecimento Natural amortecimento
(Hz) (Hz)
Modelo 2.3473 0.0264 2.3465 0.0265 0.034% 0.226%
Numeérico 10.4169 0.0052 10.4167 0.0052 0.001% 0.383%
Andlise 2.3473 0.0264 2.3454 0.0400 0.080% 51.285%
Experimental| 10.4169 0.0052 10.4167 0.0049 0.001% 6.130%
Andlise 2.3473 0.0264 2.8465 0.0254 0.034% 3.933%
Experimental
s/ parte 10.4169 0.0052 10.4167 0.0053 0.001% 1.532%
Imagindria
_|vator(rFP)-vator(mETODO) |

(*) Erro |

Valor(RFP) |

4.3 Caso 2: Placa Engastada

A faixa de freqiiéncia para este caso foi baseado no nimero de modos de vibrar a

ser considerado na andlise. Considerando apenas os trés primeiros modos de vibrar,

foram coletados 1600 pontos numa a faixa de freqiiéncia de 0-200 Hz, o que fornece

uma resolucao de 0,125 Hz.

As figuras a seguir mostram os trés primeiros modos de vibrar da placa

engastada que foram simulados num software comercial ALGOR.
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Displacement

2.052
17589
14657
11726
0.87944
0.58629
% 020315

Figura (4.3.1) - Primeiro modo de vibrar(@, =17.5785 Hz).

Displacement
2.7952

Figura (4.3.2) - Segundo modo de vibrar(®, = 63.6524 Hz).
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Displacement

2.0944
17952
1.496
11268
0.8976
0.5984

Figura (4.3.3) - Terceiro modo de vibrar(w, =109.0570 Hz).

Primeiro ponto (S1)

Tabela (4.3.1) - Estimacio dos parametros modais através de diferentes métodos.

Freqiiéncia Natural (H z) Fatoz: de Autovetores
amortecimento

16.8658 0.0031 -0.0007372 + 0.02048431

a 61.9017 0.0010 0.003106 + 0.01398551
) 106.4555 0.0029 -0.0006643 - 0.01842341
16.8713 0.0045 0.0006525 + 0.02456581

2 61.8916 0.0012 0.0021940 + 0.0154764i
© 105.5047 0.0023 -0.0020917 - 0.01645701
16.8969 0.0044 0.0025454 + 0.01383581
& 61.9052 0.0011 0.0009564 + 0.00815711
3 105.521 0.0025 -0.0009259 - 0.00953071
16.875 0.0045 0.0013731 + 0.02535691
E 61.875 0.0010 0.0002991 + 0.01402611
& 105.5 0.0028 -0.0020572 - 0.01812691
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Figura (4.3.4) - (a) FRF, (b) Angulo de fase e (c) IRF calculado a partir de FRF.
Segundo Ponto (S2)

Tabela (4.3.2) - Estimacdo dos parametros modais através de diferentes métodos.

Fator de
Freqiiéncia Natural (Hz) . Autovetores
amortecimento
a 16.8820 0.0032 0.0018579 + 0.02145121
5 105.4744 0.0021 -0.0010728 - 0.0169341
S 16.8685 0.0041 0.000003 + 0.02397381
éﬂ) 105.4864 0.0023 -0.0015628 - 0.0178671
o 16.8964 0.0044 0.0024648 + 0.01387871
E 105.56201 0.0025 -0.0008994 - 0.01032321
p= 16.875 0.0047 0.0013327 + 0.02583801
% 105.5 0.0024 -0.0020786 - 0.01817661
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Figura (4.3.5) - (a) FRF, (b) Angulo de fase e (¢) IRF calculado a partir de FRF.
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Terceiro Ponto (Ss)

Tabela (4.3.3) - Estimacio dos parametros modais através de diferentes métodos.

78

Freqiiéncia Natural(Hz) Fatoz: de Autovetores
amortecimento

16.9263 0.0046 0.00309914 + 0.0082007i

E 61.9041 0.0011 -0.00195653 - 0.00819191

h 105.5074 0.0026 0.0020332 + 0.01486491
16.9149 0.0081 0.0026164 + 0.010963291

E 61.9061 0.0011 -0.0020790 - 0.008254541
© 105.4940 0.0027 0.0016896 + 0.015004661
16.8934 0.0044 0.0006668 + 0.004898281

E 61.9017 0.0010 -0.0004837 - 0.004566221
105.5322 0.0026 0.0011179 + 0.008155331

16.875 0.0049 0.0002594 + 0.009298181
E 61.875 0.0010 -0.00020544 - 0.008342781
= 1056.5 0.0024 0.00175560 + 0.014040441
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Figura (4.3.6) - (a) FRF, (b) Angulo de fase e (c) IRF calculado a partir de FRF.
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Tabela (4.3.4) - Comparacdo dos resultados via FEM com os encontrados através do

método de Ibrahim (ITD).

FEM ITD
Freqiiéncia Freqiiéncia
Autovetores Autovetores
Natural Natural | Erro(%) Erro(%)
(Absoluto) (Absoluto)
(Hz) (Hz)
2.0466 1.8878 7.76%
17.692 2.0667 16.5913 3.98% 1.983 3.64%
0.6743 0.8074 19.72%
2.8052 2.8022 0.11%
63.8514 0 61.9029 2.99% 0 0.00%
-1.6167 -1.6474 1.59%
-1.9700 -2.2662 14.562%
110.84 -2.1477 106.4791 4.54% -2.0767 3.31%
1.6354 1.8561 12.27%

Tabela (4.3.5) - Comparacdo dos resultados via FEM com os encontrados através do

método exponencial complexo (CEM).

FEM CEM
Freqiiéncia Freqiiéncia
Autovetores Autovetores
Natural Natural | Erro(%) Erro(%)
(Absoluto) (Absoluto)
(Hz) (Hz)

2.0466 1.8392 10.14%
17.692 2.05667 16.5849 4.02% 1.7943 12.72%
0.6743 0.8436 256.09%

2.8052 2.7944 0.39%

63.814 0 61.5959 3.00% 0 0.00%

-1.6167 -1.6218 8.87%

-1.9700 -1.857 5.74%

110.84 21477 1056.4951 4.82% -2.0077 6.52%

1.6354 1.6902 3.356%
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Tabela (4.3.6) - Comparacdo dos resultados via FEM com os encontrados através do

método fracdo racional polinomial (RFP).

FEM RFP
Freqiiéncia Freqiiéncia
Autovetores Autovetores
Natural Natural | Erro(%) Erro(%)
(Absoluto) (Absoluto)
(Hz) (Hz)
2.0466 2.009 1.84%
17.692 2.0667 16.89565 3.96% 2013 2.08%
0.6743 0.706 4.69%
2.80562 2.8073 0.07%
63.814 0 61.9024 3.00% 0 0.00%
-1.6167 -1.56695 2.92%
-1.9700 -1.9344 1.81%
110.84 -2.1477 106.6246 4.80% -2.0933 2.64%
1.6354 1.6629 1.68%

Tabela (4.3.7) - Comparacdo dos resultados via FEM com os encontrados através do

método de envelope de Hilbert (HEM).

FEM HEM
Freqiiéncia Freqiiéncia
Autovetores Autovetores
Natural Natural | Erro(%) Erro(%)
(Absoluto) (Absoluto)
(Hz) (Hz)
2.0466 1.9766 3.42%
17.692 2.05667 16.875 4.08% 2.0139 2.03%
0.6743 0.724 7.36%
2.80562 2.8003 0.18%
63.814 0 61.875 3.04% 0 0.00%
-1.6167 -1.6658 3.03%
-1.9700 -2.2027 11.81%
110.84 -2.1477 106.6 4.82% -2.209 2.80%
1.6354 1.7085 4.47%
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A funcdo de transferéncia medida foi ajustada utilizando os métodos de
identificacdo dos parametros modais vistas nas secoes 2.1.1 a 2.1.4, aplicando para
todos modos juntos. As tabelas de 4.3.1 a 4.3.3 mostram os valores estimados da
funcao transferéncia pelos métodos estudados. As tabelas 4.3.4 a 4.3.7 mostram a
comparacdo dos modos de vibrar e frequéncias naturais estimados através dos
métodos vistos com os obtidos através do método de elementos finitos (Fortran).
Através dessas tabelas, fica claro que as freqiiéncias naturais e os modos de vibrar
obtidos através do método fracdo racional polinomial (RFP) obtiveram melhores
resultados. As figuras de 4.3.4 a 4.3.6 mostram a amplitude, a fase e a funcio
transferéncia no dominio do tempo medido em cada ponto. Pode-se verificar que os
resultados obtidos via métodos de elementos finitos (Fortran) estdo muito préximos
dos obtidos experimental, e que o sistema é levemente amortecido, o que permite a
aplicacao das técnicas de identificacido de amortecimento estrutural mostradas na
secao 2.2.

As equacdes (4.3.1) e (4.3.2) mostram as matrizes de massa e rigidez reduzidas,
obtidas através do método IRS iterativo (Anexo A.3), reproduzindo o conjunto modal

do sistema completo.

0.3528 —0.1009 0.1945
M_ =|-0.1009 0.2576 —0.1767 (4.3.1)
0.1945 —0.1767 0.2341

84008.77 —71813.24  47007.66
K, =|-71813.24 84343.85 —60456.87 (4.3.2)
47007.66 —60456.87 46709.08

A equacdo (4.3.3) obtido através da equacdo (2.2.1.8), mostra a matriz de
amortecimento identificada a partir do método de amortecimento proporcional

generalizado, descrito no item (2.2.1). A funcio de forma obtida através da equacédo
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(2.2.1.6) pode ser vista na equagio (4.3.4), trata-se de uma fungio do segundo grau.

A figura (4.3.7) é o grafico da equacdo (4.3.4).

0.7821 -0.4916  0.4429
C=|-049169 0.5965 -0.3889
0.4429  -0.3889 0.3639

E(w) = 0.0069889 - 0.0001628 - @+ 0.00000110 - @*

7 — Fungédo Ajustada ||
O Valor Recalculado

Fator de amortecimento

1+ 4

1 |
0 20 40 60 80 100 120
Freqiiéncia(Hz)

Figura (4.3.7) - Curva do fator de amortecimento para a placa engastada.

(4.3.3)

(4.3.4)
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Tabela (4.3.8) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método de amortecimento proporcional generalizado.

Meétodo de Amortecimento
RFP ) _ Erro* (%)
Proporcional Generalizado Erro* (%) no
na
Freqiiéncia Freqiiéncia . Fator de
Fator de Fator de Freqiiéncia .
Natural Natural amortecimento
amortecimento amortecimento | Natural
(Hz) (Hz)
17.56920 0.0044 17.6922 0.0044 0.001% 0.00%
63.8140 0.0011 63.8137 0.0011 0.000% 0.00%
110.840 0.0025 110.8417 0.0025 0.001% 0.00%
_|vator(RFP)—Valor(METODO)

(*) Erro | |><100

Valor(RFP)

As equacdes de (4.3.5) a (4.3.7) mostram a matriz de amortecimento identificada

através do método amortecimento nio proporcional, para trés tipos de configuracoes.

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

0.7821  -0.4916 0.4429
C=|-0.4916 0.5964 -0.3889 (4.3.5)
0.4429  -0.3889 0.3639
2) Resultados obtidos com os autovetores da anélise experimental (RFP)
6.8598 -1.8092 3.3693
C=|-1.8092 3.8442 -3.6450 (4.3.6)
33693 -3.6450 1.7371
3) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP)
desconsiderando a parte imaginaria.
0.7507 -0.4704 0.4132
C=1-04704 0.5908 -0.3695 (4.3.7)
0.4132  -0.3695 0.3403
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Tabela (4.3.9) - Comparacio dos pardmetros modais obtidos antes e depois do

método de amortecimento ndo proporcional.

Método de Amortecimento
RFP ) Erro* (%)
Nio Proporcional Erro* (%) no
na
Freqiiéncia Freqgiiéncia . Fator de
Fator de Fator de Freqiiéncia .
Natural Natural amortecimento
amortecimento amortecimento| Natural
(Hz) (Hz)
17.56920 0.0045 17.6922 0.0045 0.001% 0.761%
Modelo
. 63.8140 0.0011 63.8138 0.0011 0.000% 0.900%
Numeérico
110.8400 0.0026 110.8417 0.0026 0.001% 1.602%
. 17.56920 0.0045 17.6160 0.0012 0.136% 73.130%
Analise
. 63.8140 0.0011 63.7691 0.0013 0.070% 17.117%
Experimental
110.8400 0.0026 110.7709 0.0022 0.062% 14.028%
Andlise 17.56920 0.0045 17.6922 0.0045 0.001% 0.761%
Experimental 63.8140 0.0011 63.8138 0.0011 0.000% 0.900%
s/ parte
. . . 110.8400 0.0026 110.8417 0.0026 0.001% 1.602%
Imagindria
_|valor(RFP) - valor(METODO)|

(*) Erro |

Valor(RFP)

|><100

As equacdes de (4.3.8) a (4.3.10) mostram a matriz de amortecimento

identificada através do método iterativo, para trés tipos de configuracoes.

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

0.7821
-0.4917
0.4430

C

-0.4917 0.4430
0.5965
-0.3890  0.3640

-0.3890

(4.3.8)

2) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP)

-6.5648 1.6231 -3.8587
C=| 1.6231 3.1434 0.2908
-3.8587 0.2908 -2.1174

(4.3.9)
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3) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP)
desconsiderando a parte imaginaria.
1.1581 -0.5269 0.6371

C=|-0.5269 0.4586 -0.3857 (4.3.10)
0.6371 -0.3857 0.4663

Tabela (4.3.10) - Comparacdo dos parametros modais obtidos antes e depois do

método iterativo.

RFP Método Iterativo Erro* (%)
Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia na
Fator de Fator de L. Fator de
Natural Natural Freqiiéncia .
amortecimento amortecimento amortecimento
(Hz) (Hz) Natural
17.5920 0.0045 17.6922 0.0045 0.001% 0.761%
Modelo
. 63.8140 0.0011 63.8138 0.0011 0.000% 0.900%
Numeérico
110.8400 0.0026 110.8417 0.0026 0.001% 1.602%
. 17.56920 0.0045 17.5993 0.0103 0.041% 130.631%
Andlise
. 63.5140 0.0011 63.85124 0.0015 0.002% 35.1356%
Experimental
110.8400 0.0026 110.7944 0.0033 0.041% 28.956%
Andlise 17.6920 0.0045 17.5920 0.0067 0.000% 50.022%
Experimental| 63.8140 0.0011 63.8138 0.0011 0.000% 0.900%
s/ parte
. L. 110.8400 0.0026 110.8416 0.0024 0.001% 6.213%
Imagindria

(%) Erro = |Valor(RFP) ~Valor(METODO)
B Valor(RFP) |

As equacdes de (4.3.11) a (4.3.13) mostram a matriz de amortecimento identificada

através do método direto, para trés tipos de configuracoes.

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

0.7821  -0.4916 0.4429
C=|-04916 0.5965 -0.3889 (4.3.11)
0.4429  -0.3889 0.3639
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2) Resultados obtidos com os autovetores da anélise experimental (RFP)

-6.4220
1.7625
-3.7741

C =

1.7625
3.0750
0.3787

-3.7741
0.3787
-2.0763

(4.3.12)

3) Resultados obtidos com os autovetores da anélise experimental (RFP)

desconsiderando a parte imaginaria.

-0.5359 0.6131

1.1186
-0.5359
0.6131

C =

0.4538
-0.3888

-0.3888
0.4493

(4.3.13)

Tabela (4.3.11) - Comparacio dos pardmetros modais obtidos antes e depois do

método direto.

RFP Método Direto Erro* (%)
Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia na
Fator de Fator de . Fator de
Natural . Natural . Freqiiéncia .
amortecimento amortecimento amortecimento
(Hz) (Hz) Natural
17.56920 0.0045 17.6922 0.0045 0.001% 0.761%
Modelo
. 63.85140 0.0011 63.8138 0.0011 0.000% 0.900%
Numeérico
110.8400 0.0026 110.8417 0.0026 0.001% 1.602%
. 17.5920 0.0045 17.6001 0.0044 0.046% 1.477%
Andlise
. 63.5140 0.0011 63.85124 0.0014 0.002% 26.126%
Experimental
110.8400 0.0026 110.8417 0.0029 0.001% 13.3256%
Andlise 17.5920 0.0045 17.6921 0.00566 0.000% 25.391%
Experimental| 63.8140 0.0011 63.8138 0.0011 0.000% 0.900%
s/ parte
. L. 110.8400 0.0026 110.8416 0.0024 0.001% 6.213%
Imagindria
Valor(RFP)—Valor\METODO
(*) Erro = I ( ) ( )|

Valor(RFP)

|><100
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4.4 Caso 3: Sistema de cabos de linhas de transmissao

Considerou-se os trés primeiros modos de vibrar, sendo coletados 800 pontos
numa a faixa de frequéncia de 0-25 Hz, o que fornece uma resolucao de 0,03125 Hz.
Neste caso foi utilizado somente o método fracdo racional polinomial (RFP) para a

identificagdo dos parametros modais.

Primeiro Ponto

Tabela (4.4.1) - Estimacdo dos parametros modais através do método RFP para o

primeiro ponto medido.

Freqiiéncia Fator de
. Autovetores
Natural (Hz) | amortecimento
a 2.1568 0.0031 0.0004 - 0.00491
Py
[ 6.4114 0.0015 0.0065 +0.02141
10° : .
—— Experimental |]

—— Estimado

Amplitude( dB)
S
T

10" | | | | | |
1 2 3 4 5 6 7 8

Frequéncia (Hz)

Figura (4.4.1) - Grafico da FRF experimental e ajustado pelo RFP .
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Magnitude (dB)

Fase (Rad)
o

0.1

0.05

Real
o

-0.05

-0.1

4
Frequencia (I-?z)

¢ ia (3
Frequencia (Hz)

20 25
Tempo(s)

30

Figura (4.4.2) - (a) FRF, (b) Angulo de fase e (c) IRF calculado a partir de FRF

Segundo Ponto

89

Tabela (4.4.2) - Estimacdo dos parametros modais através do método RFP para o

segundo ponto medido.

Freqiiéncia Fator de
) Autovetores
Natural (Hz) | amortecimento
2.1568 0.0031 0.0004 - 0.00451
&: 4.2931 0.0017 -0.0030 - 0.01461
a1
6.4116 0.0015 0.0024 + 0.00841
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T ]
—— Experimental |]
—+— Estimado 1

Amplitude (dB)
S
T

107 L L L L L L

1 2 3 4 5 6 7 8

Frequéncia (Hz)

Figura (4.4.3) - Grafico da FRF experimental e ajustado pelo RFP.
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Magnitude (dB)
)

(b)

5
Frequencia (Hz)

Fase (Rad)
o
T

0.1

©)

5
Frequencia (Hz)

0.05

Real
o

-0.05

0.1 ! |

Figura (4.4.4) - (a) FRF, (b) Angulo de fase e (c) IRF calculado a partir de FRF.

Terceiro Ponto

20 25
Tempo(s)

30

91

Tabela (4.4.3) - Estimacio dos parametros modais através do método RFP para o

terceiro ponto medido.

Freqiiéncia Fator de
) Autovetores
Natural (Hz) | amortecimento
2.15634 0.0050 0.0004 - 0.00361
&: 4.2932 0.0017 -0.0046 - 0.02141
a1
6.4115 0.0015 -0.0042 - 0.01501
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T
—— Experimental
—+— Estimado

Amplitude (dB)
50
T

107 L L L L L L

1 2 3 4 5 6 7 8

Frequéncia (Hz)

Figura (4.4.5) - Grafico da FRF experimental e ajustado pelo RFP .
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Magnitude (dB)

4 5
(o) Frequencia (Hz)

Fase (Rad)
o

0.3

4 .5
©) Frequencia (Hz)

0.2

0.1

Real

-0.1

Figura (4.4.6) -

5 10 15 20 25 30
Tempo(s)

(a) FRF, (b) Angulo de fase e (¢) IRF calculado a partir de FRF.
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Tabela (4.4.4) - Comparacdo dos resultados via FEM com os encontrados

experimentalmente através do método fracdo polinomial (RFP).

FEM RFP
. Freqiiéncia
Freqiiéncia Autovetores Autovetores
Natural | Erro(%) Erro(%)
Natural (Hz) (Absoluto) (Absoluto)
(Hz)
0.1951 0.1917 1.72%
2.1609 0.2549 2.1568 0.24% 0.2368 7.11%
0.2759 0.2576 6.64%
0.2760 0.2988 8.26%
4.3219 0.1951 4.2933 0.66% 0.2035 0.00%
0.0000 0.0000 0.00%
-0.1952 -0.1897 2.80%
6.4830 0.1057 6.4117 1.10% 0.1063 0.62%
0.2761 0.2695 2.38%

Os trés primeiros modos de vibrar da amostra de cabo estdao representados nas

figuras de (4.4.7) a (4.4.9).

Primeiro Modo
1 - T 9
—— Teorico
O Experimental
09k | & FEM i
0.8 -
0.7+ B
0.6 B
[
°
2
5 051 B
£
<
0.4 -
0.3- B
0.2 -
0.1r -
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Posigao Relativa na Amostra

Figura (4.4.7) - Primeiro modo de vibrar do cabo
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Segundo Modo

1 - £
—— Teorico
O Experimental
0.9 A FEM -
0.8 -
0.7 B
@)
0.6 B
(0]
he)
2
3 0.5F B
S
<
0.4+ B
0.3 -
0.2 -
0.1 B
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Posicao Relativa na Amostra
Figura (4.4.8) - Segundo modo de vibrar do cabo
Terceiro Modo
1
—— Teorico ‘
O Experimental
0.8+ A FEM |
0.6+ i
0.4 B
0.2 i
[0
el
=
£ i
£
<
R 1 I 1 I 1 I
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Posicao Relativa na Amostra

Figura (4.4.9) - Terceiro modo de vibrar do cabo
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A funcdo de transferéncia medida foi ajustada utilizando o método de
identificagdo dos parametros modais que utiliza dados no dominio da frequéncia
chamado método fracdo racional polinomial (RFP), o qual foi aplicado para todos
modos juntos. As tabelas de 4.4.1 a 4.4.3 mostram os valores ajustados da funcio
transferéncia pelo método RFP e as figuras 4.4.1, 4.4.3 e 4.4.5 mostram as
amplitudes das funcbes transferéncias medidas e ajustadas para cada ponto. A
tabela 4.4.4 mostra a comparacdo dos modos de vibrar e freqiiéncias naturais
estimados através do método RFP com os obtidos através do modelo numérico. As
figuras (4.4.7) a (4.4.9) apresentam os trés primeiros modos de vibrar do cabo. Nota-
se que ha uma grande concordancia entre os resultados obtidos experimentalmente,
tedricos e via elementos finitos (FEM). As figuras de 4.4.2 , 4.4.4 e 4.4.6 mostram a
amplitude, a fase e a funcio transferéncia no dominio do tempo medido em cada
ponto. Pode-se verificar que os resultados obtidos numericamente estdo muito
préoximos dos obtidos experimentalmente, e que o sistema é levemente amortecido, o
que possibilita a aplicacido das técnicas de identificacdo de amortecimento estrutural
mostradas na secao 2.2.

As equacdes (4.4.1) e (4.4.2) mostram as matrizes de massa e rigidez reduzidas,
obtidas através do método IRS iterativo (Anexo A.3), reproduzindo o conjunto modal

do sistema completo.

80.5582  -135.8137  88.7432
M, =| -135.8137 249.2906 -162.8904 (4.4.1)
88.7432  -162.8904 113.0025

0.7089 -1.1640 0.6114
K, =10°x|-1.1640 2.0681 -1.1403 (4.4.2)
0.6114 -1.1403  0.6678

A equacdo (4.4.3) mostra a matriz de amortecimento identificada a partir do
método de amortecimento proporcional generalizado. A funcio de forma obtida pode
ser vista na equacdo (4.4.4), trata-se de uma funcio do segundo grau. A figura

(4.4.10) é o grafico da equacdo (4.4.4).
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8.7283 -14.4401 9.1571
C=|-14.4401 259016 -16.5308 (4.4.3)
9.1571 -16.5308 11.2800

E(w)=0.00710 -0.0019 - @+ 0.000175 - & (4.4.4)

x 10

—— Funcéo Ajustada
7 O Valor Recalculado |7

Fator de amortecimento

Freqiiéncia(Hz)

Figura (4.4.10) - Curva do fator de amortecimento para o sistema de cabo.
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Tabela (4.4.5) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método de amortecimento proporcional generalizado.

Meétodo de Amortecimento

RFP _ _ Erro* (%)
Proporcional Generalizado Erro* (%) no
na
Freqiiéncia Freqiiéncia . Fator de
Fator de Fator de Freqiiéncia .
Natural ) Natural . amortecimento
amortecimento amortecimento| Natural
(Hz) (Hz)

2.1609 0.0036 2.1645 0.0036 0.165% 0.487%

4.3219 0.0018 4.3209 0.0018 0.023% 2.092%

6.4830 0.0015 6.4830 0.0015 0.000% 2.844%

As equacdes de (4.4.5) a (4.4.7) mostram a matriz de amortecimento identificada

através do método amortecimento ndo proporcional, para trés tipos de configuracoes.

(*) Erro

_|vator(RFP)~Valor(METODO)

Valor(RFP)

|><100

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

8.7320 -14.4464
C=|-14.4464 2509119
9.1604 -16.5358

9.1604
-16.5358
11.2816

(4.4.5)

2) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP)

C =1000x]|-0.9710

0.5711

0.6305

1.6219

-0.9710 0.6305
-1.0602
-1.0602  0.6540

(4.4.6)

3) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP)

desconsiderando a parte imaginaria.

8.4634 -14.2311
C=|-14.2311 25.8552
89913 -16.4127

8.9913
-16.4127
11.2071

(4.4.7)
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Tabela (4.4.6) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método de amortecimento ndo proporcional.

Método de Amortecimento
RFP ) Erro* (%)
Néo Proporcional Erro* (%) no
na
Freqiiéncia Freqiiéncia . Fator de
Fator de Fator de Freqiiéncia .
Natural Natural amortecimento
amortecimento amortecimento | Natural
(Hz) (Hz)
2.1609 0.0036 2.1645 0.0036 0.165% 0.487%
Modelo
. 4.3219 0.0018 4.3209 0.0018 0.023% 2.092%
Numeérico
6.4830 0.0015 6.4830 0.0015 0.000% 2.844%
. 2.1609 0.0036 2.2029 0.0351 1.942% 870.252%
Analise
. 4.3219 0.0018 4.2983 0.0151 0.5646% 756.443%
Experimental
6.4830 0.0015 6.3990 0.0014 1.296% 9.321%
Andlise 2.1609 0.00356 2.1645 0.0036 0.165% 0.487%
Experimental 4.3219 0.0018 4.3209 0.0018 0.023% 2.092%
s/ parte
. . . 6.4830 0.0015 6.4830 0.0015 0.000% 2.844%
Imagindria
_|valor(RFP)-valor(METODO)|

(*) Erro |

Valor(RFP)

|><100

As equacoes de (4.4.8) a (4.4.100 mostram a matriz de amortecimento

identificada através do método iterativo, para trés tipos de configuracoes.

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

2) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP)

9.1480
-16.5162
11.2716

-178.5707

8.7199  -14.4255
C =|-14.4255 25.8769
9.1480 -16.5162
-173.6554  284.3900
C =|284.3900 -453.0179 268.6563

-178.5707 268.6563

-146.8172

(4.4.8)

(4.4.9)
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3) Resultados obtidos com os autovetores da analise experimental (RFP)

desconsiderando a parte imaginaria.

9.0835  -14.8468
C=|-14.8468 26.3387
9.4339  -16.8580

9.4339
-16.8580
11.4774

(4.4.10)

Tabela (4.4.7) - Comparacio dos parametros modais obtidos antes e depois do

método iterativo.

RFP Método Iterativo Erro* (%)
Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia na
Fator de Fator de . Fator de
Natural . Natural . Freqiiéncia .
amortecimento amortecimento amortecimento
(Hz) (Hz) Natural
2.1609 0.0036 2.1645 0.0036 0.166% 0.457%
Modelo
. 4.5219 0.0018 4.5209 0.0018 0.023% 2.092%
Numérico
6.48530 0.0015 6.4530 0.0015 0.000% 2.844%
. 21609 0.0036 21665 0.0137 0.257% 278.702%
Andlise
. 4.3219 0.0018 4.3272 0.0029 0.122% 64.482%
Experimental
6.4830 0.0015 6.4671 0.0039 0.245% 152.603%
Andlise 2.1609 0.0036 2.1645 0.0036 0.166% 0.457%
Experimental 4.3219 0.0018 4.3209 0.0018 0.023% 2.092%
s/ parte
. Lo 6.4830 0.0015 6.4830 0.0016 0.000% 3.632%
Imagindria
_|vator(rFP)-vator(mETODO) |

(*) Erro |

Valor(RFP)

As equacoes de (4.4.11) a (4.4.13) mostram a matriz de amortecimento

identificada através do método direto, para trés tipos de configuracoes.

1) Resultados obtidos com os autovetores do modelo numérico

87175 -14.4224
C=|-14.4224 25.8733
9.1451 -16.5126

9.1451
-16.5126
11.2683

(4.4.11)
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2) Resultados obtidos com os autovetores da anélise experimental (RFP)

-168.6580 279.0105 -171.5325
C=| 279.0105 -450.4612 261.8025 (4.4.12)
-171.5325 261.8025 -138.3978

3) Resultados obtidos com os autovetores da andlise experimental (RFP)
desconsiderando a parte imaginaria.
8.9961 -14.7154 9.3373

C=|-14.7154 26.1350 -16.7091 (4.4.13)
9.3373  -16.7091 11.3628

Tabela (4.4.8) - Comparacio dos pardmetros modais obtidos antes e depois do

método direto.

RFP Método Direto Erro* (%)
Erro* (%) no
Freqiiéncia Freqiiéncia na
Fator de Fator de . Fator de
Natural . Natural . Freqiiéncia .
amortecimento amortecimento amortecimento
(Hz) (Hz) Natural
21609 0.0036 21645 0.0036 0.165% 0.487%
Modelo
. 4.3219 0.0018 4.3209 0.0018 0.023% 2.092%
Numeérico
6.4830 0.0015 6.4830 0.0015 0.000% 2.844%
. 2.1609 0.0036 2.1667 0.0043 0.267% 18.862%
Andalise
. 4.3219 0.0018 4.3272 0.0010 0.122% 43.281%
Experimental
6.48530 0.0015 6.4671 0.0030 0.245% 94.310%
Andlise 2.1609 0.0036 2.1645 0.0036 0.166% 0.457%
Experimental| 4.3219 0.0018 4.5209 0.0018 0.023% 2.092%
s/ parte
. L. 6.4830 0.0015 6.4830 0.0016 0.000% 3.632%
Imagindria

() Brro < |Valor(REP)~Valor(METODO) |
- | Valor(RFP) |
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Capitulo 5

Conclusoes e sugestoes

Neste trabalho foram apresentados os estudos de algumas técnicas de
identificagdo de amortecimento estrutural aplicados em sistemas mecanicos. Para o
estudo foram abordadas algumas técnicas de identificacdo de parametros modais: o
método exponencial complexo (CEM), o método de identificacdo de Ibrahim (ITD), o
método fracdes racionais polinomiais (RFP) e o método do envelope de Hilbert
(HEM). O método das fracdes racionais polinomiais (RFP) apresentou melhores
resultados tal como havia sido concluido por Iglesias (2000).

A técnica de amortecimento proporcional generalizado apresentou 6timos
resultados, convergindo bem em todos os casos pois a entrada de dados é feita a
partir do modelo tedrico, o que elimina qualquer tipo de erros e ruidos.

Os demais métodos apresentaram bons resultados trabalhando-se com dados
tedricos, o mesmo nio aconteceu com a utilizacdo de dados experimentais cujos
valores foram ruins. Ressalta-se que neste caso estdo presentes nos autovetores as
partes imaginarias que sao muito sensiveis a erros. Nos métodos considera-se que as
partes reais do autovetores sdo proporcionais as partes imagindrias, o que na pratica
nao ocorre devido a presenca de ruidos.

Nota-se que desconsiderando a parte imaginaria dos autovetores medidos
experimentalmente as técnicas apresentaram resultados relativamente bons e
convergindo para os resultados esperados. Isto ocorre devido ao fato de que as partes

reais dos autovetores experimentais estdo préoximos dos valores das partes reais dos
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autovetores numéricos.

Notou-se em todos os casos que ,considerando-se valores tedricos (conhecidos)
dos parametros do sistema, todos os métodos convergem rapidamente para a solucio
desejada.

Contudo, todos os métodos sdo extremamente sensivels a pequenas modificacées
(diferencas) entre os autovalores e autovetores numéricos e experimentais. Estas
diferencas podem conduzir a resultados incorretos.

Ressalta-se que em todos os casos analisados, 0 amortecimento estrutural possui
valores baixos, o que pode acarretar dificuldades inerentes na obtencdo dos
autovetores (principalmente partes imaginarias).

A grande limitacdo na aplicacdo dos métodos esta justamente na obtencéo dos

valores modais experimentais.

Recomendacées para futuros trabalhos:

. Anilise de sensibilidade de parametros para escolha e modificacées de

parametros de massa, rigidez e amortecimento através do ajuste de FRFs.

. Aplicacdo da técnica para modelos bem comportados (todos os parametros
conhecidos)

. Inclusdo de métodos levando-se em consideracio sistemas com maior nivel de
amortecimento.

. Estudos de sistemas superamortecidos

. Estudo de sistemas com outros tipos de amortecimento.
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Anexo A

Técnicas de reducao de modelos

E importante na investigacdo de sistemas mecanicos comparar os resultados do
modelo de elementos finitos com os resultados obtidos experimentalmente. A
comparacio entre os dados numéricos e experimentais é dificil devido as diferencas
no tamanho dos dois tipos de modelos. Um modelo de elementos finitos pode ter
milhares de graus de liberdade, ja4 os modelos experimentais sdo limitados devido
aos efeitos fisicos da analise modal. A seguir serdo mostradas algumas técnicas de
reducio de modelo utilizadas na comparacgio de modelos numéricos/experimentais.

A reducdo ou expansio de modelo envolve primeiramente um particionamento
das equacgdes do movimento conforme graus de liberdades medidos e ndo medidos.
Assumindo que as forgas sdo aplicadas somente nos graus de liberdade medidos e o

amortecimento do sistema é desprezivel, tém-se:

M mm : M ms jém K"‘LH‘L : K"‘L s xm f m
il o O 0 s ol GO (A1)
MSVII : MSS xS Ksm : KSS xS 0

O subscrito m indica os graus de liberdade medidos, e s os graus de liberdade
nio medidos tal que n =m + s.
A divisdo mostrada na equacéo (A.1), é usada como a base para todos os métodos

de reducao de modelo e expansio descritos abaixo.
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Um desenvolvimento mais detalhado desses métodos podem ser obtido em

Friswell et. al. (1995, 1998) e Pilkey (1998).

A.1 Reducao Estatica e Expansao

A reducio estatica é usada com maior freqiiéncia em simulacdes numéricas de
modelos de elementos finitos (softwares comerciais) devido a sua relativa
simplicidade. Reducdo estatica é nomeada assim porque o termo de inércia é

desprezado na equagio de movimento. Desprezando o termo de inércia na equacgio

(A.1), tem-se:
Ksmxm + KSS xS = 0 (A-~ 1. 1)
e

I
{iﬂl} B |:_ K_IK :|{x"1 } = Tv'xm (A~]~~2)

s

onde 7, é a matriz transformacao da redugéo estatica definida por:

I
T, = { KK } (A.1.3)

A equacdo (A.1.3) é usada para encontrar as matrizes reduzidas de massa (M) e

rigidez (K,) como mostram as equacdes (A.1.4) e (A.1.5):
M, =T'MT, (A.1.4)
K, =T/KT, (A.1.5)

Estas duas expressdes sdo usadas na redugéao de modelo.



Anexo A: Técnicas de redugao de modelos 110

A.2 Sistema Reduzido Melhorado

O método sistema reduzido melhorado (IRS) é modelado a partir da equacgéo
(A.1) como no método de reducdo estdtica, a diferenca é que nesse, os efeitos

Inerciais sdo considerados.Assim tem-se:
[Kss - a)zMss K} = _[Ksm - szsm m (A21)
Manipulando as equacgdes tem-se

x =k -o'M 'k, -o'M )k

=k'f1-o'm k'K, -o?m, )k,
(A.2.2)
=K 1+o'M K7 +ol0' )k, -0'M

= _KS_SI [KSHI + a)2 (M R KS_SI KSH‘[ - MSH‘[ )+ O(a)4 ):I’xm
onde 0(604) denota um erro de ordem @*. Objetivo é melhorar as freqiiéncias

naturais e os modos de vibrar do modelo reduzido. O modelo reduzido baseado na

reducio estatica satisfaz,

o'M,x, =K, x, (A.2.3)
ou
®'x, =M 'K x, (A.2.4)

onde M, 6,e K, sdo as matrizes de massa e rigidez reduzidas obtidas da redugao
estatica e @ e x,sdo as freqiiéncias naturais do modelo reduzido e os autovetores
associados aos pontos medidos.

Substituindo a equacdo (A.2.4) na equacdo (A.2.2), e desprezando @”, tem-se:
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x =lk'k +k'M, -M KK MK | (A.2.5)
ou
Xy = TIRS'xm (A.2.6)

A matriz transformacao para o método IRS é:

T

IR,

=T +SMT .M 'K, (A.2.7)

Onde a matriz Sé dada por:

S = [0 0 } (A.2.8)

As matrizes de massa e rigidez reduzidas obtidas a partir do método IRS séo:

M s = T/ZS MT g (A.2.9)
K s = T1£S KT gs (A.2.10)

A.3 Sistema Reduzido Melhorado Iterativo

Recentemente o aperfeicoamento do método IRS através de um esquema
iterativo deu origem ao método IRS iterativo. A transformacio para o método IRS

iterativo é obtida de:

T, = LI } (A.3.1)
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ti+1 = ts + Ks_sl [Msm Mss EM;IKri (A32)
com t,=t, =-K_'K (A.3.3)

§ S8 sm

As matrizes de massa e rigidez reduzidas para a i-ésima iteracido sdo definidas

como:-
M, =T MT, (A.3.4)
K, =T'KT, (A.3.5)

O processo de iteracdo termina quando a matriz transformacido ndo muda de

uma iteracao para outra ou seja 7, =7,,, =T . Assim a solugéo é:

r=t,+K'[M, M_JIM 'K, (A.3.6)
onde

T = H (A.3.7)
e

M,=T"MT (A.3.8)

K, =T"KT
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Anexo B

Teoria de placa - modelo matematico

B.1 Teoria de Placa

Considere a placa de espessura constante ¢, cuja superficie média coincide com o
plano XY, definido pelo sistema de referencia XYZ (figura B.1). As forcas externas
sdo aplicadas na superficie média da placa. Esta forcas sdo dadas por unidades de

drea e denominadas de P, M e M (forca distribuida na direcdo z e momentos

fletores ).

Drominio W

N
4 ¥
" /
‘ r
s =
Superficie média

X

Figura (B.1.1) — Sistema de referéncia para placa.
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A teoria para flexado de placa adotada é a teoria de Mindlin que prevé:

- As deflexdes da placa sdo pequenas quando comparadas com sua espessura.

- A normal a superficie média, mesmo apds a deformacio, permanece reta mas
nao necessariamente normal a superficie original

- Tens6es normais a superficie média sdo despreziveis quando comparadas com
as tensoes de flexdo.

Com a convencao de sinais e as hipdteses da teoria de Mindlin, os momentos e

forcas por unidade de comprimento valem (Timoshenko e Goodier):

/2 112

Mij = _;/2O-U'Z‘dz 0 = —:/2O-izz'dz i,j=12 (B.1.1)
onde 0,,M ;e Q, s@o os componentes dos tensores de tensdo, momentos e forca
constante.

Para as tensdes de cisalhamento na direcdo Z, assume-se:
o, =31-(2z/t) o, 121 i=12 (B.1.2)

Assumindo distribuicio linear das tensdées no plano XY ao longo da espessura da

placa, da equacdo (B.1.1) mostra-se que:
o, =12M ;z/1° i,j=12 (B.1.3)
Da teoria da elasticidade linear, tem-se:

&, =u,—u,)2 (B.1.4)
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N N , : du, ,
onde &;sdo as componentes do tensor deformacéo, u,.é a derivada —e u,é a
ij i,j 1

Xj

componente do vetor deslocamento de um ponto genérico da placa. Assim, para

determinar &;¢é necessario o conhecimento do campo de deslocamento (uy oy, uy).

Com as hipéteses adotadas, u,e u, valem (Timoshenko e Goodier):

u,(x,y)==z-v,(x,y) (B.1.5)

uy (x,y)==z-v,(x.y) (B.1.6)

e u, =u,(x,y) independe de v_e V.

Usando as equacdes de (B.1.1) a (B.1.6), pode-se escrever as relacdes tensdes x

deformacéo da seguinte maneira:

o, _Df 0 |l
{%HO DH} ®.1.7)

onde o indice £ indica flexdo e g esforco cortante, sendo:

o t={m .m M} (B.1.9)

o, }=1..0,} (B.1.9)
o, &, (v, v

{gf}_{_ Ep ’_g’ (ay + o j} (B.1.10)

ou ou t
e, }= {a—;—vx,a—;—vy} (B.1.11)
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D, Lot (B.1.12)
(44
1 v 0
S 2 T (B.1.13)
T 12(1-v?) 0 o 1=v)
2

com « =1.20, £Fmébdulo de elasticidade longitudinal, G o médulo de cisalhamento, v

é o coeficiente de Poisson, e 7é a matriz de identidade de ordem &.

B.2 Desenvolvimento do Elemento

Qualquer quantidade V(x, y)é interpolada em cada elemento por:
V(x,y)=0,0.&), j=19 (B.2.1)

onde ¢, (,&)sdo as fungdes de interpolagdo locais (Figura B.2.1) e v;é o valor de

quantidade V(x, y) avaliada no n6é 1. Assim, tanto X (xl) como Y(xz) podem ser

escritos como a equacdo (B.2.1), que desenvolvendo resulta:
_ 2 2.2 2 2 2 .
X, =a,+bn+cé+dné+en’é+ & +gnE +hE +pay j=12 (B.2.2)

onde a;,b;,... p; so constantes para cada elemento e s6 dependem das coordenadas

dos nos locais, o que torna extremamente simples a obtencdo das derivadas Le

n

X, =12
ag’f_"
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i Ea

ol (0,-1)

X
o.(m.e)=U+nn)1+, e)nn+ee—1) nés123e4
60.E)=(1-n* 1+ EE) nosse 7
6.7.€)=(1-&J1+nn) nés6es
0,0.8)=(1-n*Y1-¢*) no9

Figura (B.2.1) — Elemento lagrangeano quadratico e funcdes de interpolacdes locais.

Para escrever as equacbes do movimento na sua forma convencional
[} }+ [k {x }={F} (B.2.3)

utiliza-se o principio de Hamilton, aplicado para cada elemento:

[ (r-uU+w)dr=0 (B.2.4)
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onde 7' é a energia cinética total, U é a energia de deformacido e W o trabalho

realizado pelas forcas externas.

Usando a equacgdo (B.2.1), u,,v_ e v, podem ser aproximados como:

u;| [4 0 01p 0 01 g 0 O
vr=[0 ¢ 010 ¢ 0110 ¢ 0 f{gh,, (B.2.5)
v,] [0 0 410 0 ¢ 10 0 ¢

ou

fv,v, Y =lola} (B.2.6)

onde [¢]é a matriz apresentada na equacio (B.2.5) e {g}é obtido dos valores nodais

de uy,v e v ,isto €

| | |
{g}= UV Vy | U3,V V) 1o | Uy, VLY (B.2.7)
no 1 | no 2 | | no 9

Com esta denominagio e desprezando os efeitos rotacionais na energia cinética,

resulta:
ARy .
T :%J.{q} [¢1]T [¢1 ]{q}dA (B.2.8)
A
onde pé a densidade do material, d4 é o elemento de area, {(]}:% e [¢1] é a

primeira linha de [¢]
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Novamente, da teoria da elasticidade linear, obtém-se a expressiao para calculo

da energia de deformacéo u, isto é:

U :lJ.O'Tg-dV (B.2.9)
2V

e, com o uso da equacdo (B.1.7), resulta:

U:%H{ef}T[Df]{ef}+{eq}T[Dq]{gq}]-dA (B.2.10)

A

Como {u3,vx,vy}é fungio de 7 em cada elemento da equagdo (B.2.5), usando

(B.1.10) e (B.1.11), {Sf} e {8q} podem ser reescritos da seguinte maneira:

{e, 1=[alr} {e, }=1Bl{g} (B.2.11)

onde:

0 -¢ 0 10 —¢ 0

[A]l=]0 0 —¢ 00 -4 (B.2.12)
0 —¢ -4 10 =g, =g, 1] _

[B]:Vj; R I (B.2.13)
) 0 -Jo 1 9, 0 —Jgy i 2x27
(ay.aﬁ_ay_aﬂ

¢ = 9% 9n_on 9s (B.2.14)

J
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(ax.a@_ax'agﬂ

¢ 9 9 9dg on (B.2.15)
J
ox dy OJx dy
=15 356732 5, (B.2.16)
5%y
Assim a energia de deformacido em cada elemento é:
1
v= EI Y [ I, Jal+ (8 [, 1]} - as (B.2.17)
A

J4a o trabalho realizado pelas forcas externas é simplesmente o produto da forca

generalizada pelo deslocamento generalizado, isto é:

W = [y (. y) P y)+v, (. y) M (2 y)+v, (1 9)- M (2, y)]-da (B.2.18)

ou, considerando apenas as forcas na direcdo z, e considerando a equacio (B.2.5),

resulta:

w :I{q}T [¢1]T P(x,y)-dA (B.2.19)

Dessa forma, usando as equacdes (B.2.8),(B.2.17) e (B.2.19), o principio de Hamilton

pode ser reescrito como sendo:
j sla¥ M ¥it+ [k Hg}-{F)]-dr =0 (B.2.20)

onde
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[M]=[ pilg, ] [0,]-dA (B.2.21)
(k1= [ (AT [p, [Al+ (BT [D, }B))- da 6292
{F}=[la] Px.y)-aa (B.2.29)

Como a variacéo §{q}T é arbitraria, a equacdo (B.2.20) serd sempre valida se:

[M K+ [k Kg}={F} (B.2.24)

que é a equacao de equilibrio procurada. As integracgdes que aparecem nas equacgoes

(B.2.21) a (B.2.23) sdo efetuadas com o método de Gauss, isto é:

M]=3"3 pilp T [0 Ve, (B.2.25)

i=l j=1

m

(k1= (] [p,Jal+ [8] [D,]B)) Jae, (B.2.26)

i=l j=1

{FY=X3 o] P7.E,) Jea, (B.2.27)

onde m é o numero de pontos de integracdo utilizado, (al.,aj) s@o os pesos de

integracdo e (ﬁ,—,fj) sdo as coordenadas dos pontos de integracao.
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Anexo C

Equipamentos

Figura (C.1) - Hewlett Packard (HP) Dynamic Signal Analyzer 3566/67
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Figura (C.2) — Martelo de impacto

Figura (C.3) — Acelerémetro
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Figura (C.4) — Sensor de proximidade.



