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Trabalho apresentado como parte dos requisitos para obtenção do título de Mestre em 
Engenharia Mecânica na Pontifícia Universidade Católica do Paraná. 
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� ������� ����	� ������

"��#&	��!���	!�������
��
	�
	�	���
� CM 1− �	���	
�����	� KM 1− 	����� �� CK 1− 	��
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���*	
��
	�
	�	���#&	��!���� ( )KMMfC 1−= �	� ( )MKKfC 1−= �

���� 
'������ ��
�� ������	
� ( )zf � ����8��!�$� E������� 	����� ����� 
	�
	�	���#&	�� 	�

�	
����� ,� 	� 1−A ��� �
���	���� ��� "��#��� !���� .�
�
���/� ,� 	� 1−A � �	��
	� !�������

���������	0�	�	(�
	���
������
�*����
�	!��	�������"�
����	-�

�

( ) ( )MKKMKfMKKMMfC 11
2

11
1 ,, −−−− += �� � � � ������������ � � ��.�$�$3$�/�

�

� >�����	�������	������������������
�����!�'���!��$�E	��A�0��������!�
���!����#���

.�/�����	�
	����$3���
� 1−M �	�.�/���
� 1−K ��	�0�	-�

�

�

( )( ) ( )( )1111 −−−− = KMCMCMKM � � �

� � � � � � � � � � ������������ � � � � � � ��.�$�$3$H/�

( )( ) ( )( )1111 −−−− = MKCKCKMK � � �

�

� E	�����������
�!	���	�����	�	�����	�������	
��
������
�*��	����
�	!��	����

���	��	
�	(�
	��������	�����	�"�
��-�

�

( ) ( )KMKKMfMMKKMfC 11
4

11
3 ,, −−−− += �� � � � ������������ � � ��.�$�$3$G/�

�

��
����	�����	���.�$�$3/����������������
�����!�'���!��$�,��	���#&	��.�$�$3$�/����	�

�	
� !������� �	� "��#��� �	� "�
��� ��
	���� .
����0"��!������� "�
�/� 	� �� .�$�$3$G/� �	�

"��#����	�"�
���	���	
���.�	"��M"�!�������"�
�/$�

� ,��"��#&	�� if �� ��X�3��$$$�H����	���	
�"�
�����������	
����0�	�������	��!�������
�

	�� ��� �:�	
�� �
���
'
��� �	� ��������!�#&	��� ��
��&	��� ���#&	��� ����
�#&	�� ���

������	
� ���
��� "��#&	�� ��� ���	�� �	
� �� � �	���� "��#&	�� !��������$� ,������

������	
� "�
��� !��!	�8
	�� �	� "��#&	�� ����8��!��� ��	� ���� 
'������ ��
�� 	�!���
	��

���	���	
������������	���#&	�� .�$�$3$�/�	� .�$�$3$G/$�5	����������
���� ���� ������


'���������
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����� �� 	(�
	����� �	� �� 	�� .�$�$3$�/� ��� .�$�$3$G/� ���	� �	
�
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	�
	�	������ 	�� .�$�$3$�/� ��� .�$�$3$G/� ���� 	��'� 	��
	� ��� ���	�
��� NxNℜ ������ ��

����	����������������������
�����!�'���!��$�

� 5����'���	�������	(�	
��	��������)�0�	����"���
	���	����
�	!��	���� ( )iξ ��	����

"
	�9)�!��������
����!�

	�����	��	�� ( )iω ����������������	!	��'
������
�����	
�����

"��#����	����
�	!��	���� if ����"�
��-�

�

( ) 1

1
1

−

=
−
= j

N

j
ji a ωωξ �� � � � � � � ��� ������������ � � � � ��.�$�$3$J/�

� �

���	� ��  � �� �:�	
�� �	� "���
	�� �	� ���
�	!��	��� ( )iξ � 	� "
	�9)�!���� ����
��� ( )iω �

!���	!����$�

� ��������!����0�	������������������	���#�����
� iω2 ���	�-�

�

�
�
�

�
�
�
�

�
= −

=
−
 1

1
122 j

i

N

j
jiii a ωωωξ �!�����X3�$$$��� � � ��� � ������������ � � ��.�$�$3$L/�

�

,� 	���#��� .�$�$3$L/�  � ���� "��#��� �	� iω ��	� ���	� �	
� �<������� �������������

2
iω ��
� [ ] [ ]KM 1− 	� ��� �	
���� !�������	�� �	��� ���
�*� ��	������	� [ ]I �� ���	���0�	� ��

���
�*��	����
�	!��	���-�

�

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] �
�
�

�
�
�
�

�
�
�
��

�
�+×= 


=

−
−

−
−

N

j

j

j KMaIaKMMC
2

1
1

10
12 � � � ������������ � ��.�$�$3$4/�

�
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�	!��	����K��!����F	
	�	��	������
���
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!������E���	���!���,��
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!������E���	���!���,��
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�
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��
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�����
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��������
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�

j
jjjj

jj
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is ωω ±−=−±≈

2

'

2

'
� � � � � � � � � � ��.�$�$�$3/�

�

	��������
	��
	��!������
�(���#����	��
��	�
���
�	���

�

( )

≠
= ++

−≈
N

jk
k kkjjk

kkjj
jj Css

xCs
xz

1
'22

'

ω
� � � � � � � � � � � ��.�$�$�$�/�

�

E��&	0�	� ��	� jλ � 	� jz � ���� ��� "
	�9)�!���� ����
���� !����	(��� 	� ��� ������ �	�


��
�
� !����	(��$� ;�����0�	� ��� 	���#&	�� ��
�(������� �	�!
����� ���	
��
�	��	� � 	�

"�*	���� jj is λ= �� ��� �0�	� �� 	(�
	����� �	� ��
�(���#�����
�� �� "
	�9)�!��� ����
���

!����	(���

�

2
' jj

jj

iC
+±≈ ωλ ��� � � � � � � ������������ � � � � � ��.�$�$�$�/�

�

	���	(�
	������	���
�(���#����	��
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�
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≠
= −
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N
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k

k
kj

kjj
jj x

C
ixz

1
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'
ωω

ω
�� � � � � � ������������ � � � � ��.�$�$�$H/�

�

@�������	�0�	-�

�

jjj viuz ˆˆˆ += �� � � � � � � � � ������������ � � � � ��.�$�$�$G/�
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�

( )jj λω ˆˆ ℜ= �� � � � � � � � � ������������ � � � � �� ��.�$�$�$J/�

�
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�����
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�

0ˆ =j
T
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�
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�
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k
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T
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m

k
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�
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T
llk uuW ˆˆ= �	� j

T
llj vuD ˆˆ= �����	�����	
�
	�
	�	���������"�
������
�!�����

�

DWB = �� � � � � � � ���������������������� � � � � � .�$�$�$3�/�

�

���	� mxmB ℜ∈  � ���� ���
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�

[ ]

[ ] Nxm
m
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m
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�
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( ) ( ) ( )KCMD ++≡ λλλ 22 �� � � � ������������������������������������ � � ��.�$�$�$3/�
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�

( ) ( ) TRIQKM 11 −− Λ−=+ λλ � � � � � � ������������ � � � � ��.�$�$�$H/�
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0.36390.3889- 0.4429
0.3889-0.5964 0.4916- 

0.44290.4916- 0.7821
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11.280016.5308- 9.1571
16.5308-25.901614.4401-
9.157114.4401-8.7283 
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=
11.281616.5358-9.1604
16.5358-25.911914.4464-
9.160414.4464-8.7320
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0.65401.0602-0.6305
1.0602-1.6219 0.9710-
0.63050.9710-0.5711
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11.207116.4127-8.9913
16.4127-25.855214.2311-
8.991314.2311-8.4634
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11.271616.5162-9.1480
16.5162-25.876914.4255-
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9.145114.4224-8.7175
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