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Resumo

Neste trabalho, apresenta-se o desenvolvimento de um elemento finito de placa
para a analise de compdsitos laminados usando a notacao strain gradient. O elemento
possui quatro nés com cinco graus de liberdade por nd, a saber: dois deslocamentos u e
v no plano (nas diregoes de x e y), um deslocamento transversal w e duas rotagoes p e g
nas diregoes de y e x, respectivamente. O elemento é baseado na teoria de deformagao
de cisalhamento de primeira ordem da hipdtese de lamina equivalente. Esta hipdtese
trata o laminado como estaticamente equivalente a uma tnica lamina com propriedades
constitutivas iguais a média das propriedades do laminado. O modelo calcula desloca-
mentos, deformacoes e tensoes globais. Nas solucoes numéricas, as tensoes sao calculadas
no topo, no centro e na base de cada lamina em posigoes pré-estabelecidas. Esses resul-
tados sao apenas valores médios devido ao emprego da hipotese da lamina equivalente.
A utilizacdo da teoria de deformacao de cisalhamento de primeira ordem e a natureza
das funcoes aproximadoras utilizadas gera o aparecimento de termos espurios nas de-
formagoes de cisalhamento do elemento finito, fazendo com que o modelo do laminado
apresente rigidez artificial. A notagao strain gradient, por ser fisicamente interpretavel,
permite a identificacao e remocgao dos termos espurios antes da andlise. Para tanto, as
expansoes polinomiais para as deformacoes sao verificadas, identificando-se assim os ter-
mos responsaveis pelos erros de modelagem nos polinémios que representam a distorgao
angular. A correcao é feita pela simples remocao desses termos espurios daquelas ex-
pressoes. A rotina para o calculo de tensoes foi desenvolvida em Fortran e implementada
no aplicativo LAMFEM em duas versoes, com e sem cisalhamento parasitico. Para avaliar
o desempenho do modelo, resultados numéricos obtidos com as duas versoes do elemento
sao comparados com solugoes analiticas da teoria classica de placas laminadas (CLPT).
Para a analise numérica, utilizou-se malhas uniformes 2 x 2, 4 x 4, 8 x 8 ¢ 16 x 16. As
analises numéricas apresentam resultados que convergem para as solugoes analiticas com
erro aproximado de 2% quando utiliza-se o elemento corrigido para os termos espurios,
mostrando a eficiéncia do processo de remocao de erros empregado. Além disso, esses
resultados indicam que a notacao strain gradient é uma alternativa interessante para a
formulacao de elementos finitos, pois, entre outras caracteristicas, remove a necessidade
da utilizacao de técnicas de integracao numérica de ordem reduzida para remocao de erros
de modelamento.
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Abstract

In this work is shown the development of a plate finite element for the analysis of
a laminate composite using the strain gradient notation. The element is based in the first
order shear deformation theory from the equivalent single layer hypothesis. This considers
that the laminate is statically equivalent to a single laminae with constitutive properties
equals to the average of the laminate properties. The model solves displacement, strain
and global stress. The stresses are taken in three positions in each laminae through
the thickness and these results are only average values due to the equivalent single layer
hypothesis. The first order shear deformation theory causes the model to have spurious
terms in the shear deformation causing artifitial stiffness in the laminate. The strain
gradient notation allows the removal of these terms before the anlysis since these terms
have a physical meaning. To do so the polinomial expasions are verified and the spurious
terms are identified and removed in the angular distortion expressions. A stress analysis
for a 4-node quadrilateral element was implemented in the code LAMFEM developed in
Fortran. Numerically the stress can be evaluated with and without the spurious terms.
The model performance can be measured comparing the numerical results with analytical
model results.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes iniciais

Materiais compésitos foram colocados em uso na década de 50 como uma alterna-
tiva viavel e disponivel para a eliminacao de corrosao e formagao de trincas em estruturas
aeroespaciais 1. O termo Material Composito refere-se ao tipo de material que é obtido
pela combinacao de dois ou mais materiais em escala macroscépica. Nao sao encontrados
na natureza, mas sim criados pelo homem de forma que os materiais constituintes sao

combinados para gerar um material com propriedades especiais.

Compésitos foram desenvolvidos porque muitas das tecnologias modernas exi-
gem materiais com combinac¢ao de propriedades mecanicas que nao podem ser atendidas
pelos materiais convencionais. Atualmente esses materiais tém sido aplicados nos mais
diferentes setores produtivos tais como, aeronautico, aeroespacial, naval, automobilistico,
construcao civil, materiais esportivos, biomédicos, entre outros. Em grande parte das

aplicagoes essas estruturas aparecem como planas ou curvas.

Os materiais compositos podem ser classificados como:

e compositos fibrosos — consiste de fibras de um material dispostas em uma matriz de

outro material;

e compositos particulados — sao compostos de particulas de um material dispersas em

uma matriz de outro material;

e compoésitos laminados — sao feitos de laminas de diferentes materiais que sao coladas

juntas, formando um tnico elemento estrutural.

O grande interesse na utilizacao destes materiais, em especial os compdsitos la-
minados, se da principalmente por causa das vantagens que eles podem oferecer, tais

CO1mo:



1.2 Objetivo 2

e alta resisténcia a exposicao ao meio ambiente;

e baixo peso associado com alta rigidez e resisténcia mecanica, o que torna o compo-

nente estruturalmente eficiente;

e alta resisténcia a corrosio.

Entretanto, a combinagao de fatores como custo de producao elevado e comple-
xidade da andlise de estruturas laminadas anisotrépicas, que podem ser exemplificadas
por: acoplamento dos modos de deformacao e descontinuidade intrinseca das propriedades
mecanicas na interface de cada lamina (regiao esta associada a grandes deformagoes por
cisalhamento transversal); dificultam a ampla utilizacdo desses materiais, diferente dos

materiais utilizados convencionalmente como as ligas de aco e de aluminio.

O método dos elementos finitos tem sido amplamente utilizado na analise es-
trutural de materiais compdsitos. Pesquisas tém sido feitas para o desenvolvimento de
elementos que melhor representem o comportamento mecanico dos compoésitos lamina-
dos. Neste trabalho, o método dos elementos finitos é empregado na anélise de tensoes

em placas de compositos laminados.

1.2 Objetivo

O objetivo deste trabalho é validar um modelo de elementos finitos [Abdalla
Filhom], formulado usando-se a notacao strain gradient, para a andlise de placas de
compositos laminados reforcados com fibras através do calculo dos deslocamentos e tensoes.
Também ¢é o objetivo do trabalho mostrar a presenca de termos espiirios e seus efeitos de-
letérios na solugao numérica, assim como a eficiéncia do procedimento de simples remocao

desses termos espurios dos polinomios de deformacao.

1.3 Metodologia

Um elemento de placa de Mindlin serd formulado através da notacao strain gra-
dient, que possibilita a identificacao e remocao de termos espurios a priori da analise
numérico computacional. A eficiéncia da formulacao sera avaliada através do confronto
entre os resultados de tensoes obtidos pelo modelo (com os termos espirios e sem o0s
termos espurios) e os resultados de tensao obtidos analiticamente. A implementagao do

calculo das tensoes ¢é feita em um aplicativo de elementos finitos em linguagem Fortran.



1.4 Contetdo do trabalho 3

O procedimento de formulagao do elemento limita-se ao regime elastico-linear,
considerando carregamento mecanico estatico, ou seja, desconsidera efeitos higrotérmicos
e qualquer tipo de influéncia dinamica. A teoria de placa utilizada permite a obtencao de
respostas globais de deslocamentos, deformacoes e tensoes, o que impossibilita qualquer

tipo de analise sobre fratura e delaminacao.

1.4 Conteudo do trabalho

Depois deste capitulo introdutério, ha mais cinco capitulos organizados da se-

guinte maneira:

Capitulo 2 apresenta uma breve revisao bibliografica dos tipos de modelos, teorias

para analise de compdsitos laminados e modelos de elementos finitos.

Capitulo 3 descreve os fundamentos tedricos sobre compodsitos laminados ne-

cessarios ao desenvolvimento deste trabalho.

O Capitulo 4 ¢é destinado ao desenvolvimento do elemento finito de placas de
compositos laminados utilizando a notacao strain gradient. A notacao e a formulagao do

elemento finito a ser adotado sao apresentados.

No Capitulo 5 sao realizadas anélises numéricas e os resultados sao interpretados

através de comparacoes com solucoes analiticas, buscando validar o elemento proposto.

Capitulo 6 contém o resumo do trabalho, as conclusoes obtidas e recomendagoes

para trabalho futuros.



2 Revisao Bibliografica

2.1 Consideracoes iniciais

A busca por uma representacao precisa e viavel do comportamento de elementos
estruturais feitos de compositos laminados fez surgir a necessidade de realizar estudos e
pesquisas sobre modelamento numérico e analitico dessas estruturas. Assim diferentes

modelos para a andlise de compésitos laminados tém sido propostos.

O objetivo deste capitulo é apresentar um resumo em linhas gerais das princi-
pais teorias estruturais e modelos de elementos finitos desenvolvidos nas tltimas décadas.
Uma revisao detalhada do assunto pode ser encontrada em Reddy e Robbins[?’], Noor e
Burton®, Reddy e Garvin®!, Ghugal e Shimpi® e Reddyl”, referéncias estas utilizadas

neste trabalho.

2.2 Teorias e modelos aplicados a analise de placas
de materiais compdsitos

Em Reddym, as teorias estruturais aplicadas a andlise de placas de material
compésito sao classificadas em:
1. Teoria da lamina equivalente

e teoria classica de placas laminadas

e teorias de deformacao de cisalhamento
2. Teoria da elasticidade tridimensional

3. Modelos multiplos
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A teoria da lamina equivalente (abreviado por ESL do inglés Equivalent Single
Layer Theories), na qual a placa laminada é tratada como estaticamente equivalente a
uma unica lamina com propriedades constitutivas que sao a média das propriedades de
todo o laminado, define o campo de deslocamentos é definido como a combinacao linear
de funcoes de posicao e coordenadas da espessura na superficie de referéncia. Assume que
o deslocamento transversal w nao depende da coordenada da espessura z, de modo que
a deflexao do laminado é descrita somente pela deformacao da superficie de referéncia.
Em todas as teorias ESL, os deslocamentos e as deformacoes sao continuas através da
espessura do laminado, o que leva a uma descontinuidade interlaminar das componentes
de tensao, quando as equacoes constitutivas sao utilizadas para calcular tensoes, devido
a possibilidade de diferentes coeficientes elasticos nas interfaces das laminas. As teorias
baseadas na hipdétese da lamina equivalente, em especial as que levam em consideracao
a deformacgao de cisalhamento transversal, fornecem respostas globais precisas para os
componentes estruturais em andlise, como por exemplo, deflexoes, carregamento critico

de flambagem, freqiiéncias fundamentais e modos de vibracoes. Essas teorias sao:

e Teoria cldssica de placas laminadas (abreviada por CLPT do inglés Classical Lami-

nated Plate Theory);

e Teoria de deformagao de cisalhamento de primeira ordem (abreviada por FSDT do

inglés First Order Shear Deformation Theory);

e Teorias de ordem elevada (abreviada por HSDT do inglés Higher Order Shear De-

formation Theory).

A teoria cléssica de placas laminadas (CLPT) é a extensdo para compdsitos la-
minados da teoria de placa de Kirchhoff. A CLPT utiliza a hipdtese na qual linhas retas
normais a superficie média antes da deformacao permanecem retas e normais a superficie
média depois da deformacao e sao inextensiveis na direcao da espessura. Isto significa que
as deformacoes se dao devido a flexao e aos deslocamentos de translacao no plano, ou seja,
desconsidera a existéncia das deformacgoes transversais normal e de cisalhamento. Apesar
de produzir elementos finitos com poucos graus de liberdade, a CLPT tem a desvanta-
gem de exigir grau de continuidade C' dos deslocamentos transversais e de se restringir
ao modelamento de placas finas e de placas cuja razao entre os médulos de elasticidade

longitudinal e elasticidade transversal nao seja muito grande.m

A teoria de deformacao de cisalhamento de primeira ordem (FSDT), que é uma

extensao da teoria de Reissner e Mindlin para placas isotropicas, inclui deformacoes de
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cisalhamento transversal nas relagoes cinemaéticas, pois ela existe e pode ser responsavel
por falhas. Essas deformagoes sao consideradas constantes dentro de cada lamina na

direcao da espessura. 416l

Na FSDT deve-se introduzir fatores de correcao que atenuem a disparidade da
distribuicao das forgas de cisalhamento transversal que sao constantes dentro de cada
lamina quando deveriam ser parabdlicas. Os elementos finitos produzidos por esta teo-
ria requerem grau de continuidade C° dos deslocamentos (todas as varidveis priméarias),
porém podem exibir rigidez artificial de cisalhamento transversal. O efeito de rigidez
artificial causado por termos espurios nas deformacoes de cisalhamento pode ser aliviado

através de integracao reduzida seletiva (para certos termos da matriz de rigidez).[‘q

Rolfes e Rohwer!® desenvolveram um método para obter resultados mais precisos
no calculo das tensoes e da rigidez de cisalhamento transversal em placas de materiais
compésitos para um modelo de elementos finitos que se baseia na teoria de deformagcao
de cisalhamento de primeira ordem. A idéia bésica é calcular as tensoes de cisalha-
mento transversal diretamente das forgas de cisalhamento transversal. Para isso, admitem
dois modos de flexao cilindrica para descrever o campo dos deslocamentos, consideram o
equilibrio das forcas, as propriedades constitutivas e desconsideram a influéncia das forgas
de membrana, uma vez que essa influéncia é muito pequena nas tensoes de cisalhamento
transversal. Os resultados numéricos obtidos por Rolfes e Rohwer sao melhores que os
resultados obtidos através da FSDT usual, com a vantagem de que o método proposto

dispensa o uso de fatores de correcao, pois o calculo da rigidez é também melhorado.

Rolfes, Rohwer e Ballerstaedt!” apresentam um método para inserir o calculo
da tensao transversal normal no modelo de elementos finitos baseados na FSDT com o
objetivo de melhorar o modelo proposto em [8], considerando assim o tensor de tensoes
completo. O procedimento é realizado em partes, primeiro calculam-se as tensoes de
cisalhamento transversal conforme descrito anteriormente , e utilizando esses resultados
pode-se calcular a tensao transversal normal através das condicoes de equilibrio. Apesar
de que a FSDT, em sua forma original, desconsidera a tensao transversal normal, os
resultados para essas tensoes obtidos através do modelo proposto proporcionam precisao

razoavel.

Teorias de ordem elevada utilizam polinomios de ordem quadratica ou cubica na
definicao das componentes dos deslocamentos. A mais utilizada é a teoria de deformacao
de cisalhamento de terceira ordem. A razao em expandir os deslocamentos sob termos

cibicos em z (coordenada da espessura) é conseguir uma variagao quadrética das tensoes



2.2 Teorias e modelos aplicados a andlise de placas de materiais compdsitos 7

e deformagoes de cisalhamento transversal através da espessura, o que torna desnecessario

o uso de fator de correcao, tais quais os usados na teoria de deformagao de primeira ordem.

Lo, Christensen e Wult?! adaptou a teoria de ordem elevada proposta primei-

(11 para a modelagem do comportamento

ramente para placas de material homogéneo
de laminados com o objetivo de avaliar os efeitos nao atendidos pela CLPT. Para isso,
as componentes do deslocamento no plano sao definidas em termos ctibicos da coorde-
nada da espessura e a componente do deslocamento transversal é definida em termos
quadraticos da coordenada da espessura, de modo que problemas de natureza essencial-
mente tridimensional podem ser avaliados. A precisao do modelo é avaliada através de
problemas utilizando laminados simétricos (bidirecionais cruzados e em angulo) sujeitos
a carregamento senoidal e com laminas de mesmo material. Lo e seus colegas afirmam

que utilizando o campo dos deslocamentos proposto é possivel avaliar precisamente tanto

laminados simétricos como nao simétricos.

Das véarias teorias de deformacao de cisalhamento de ordem elevada (HSDT -
Higher Order Shear Deformation Theory), a teoria de deformagao de cisalhamento de ter-
ceira ordem de Reddy 2 (abreviada por TSDT do inglés Third Order Shear Deformation
Theory) é muito utilizada para estudo de placas laminadas, por causa da eliminacao do uso
de fatores de correcao de cisalhamento. Para proporcionar uma variacao mais realistica
das tensoes e deformacoes de cisalhamento através da espessura da placa, Reddy impoe
a condicao de tensoes transversais de cisalhamento nula nas superficies de topo e base do
laminado (o4(x,y, £h/2) =0 e o5(z,y,£h/2) =0).

(12]

As restri¢oes impostas por Reddy " nao permitem que a anélise de problemas em

que uma placa encontra-se sujeita a esforco de cisalhamento paralelo a regiao da superficie

seja realizada. Para considerar este tipo de problema, Leung et al.l13]

propoe uma teoria
de deformacao de cisalhamento de terceira ordem sem restricoes, primeiramente feita
para analise de placas e vigas de materiais isotropicos e depois estendida para placas de
compésitos laminados. Em seu artigo, Leung et al.l!3l apresenta a solucao de Navier para a
analise de tensao e compara os resultados de deflexao, tensoes de cisalhamento transversal
e tensoes normais e de cisalhamento no plano obtidos através do modelo proposto com os
resultados obtidos de outras teorias de placas tais como CLPT, FSDT, TSDT de Reddy

e com a solucao analitica apresentada, confirmando assim a eficiéncia do modelo.

A teoria de terceira ordem baseada na hipdtese da lamina equivalente fornece
um pequeno aumento da precisao em relacao a teoria de primeira ordem, porém o au-

mento do esforco computacional torna a sua aplicagao restrita. Deste modo, os modelos
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ESL baseados na FSDT fornecem a melhor relagao entre precisao e economia de solugao,

simplicidade de modelagem e compatibilidade com outros modelos de elementos finitos.?

A anélise de compdsitos laminados espessos (a/h < 10) e de regides potenciais de
falha, onde a determinacao dos campos de tensao e deformacao tridimensionais no nivel da
lamina é de fundamental importancia, exigem o uso de modelos baseados na formulacao
da elasticidade tridimensional ou uso de modelos baseados na teoria da lamina discreta,

pois os modelos ESL sao incapazes de modelar precisamente esses aspectos.m

Nas teorias da lamina discreta, o campo do deslocamento é definido como a com-
binacao linear de fungoes de posigao e coordenadas da espessura dentro de cada lamina.
Apenas os deslocamentos sao continuos através da espessura. As deformacoes trans-
versais sao descontinuas na interface da lamina, o que possibilita tensoes transversais
(interlaminares) continuas. As tensdes no plano sao descontinuas devido & diferenga das
propriedades constitutivas das laminas que compéem o laminado. A teoria da lamina

discreta pode ser dividida em duas classes:

e Teoria parcial da lamina discreta - esta teoria apresenta uma variagao incremental
linear das componentes dos deslocamentos no plano e o deslocamento transversal é
constante através da espessura do laminado. Deste modo, as deformacoes de cisalha-
mento transversal sao constantes, enquanto a deformagao normal transversal é zero
(inextensibilidade transversal é assumida) ao longo da espessura. O termo parcial
no nome da teoria refere-se a auséncia de uma representacao discreta na lamina da
tensao normal transversal. A desvantagem deste modelo é a incapacidade de deter-
minar precisamente tensoes interlaminares proximas a descontinuidades geométricas
e fontes de delaminacao devido ao fato de que a teoria nao inclui extensibilidade

transversal em sua formulacao. Bl

e Teoria completa da lamina discreta — da um passo a frente em relacao a teoria parcial
da lamina discreta ao descrever o campo do deslocamento de forma discreta para as
trés componentes do deslocamento, incluindo assim uma representagao discreta na

lamina para o efeito transversal normal e de cisalhamento. 317

As teorias da lamina discreta sao capazes de descrever a distribuicao ziguezague
dos deslocamentos no plano, o qual ocorre com mais freqiiéncia em estruturas espessas.
Os resultados obtidos por tais métodos sao de excelente precisao para deslocamentos e

tensoes transversais, no entanto, os modelos baseados nas teorias da lamina discreta sao
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computacionalmente caros, desencorajando o seu uso no modelamento do laminado como

um todo. B![7

Tratando-se de estruturas de compésitos laminados, um 1inico fenémeno pode ser
analisado em diferentes escalas, isto é, no nivel global (do laminado), no nivel da lamina
ou ainda no nivel matriz - fibra. Para tanto, se deve utilizar a teoria apropriada para o
tipo de resposta esperada. Como nenhum deles quando utilizados isoladamente, é capaz
de produzir uma analise completa do laminado, ou seja, em suas diferentes escalas, uma
excelente alternativa é combinar os tipos de modelos anteriormente descritos, fazendo uso

das vantagens de cada modelo.?!

Em resposta a necessidade de minimizar o custo computacional e maximizar a
precisao da solucao, surge o método dos modelos multiplos. O método consiste em uti-
lizar modelos matematicos diferentes ou diferentes niveis de discretizacao para diferentes
sub-regides. A grande dificuldade desta técnica é unir os contornos que separam as dife-
rentes sub-regides, ou seja, manter a continuidade dos deslocamentos e o equilibrio das
forcas ao longo do contorno que separa sub-regides incompativeis. Porém a descri¢cao
precisa do comportamento mecanico dos compositos laminados incentiva os pesquisado-
res ao desenvolvimento dos modelos multiplos. Este método pode ser dividido em duas

categorias: 7]

e Método multiplo seqiiencial - o mais comumente apresentado é o método de analise
global-local que utiliza um modelo econémico (modelos ESL, por exemplo) para
a regiao global (todo o dominio) e ainda satisfatério em determinar as condigoes
de contorno para a andlise posterior da regiao local (pequena regiao do dominio
onde um fenomeno deseja ser avaliado). O principal motivo de critica em relagao ao
método seqiiencial é que este nao considera o efeito da regiao local sobre a global, isto
é, a continuidade do deslocamento é imposta enquanto nao se mantém o equilibrio

das forcas ao longo do contorno global-local PI”

e Método multiplo simultaneo - é caracterizado pela analise simultanea de todo o
dominio, onde diferentes sub-regides sao modeladas utilizando diferentes niveis de

discretizacao da malha de elementos finitos e diferentes modelos matemaéticos. !

A grande parte dos artigos publicados sao casos especiais ou aplicagoes das teorias,
modelos e métodos descritos anteriormente na formulagao de elementos finitos. Apesar dos

avancos tedricos e numéricos na analise de compdsitos laminados, o presente trabalho tem
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como objetivo apresentar um modelo com base na teoria de deformacao de cisalhamento de
primeira ordem e no método dos elementos finitos. A notacao strain gradient é empregada

na formulagao do elemento visando identificar e eliminar erros de modelamento.

O método dos elementos finitos consiste em discretizar o dominio do meio continuo
em um numero finito de sub-regioes interconectadas,gerando assim um modelo que repre-

sente o continuo através de um nimero finito de graus de liberdade.

Por ser um método que produz resultados aproximados em relacao a solucao
exata, ha uma grande necessidade em se avaliar a precisao do modelo de elementos fini-
tos. Para que a estimativa da eficiéncia do modelo seja realizada, geralmente problemas
simples, para os quais uma solucao analitica é possivel, sao modelados e os resultados
obtidos pelo modelo proposto e pela solucao analitica sao comparados. Com esse proce-
dimento, ganha-se confianga no modelo e a possibilidade de quantificar o erro, e assim

analisar se a precisao da solugao é ou nao satisfatoria.

Percebe-se que um grande esforco tem sido feito para alcancar a acuracidade dos
modelos de elementos finitos. Esse esforco se da através da eliminacao ou reducao dos
erros de modelagem. Tais erros sao inerentes a formulacao e estao relacionados ao tipo
de elemento e graus de liberdade usados para o modelo, o que pode levar a polinomios

incompletos e de ordem incompativeis com o problema a ser modelado.

Como mencionado anteriormente, a FSDT e a natureza das funcoes aproximado-
ras utilizadas gera o aparecimento de termos espurios nas deformagoes de cisalhamento
do elemento finito, fazendo com que o modelo do laminado apresente rigidez artificial,
especialmente quando o laminado é fino. Isto ocorre devido ao aparecimento de termos
espurios nas expressoes de deformacao de cisalhamento. Muitas tentativas em aliviar os
problemas de rigidez artificial em elementos de placa tém sido propostas ao longo dos anos
como por exemplo formulacoes mistas e técnica de integracao reduzida como a proposta

14 Embora a técnica de integracao reduzida seja uma boa

por Zienkiewicz, Taylor e Too
solucao para o problema, a técnica pode gerar modos espurios de deformagao nula em

alguns elementos. 3]

Dow, Ho e Cabiness!'”

apresenta o uso da notacao strain gradient como um pro-
cedimento para analisar o comportamento de elementos finitos bidimensionais e tridimen-
sionais. O procedimento compara a quantidade de energia de deformacgao do modelo de
elementos finitos formulado em notacao strain gradient com a quantidade de energia de

deformagao do continuo modelado via elementos finitos isoparamétricos. Expansao em
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série de Taylor é utilizada para definir as expressoes de deslocamentos, deformacoes e
rotacoes em termos de variaveis de deformacao e gradiente de deformagao, o que estabe-
lece uma conexao fisica entre o modelo e o continuo. A notacao strain gradient permite
ao analista identificar as capacidades e deficiéncias de modelamento de um elemento finito

a-priori.

Como mencionado anteriormente, o presente trabalho tem por objetivo apresentar
um modelo com base na teoria de deformagao de cisalhamento de primeira ordem e no
método dos elementos finitos. A notacao strain gradient é empregada na formulacao do
elemento visando identificar e eliminar erros de modelamento. O elemento finito utilizado
neste trabalho foi originalmente formulado por Abdalla Filho?, com o intuito de realizar
analise de erros em compésitos laminados, nao tendo havido a preocupagao de avaliar o
modelo quanto a sua capacidade em calcular tensoes. Este trabalho ocupa-se de realizar
os calculos de tensoes normais e de cisalhamento ao longo da espessura de laminados,
buscando validar o elemento finito através de comparagoes dos resultados numéricos com

resultados de solugoes analiticas.



3 Compésitos Laminados

3.1 Consideracoes iniciais

Este capitulo tem por objetivo descrever os fundamentos tedricos sobre composi-
tos laminados necessarios ao desenvolvimento deste trabalho. As referéncias bibliogréaficas
utilizadas sao: Jones!'® Reddy!™, Vinson e Sierakowski'”), Reinhart e Clementel!l e Cal-

lister Jri8),

3.2 Introducao aos materiais compadsitos

Materiais compésitos podem ser definidos como uma combinacao de dois ou mais
materiais em escala macroscopica, que possuem fases quimicamente diferentes e estao

separados por uma interface distinta.!'®

Ao combinar diferentes materiais os engenheiros e cientistas tém por objetivo criar
novos materiais com combinagoes de propriedades mecanicas que nao sao encontradas nas
ligas metalicas convencionais, ceramicas e materiais poliméricos isoladamente. Dentre tais
propriedades, pode-se citar: elevada resisténcia mecanica, elevada resisténcia a corrosao,

isolamento térmico e acustico, durabilidade, peso reduzido, entre outras.

Os compositos apresentam caracteristicas dos seus materiais constituintes e tam-
bém caracteristicas que nenhum deles possui. As propriedades dos compésitos sao fungoes
das fases constituintes e de suas quantidades relativas, geometria, distribuicao e orientagao

das particulas que compoem a fase dispersa, e sao geralmente divididos em trés classes:

e compoésitos particulados - os quais sao compostos de microparticulas de um ou
mais materiais suspensos em uma matriz de outro material. Tanto as particulas
quanto a matriz podem ser metdlicas ou nao metélicas, tornando possivel quatro

combinagoes particula—matriz: nao metalica com metdalica, nao metalica com nao

12
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metalica, metalica com nao metdlica e metalica com metalica;

e compoésitos fibrosos - esta é com certeza, a classe mais importante dos materiais
compoOsitos, pois proporcionam altas relagoes resisténcia—peso e rigidez—peso. Con-
sistem de fibras de um material dispostas em uma matriz de outro material que
pode ser metdlica, nao metalica ou polimérica. As fibras podem ser continuas ou des-
continuas, unidirecionais ou bidirecionais, trancadas ou com distribuicao randomica.
A orientacao, a concentracao e a distribuicao das fibras na matriz é o que exerce

grande influéncia na resisténcia final nos compésitos reforgados com fibras;

e compositos estruturais - compdésitos laminados ou painéis sanduiches sao os composi-
tos estruturais mais comuns. Estes tiltimos consistem de duas placas de um material
resistente e rigido separadas por uma lamina de material de baixa densidade e
menor resisténcia e rigidez. Ja os compdésitos laminados sao constituidos de laminas
de diferentes materiais (incluindo os das classes de materiais compdsitos descritas
anteriormente), em que duas das suas dire¢oes sdo muito maiores do que a terceira.
As laminas sao coladas juntas formando um tnico elemento estrutural, por meio de

empilhamento.

Este trabalho tratara somente dos compodsitos laminados reforcados com fibras,
que é uma classe hibrida dos materiais compésitos envolvendo compdsitos fibrosos e
técnicas de laminagao 16 Estes materiais serao referenciados aqui apenas como compositos

laminados.

Segundo Vinson e Sierakowskil':

O laminado consiste de um conjunto de laminas empilhadas constituidas de ma-
teriais reforcados com fibras para alcancar a rigidez e resisténcia desejada em peque-
nas espessuras. As fibras de cada lamina devem ser orientadas em diversas direcoes e
a seqiéncia de empilhamento (esquema de laminagdo) dessas laminas (com diferentes
orientagoes das fibras) € o que dd aos compdsitos laminados a capacidade de otimizar
as propriedades do material para uma dada estrutura e um conjunto de carregamentos,
tornando-se esta a maior vantagem que os compositos tém sobre os materiais metdlicos e

estruturas plasticas.

Os compdsitos laminados tém larga utilizacdo na engenharia estrutural para
aplicagoes em que o fator peso da estrutura é muito importante devido a alta relacao

resisténcia—peso e rigidez—peso.
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3.3 Comportamento mecanico da lamina

Materiais compdsitos possuem caracteristicas que os tornam bastantes diferen-
tes dos demais materiais utilizados na engenharia. Para estudar o seu comportamento
mecanico, deve-se considerar a sua estrutura heterogénea e seu comportamento ani-
sotrépico. Materiais anisotrépicos sao aqueles materiais em que as propriedades sao dife-
rentes em qualquer dire¢ao e em qualquer ponto do meio (corpo), variando em fungao da
orientacao e nao possuindo planos de simetria, o que causa acoplamento entre os modos de
deformagao. Os compésitos laminados sao freqiientemente caracterizados como materiais

ortotropicos, isto é, tém trés planos mutuamente ortogonais de simetria material.

Os materiais heterogéneos possuem propriedades mecanicas que variam com a
posicao no corpo. Devido a heterogeneidade, os materiais compositos sao estudados sobre

dois aspectos:

e micromecanica - que estuda o comportamento mecanico dos materiais constituintes

e as suas interacoes;

e macromecanica - que estuda a conseqiiéncia da uniao de duas ou mais laminas,
com o objetivo de estabelecer relacoes entre esforgos solicitantes e deformagoes para

laminados.

Para a formulagao das equacoes constitutivas de uma lamina, consideremos um
caso isotérmico em que a lamina obedece a um comportamento linear—elastico, isto é, a

Lei de Hooke generalizada ¢é valida:

{o} = [Ql{e} (3.1)
em que {0} é o vetor de tensdes, [Q] é a matriz constitutiva do material e {€¢} é o vetor

de deformacoes.
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Para materiais anisotrépicos, a matriz {[Q]} é simétrica, possui todos os termos,

e tem 21 constantes de material independentes, ficando a equagao assim:

" N - 7T ( )

011 Qu Qr Qi3 Qu @iz Qo €11
022 Q2 Q2 Qa3 Qu Qs Qo €22
033 Q31 Q32 Q3 @3 @35 Qs €33
T23 Qu Qe Quz Qu Qi Quo 23
T13 @51 sz W53 O 55 so 713
[ 12 ) Qo1 Qo2 Qos Qo1 Qs Qos| | 112)

em que 1, 2 e 3 sao as dire¢oes principais.

Como mencionado anteriormente, compoésitos laminados classificam-se como ma-
teriais ortotropicos e as relagoes constitutivas, devido aos trés planos mutuamente orto-

gonais, reduzem-se a:

(o0 ] (Qu Qu Qs 0 0 0] [en)
022 Qa1 Qa2 Qo3 0 0 0 €22
033 [ _ @an @32 @ 0 0 0 €33 (3.3)
To3 0 0 0 Qu 0 O V23
713 0 0 0 0 Qs 0 713
[ 712 ) 00 0 0 0 Qe |M2)

existindo apenas 9 constantes de material independentes.

Os coeficientes da matriz de rigidez @);; podem ser escritos em termos das proprie-
dades mecanicas do material, que sdo o médulo de elasticidade longitudinal E;; (Eq, Eas,
E33), médulo de elasticidade transversal Gy; (G2, Gis, Gas) e o coeficiente de Poisson v;;
(12, V13, Va1, Va3, V31 € V32). Essas constantes sao determinadas em laboratério através
de ensaios de tracao uniaxial e de cisalhamento puro, e geram a matriz de flexibilidade
do material. A matriz de rigidez é a inversa da matriz de flexibilidade, e assim pode-se

obter os coeficientes ();; em termos das propriedades mecanicas do material:
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By (1 — v3v37) B (1 — v31113) _ Es3(1 — viav1)

Qu = A Q2 = A Q33 = A
Qua = Ga3 Qs = G Qo = G12
Q _ EQQ(V12 —|— V321/13)
12 A
ng _ E33(V13A—f— V121/23) (34)
. E33(V23 + V211/13)
Q23 = A
em que A é dado por:
A =1 — V991 — Voglsg — V3113 — 2U91 V32013 (3.5)

As relacoes constitutivas para um material ortotropico, Eq. 3.3, estao submetidas
a um sistema de coordenadas coincidentes com o sistema de coordenadas principais do
material. Porém, as diregoes principais do material geralmente nao coincidem com as
coordenadas do problema, e ainda, compositos laminados tém diversas laminas e cada
qual com uma orientacao diferente com relacao as coordenadas do laminado. Deste modo,
torna-se necessaria a transformacao das tensoes e deformagoes nas diregoes principais para
as direcoes do laminado. Assim toma-se os eixos z, y e z para o sistema de coordenadas
da lamina, e as direcoes principais sao definidas pelos eixos 1, 2 e 3. Considerando que o
eixo 3 do sistema de coordenadas principais seja coincidente com o eixo z do sistema de
coordenadas da lamina e que a direcao 1 tenha a mesma orientacao das fibras e que forma
um angulo com o eixo x, pode-se escrever o vetor de tensoes e deformagoes no sistema
(xyz) da lamina em funcdo do sistema de coordenadas principais (123) através de uma

matriz transformacao.
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As equagoes de transformacao de tensoes e deformacoes é:

( 3\ ( 3 ( 3\ ( )
Oz 011 011 O
Uyy 022 022 Uyy
Oz 033 033 Oz
= [T e = [R] (3.6)
Tyz T23 T23 Tyz
Tez 713 713 Txz
\ T2y ) ( 712 ( 712 \ T2y )
() \ ¢ ) R
€xx €11 €11 €xa
Eyy €22 €22 Eyy
€2z €33 €33 €2z
= [R]" e = [1" (3.7)
Vyz 23 V23 Vyz
Yz Y13 Y13 Yz
\'ny) \’}/12) \712) \’ny)

sendo que T' e R sao as matrizes de transformacao de um sistema de coordenadas local

para um sistema global:

(m2 w2 0 0 0 —9mn |
n2 m?> 0 0 0 2mn
0 0 1 0 O 0
[T] = (3.8)
0 0 0O m n 0
0 0 0 —n m 0
imn —mn 0 0 0 (m?—n?)]
[ m? n2 0 0 0 2mn ]
n? m2 0 0 0 —2mn
0 0O 1 0 O 0
[R] = (3.9)
0 0O 0 m —n 0
0 0O 0 n m 0
—mn mn 0 0 0 (m?—n?]

em que m = cosf e n = siné.
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Substituindo as equagoes 3.6 e 3.7 na Eq. 3.3, tem-se:

(o zx ] -@11 Qi Qi3 0 0 @16- ( Cax \
Oyy Qi Qn Qy 0 0 Qu Cyy
Oz | _ Qi3 Qo Qy _O _0 Q36 €22 ( (3.10)
Tyz 0 0 0 Qu Qp 0 Vyz
Taz 0 0 0 @45 @55 0 Va2
( Tzy ) _@16 626 @36 0 0 666_ ( Vzy )
em que [Q] = [T][Q] [T]" e os coeficientes Q;; sao dados por:

Qu = m'Qu +m*n*(2Q2 + 4Qss) + 1" Qoo

Qi = m*n*(Q11 + Qa2 — 4Qs6) + (m" +1") Q12

Q13 = m°Quz +n*Qa3

Q16 = m*n(Qu — Q2 — 2Qss) + mn*(Qra — Qa2 + 2Qs6)
Qop = m" Qo +m*n*(2Q1s + 4Qss) + 1" Qny

Qa3 = n*Q13 +m*Qa3

Qo5 = m*n(Qr2 — Qaa + 2Qss) + mn*(Qu1 — Qua — 2Qs6) (3.11)
Q33 = Qs3

Q36 = mn(Quz — Qa3)

Qs = m*Qus + n*Qss

Qus = mn(Qs5 — Qua)

Qs5 = 1°Qus + M*Qss

Qo5 = m"Qes +m°n”*(Qu1 + Q22 — 2Q12 — 2Qs6) + 1" Qec

Com o aparecimento dos termos Q,g, Qq, @35 € Q45 Nota-se pela equacio (3.10)
que existe acoplamento entre tensoes normais e deformacoes de cisalhamento, entre tensoes
de cisalhamento e deformagoes normais, e que também ha interacao entre tensoes e de-
formacoes de cisalhamento. Este acoplamento sé ocorre se a lamina for solicitada em uma

diregao diferente das direcoes principais.
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3.4 Comportamento mecanico do laminado

Na secao anterior foram formuladas as relagoes constitutivas para uma lamina
de material compédsito, porém um laminado é composto pela uniao de duas ou mais
laminas que se comportam como um unico elemento estrutural. Devido a busca das
propriedades mecanicas melhoradas, as laminas tém diferentes orientagoes, o que torna
impossivel definir uma tnica matriz constitutiva, fazendo-se necessario aplicar a Lei de

Hooke generalizada para cada lamina.

Considerando um laminado composto de n laminas, a relagao tensao—deformacao

para a k—ésima lamina é:

{o}r = [Qle{€}r (3.12)

A teoria para placas de material compdsito adotada para a andlise de um laminado
neste trabalho é a teoria de deformacao de cisalhamento de primeira ordem e esta baseada

nas seguintes hipdteses:

(i) segoes planas normais a superficie média do laminado antes da flexdo permanecem
planas, mas nao necessariamente normais a superficie média depois da flexao. Desta
forma a secao € livre para rotacionar, o que significa que o laminado sofre distor¢ao

angular através da espessura;

(ii) o laminado deforma-se como um todo, ndo havendo movimento relativo entre as
laminas nos planos paralelos a superficie média. Isto significa que o comportamento

da superficie média representa o comportamento do laminado;

(iii) a tensdo o,, e a deformagdo €,, normais ao plano da superficie média variam de

lamina para lamina, porém nao se considerara os seus efeitos neste trabalho;
(iv) a superficie média pode sofrer extensao, o que permite deslocamentos no plano zy.

As relagoes cinemaéticas que representam as relagoes deformacgoes—deslocamentos

em um corpo sao descritas pela equagao:

eij

| =

emquetej=1x,yez
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Os deslocamentos da placa laminada sao representados por:

u(,y, z) = uo(w,y) + 2¢(x,y)
v(x,y, 2) = v(z,y) — 2p(z,y) (3.14)
w(z,y) = wo(,y)
em que u e v sao os deslocamentos no plano, w é o deslocamento transversal e ug, vy € wy

sao os deslocamentos da superficie média ao longo dos eixos x, y e z, respectivamente, e

q e p sao as rotagoes normais em relacao a x e y, respectivamente como mostra a Fig. 1.

3

1

Figura 1: Elemento de placa para composito laminado adotado.

As resultantes das forcas no plano e transversal ao plano, e as resultantes de
momentos (Fig. 2) podem ser utilizadas para laminados assim como na teoria cldssica de
placas, sendo obtidas pela integracao das tensoes em cada lamina através da espessura do

laminado, isto é:

(a) Forgas resultantes. (b) Momentos resultantes.

Figura 2: Forgas e momentos resultantes.
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Ny P no o | e
Ny ¢ = /h/2 Oyy dz = § :/ Oyy dz
- k=1 Y %k—1
N.z‘y Ty Ty k
h)2 n 2 (3.15)
M, ¢ = Tyy zdz = E Tyy zdz
—h/2 k=1 Y #k—1
Ty Try Txy

k

h/2 n 2k
{Qz}:/ {Tz’z}dzz / {sz} i
Qy —h/2 | Tyz k=1 Y 2k-1 \ Tyz A

em que zp e zp_1 sao as coordenadas do topo e da base da lamina k, conforme mostra a

figura 3.

Figura 3: Espessura do laminado.
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Utilizando a lei de Hooke para cada lamina e sabendo que a matriz [@)] é constante

dentro de cada lamina, as resultantes de tensao {N} e {M} podem ser escritas por:

N, n |Qn Qi Qu 4 K
Ny 0= Z Qi Qg Qo f;k_l ¢; o dz+ :_1 Ky ¢ 2dz
Nay = @16 @26 @66 i %gy Kay
(3.16)
M, n |Qu Qi Qs € K
M, o= Z Qi Qg Qu f;:_l € zdz + Zik—l Ky 22dz
My, = @16 @26 @66 i Yy Ky

em que €2, €2 e v° sao deformacoes lineares e de cisalhamento da superficie média, e x°
) Ty Ty 9 x)

K, € K3, sao curvaturas da superficie média. Como esses vetores sao independentes de z,
valores referentes a superficie média, sao removidos de dentro da integral. Os resultados

das operacoes acima sao representados simbolicamente por:

{N} = [Al{e} + [B]{x}

(3.17)
{M} = [Bl{e,} + [D]{~}
Explicitamente, tem-se:
N, Ay Agg A16 Eg Bii Bz Bis Ry
Ny ¢ = |A2 Az Ag € (1T |Biz2 B B Ky
N, zy A Axg Asg ’ng Bis By Bes Rgy
(3.18)
M, By Bia Big € D1 Dip Dig Kz
My = |Bi2 B2 DB GZ + | D12 Dy Do Ky
M, Big Bas Bes| | Vay Dig Dy Degs| | Kay

em que os coeficientes da matriz A, B e D sao obtidos através das seguintes equagoes:
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k=1
I~ —
Bi; = B Z (Qij)k (Zi - 213—1) (3.19)
k=1
1o~ —
D;; = 3 (Qij>k (Zl::;) - z/?—l)
k=1

A matriz A é chamada de matriz de rigidez de alongamento e representa a par-
cela da forcga resultante normal causada pela deformacao normal do laminado. A matriz
B é chamada de rigidez de acoplamento e representa o acoplamento entre modos de de-
formacao, ou seja, representa a parcela da forga resultante normal causada pela flexao e a
parcela do momento resultante causada pela deformacao normal do laminado. Se existi-
rem termos nao nulos na matriz B, existird acoplamento entre os modos de deformacao.
S6 nao havera acoplamento entre modos de deformagao se o laminado for simétrico em
relacao ao plano médio. A matriz D é chamada de rigidez de flexao e representa a parcela
do momento resultante causada pela flexao do laminado. Dessa forma, a matriz de rigidez
depende da rigidez do material, da espessura da lamina e esquema de laminacao, como se

pode observar através da Eq. 3.19.

Para determinar a resultante da forca de cisalhamento, admite-se a hipotese que
as tensoes de cisalhamento transversal distribuem-se parabolicamente através da espessura

do laminado. Para modelar esta distribuicao parabélica, utiliza-se a seguinte funcao!'”:

fz) = Z [1 - (hi/2>2] (3.20)

em que o coeficiente 5/4 na Eq. 3.20 é o fator de correcao adotado (7,

As relagoOes constitutivas para a k—ésima lamina envolvendo as tensoes de cisa-

lhamento transversal(Eq.3.10) sao:

{TyZ} _ [@44 @45] {Vyz} (3.21)
Txz k @45 @55 Yz

Integrando essas tensoes ao longo da espessura do laminado, considerando a

funcao f(z):
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Qy Vyz
= 3.22
{Qm} {%} (3:22)

em que A;; pode ser escrita em termos de f(z) da seguinte maneira:

A44 A45
A45 A55

Ay =2 (@y) [Zk — k1 — % (23 — zi_1) %] (3.23)

k=1

] o

parai=4,5e 5 =4,5.

3.5 Configuracoes de um laminado

Apenas casos gerais de sequéncias de empilhamento serdao descritos. Primei-
ramente a notacao e terminologia associada ao esquema de laminacao para laminados
constituidos de laminas de mesmo material e espessura é apresentada. O esquema de
laminacao pode ser simétrico ou nao simétrico ou anti—simétrico em relacao a superficie
média.

O esquema de laminagao pode ser representado por [a/ 3/3/ a], em que « é a
orientacao da primeira lamina, (3 é a orientacao da segunda lamina e assim por diante; e
pode também ser representado pela metade superior do laminado, da seguinte maneira:
[a, (s, em que o subscrito s indica simetria da metade inferior. As laminas sdo contadas
a partir do topo do laminado que se encontra no sentido positivo do eixo z. Quando
as laminas do laminado possuem espessuras diferentes, deve-se representar a seqiiéncia

de empilhamento adicionando a espessura ao lado do angulo como por exemplo: [at/
B2t/83t) at].l"

O laminado freqiientemente é composto por laminas com orientagoes distintas e o
angulo de orientagao 6 deve ser —90° < 6 < +90°. Em relagao a sua orientacao, os lami-
nados podem ser classificados em laminados em angulo (angle ply) ou laminados cruzados
(cross ply), sendo que este ultimo, tem obrigatoriamente suas laminas orientadas a 0° ou
90°, o que anula os termos @16, @26 e @45 da matriz constitutiva e, conseqiientemente
faz com que os termos Aig, Aog, Ass, D1g € Dog da matriz de rigidez sejam iguais a zero,

evitando acoplamento entre os modos de deformacgoes normais e de cisalhamento.

Chama-se laminado simétrico aqueles laminados que tém simetria em relagao a
superficie média tanto do ponto de vista geométrico quanto das propriedades materiais.

Ao arranjar as laminas de um laminado de forma simétrica, obtém-se uma estrutura que
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nao exibe acoplamento entre flexao e extensao. Isto quer dizer que todos os termos B;;

da matriz de rigidez sao nulos, o que facilita a andlise de tais laminados.

Exemplos de laminados simétricos em angulo e cruzados podem ser descritos por
[30/ —30/45/ —30/30] e [0/90/0/90/90/0/90/0] = [0/90/0/90]s, respectivamente. Os
laminados em angulo apresentam os termos Aig, Asg, Ass, Dig € Dog € oferecem mais

rigidez ao cisalhamento do que os laminados cruzados.!

Apesar de que a simetria é muitas vezes desejada, pois ela evita o acoplamento
entre modos de deformacao, simplificando assim o processo de analise, necessidades de

projeto podem requerer laminados nao simétricos.

Anti-simétrico é o tipo de laminado que tem laminas de mesma espessura, mesmas
propriedades materiais e um ntmero par de laminas em que a orientacao das laminas
adjacentes tém sempre sinais alternados, como por exemplo: [30/ —30/30/ —30]. Devido
a simetria da espessura e anti-simetria da seqiiéncia de empilhamento para cada par de
laminas, os termos Ajg, Az, Dig € Do sao iguais a zero e os termos de B;; nao sao
todos nulos. Como mencionado anteriormente, a rigidez de um laminado depende das
propriedades do material, da espessura da lamina e do esquema de laminacao. Assim, a
rigidez A;; depende somente da espessura e rigidez da lamina e seus termos sao sempre
positivos; D;; depende da espessura e rigidez e seus elementos também sao positivos, e
B;; pode ser tanto positiva quanto negativa dependendo do nimero de laminas e esquema

de laminacao.”

O préximo capitulo serd dedicado a descrever a notagao strain gradient e apre-

sentar a formulacao do elemento de placa de compdsito laminado adotado.



4 Modelo de Placa para
Compoésitos Laminados

4.1 Consideracoes iniciais

Este capitulo é destinado ao desenvolvimento do elemento finito de placas de
compositos laminados utilizando a notacao strain gradient. A notacao e a formulagao do

elemento finito a ser adotado sao apresentados. As referéncias bibliograficas utilizadas
sao: Abdalla Filho® e Byrd!'),

4.2 A notacao strain gradient

Na formulagao por elementos finitos, os deslocamentos sao representados por
expansoes polinomiais cujos coeficientes sao desconhecidos. A notacao strain gradient
consiste em escrever as expansoes polinomiais para os deslocamentos em termos de gran-
dezas fisicamente interpretaveis, o que permite relacionar os deslocamentos que ocorrem
no meio continuo a suas fontes. Com isso, a notacao é capaz de evidenciar a relagao entre

o modelo matematico e o problema fisico.

A base operacional para definir fisicamente os coeficientes polinomiais consiste
em escrever os coeficientes da expansao em séries de Taylor em termos de grandezas ci-
nematicas, ou seja, relagoes deformacao—deslocamento. Desta maneira, a utilizacao da
notacao strain gradient na formulacao de elementos finitos permite determinar a habili-
dade de um elemento em modelar um tipo qualquer de problema, a—priori, ou seja, antes

do processo de andlise numérica.

O procedimento para a determinacao dos coeficientes em termos de grandezas
fisicamente interpretaveis sera agora ilustrado através de um caso bidimensional, repre-

sentado por polinomios completos de segunda ordem. O procedimento descrito em maior

26
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nivel de detalhe pode ser encontrado em Byrd“g}.

As expansoes polinomiais para as componentes dos deslocamentos u e v sao:

u(z,y) = Ay + Asz + Aszy + Agz® + Aszy + Agy? (4.1)

v(z,y) = By + Bax + Bsy + Byx* + Bsxy + Bgy®

As expansoes polinomiais dos deslocamentos sao expansoes em séries de Tay-
lor avaliadas em uma determinada origem, sendo os coeficientes desconhecidos necessa-
riamente grandezas cinematicas, tais quais movimentos de corpo rigido, deformacoes e

gradientes de deformagoes. Avaliando as Eq. 4.1 na origem do elemento produz-se:

u(0,0) = Ay = [u,
v(0,0) = By = [v],

(4.2)

em que [ul, e [v], sdo as componentes horizontal e vertical dos movimentos de translacao

de corpo rigido.

Pela avaliacao da primeira derivada dos deslocamentos u e v para deformacoes

normais na origem, tem-se:

0
eo(a,y) = 5= = Ay + 244z + Asy

€:(0,0) = Ay = [e]o 43)

0
ey(z,y) = 8—; = B3 + Bsx + 2Bgy

€,(0,0) = B3 = [¢,]o

Utilizando as defini¢oes de rotacao no plano e distorcao angular, essas grandezas

estimadas na origem sao definidas como:

r(0,0) =

1 /0v Ou 1
r(z,y) = 5 (% - O_y) =5 [(By — A3) + (2B4 — As)x + (Bs — 246)y] 44
5 (B = Ag) = [1],

ou Ov
o) = (G +5p) =+ B+ (s #2800+ Aok B

7951/(070) = (A3 + BQ) = [%vy]o
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Resolvendo as Eq. 4.4 e 4.5 tem-se:

]

2

e[

2

(4.6)

As derivadas de primeira ordem das deformagoes normais e de cisalhamento para

a obtengao dos coeficientes polinomiais, determinadas na origem, estao descritas abaixo:

+2(0,0) = — =2A
€22(0,0) ox 4
Oe,
Em,y<0, O) = a—y = A5
Oe
Eyza:(o’ O) - a_xy = Bs
Oe
6y,y<0a O) = 8—; = 2B6
0z
%y,x((), 0) = 8xy = A5+ 2B,
0z
’ny,y(oa O) - ayy = 2146 + B5
Logo, rearranjando a Eq. 4.7, obtém-se:
_el’ X
A= 5,
A5 = [Gz,y]o
Ag = _('ny,y - Eyw)}
L 2 o
B4 o -(f}/zy,x - €x,y):|
L 2 o
B5 = [Ey,df]o
re

(4.8)

Agora que todos os coeficientes arbitrarios foram definidos, pode-se substitui-los

na Eq. 4.1 obtendo-se as expressoes para os deslocamentos em termos de grandezas fisicas

COomo segue:
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uw(z,y) = [u], + €],z + [% - TLy + [E%I]OI? + [€ay), 2y + [W} )2
°(4.9)
o) = b, + [ 4] ot faly+ |

’yxy’x B €x7y

€

2

Os coeficientes contidos na Eq. 4.1 aparentemente nao possuem significado fisico.
O objetivo da notagao strain gradient é revelar a relacao entre esses coeficientes e as
grandezas fisicas que produzem movimento no meio continuo. Ao analisar a Eq. 4.9,
pode-se notar que as componentes do deslocamento sao compostas por coeficientes que
representam movimento de corpo rigido, estado de deformacoes constantes e derivadas
das deformagoes, sendo essas grandezas os estados de deformagoes que o elemento é capaz

de representar.

O procedimento para a determinagao dos coeficientes anteriormente descrito foi
aplicado a um polinémio tridimensional completo de quarta ordem e os coeficientes resul-
tantes foram tabeladas por Byrd[lg](ver tabela no apéndice A). Portanto, ndo hé necessi-
dade de se aplicar o procedimento de determinacao dos coeficientes a cada vez que se quiser
formular um elemento, bastando apenas consultar na tabela os coeficientes compativeis

com o tipo do elemento e teoria adotados.

A formulacao apresentada a seguir considera um composito laminado de espes-
sura qualquer h e formada por n laminas. Como cada componente do deslocamento
pode ser estimada nos pontos nodais do elemento finito, a representacao matricial dos

deslocamentos é convenientemente dada por:
{di} = [orl{esg.} (4.10)
em que:

e {di} é o vetor de graus de liberdade nodais da k—ésima lamina e é definido por:

{dk}T = {Ul U1 UV2 U3V3 UgeVg UsU5 Ug ?16}

o {54, } ¢ vetor dos modos de deformagao para a lamina k e é expresso por:

T _
{659k} ={uo vo To € €xz €y € €yy Cyz Yoy Voyz Vayy)
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e [¢r] é composta de vetores de deslocamento linearmente independentes que contém
as coordenadas nodais do elemento e que relaciona os deslocamentos aos possiveis

modos de deformagoes e é expressa por:

Uo Vo To €z €xax €y €y Cyy Cyz  TVzy VYeyx Vryy

2 2 2

Z1 —Y Y1 Yi

Uy 1 0 —Y1 1 5 T1Y1 0 0 N 5 0 o5
2 2 22

vy 20 1 @z 0 0 oy B omy BF 0

2 2 2

) Y5 Y2 Y3

U9 1 0 —Yz T2 5 T2lY2 0 0 5 5 0 5
22 2 22

(%) 0 1 ) 0 0 T2 Y2 y72 T2Y2 % ?2 0

2 2 2

z3 —Y3 Y3 Y3

[(z)k]_ Us 1 0 —Ys I3 5 T3lYs 0 0 5 5 0 5
- 2 2 22

V3 0 1 I3 0 0 73 Ys y73 T3Y3 % 73 0

2 2 2

Ly Y Y4 Y

Uy 1 0 —Yq T4 5 LaYy 0 0 o S5 0 o5
—x2 2 22

v 10 1w 000 SR oy B owmgw B0F 0

22 ) 2

Us 1 0 —Ys Is 75 T5Y5 0 0 % y75 0 y75
—x2 y? x5 a3

(o 0 1 Ts5 0 0 -5 Y5 T T3Ys T 5 0

2 ) 2

Ug 1 0 —Ys Tg ?6 TelYs 0 0 % % 0 y?G
2 2 22

Vg 0 1 Tg 0 0 T6 Yes y76 Tele % 76 0

Deve-se notar que {dy} e [¢y] s@o iguais para todo o laminado, por isso daqui em
diante omitir-se-4 o subscrito k. Isto é uma conseqiiéncia da hipotese de que o laminado
se deforma como um todo e que nao ha escorregamento entre laminas. Desta forma, os
graus de liberdade variam no plano XY, porém sao constantes ao longo da espessura,
fazendo com que a matriz ¢ seja fungao apenas das coordenadas x e y, isto é, a matriz ¢

é calculada na superficie média, onde z = 0.

As deformagoes elasticas sao determinadas utilizando-se as defini¢bes da teoria

da elasticidade. Na forma matricial, as deformacoes sao dadas por:

{ek} = [ngk]{esgk} (4'11)

sendo que:
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e {ex} é o vetor de deformagoes eldsticas, e é definido por:
{e}' ={e & 7o}

o [Ty, ] é a matriz de transformacdo que relaciona deformagoes eldsticas e os modos

de deformacao do elemento, e é definida por:
Uo Vo To €z €z Cxy € €y Cyz Yoy Tayz Tayy

Togr = | € 0001 2 y 0 0 0 0 0 0
6 0 0 0 0 1 x 0 0 0
Yy 0 0 0 0 0 0 0 1z oy

Tendo determinado os deslocamentos e deformacoes em cada lamina em termos
de grandezas strain gradient, pode-se obter a matriz de rigidez do elemento utilizando a
definicao de energia de deformagao. Sabendo-se que a energia de deformagcao do laminado
é o somatério das energias de deformagao de cada lamina que compoem o laminado, tem-se

a seguinte expressao:

n

> [ ek Qperdy, (4.12)

k=1 o

U:

N | —

em que €2 é o volume da lamina.

Substituindo as equagoes 4.10 e 4.11 em 4.12 a expressao da energia de deformagao

em notacao strain gradient é:

R — _
U:§dT¢ 1Y /Tg;k Qp Tug, A | 07 (4.13)

k=1 o

A partir da equacao de energia de deformacao 4.13, determina-se a matriz de

rigidez K:

K=¢7T / Tgk Q. Tig, A~ (4.14)
Q
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A Eq. 4.14 pode ser escrita de forma compacta, como segue:

K=¢TUy¢p™? (4.15)
em que
U= / TL Qp Tug, dU (4.16)
k=1 Q

Através da notacao strain gradient, fica dispensado o uso de integracao numérica

no célculo da matriz de rigidez, bastando apenas aplicar a Eq. 4.14.

Ups é chamada de matriz energia de deformagao e seus elementos sao integrais de
volume que contém a energia de deformagao associada aos varios modos de deformagao
que o elemento pode representar. A integral de volume da matriz Uy, pode ser separada

em uma integral sobre a area e uma integral sobre a espessura h, como descrito abaixo:

n 2k o
Uy = / (Z / To QT dzk> dA (4.17)
4 \k=17%k-1

A integral sobre a espessura é obtida através do somatoério das integrais sobre a
espessura de cada lamina que compoe o laminado. Os limites de integragao z_; € 2 sao
as coordenadas na direcao da espessura, de topo e base de cada lamina, como mostrado

na Fig. 3 da secao 3.2.

Da integragao sobre a espessura do laminado, resultam os coeficientes da matriz
energia de deformacao para compoésitos laminados. Esses coeficientes podem ser devidos
aos efeitos de membrana, efeitos de acoplamento entre flexdo e membrana e efeitos de

flexao, sendo expressos por:

Uﬁpq = Aij/ fi(z,y)dA
A

Uﬁpq = Bl]/ fz(l’,y)dA (418)
A

Ug\[}pq = Dij/ fs(z,y)dA
A

onde os termos A;j, B;j e D;; sao definidos pela Eq. 3.19 da segao 3.2 e sao rigidez de

alongamento, rigidez de acoplamento entre modos de deformacao e rigidez a flexao, res-
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pectivamente. Os indices p e ¢ representam o numero de graus de liberdade no elemento,
¢ e j variam de 1 a 5, pois representam a ordem da matriz constitutiva, e os termos
fi(z,y), falz,y) e f3(x,y) sdo fungdes das coordenadas x e y, sendo portanto constantes
através da espessura. A matriz energia de deformacao resultante do elemento utilizado

neste trabalho esta detalhada no Apéndice-B.

A utilizagao da notagao strain gradient para escrever as expansoes polinomiais
de um elemento finito revela precisamente a capacidade de modelamento do elemento.
Da mesma forma, a notagao strain gradient proporciona a facil identificacao de termos

espurios presentes, responsaveis por erros de modelamento.

Uma das fontes de erro no modelamento por elementos finitos é conhecido como
cisalhamento parasitico e provoca o fenomeno de rigidez artificial. Este tipo de erro se da
através da presenca de termos de deformagao linear nas expansoes de distor¢ao angular.
Esses termos de deformagao normal nao pertencem as expansoes em séries de Taylor das
distorgoes angulares, sendo, portanto, termos ilegitimos ou espurios. KEsses modos de
deformagao, quando ativados, causam um aumento indevido na energia de deformagao
associada ao cisalhamento, e, conseqlientemente, na rigidez do elemento finito. FEste
fenomeno ocorre, por exemplo, em um problema de flexao pura sendo modelado por um
elemento quadrangular da elasticidade plana. A grande vantagem em se utilizar a notacao
strain gradient é que o procedimento de formulacao permite a identificacao e remocao dos

termos espurios durante o processo de formula(;éo.m [20]

Na préxima segao, serd apresentada a formulacao do elemento de placa adotado
para modelar compdésitos laminados neste trabalho. Sera dada énfase a identificacao dos

termos espirios e suas eliminacoes para corre¢ao do modelo.

4.3 Formulacao do elemento

Nesta secao sera apresentada a formulacao de um elemento finito de placa com
quatro nés, associado a teoria de placa de Mindlin, ou seja, teoria de deformacao de
cisalhamento de primeira ordem. Este elemento tem cinco graus de liberdade por no,
sendo: dois deslocamentos no plano u e v, um deslocamento transversal w e duas rotagoes
normais ao plano p e ¢ em relagao aos eixos y e x, respectivamente, como mostra a Fig. 1

da Secao 3.4.

Em um elemento de placa de Mindlin, as rotagoes p e ¢ sao independentes do
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deslocamento transversal, o que resulta em:

ou(z,y, z) ov(z,y,z)
T,y = ——"> e T,y = ——2—= 4.19
q(z,y) P p(z,y) o (4.19)
A hipdtese de que segoes planas normais a superficie média do laminado antes da
deformagao permanecem planas, mas nao necessariamente normais a superficie média de-
pois da deformacao, geram deslocamentos no plano que sao fungoes lineares da espessura.
Isto permite a existéncia de distorcao angular através da espessura no elemento. Desta

forma, os deslocamentos no plano sao descritos por:

U(;C,y,Z) = ZQ<'ruy) e ’U(ZE,y,Z) = _Zp(x>y> (420)

O que diferencia um compésito constituido de uma tinica lamina de um compésito
laminado é que este ultimo combina efeitos de membrana e de flexao de placa. Esse
acoplamento dos modos de deformacao surge devido a interagao entre as laminas. Assim,
as variaveis de campo que definem o elemento sao u, v e w e podem ser representadas

por:

u(z,y, 2) = uo(,y) + 2q(z,y)
v(x,y, 2) = v(z,y) — zp(x,y) (4.21)
w(z,y) = wo(,y)
em que os deslocamentos no plano sao descritos pela soma dos deslocamentos no plano

da superficie média (u, e v,) e das rotagoes com termos lineares em z, e o deslocamento

transversal é independente da espessura.

Os termos u,, v, € w, sao funcao de x e y, e por isso, suas expansoes polinomiais
sao: 1, x, y e xy. As rotagoes p e ¢ sao funcao de z sendo suas expansoes polinomiais: z,

xz, yz e zyz. Portanto, os polinomios que descrevem os deslocamentos sao:
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u(z,y,2) = a1 + ax + azy + a4xy + a5z + agrz + aryz + agryz

v(x,y, 2) = by + bax + b3y + byzy + bsz + bgxz + bryz + bgxyz

w(x,y) = c1 + o + c3y + caxy (4.22)
ou(x,y, z
q(z,y) = % = a5 + agT + ary + agry
ou(z,y, z
plx,y) = —% = —(bs + bz + bry + bszy)

Utilizando a Tab. 2 do apéndice A, obtém-se os coeficientes polinomiais em termos

das grandezas cinematicas como segue:

w(,y,2) = [u], + €], © + [% - 7”} Y + [eayl, 2y + [7; + Q] oz + [€a,2], w2
N {%y,z - vy;x + %z,y} v+ [en, 295
v(z,y,z) = [v], + [% + er + ley], y + ey, 2y + [% — pLZ
N [%y,z + vy;,x - ’sz,y} 22+ ey Yz + [eya), 7Yz
(4.23)
w(z,y,z) = [w], + [V;Z — qu + [% +p]0y + l_%y,z + 72yz,:c + /yxz,y:| oy

'ny,z - Isz,:c + 'sz7y
2

q(z,y) = [%Z + q]o + [€a,2], 2 + { } Y+ [eay:], Ty

2

p(x,y) = [p -

F4 - Jzy,z T z;r:+xz
vi}j{w, 72y Vazy

} T — [ey,z]o Y= [ey,xZ]ol'y

Através da Eq. 4.23, pode-se identificar os modos de deformacao que o elemento

é capaz de representar, e esses modos sao:

e Movimentos de corpo rigido: [u], [v], [w], [pl, 4, 7],
o Deformagoes constantes:  [e,], [ey],  [Vayl, ezl [Wzls

o Deformacoes por flexao:  [ezy],  [€2:], leyal, ley:l, lexyz), [€yaz),
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e Deformagoes por cisalhamento:  [Vay:l,  [Vezyl, [zl

Entre movimento de corpo rigido e modo de deformacao, o elemento é capaz de
representar um total de vinte elementos (que é igual ao nimero de graus de liberdade
do elemento), sendo seis modos de movimento de corpo rigido e quatorze modos de de-
formacgoes independentes. Esses elementos formam os componenetes do vetor gradiente

de deformagao {eg}.

O elemento é capaz de representar seis modos de movimento de corpo rigido (que
chamaremos de modos de deformagao nula) e quatorze modos de deformagoes independen-
tes, totalizando vinte modos de deformagoes, que é igual ao nimero de graus de liberdade
do elemento. Esses modos de deformacao formam os componenetes do vetor gradiente de

deformacao {es,}-

{ng} = {[U]o [U]o [w]o [r]o [p]o [Q}O [€$]0 [Em,y]o [Ez,z]o [6;1;7:1/2]0 [Gy]o (424)

[Ey,w]o [Gy,z]o [Ey,xz]o h/a:y]o [f}/xy,z]o [f}/:rz]o h/mz,y]o h/yz]o [f}/yz,m]o}

Agora, pode-se obter a relagao entre deslocamentos nodais e a base gradiente de

deformagoes:

{d} = [9]{esg} (4.25)

em que {d} é:
{d} = {Ul V1WiP1qr UV Wa2ParG2 UIV3W3P3(3 U4V4WaPsqs U5 VU5 W5 Ps CJ5} (4-26)

Como mencionado anteriormente, a matriz ¢ é a matriz transformacgao que re-
laciona os deslocamentos no elemento e os possiveis modos de deformagao. Esta matriz
¢ tomada na superficie média, portanto todos os termos em z sao iguais a zero, e con-

sequiientemente, ela é tinica para todo o laminado.

O vetor de deformagoes é composto por trés deformagoes no plano e duas de-
formacgoes de cisalhamento transversal. Esse vetor pode ser descrito como a soma de dois
outros vetores, sendo que o primeiro vetor do lado esquerdo da Eq. 4.27 representa as de-
formacgoes de membrana e o segundo vetor do lado direito da mesma equagao corresponde

as deformacoes de flexao, como segue:
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( €x ) ( Uop,x ) ( <4z
€y Yo,y —ZPy
Voo { = 0 +{ w,—p (4.27)
Vez 0 Wz +q

ay) oy +002)  \2(ay —Da2) )

A partir da Eq. 4.27, pode-se obter as deformagoes elasticas, conforme a teoria

da elasticidade:

ou
€xr = a_.]; - [61]0 + kﬂmy]oy + [E%Z]o zZ+ [Ex,yz]o Yz (428&)
0
6?} —= a—Z = [Ey]o —'— [Ey,z]o T + [Eyyz]o z + [ey,z‘z]ox’z (428b)
ov Ow
Vyz = % + 8_3/ - h/yZ]o + [71/2755]0’1' + [6972]0 y + [ey,xz]o xy (4280)
ou Ow
Te2 =, + or Noelo + [Vazalo ¥ + [€acl, @ + l€ayz], 7y (4.28d)
ou Ov
Vay = Ay - or ey, + lezyl, @ + leyal, ¥ + [ay2l, 2 + (4.28¢)

+ [ey,xz]o yZ + [Gx,yZ]on

Com as expressoes para deformacoes definidas, pode-se agora iniciar o processo de
identificagao dos termos espirios. Ao observar as equagoes de deformagoes normais (4.28a
e 4.28b) percebe-se que todos os coeficientes em gradiente de deformagoes pertencem as
respectivas expansoes em séries de Taylor. Entretanto, nas expressoes de deformagao por
cisalhamento (4.28c, 4.28d e 4.28¢), surgem termos de deformagao normal que nao perten-
cem a série de Taylor aplicada as equacoes de distorcao angular. Esses termos sao termos
espurios e sao introduzidos nos polinomios para deformagoes devido ao uso de polindmios
incompativeis na representacao do campo dos deslocamentos. Na representacao dos des-
locamentos de membrana, incompatibilidade significa que os polindmios sao incompletos,

gerando o surgimento dos termos ilegitimos na expressao da distor¢ao angular no plano
(V) -

A incompatibilidade na representacao do deslocamento transversal e das rotagoes
esta nos graus dos polinomios empregados. Diz-se que esses polindmios sao inconsistentes.
Como as distor¢oes angulares transversais (7,, € 7,.) sdo definidas pela soma de uma

rotacao e a primeira derivada do deslocamento transversal, para haver consisténcia, ambos
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os termos deveriam ser polinomios de mesmo grau. No presente caso, os polinomios
para deslocamento transversal e rotagoes sao de mesma ordem, gerando inconsisténcia
ao se derivar o primeiro. Portanto, para se evitar o surgimento dos termos esptrios nos
polinomios de 7, € 7., dever-se-ia empregar um polinomio de um grau mais elevado para

o deslocamento transversal.

A capacidade da notacao strain gradient em promover a possibilidade de identi-
ficacao e remocao dos termos que causam deficiéncias no processo de modelagem antes da
analise ser processada é a grande vantagem da aplicacao da notacao no procedimento de

formulagao.

Os termos esptrios sao causadores do erro de modelagem conhecido por cisa-
lhamento parasitico e causam rigidez artificial no elemento, sendo necessario elimina-los.
O critério para a eliminacao de termos espirios, consiste em remover os termos de de-
formagoes normais que nao pertencem as séries de Taylor das defromagoes por cisalha-
mento. O processo de remogao deve ser cuidadoso de forma que nao se elimine termos de
deformagcao normal que podem ser substituidos por termos de distorcao angular através

das equagoes de compatibilidade da teoria da elasticidade. [21019]

Os termos espurios encontrados sao:

® para Yy:: [€y:], [y,
o para Yu.: [€x:], [€xy:],
L4 pa’ra’ foy I:Ex,y]o I:Eyyx]o [eyzwz]o [emvyz]o
Para um elemento quadrangular de quatro nds, nenhuma equagao de compatibi-

lidade ¢ identificada, portanto, com a simples remocao dos termos espurios das expressoes

de deformacao por cisalhamento, tem-se:

Yoz = [Wel, + gzl @ (4.292)
Yz = [’sz]o + h/wz,y]gy (429b)
ny = h/l‘y]o + h/scy,z]o zZ (4290)

As Eq. 4.29a, 4.29b e 4.29c tém apenas termos pertencentes as séries de Taylor

das deformacoes por cisalhamento, ou seja, termos legitimos.
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Este simples procedimento de formulacao de elementos finitos, via notacao strain
gradient, permite eliminacao de termos espurios, dispensando o uso de técnicas de inte-

gracao reduzida.

O proximo capitulo tem por objetivo validar o elemento aqui formulado através

de solucgoes numéricas e suas comparagcoes, quando possivel, com solucoes analiticas.



5 Analises Numeéricas

Este capitulo apresenta as analises numéricas obtidas através do emprego do
modelo de placa para compositos laminados adotado no intuito de validar o elemento for-
mulado usando a notacgao strain gradient. Para isso, solucoes numéricas serao comparadas
com solugoes analiticas. Além disso, demonstra a eficiencia da notacao em identificar e

remover termos espurio causadores de erros de modelamento.

Antes da realizagao das analises numéricas, descreve-se a implementacao do calculo

de tensoes e a solucao analitica adotada.

5.1 Calculo das tensoes

A partir do aplicativo LAMFEM, desenvolvido em Fortran, foi implementado o
calculo das tensoes para um elemento quadrilatero de 4 nés, utilizando a notacao strain

gradient como descrito abaixo:

{esg} = 0] {d}

Ty) [6]" {d} (5.1)

em que {d} é o vetor de deslocamentos, [¢] é a matriz transformacao, {e,} é o vetor
dos modos de deformacao, € é o vetor de deformagoes elasticas, [Ty,] é a matriz de trans-

formacao, [Q]é a matriz de propriedades constitutivas e o é o vetor de tensoes.

Computacionalmente as tensoes podem ser calculadas com ou sem os termos
espurios. A presenga ou auséncia destes termos é identificada na matriz [T'sg|, e estes

afetam as componentes da matriz de rigidez como mostra a Eq. 4.14. A matriz [Ty,]7

40
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com os termos espurios estd descrita na Eq. 5.2 a esquerda. Com a finalidade de facilitar
a compreensao do significado fisico, a primeira linha contém as deformacoes elasticas do
elemento e a primeira coluna contém os modos de deformacao que o elemento é capaz
de representar. De maneira similar, & direita tem-se a matriz [Ty,]5 apds a remogao dos

termos espurios de deformacao normal na expressao da distor¢ao angular.

€ax €y Yy Yoz oy D€ €y Vyr Vor Yy

Uy 0O 0 0 0 O Uy 0O 0 0 0 O
Uy 0O 0 0 0 O U 0O 0 0 0 O
To 0O 0 0 0 O To 0O 0 0 0 O
W 0O 0 0 0 O W 0O 0 0 0 O
Do 0O 0 0 0 O Do 0O 0 0 0 O
o 0O 0 0 0 O Qo 0O 0 0 0 O
€r 1 0 0 0 0 €x 1 0 0 0 O
€y y 0 0 0 = €y y 0 0 O 0
[ng]lT €z z 0 0 T 0 [ng]gT €z ‘ z 0 0 0 0
€,z yz 0 0 2y xz2 €y - yz 0 0 0 O
€y 0o 1 0 0 O €y 0o 1 0 0 O
€y 0O =« O 0 Y €y 0O =« O 0 0
€yz 0O 2 vy 0 O €y 0O 2 0 0 O
€y 2z 0 zz 2y 0 yz €y 2z 0 xz O 0 0
Vay o 0 0 0 1 Vay 0o 0 0 0 1
Vzy,z o 0 0 0 = Yy, 0O o 0 0 =z
Yoz 0O 0 0 1 O Yz 0O 0o 0 1 0
Vaz,y 0O 0 0 wy O Vaz,y 0O 0 0 gy O
Vyz 0O 0 1 0 0O Vyz 0O 0 1 0 0O
| Vyz.a 0 0 =« O 0 | | Vyza 0O 0 =z O 0 |
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5.2 Solucao analitica

[l ¢ Vinson e

A solucao analitica aqui apresentada, como pode ser visto em Reddy
Sierakowskil', é aplicada a laminados simétricos e nao considera o acoplamento dos modos
de deformacao. Isto significa que os termos B;; (da matriz de rigidez de acoplamento dos

modos de deformacao) e os termos Dig e Dog (da matriz de rigidez de flexao) sao nulos.

A solucao de Navier foi escolhida, pois pode ser aplicada para laminados retan-
gulares com os quatro lados simplesmente apoiados. A equagao que governa a flexao de

placas é:

ow, 0*w, d*w,
5 + 2 (D12 + 2Dgs) 02202 + DQQa—y4 =q(z,y) (5.3)

Dll

As condigoes de contorno para placas simplesmente apoiadas nas quatro bordas
Sa0:
wo(x,0) =0; wo(x,b) =0; M, (0,y) =0; My, (z,0) =0
wo<07y) = 07 UJO(CL,y) = 07 M$$<aﬂy) = 07 Myy($7 b) =0

(5.4)

em que M, e My, sao os momentos fletores, w, ¢ o deslocamento transversal e a e b sao

as dimensoes da placa em relagao aos eixos z e y, respectivamente.

Os momentos fletores estao relacionados com o deslocamento transversal por:

Mg, Dy Dz 0 682;%"
My, ¢ == |Diz2 Dy 0 a;;é" (5.5)
My, 0 0 D |25:52

O método de Navier para solucao de flexao de placas expande em uma série de

Fourier a deflexao lateral e o carregamento. As séries para deslocamento transversal e

carregamento que satisfazem as condigoes de contorno da Eq. 5.4 saol!™:

wo(x,y) = Z Z A sin ax sin By (5.6)
m=1 n=1

q(z,y) = Z Zan sin oz sin By (5.7)
m=1 n=1

em que « = (mm)/a e § = (nm)/b; A, sdo coeficientes a serem determinados, tal que

satisfacam a Eq. 5.3 em qualquer ponto da placa; e B,,, é dado por (71,
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4 b a
B = —/ / q(z,y) sinax sin By dzdy (5.8)
ab Jo Jo
Sabendo-se que a solucao analitica sera aplicada para um carregamento unifor-
memente distribuido ¢(z,y) = —p,, obtém-se:
16p,
Bun = ——2% Ym,n=1,3,5... (5.9)
m2mn

Para determinar o coeficiente A,,,, deve-se substituir as Eq. 5.6 e 5.9 na Eq. 5.3,

o que resulta em:

16p,
Amn = ——= 5.10
mmnD (5.10)
em que D é:
4 2 4

Entao, através da manipulagao das equagoes descritas anteriormente, pode-se

calcular as tensoes normais e de cisalhamento no plano por:[”

—<§11 B2 + @12 (k)ﬁ2) sin oz sin ﬁy_

O—II o0 oo

16p, 1 — (& — (K . :
Oyy - 76 Z_l ; mnD (Q12( Ja? + Q22( )52) sin v sin Fy (5.12)
Tay B

—2Qs M a3 cos ax cos By

Como a solucao analitica adotada é obtida por meio da teoria classica de placas
laminadas, as tensoes transversais normais sao iguais a zero quando calculadas por meio
das equagoes constitutivas. No entanto, elas existem e podem ser responsaveis por falhas
em compositos laminados. Essas tensoes podem ser determinadas usando as condicoes de

equilibrio da teoria da elasticidade e sdo expressas por:
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[53@22 ®) a?p (2@66 ® 4+ Q (k))} sin acx cos By

z 16p, 1
{Ty } - X W]; Z_:lz_;mnD

[53@11 *) 4+ o3? (2@66 ®) 1 Q (k))} cos ax sin By
(5.13)

2252
onde y = <T’“>

5.3 Analises numéricas

Com o intuito de avaliar o desempenho do modelo, a solucao de problemas de
flexao de placa é realizada numérica e analiticamente. A solugao numérica é determinada
utilizando-se quatro malhas uniformes: 2 x 2, 4 x 4, 8 x 8 e 16 x 16. Os problemas sao

1. d . Tl ’ /. . T2 . .d
avaliados com a matriz T, que contém os termos esptirios e com a matriz T, corrigida,
isto é, sem os termos espurios. Os resultados numéricos obtidos sao comparados com a
solugao de Navier (tomada como solugao exata), para a teoria cldssica de placas laminadas

(CLPT), como descrito na segao anterior.
Os dados gerais do problema sao:

1. Geometria da placa

e A placa considerada é quadrada, com lados @ = b = 304,8 mm (o sistema de

referéncia e as dimensoes da placa estao estabelecidas na Fig. 4);

e As relagoes a/h modeladas foram: 150, 50 e 10 (a/h é a relagao entre a maior

dimensao da placa e a espessura do laminado);

2. Configuragao do laminado

Exemplos de laminados simétricos em relacao a superficie média, com as fibras de

cada lamina alternando-se entre 0° e 90° com relagao ao eixo z serao considerados.
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Figura 4: Geometria da placa.

3. Propriedades mecanicas

Tabela 1: Propriedades mecanicas: fibra de vidro em matriz de epdxi

Médulo de elasticidade Moddulo de elasticidade Coeficiente

longitudinal (GPa) transversal (GPa) de Poisson
E,, — 60,70 G,. = 4,40 Vye = 0,23
E,, = 24.80 Go. = 12,00 vye = 0,23
E., =24,80 Gy = 12,00 vy, = 0,23

Fonte: REDDY, J. N. Mechanics of laminated composite plates:
theory and analysis.

4. Carregamento aplicado

O carregamento aplicado é uma pressao unitaria e a placa esta simplesmente apoiada

nas quatro bordas.

Figura 5: Carregamento e condigoes de contorno.
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5.3.1 Casos modelados

Nesta secao quatro casos serao apresentados: a/h = 150 (para laminados com 4

e 8 laminas), 50 (para laminado com 4 laminas), 10 (para laminado com 8 laminas).

5.3.1.1 CasosIell

Os dois primeiros casos agora apresentados, tem por objetivo analisar uma placa
fina, cuja relacado a/h é 150. Para estes exemplos, serao considerados as seguintes confi-

guragoes de laminados:

e Laminado tipo [

— seqiiéncia de empilhamento — [0°/90°];
— espessura do laminado A = 2,00 mm

— espessura da lamina h; = 0,51 mm, sendo¢=1,...,4
e Laminado tipo II

— seqiiéncia de empilhamento — [0°/90°/0°/90°]
— espessura do laminado A = 2,00 mm

— espessura da lamina h; = 0,25 mm, sendo ¢ =1,...,8;

O problema é resolvido utilizando-se quatro malhas uniformes: 2x2, 4x4, 8x8 e
16 x 16 para o célculo das tensoes normais e de cisalhamento. As tensoes (0, 0y, Tay, Tyz €

T.-) sao determinadas em diferentes posi¢oes da placa ao longo da espessura do laminado.

Dessa maneira, as Fig. 6 a 9 apresentam os valores de o, para as malhas 2x2, 4x4,
8 x 8 e 16 x 16, respectivamente. A tensao normal na direcao de x é avaliada no centro da
placa ao longo da espessura, isto é, 0,(a/2,b/2, z). Além disso, é feita a comparagao entre
os resultados numéricos obtidos com cisalhamento parasitico (abreviado na legenda dos
graficos por ¢/CP) e sem cisalhamento parasitico (abreviado na legenda dos graficos por
s/CP) com os resultados obtidos via solu¢do analitica (abreviado na legenda dos graficos
por CLPT).

Observando-se a Fig. 6, percebe-se que os valores numéricos das tensdes com
os termos espurios (c/CP) sdo bem menores que os valores das tensoes sem os termos

espurios. Isto significa que a presenca desses termos enrijece o modelo. As tensGes normais
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com os termos ilegitimos, tanto para o laminado com quatro laminas (Fig. 6(a)) quanto
para o laminado com oito laminas (Fig. 6(b)) apresentam erros relativos de 98% em
relacao a solugao analitica para a malha 2 x 2. A mesma comparacao feita para as tensoes

normais sem os termos espurios apresentam erros relativos de 31% para esta mesma malha.

05 N ‘ c/CP -----

0.5 S

Espessura do Laminado (h) - mm
o

Espessura do Laminado (h) - mm
o

-60 -40 -20 0 20 40 60 -60 -40 -20 0 20 40 60
Tensao Normal (oy) - MPa Tensao Normal (o,) - MPa
(a) Laminado com 4 laminas. (b) Laminado com 8 laminas.

Figura 6: Tensao Normal (o,) — a/h = 150 — Malha 2 x 2.

As Fig. 7(a) e 7(b) mostram que para a malha 4 x 4 ainda nao ocorre convergéncia
em o, avaliadas com os termos espurios. Os erros em relacao a solucao exata continuam
elevados, na ordem de 89% para o laminado com quatro laminas e 80% para o laminado
com oito laminas. O mesmo nao ocorre para as tensoes normais calculadas sem os termos

espurios, que apresentam erros relativos em relacao a solucao analitica de 2% para os

laminados com quatro e oito laminas.

1 S = T 1 T T
c S ‘ CLPT —— c Ny \ CLPT ——
£ N ‘ s/ICP ———- £ \ e sICP ———-
' X AP - - - - - ! o elcCP - - - - -
g 05 \ c/CP g 05 . c/CP
9 | o |
e} e}
© © i
£ \ £ ‘
§ o \ § o ‘
= . 4 B
o ' o \
° i ° :
g | o '
z 05 ' 2 05 :
%] \ %]
] ! N Q !
Q. ! ) o '
(7] i 0 =
w 1 N L \ AN
-1 L L L L L L L -1 L L L T L L AN
-60 -40 -20 0 20 40 60 -60 -40 -20 0 20 40 60
Tensao Normal (o) - MPa Tensao Normal (o,) - MPa
(a) Laminado com 4 laminas. (b) Laminado com 8 laminas.

Figura 7: Tensao Normal (o,) — a/h = 150 — Malha 4 x 4.

A Fig. 8 mostra que o resultado numérico obtido para o, sem os termos espurios
convergem para a solucao exata para a malha 8 X 8, enquanto que para essa mesma malha,
a tensao normal na direcao de x com os termos espirios ainda apresenta um erro elevado,

em relacao a solucao de Navier, de aproximadamente 84%.



5.3 Ané&lises numéricas

48

c ! CLPT ——
£ \ SICP ———~
£ o5 " c/CP -----
S \ ‘
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: N\

a2 -05 :

[%] '
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Q.

)

w |

-60 -40

-20 0 20 40 60
Tensao Normal (o) - MPa

(a) Laminado com 4 laminas.

Espessura do Laminado (h) - mm

0.5

-60 -40 -20 0 20 40 60
Tensao Normal (o,) - MPa
(b) Laminado com 8 laminas.

Figura 8: Tensao Normal (o,) — a/h = 150 — Malha 8 x 8.

Na Fig. 9(a), o erro apresentado na solugdo numérica com os termos espirios é

de 57% enquanto que na Fig. 9(b) este erro é de 33%. Isto indica que o refino da malha e

o aumento do nimero de laminas diminuem o efeito causado pelos termos espurios. Com

a remocao desses termos, o erro no modelo é de aproximadamente 1,5% para as duas

configuragoes de

laminados em anélise.
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Figura 9: Tensao Normal (0,) — a/h = 150 — Malha 16 x 16.

As Fig. 10 a 13 apresentam os resultados numéricos das tensoes normais na dire¢ao

de y. Estas sao avaliadas no centro da placa ao longo da espessura do laminado, isto é,

oy(a/2,b/2,z), posicao esta em que o, tem seu méaximo valor. Nota-se que o comporta-

mento de convergencia de o, ¢ semelhante ao comportamento da tensao normal na diregao

de z.

Observando-se a Fig. 10, as tensoes normais com termos ilegitimos, tanto para o

laminado de quatro laminas (Fig. 6(a)) quanto para o de oito laminas (Fig. 6(b)) apre-

sentam erros relativos de 98% em relacao a solucao analitica. A mesma comparacao feita
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para as tensoes normais sem os termos espurios, apresentam erros relativos de 31% na
malha de 2 x 2.
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Figura 10: Tensao Normal (o,) — a/h = 150 — Malha 2 x 2.

As Fig. 11(a) e 11(b) mostram que para a malha 4 x 4 ainda nao ocorre con-
vergencia em o, avaliadas com os termos espurios. Os erros em relacao a solugao exata
sao de 89% para o laminado com quatro laminas e 80% para o laminado com oito laminas.
O mesmo nao ocorre para as tensoes normais calculadas sem os termos espurios, que apre-

sentam erros relativos em relacao a solucao analitica de apenas 2% para os laminados com

quatro e oito laminas.
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Figura 11: Tensdo Normal (o) — a/h = 150 — Malha 4 x 4.

Na Fig. 12 o resultado numérico obtido para o, com os termos espurios ainda
apresenta erro elevado, na ordem de 84% em relacao a solucao de Navier. Contudo, a

malha 8 X 8 sem os termos espurios converge para a solugao exata, apresentando um erro

de 2%.
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Figura 12: Tensdo Normal (o) — a/h = 150 — Malha 8 x 8.

Na Fig. 13(a), o erro apresentado na solu¢ao numérica com os termos espurios é

de 57% enquanto que na Fig. 13(b) este erro é de 33%. Mais uma vez, o laminado com os

termos espurios e com o maior nimero de laminas apresenta convergéncia mais rapida em

relacao ao laminado com menor nimero de laminas, porém, com a remoc¢ao dos termos

ilegitimos, o erro no modelo é de apenas 2% para as duas configuracoes de laminados em

analise.
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Figura 13: Tensao Normal (o) — a/h = 150 — Malha 16 x 16.

Os resultados de tensao de cisalhamento no plano zy sao apresentados nas Fig. 14

a 17. A tensao de cisalhamento no plano é tomada na superficie superior da placa, isto

é, Tuy(a, b, z). Novamente a comparagao entre solugao analitica e solu¢do numérica com e

sem os termos espurios é realizada.

Os resultados obtidos numericamente para 7,, utilizando a malha 2 x 2 com e

sem a correcao do elemento produzem erros elevados quando comparados com a solu¢ao

exata, de 99% e 72%, respectivamente. Esses erros sao de igual grandeza tanto para o
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o1

laminado de quatro e oito laminas. Isto pode ser observado na Fig. 14.
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Figura 14: Tensao de Cisalhamento (7,,) — a/h = 150 — Malha 2 x 2.

Os resultados numeéricos obtidos com os termos espirios comportam-se da mesma

maneira para a malha 4 x 4, porém sem esses termos o erro diminui para 30%.

resultados para a malha 4 x 4 estao representados na Fig. 15.
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Figura 15: Tensao de Cisalhamento (7,,) — a/h = 150 — Malha 4 x 4.

As Fig. 16 e 17 mostram, enfim, que a convergéncia é rapida para o modelo

corrigido. O erro em relagao a solu¢do de Navier é de 12% para o laminado tipo I (4

laminas) e de 15,5% para o laminado tipo II (8 laminas). O modelo com os termos esptrios

apresenta erro relativo de 86% e 72% para os laminados tipo I e II, respectivamente, para

a malha 8 x 8.

Novamente pode-se ver na Fig. 17(a) que o erro continua decrescendo e, para a

malha 16 x 16, atinge o valor de 11% para o modelo corrigido com 4 laminas. Nota-se

no entanto, que para o laminado com oito laminas (Fig. 17(b)), o erro relativo entre os
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Figura 16: Tensao de Cisalhamento (7,,) — a/h = 150 — Malha 8 x 8.

resultados do modelo corrigido e a solucao analitica aumenta, enquanto que os resultados

sem a remocao dos termos espurios diminui para 47%.
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Figura 17: Tensao de Cisalhamento (7,,) — a/h = 150 — Malha 16 x 16.

Percebe-se que os resultados de tensoes normais nas diregoes x e y sao mais

precisos (com erros em torno de 2%) do que os resultados de tensoes de cisalhamento no

plano que produzem erros em média de (15%).

Os resultados de tensoes de cisalhamento transversal 7,. sao apresentados nas

figuras de 18 a 21. As tensoes sao avaliadas em 7,,(a/2,0, z), posigao esta onde as tensoes

de cisalhamento transversal 7,, ¢ maxima.

O comportamento das tensoes transversais 7, tanto para o laminado tipo I quanto

para o laminado tipo II sao muito semelhantes, as Fig. 18, 19, 20 e 21 mostram que os

resultados numéricos nao convergem para a solucao analitica baseada na teoria cldssica

de placas.
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Esse mesmo comportamento foi também observado em Leung et al.[13], que na va-
lidacao do seu modelo, apresenta uma comparagao entre as solugoes numeéricas e analiticas
baseadas em diversas teorias de placa. Ou seja, a comparacao entre os resultados obtidos
pela solugao analitica via teoria classica de placas e os resultados numéricos obtidos da

teoria de deformacao de cisalhamento de primeira ordem apresentam erro elevado.
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Figura 18: Tensdo de Cisalhamento (7,.) — a/h = 150 — Malha 2 x 2.
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Figura 19: Tensdo de Cisalhamento (7,.) — a/h = 150 — Malha 4 x 4.

Os resultados numéricos obtidos pelo modelo com e sem os termos esptrios con-
vergem, mesmo que muito lentamente, isto pode ser melhor observado através das Fig. 20

e 21.

As Fig. 21(a) e 21(b) devem ser cuidadosamente observadas, pois elas dao a falsa
impressao que os resultados obtidos com o modelo de termos esptirios aproximam-se mais
da solucao exata do que o modelo corrigido, quando na verdade o processo de convergéncia

ainda esta em evolucao.
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Figura 20: Tensao de Cisalhamento (7,.) — a/h = 150 — Malha 8 x 8.
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Figura 21: Tensao de Cisalhamento (7,.) — a/h = 150 — Malha 16 x 16.

5.3.1.2 Caso II1

Através do caso anteriormente descrito, pode-se observar o processo de con-

vergéncia das tensdes. A relacdo a/h do caso a ser analisado é igual a 50 e o laminado

tem a seguinte configuragao:

Laminado tipo III

- seqiiéncia de empilhamento — [0°/90°],

- espessura do laminado h = 6,10mm

- espessura da lamina h; = 0,76mm, sendo i =1,...,8

O problema é resolvido utilizando-se quatro malhas uniformes: 2x2, 4 x4, 8 x8 e

16 x 16 para o célculo das tensoes normais e de cisalhamento. As tensoes (04, 0y, Tay, Tyz €

T:») sdo determinadas em diferentes posi¢oes da placa ao longo da espessura do laminado.
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A tensao normal na direcao de x é avaliada no centro da placa ao longo da espes-
sura, isto é, o,(a/2,b/2, ). E feita também a comparacao entre os resultados numéricos
obtidos com cisalhamento parasitico (abreviado na legenda dos graficos por ¢/CP) e sem
cisalhamento parasitico (abreviado na legenda dos gréficos por s/CP) com os resultados

obtidos via solugao analitica (abreviado na legenda dos graficos por CLPT).

As Fig. 22(a) e Fig. 22(b) apresentam os resultados numéricos para tensao normal
0, para a malha 4 x4 e 16 x 16, respectivamente. Observa-se que, para esta tltima malha,
considerando uma placa moderadamente espessa, o modelo com termos esptrios produzem
erros relativos em relacdo a solucao analitica de aproximadamente 9% e o modelo sem os

termos espurios apresenta erro de 2, 5%.
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(a) Malhas 4 x 4. (b) Malha 16 x 16

Figura 22: Tens@o Normal (o,) — a/h = 50.

A Fig. 23 mostra a convergéncia das tensoes normais na direcao de x. Nota-se que
o modelo sem os termos espurios converge rapidamente para a solucao analitica, enquanto
que o modelo com os termos espurios tem convergéncia lenta e a malha 16 x 16 precisaria

ser novamente refinada.

Na Fig. 24 tem-se as tensoes o, ao longo da espessura para as malhas 4 x 4 e
16 x 16. O erro do modelo corrigido para a malha mais refinada é de 2,2% em relacao
a solucao de Navier, enquanto que para o modelo com os termos espurios este erro é de
11%.

A Fig. 25 mostra a convergéncia das tensoes normais na direcao de y. O mesmo
comportamento de convergéncia das tensoes normais o, ¢ aqui observado, o modelo com
0s termos espurios converge lentamente para a solucao analitica, enquanto que o modelo

sem os termos espurios a convergéncia é rapida.

Verifica-se o comportamento das tensoes de cisalhamento no plano nas Fig. 26(a)
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Figura 24: Tensdo Normal (o,,) — a/h = 50.

e 26(b) para as malhas 4 x4 e 16 x 16 respectivamente. Os dados de tensao de cisalhamento
Ty S20 tomados no canto superior direito da placa, isto €, 7., (a,b,z). Os erros em relacao
a solugao exata sao elevados tanto para o modelo corrigido e quanto para o modelo com

os termos espurios e sao da ordem de 27% e 32% respectivamente.

A Fig. 27 apresenta a convergéncia das tensoes de cisalhamento no plano xy.
Nota-se que comportamento verificado nos Casos I e II se repete. Ou seja, o modelo sem
os termos espurios inicialmente apresenta convergéncia em relacao a solucao analitica para
as malhas 2 X 2,4 x 4 e 8 X 8 e para a malha de 16 x 16 os valores de tensao tendem a

se aproximar dos valores fornecidos para o modelo com os termos espurios.

Para placa com relacao a/h igual a 50, o comportamento das tensoes de cisa-

lhamento transversal é melhor representado. A Fig. 28(a) apresenta os resultados para a



5.3 Ané&lises numéricas

o7

Espessura do Laminado (h) - mm

0 :
. CLPT ——
s 05 sICP ———- |
< B c/CP -----
= N
1 -1 ~ R
S R
e S
= -15 <
= N
g ~
S -2 o
Z T =~
] R
\ =~
S 25 1Y\ co
5 \
N -
~ 3 \
-3.5 ‘ : :
2 4 6 8 10 12 14 16
Malhas
Figura 25: Convergéncia — (o).
3
! ’ e L,
B s £ 2 /,///
A = )
7 ~ /,
s o ./
[ g ! 7
y £ ;
/ £ o
2% - 7
7 ] /
/ ; © -1 /'/
/ ¥ 2 ad
/ : CLPT —— | 2 / CLPT —— |
/ y s/CP ———- & .~ SICP ———-
e ; c/CP -~ -~ o 5 g c/CP -
3 2 1 0 1 2 3 3 2 -1 0 1 2 3

Tensao de Cisalhamento no Plano (t,,) - MPa

(a) Malhas 4 x 4.

Tensao de Cisalhamento no Plano (Txy) - MPa

(b) Malha 16 x 16

Figura 26: Tensao de Cisalhamento (7,,) — a/h = 50.

malha 4 x 4 e observa-se que as tensoes 7, tem sinais opostos e na Fig. 28(b) os valores de

tensao do modelo com e sem os termos espurios tendem a convergir. Novamente deve-se

observar, que o modelo com os termos espurios tem um processo lento de convergéncia

e para a malha 16 x 16 nao tornou-se ainda estacionario. Apesar do grande erro en-

tre os resultados do modelo e os resultados via solucao analitica, o perfil das tensoes de

cisalhamento ao longo da espessura é o mesmo.

A Fig. 29(a) apresenta os resultados para a malha 4 x 4 e observa-se que as tensoes

T.» também tem sinais opostos. Na Fig. 29(b) os valores de tensdo do modelo com e sem

os termos espurios tendem a convergir assim como em 7,,. A auséncia de resultados de

tensao de cisalhamento para uma malha 32 x 32 dao a falsa impressao de que os resultados

obtidos através do modelo com os termos espirios aproximam-se mais da solucao exata,
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Figura 28: Tensao de Cisalhamento (7,,) — a/h = 50.

o que nao ¢ verdadeiro, pois o processo de convergéncia para este modelo é lento, nao

tendo ainda havido convergéncia para a malha 16 x 16.
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Figura 29: Tensao de Cisalhamento (7,,) — a/h = 50.
5.3.1.3 Caso IV

A relagao a/h para caso IV é igual a 10 e o laminado tem a seguinte configuragao:

Laminado tipo IV

- seqiiéncia de empilhamento — [0°/90°/0°/90°],
- espessura do laminado h = 30,50mm

- espessura da lamina h; = 3,8lmm i=1,...,8

Os resultados de tensoes (0, 0y, Tuy, Ty> € Tyz)para os modelos com os termos

espurios e sem os termos espurios para o Caso IV sao apresentados.

A Fig. 30 apresenta o comportamento das tensoes normais o, e o, para as malhas
4 x 4 e 16 x 16. Nota-se que para placas com relagao a/h igual a 10, os termos espirios

nao influenciam o resultado do modelo para tensoes normais.

As Fig. 31(a) e 31(b) apresentam as tensoes de cisalhamentos 7, para as malhas
4 x4 e 16 x 16 nota-se que ha convergéncia entre os resultados dos modelos com e sem os
termos ilegitimos para a malha 4 x 4, o que evidencia o fato que os termos espurios nao

exercem influéncia sobre placas espessas.

As Fig. 31 apresentam as tensoes de cisalhamento 7,. e 7,. novamente para as
malhas 4 x4 e 16 X 16. Fica evidenciado que o comportamento de convergéncia observado
entre resultados do modelo corrigido e do modelo com os termos espurios para as outras

tensoes ocorre também para as tensoes de cisalhamento transversal.
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(d) Malha 16 x 16

e o,) —a/h = 10.

Observa-se de modo geral que o modelo proposto apds sua correcao para os termos

espurios é capaz de produzir resultados precisos para tensoes normais e de cisalhamento

no plano para problemas de placa delgada. Para a validagao das tensoes de cisalhamento

transversal, seria necessario comparar os resultados numéricos com uma solucao analitica

de primeira ordem para placas.
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6 Consideracoes Finais

6.1 Resumo e Conclusoes

Este trabalho ocupa-se do modelamento de compdsitos laminados reforcado com

fibras via elementos finitos.

Um elemento de placa (quadrilatero de quatro nés) foi formulado com base na
teoria de deformacao de cisalhamento de primeira ordem utilizando a notagao strain gra-
dient. Esta notagao, por ser fisicamente interpretavel, permite a determinacao a-priori

das capacidades e deficiéncias de modelamento do elemento.

Durante a formulacao do elemento, a inspecao das expansoes polinomiais para
deformagoes de cisalhamento mostraram a existéncia de termos espurios, isto é, termos

que nao pertencem as expansoes em séries de Taylor dessas grandezas cinematicas.

Analises numéricas realizadas no aplicativo LAMFEM implementado em Fortran,
mostraram através do cédlculo das tensoes que os termos espurios causam rigidez artificial
no modelo e sao responsaveis pelo atraso na convergéncia dos resultados. A transparéncia
da notagao strain gradient permitiu que o elemento fosse corrigido através da simples

remocao desses termos espuirios das expressoes de deformacoes por cisalhamento.

Os resultados numéricos de tensoes obtidos do modelo com os termos espirios e
sem os termos espurios (corrigido) foram comparados com resultados obtidos da solugao
analitica baseada na teoria classica de placas laminadas. De modo geral, o modelo com os
termos espurios apresenta-se mais rigido e com convergéncia demorada, enquanto que para
o modelo corrigido, a convergéncia ocorre para uma malha 4 x 4. Este comportamento

foi observado para todas as tensoes normais e de cisalhamento.

Para as tensoes normais o, e 0,, o procedimento de remocao dos termos espirios
mostra-se eficiente para placas cuja relagdo a/h encontra-se entre 150 e 50. Os resulta-

dos obtidos pelo modelo corrigido apresentam erros de apenas 2% em relacao a solucao
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analitica adotada.

As tensoes de cisalhamento apresentam erros elevados em relacao a solucao anali-
tica. Para que se possa avaliar a precisao dos resultados obtidos, deve-se procurar validar
o elemento através de outra solucao analitica que seja baseada na teoria de deformagcao

de cisalhamento de primeira ordem.

Pode-se concluir que o uso da notacao strain gradient é vantajosa, pois ela per-
mite identificar precisamente os termos espirios e elimina-los do elemento, o que é uma
alternativa ao emprego de técnicas de integracao reduzida para eliminar rigidez artificial

em modelos.

Os resultados de tensao ao longo da espessura do laminado fornecidos pelo mo-
delo demonstram que o processo de refino da malha nao é capaz de reduzir ou eliminar
significativamente os efeitos de termos espiirios do modelo. Isto comprova a necessidade

de aplicar técnicas de remocao destes termos em elementos finitos.

6.2 Sugestoes para trabalhos futuros

Esta secao tem por objetivo sugerir caminhos para melhorar e ampliar este tra-
balho:

1. Modelar outras configuragoes de compésitos laminados, como por exemplo, lamina-
dos anti-simétricos, sujeitos a outras condigoes de carregamento e apoio;

2. Validar o elemento utilizando uma solucao analitica para teoria de deformagao de

cisalhamento de primeira ordem:;

3. Utilizar elementos de ordem superior, tais como, quadrilateros de 8 e 9 nés, capazes

de calcular tensoes usando a notagao strain gradient.



Referéncias 64

Referéencias

1 REINHART, T. J.; CLEMENTE, L. L. Introduction to composites. In: ASM (Ed.).
Engineered Materials Handbook. Metals Park: ASM International, 1987. v. 1, n. 1.

2 ABDALLA FILHO, J. E. Qualitative and discretization error analysis of laminated
composite plate models. Tese (Doutorado) — University of Colorado, Boulder, 1992.

3 REDDY, J. N.; ROBBINS, D. H. Theories and computational models for composite
laminates. Applied Mechanics Review, n. 47, p. 147 — 169, 1994.

4 NOOR, A. K.; BURTON, W. S. Assessment of shear deformation theories for
multilayered composite plates. Applied Mechanics Review, n. 42, p. 1 — 7, 1989.

5 REDDY, J. N.; GARVIN, C. C. Advanced in the modelling of laminated plates. First
International Conference on computational structures technology, 1991.

6 GHUGAL, Y. M.; SHIMPI, R. P. A review of refined shear deformation theories of
isotropic and anisotropic laminated plates. Journal of reinforced plastics and composites,
v. 21, n. 9, p. 775 — 813, 2002.

7 REDDY, J. N. Mechanics of laminated composite plates: theory and analysis. Boca
Raton: CRC Press, 1997.

8 ROLFES, R.; ROHWER, K. Improved transverse shear stresses in composite finite
elements based on first order shear deformation theory. International Journal for
Numerical Methods in Engineering, n. 40, p. 51 — 60, 1977.

9 ROLFES, R.; ROHWER, K.; BALLERSTAEDT, M. Efficient linear transverse
normal stress analysis of layered composite plates. Computers and Structures, n. 68, p.
643 — 652, 1998.

10 LO, K. H.; CHRISTENSEN, R. M.; WU, M. E. A high - order theory of plate
deformation. part 2: Laminated plates. Journal of Applied Mechenics, v. 44, p. 669 —
676, 1977.

11 LO, K. H.; CHRISTENSEN, R. M.; WU, M. E. A high -order theory of plate
deformation. part 1: Homogeneous plates. Journal of Applied Mechanics, v. 44, p. 663 —
668, 1977.

12 REDDY, J. N. A simple higher-order theory for laminated composite plates. Journal
of Applied Mechanics, n. 51, p. 745 — 752, 1984.

13 LEUNG, A. et al. A new unconstrained third-order plate theory for navier solutions
of symmetrically laminated plates. Computers and Structures 2003; 81: 2539-2548,
v. 81, p. 2539 — 2548, 2003.



Referéncias 65

14 ZIENKIEWICZ, O. C.; TAYLOR, R. L.; TOO, J. M. Reduced integration technique
in general analysis of plates and shells. International Journal for methods in engineering,
v. 3, p. 275 — 290, 1971.

15 DOW, J. O.; HO, T. H.; CABINESS, H. D. Generalized finite element evaluation
procedure. Journal of structural enginnering, v. 111, n. 2, p. 435 — 452, 1985.

16 JONES, R. M. Mechanics of composite materials. New York: Hemisphere publishing
corporation, 1975.

17 VINSON, J. R.; SIERAKOWSKI, R. L. The behavior of structures composed of
composite materials. Boston: Martinus Nijhoff publishers, 1986.

18 CALLISTER JR, W. D. Materials science and engineering: an introduction. 5. ed.
New York: John Wiley, 2000.

19 BYRD, D. Identification and elimination of errors in finite element analysis. Tese
(Doutorado) — University of Colorado, Boulder, 1988.

20 DOW, J. O.; ABDALLA FILHO, J. E. Qualitative errors in laminated composite
plate models. International Journal for Numerical Methods in Engineering, n. 37, p.
1215 — 1230, 1994.



APENDICE A - Tabela dos coeficientes

66



Apéndice A - Tabela dos coeficientes

67

Tabela 2: Coeficientes para um elemento tridimensional de quarta ordem

i termo u(z,y, z) v(z,y,2) w(z,y, z)

01 1 U v w

02 z €x (Vay)/2+T (Vaz)/2—q

03 y (Vay)/2 =7 (ey) (W=)/2+p

04 z (Ve2)/2+ ¢ (vy:)/2—p (e2)

05 z? (ex,m)/2 ('Ya:y,:r - E:p,y)/2 (sz,:p - E:p,z)/Z
06  xy (€ay) (ey.x) (—Vay,z + Wyze + Vazy) /2
07 Tz (ex,z) ('ny,z + Yyzx — r)/xz,y)/Q gez,x)

08 y? (Vayy — €y)/2 (ey,y)/2 (Yyza — €y,2)/2
09 Yz (Voy,z — W2z + Vazy) /2 (€y,2) (€zy)

10 2? (Voz,z — €2,2)/2 (Vyz,2 — €24)/2 (€2,2)/2

11 23 (Gx,xac)/G (’ny,:cr - Ex,xy)/ﬁ ('sz,:(;x - Gx,xz)/G
12 2%y (€z,ay)/2 (ey,ea)/2 (Yazey — €ayz2)/2
13 2%z (€,22)/2 (Vayaz — €xyz)/2 (€z20)/2

14 Y’ (Yay.yy — €y,ay)/6 (€yyy)/6 (Yyzay — €y.y=)/6
15y (€ayy)/2 (ey.ay)/2 (Yyzay — €y.az)/2
16 ¢z (Yay,yz — €y.22)/2 (€y,y=)/2 (€2y)/2

17 23 ('Yzz,zz - Ez,xz)/G (Fsz,zz - 6Z,yz)/6 6Z,zz/6

18 221' (ezz:,zz)/2 (’sz,:rz - €z,xy)/2 (Ez,zz)/2

19 2% (Vozyz — €2,2y) /2 (€y,22)/2 (€2,y2)/2

20 wyz (€ayz) (ey,ez) (€zay)

21 't (fx,mzm)/24 <7xy,mxx - em,xzy)/24 (")/mz,xwx - em,mzz)/24
22 373y (ex,xry)/6 (ey,mﬁx)/G (’Yazz,x:cy - Gx,xyz)/G
23 23z (fx,a:mz)/ﬁ ('me,zmz - fx,xyz)/G (ﬁz,xmm)/6

24 2%y’ (€z,ayy) /4 (eyay) /4 (Vazayy — €ayyz)/4
25 222 (E:L",a:zz)/4 ('sz,zmz - Ez,xzy)/4 (ez,xzz)/4

26 l’zyz (ex,myz)/2 (ey@x?«’)/Q (fz,my)/4

27 ay’ (€z.yyy)/6 (€y.ayy)/6 (Vyzzyy — €y.ayz)/6
28 zz3 (ﬁx,zzz)/ﬁ (’sz,xzz - €z,$yz)/6 (Gz,aczz)/G

29 wxy’z (€x,yyz)/2 (€y,oyz=)/2 (€z.ayy)/2

30 wyz? (€z,yz2)/2 (€yw22)/2 (€2,2y2)/2

31 y* (Vayyyy — €y,eyy) /24 (€yyyy) /24 (Vyzywy — €yyy=)/24
32 'z (Vay,yyz — €y,ay=)/6 (€y.yy=)/6 (€2,yy)/6

33 y?2° (Vayyze — €yaz2)/4 (€yyzz)/4 (€z,yy2)/4

34 yz3 (’sz,yzz - 6z,gvyz)/6 (ey,zzz)/G (Ez,yzz)/ﬁ

35 Z4 (’sz,zzz - 6z,cz:zz)/24 (’sz,zzz - 6Z,yzz)/24 (ez,zzz)/24

Fonte: ABDALLA FILHO, J. E. Qualitative and discretization error analysis of laminated
composite plate models.
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APENDICE B - Matriz Energia de

Deformacao
U171 ULQ ......... U2071
U271 U2’2 ......... U2072
Un=| 1 1
_U2071 UQ()’Q ......... U20720_

A energia de deformacao do laminado, é a soma das energias de deformacao da

lamina individual:

U= / T2 Q Tag, A,

k=1 Q

Os elementos da matriz Uy, sao integrais de volume que podem ser separadas em
uma integral sobre a drea (que é constante ao longo da espessura do laminado) e uma

integral sobre a espessura h, conforme descrito:

n 21 o
Up = / (Z / TT Q) Ty dzk> aA
1 \k=1"%k-1

A integral sobre a espessura € obtida através do somatorio das integrais sobre a
espessura de cada lamina que compoe o laminado. Os limites de integracao z;_1 e zx sao

as coordenadas na direcao da espessura, de topo e base de cada lamina.
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Da integracao sobre a espessura do laminado, resultam os coeficientes da matriz
energia de deformacao para compoésitos laminados. A tabela a seguir, contém os coe-
ficientes da matriz Uy, para o elemento formulado com termos espirios e sem termos

espurios.
A tabela abaixo contém os elementos nao nulos da matriz Uy; (20 x 20).

Tabela 3: Elementos da matriz energia de deformacgao

Com termos espirios Sem termos espurios
Urz AnJy Urq Ay
Ursg Ay Js + Ao Ursg A Js
Uz By Urg By
Uz 10 Bi1J3 + BigJ2 Uz 10 B Js
Uz Ay Uz Ay
Uz12 Ajpdy + A6 J3 Uz 12 A1z J
Uras BiaJy Uras Bia i
Uz 14 BiaJs + BigJ3 Uz 14 B2 Js
Ur.1s Ay Ur.1s Ay
U716 BigJy U716 BigJ
Us A Js + Ave o Us.7 Ands
Uss AnJs + AreJs + AreJs + Age s Usg A Je
Uso Bi1Js + BigJa Usy B Js
Us10 Bi1Js + BigJs + BigJs + BesJs Us10 Bi1Js
Us 11 A1z 3 + Age S Us1 AraJ3
Us 12 Avody + AgeJs + AssJs + AssJa Us 12 Avgdy
Us.13 BiaJs + BagJy Us.13 BiaJs
Usg 14 BiaJy + BagJs + BigJs + BegJa Us 14 BiaJy
Us s AreJ3 + AgeJ2 Us s Ase 3
Us,16 BigJ3 + BeeJ2 Us 16 BigJ3
U7 By Jy Usg,7 By Jy
Ug s Bi1Js + BigJa Ug s B Js
Ug,o Dy1Jy + AssJs U g D11
U 10 Dy1Js + AssJ7 + DigJo Us. 10 D1 J3
Ug,11 By Jy Ug 11 By Jy
Ug 12 BiaJy + BigJs Ug.12 BiaJs

continua na proxima péagina...



Apéndice B - Matriz Energia de Deformacao

70

Tabela 3: Elementos da matriz energia de deformacao

(...continuagao)

Com termos espurios

Sem termos espurios

DipJy + AysJy
Do Js + AgsJ7 + DigJ3
By
D1g 1
Ass o
AssJy
Ays
AysJs
Bi1Js + BigJz
Bi1Js + BigJs + BesJs
Dy1J3 + DigJo + AssJ7
Dy1Js + DigJs + DigJs + AssJo + DeeJs
BiaJs + BagJ2
BiaJy + BagJs + BigJs + BeeJa
Do J3 + DagJy + AgsJg
DigJy + DogJs + AssJo + DigJs + Do Ja
BigJ3 + BegJ2
Di6J3 + DegJ2
AssJy
AssJg
AysJy
AysJ7
Ay
AvgJ3 + AgeJs
BiaJy
BiaJs + BagJ2
AgaJy
AgaJy + AgeJ3
Baya Jy
Baa Jy + BagJ3

U3 IT
Uo 14 D2 Js
Uy 15 By 1
Us 16 DqgJy
Ug 17 0
Uy 1s 0
Uog 19 0
Usg 20 0
Uo7 B J;
Uos Bi1Js
Uioy Dy Js

Uio,10 D11 Js
Uionn BiaJ3
Uto,12 BiaJy
Ui0,13 D12 J3
Ui0,14 D12 Jy
Uto,15 BigJs
Uto,16 D16 J3

Uo7 0
Uro,18 0
Uio,19 0
Uto,20 0
Uz Ay
Ung ApaJs
Ui BiaJy

U110 BiaJ3
Unn AgaJy
Uti12 AsgJo
Ui13 Baa Jy
Ui14 Baa Jo

continua na préxima pégina...
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(...continuagao)

Tabela 3: Elementos da matriz energia de deformacao

Com termos espurios

Sem termos espurios

AgeJy
BasJy
Ay + A3
ArJs + AseJs + AssJs + AseJs
BiaJs + BigJs
BiaJy + BigJs + BagJs + BeeJa
AgaJs + AgeJ3
AgaJs + AggJs + A Js + AgeJo
BayJy + BagJ3
BaaJs + BagJs + BagJs + BeeJs
AgeJ2 + AssJ3
BagJs + BeeJ3
By
BiaJs + BagJ2
Do Jy + AysJa
Do J3 + AysJs + DagJo
Baa Jy
BaaJy + BagJ3
Doy Jy + AsaJs
DayJy + Agads + DagJs
BasJy
Do Jx
AysJ3
Ays
Ayad3
Ayady
BiaJs + BigJ3
BiaJy + BigJs + BagJs + BeeJs
D1aJs + Dy Js + AssJr

D19Jy + DigJs + AuasJg + DagJs + DesJs | Uraio

Ui Age i
Uti16 Bog J,

Urar Aoy
Uiag Agody
Uiz BiaJs

U210 BiaJy
Ui211 AgzJ
Uiz,12 AgzJs
Uiz13 Baa Js
Ui2,14 Baa Js
Ui2,15 Agg S
Uiz,16 Bag J2

Uiz r BiaJy
Uizzg BiaJ3
Uiz Do J;

Uiz 10 D12 J3
Uiz 1 Baa Jy
Uiz 12 Baa Jo
Uiz s Doy Jy
Uis14 Daa Jo
Uiz 1 BagJ1
Uiz 16 Do J1

Uisar 0
Uis s 0
Uiz 1o 0
Uiz 20 0
Uiaz BiaJy
Uiag BiaJy
Ulsg D2 Js

D12J4

continua na préxima pégina...
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Tabela 3: Elementos da matriz energia de deformacao

(...continuagao)

Com termos espurios

Sem termos espurios

BasJy + BagJ3
BaaJs + BagJs + BagJs + BesJs
DayJy + DagJs + AusJg
Doy Js + Do Jy + Asady + DogJs + Des Js
BagJa + BesJ3
DagJa + DesJ3
AysJy
AysJs
Ayady
Ayadr
Ay
Ar6J3 + AgeJ2
BigJr
BigJ3 + BeeJ2
AgeJy
AggJs + AgeJ3
Bas Jy
BagJa + BesJ3
AgeJ1
BeggJ1
By
BigJ3 + BeeJ2
D161
D16 J3 + DegJ2
BasJy
BagJa + BesJ3
Dog J1
DogJs + DesJ3
BegsJ1
DegJ1

Uis i BasJs
U2 Baa Js
Uis13 Da3 J
Uis14 Day Js
Uis15 Bag Jo
Uis16 Dag J

Uia17 0
Uias 0
Uiano 0
Uls20 0
Uisz Ay
Uis s Are s
Uiso Big 1

Uis 10 BigJs
Uis 11 AgeJy
Uis 2 Agg
Uis 13 Bag J1
Uis 14 BagJo
Uis 15 AgeJ1
Uis 16 BggJ1

Uis7 BigJq
Uis s BisJ3
Uiso D Jy

Uis10 DigJs3
Uis 11 Bag J1
Use 12 Bag Jo
Uie13 Dag Jy
Ule,14 Dy J5
Use 15 BgeJ1
Use,16 DesJ1

continua na préxima pégina...
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Tabela 3: Elementos da matriz energia de deformacao

(...continuagao)

Com termos espurios

Sem termos espurios

AssJo
A55 J4
Ay s
A45 J4
Ass i
AssJ3
A45 Jl
A45 J2
Assdy
Ass Js
AysJs
AysJg
A55 J3
AssJs
AysJs
A45 J4
A45 J2
A45 J4
A44 J3
A44 J4
A45 J].
Ay s
A44 Jl
A44 JQ
A45 J5
AysJ7
A44 J4
A44 J7
A45 J2
A45 J4

Uiz 0
Uiz 10 0
Uiz 13 0
U714 0

Uiso 0
Uis 10 0
Uig i3 0
Uis 14 0

U18 17 A55J3

Uigo 0
Uig,10 0
Uig,13 0
Uig,14 0

Uig 17 Aysy
Ug18 AysJ3
Uig 19 Ay
Utg,20 Ay

Uso,9 0
Uso,10 0
Uso,13 0
Uso,14 0

U20 17 A45 JQ
U20 18 A45 J4

continua na préxima pégina...
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Tabela 3: Elementos da matriz energia de deformacao

(...continuagao)

Com termos esptrios Sem termos espurios
Uso,19 AgaJy Uso,19 Agady
Us0,20 Ayads Us0,20 AysJs

Em que:

A A A
J4:/a7ydA J5:/x2dA J6:/y2dA
A A A

J7:/x2ydA ng/:mf dA ng/x2y2 dA
A A A

Para que fique claro o procedimento de obtencao dos elementos da matriz energia
de deformagao, um exemplo utilizando o coeficinte Uy 1o da matriz sem os termos espurios,

esta descrito abaixo:

Fazendo:
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tem-se:

Ug10 = V10 dS2
9]

Up,10 = / ( / Y % (@H)kdz) dA
A\ k=1 72—
n . 2
(Z (@), / zidz) ydA
k=1 Zk—1

1 [~ —
Ug 10 = 3 [ (Qn)k (21:3 - 32—1)] /A?JdA
k

Usando a forma compacta:

Ug 10 = D11 J3



