PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO PARANA

MARLON DE OLIVEIRA VAZ

GERACAO DE MALHAS DE ELEMENTOS FINITOS
TRIANGULARES EM DOMINIOS PLANOS USANDO O
METODO DO AVANCO DA FRONTEIRA

MESTRADO EM
ENGENHARIA MECANICA
PUCPR

CURITIBA
2003



PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO PARANA

MARLON DE OLIVEIRA VAZ

GERACAO DE MALHAS DE ELEMENTOS FINITOS
TRIANGULARES EM DOMINIOS PLANOS USANDO O
METODO DO AVANCO DA FRONTEIRA

Dissertagdo apresentada como requisito parcial a
obtencdo do grau de Mestre em Engenharia
Mecénica, Curso de Po6sGraduagdo em
Engenharia Mecanica, Departamento de Ciéncias
Exatas e de Tecnologia, Pontificia Universidade
Catdlica do Parana

Orientador: Prof. Dr. Jodo Elias Abdalla Filho

CURITIBA
2003



V393g
2003

Vaz, Mirlon de Oliveira
Geragdo de malhas de elementos triangulares em dominios
planos usando o método do avango da fronteira / Mérlon de Oliveira Vaz ;
orientador, Jodo Elias Abdalla Filho. -- 2003.
xiv, 154 f. :il.; 30 cm

Dissertacdo (mestrado) -- Pontificia Universidade Catdlica do Parand,
Curitiba, 2003
Inclui bibliografia

1. Geragdo numérica de malhas (Andlise numérica). 2. Método dos elementos
finitos. I. Abdalla Filho, Jodo Elias. 11. Pontificia Universidade Catdlica do
Parand. Programa de Pés-Graduagio em Engenharia Mecanica. III. Titulo.

CDD 21. ed. - 515.353
515.62

il



TERMO DE APROVACAO

MARLON DE OLIVEIRA VAZ

""Geracao de Malhas de Elementos Triangulares em
Dominios Planos usando o Método do Avanc¢o da Fronteira"

Disserta¢do aprovada como requisito parcial para obtengcdo do grau de Mestre no Curso de
Mestrado em Engenharia Mecénica, Programa de Pds-Graduagdo em Engenharia Mecanica,
do Centro de Ciéncias Exatas e de Tecnologia da Pontificia Universidade Catdlica do Parana,
ela seguinte Banca examinadora:

Presidente:  Prof. Dr. Jo#o Klias Abdalla Filho(Orientador)
Curso de Engenharia ! \/Iecamca (PUCPR)

/
’:\/va (e \LA’DL-C/(J{"’ ’

Prof. Dr. Eduar,do Alberto Fancello
Departamento de Engenharia Mecanica (UFSC)

%,\:X:QML\

Prof. Dr. Sérgio Scheer
Programa de Pés-Graduagdo em Métodos
Nument{jﬁem Engenharia - PPGMNE (UFPR)

_i{ v )@V\ﬂ

Prof. D enato Barbieri
Curso de Engenharia Mecénica (PUCPR)

Curitiba, 20 de novembro de 2003.

il



A minha amada e inesquecivel esposa Danny,
pelo seu amor e apoio incondicional.

E ao meu amado filho Arthur por

ajudar a enxergar melhor o mundo e as pessoas.

v



AGRADECIMENTOS

Ao Prof. Jodo Elias Abadalla Filho meu orientador, por acreditar no meu
trabalho e no meu potencial, e durante todo este periodo nunca deixou de mostrar a
direcdo necessaria para completar esta tarefa. Mesmo nos momentos dificeis,

sempre apoiou as minhas decisoes.

A Jane secretaria do mestrado, que sempre esta disposta a resolver os

nossos problemas e nos auxiliar.

Aos professores Roberto Dalledone, Nilson Barbieri, Renato Barbieri e Luiz
Mauro, por aceitar e respeitar um aluno no mestrado sem as caracteristicas de um

engenheiro.

Aos novos amigos que fiz no mestrado e que da mesma forma me aceitaram

e me ajudaram de durante o curso.

Aos meus pais José e Iraci, bem como minha irma Carla e seu marido Marcos

por estarem me apoiando desde o comeco.

Obrigado a todos, sem vocés nao seria possivel chegar até aqui, e muito

menos produzir este material.



Resumo

Este trabalho tem como objetivo a construcdo de uma ferramenta para
geracdo de malhas de elementos finitos em dominios poligonais planos utilizando
elementos triangulares. O método adotado para a geracao de malhas é o Método do
Avanco da Fronteira por ser mais simples de implementar e por garantir a
construcdo de malhas de boa qualidade. A escolha deste método é feita apds um

estudo compreensivo sobre varios métodos para geracdo de malhas.

O gerador de malha desenvolvido gera elementos triangulares a partir da
fronteira do dominio. Essa geragdo considera os angulos entre os segmentos
utilizados para definir um tridngulo, segmentos estes que sao definidos pelos nds do
contorno. Desta forma, definem-se dngulos que possibilitam a criagdo de um, dois
ou trés elementos triangulares no dominio. Apds a inclusdo de todos os elementos,
utiliza-se um algoritmo para fechar a fronteira aberta, criando-se, assim, uma nova
fronteira. Este procedimento é repetido até que, proximo do centro do dominio, nao
ha como adicionar mais elementos, deixando-se uma area vazia. Entdo, completa-se

a geragdo da malha através de um procedimento de costura.

A malha gerada pode ser uniforme ou gradual. Na malha uniforme, os
elementos tém as mesmas dimensées, enquanto que na malha gradual ha variagao
de dimensées a cada novo no inserido. Para melhorar a configuragéo final da malha

gerada, utiliza-se o procedimento de suavizag&o de Laplace.

Palavras-chave: Geragdo de malha, Avanco da Fronteira, Malha Gradual,

Malha Uniforme, Método dos Elementos Finitos.

vi



Abstract

The objective of this work is to build a computational tool for finite element mesh
generation in polygonal domains employing triangular elements. The method
adopted for mesh generation is the Advancing Front Method for being simpler to
implement and for guaranteeing good quality meshes. The choice of the method was

made after a comprehensive study of various mesh generation methods.

The mesh generator developed generates triangular elements at the domain’s front.
This generation takes into account the angles between the straight line segments
used to define a triangle which are defined by the nodes inserted along the front.
Therefore, angles are created that allow for the generation of one, or two, or three
triangles inside the domain. After the generation of all elements, an algorithm is used
to close the open front, thus generating a new front. This procedure is repeated until
an open area is left at the center region of the domain because it is no longer
possible to create triangles to fill it. To end the mesh generation, a sewing procedure

is then started to close the open area.

The mesh may be uniform or gradual. In the uniform mesh, the elements are of the
same size while their sizes vary with the insertion of new nodes in the gradual mesh.
Finally, to improve the mesh configuration, a Laplacian smoothing procedure is

employed.

Keywords: Mesh generation, Advancing front, Gradual mesh, Uniform mesh, Finite

Element Method.
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Capitulo 1

1 Introducao

1.1 Consideracoées Iniciais

Problemas da elasticidade envolvem a determinagcdo de tensdes e
deformagdes em sdlidos. Esses problemas sdo descritos através de sistemas de
equacoes diferenciais submetidos a certas condigdes de contorno, ou,
alternativamente, através de equacgdes integrais ou funcionais submetidos as
mesmas condi¢des de contorno. Um funcional é uma expressao integral que contém
implicitamente as equacbes diferenciais que descrevem o problema. Equacdes
diferenciais declaram o problema na sua forma forte, enquanto funcionais declaram
o problema na sua forma fraca. A forma forte impde condi¢gdes que devem ser
satisfeitas em cada ponto material, enquanto a forma fraca impde condicbes que

devem ser satisfeitas somente de modo aproximado.

Problemas simples quando formulados na forma forte podem ser resolvidos
analiticamente com relativa facilidade. Por outro lado, solu¢des analiticas de
problemas complexos sé@o de dificil obten¢do. Portanto, esses problemas devem ser
formulados na forma fraca e resolvidos de maneira aproximada. Entre os métodos
de solugéo, citam-se os analiticos como o método dos residuos ponderados e os de
perturbacao, assim como os métodos numérico-computacionais, dentre os quais o

método dos elementos finitos (MEF) € o mais difundido.

O método dos elementos finitos descreve o problema através da subdivisao
de seu dominio em regidbes de geometria simples com simples descricao
matematica. Essas regides sdo denominadas elementos e possuem ndés em seus

vértices e, algumas vezes, em pontos intermediarios de seus lados. A representacao



do dominio através de um conjunto de elementos é denominada malha.
Matematicamente, a malha é representada por um sistema de equacgdes algébricas.
A aproximacao do problema € aprimorada na medida em que a malha é refinada, o

qué acarreta no aumento do seu niumero de elementos e de nés.

A representacao do dominio através de uma malha e os seus subsequientes
refinos séo largamente facilitados se um gerador de malhas estiver disponivel. Entre
as varias técnicas de geragao de malhas existentes, cita-se o Método do Avanco da
Fronteira, os métodos de triangulagdo de Delaunay e de Voronoi, e os métodos
Quadtree, Octree, Circle Packing, Bubble Meshing e Sphere Packing. Cada um
destes métodos possui caracteristicas proprias, adequando-se melhor a certos tipos

de problemas. Estes métodos serdo descritos neste trabalho.

Finalmente, a solugdo de problemas via o MEF também é bastante facilitada
por técnicas da computacdo grafica, que permitem a insercdo e visualizacdo de
dados do problema de forma gréfica, assim como a geracao e o refino de malhas.
Através da visualizagdo, o analista pode inferir se o0 modelo € adequado para a
solugdo do problema em questdo e também pode detectar erros na entrada de
dados. A visualizagdo da malha gerada também permite ao analista definir se o grau

e distribuicao do refino permitem uma representacao adequada do fenémeno fisico.

1.2 Objetivos

O objetivo principal desta dissertagcdo € desenvolver um gerador de malhas
de elementos finitos triangulares para dominios poligonais planos. Secundariamente,
objetiva-se aprofundar conhecimentos sobre geragdo de malhas aplicada ao método
dos elementos finitos e iniciar a construcdo de uma ferramenta doméstica que

possibilite a implementacdo dos recursos desejados, servindo de subsidio para



pesquisas em que se emprega o método dos elementos finitos. Esta dissertacao
marca o inicio de uma linha de pesquisa em geracao de malhas deste Programa de

Pés-Graduacao em Engenharia Mecanica (PPGEM).

1.3 Motivacao

Este trabalho foi motivado pela necessidade de se desenvolver um software
de pesquisa doméstico para geragao de malhas no intuito de se poder implementar
recursos na medida dos avangos do conhecimento na area. Motiva também este
trabalho o interesse na pesquisa em analise de erros nas solugcdes do método dos
elementos finitos, que deve utilizar como ferramenta auxiliar um gerador de malhas o
mais robusto possivel. Finalmente, o conteddo deste trabalho contempla a formacao
do autor em Ciéncia da Computagéo, e seu desejo em iniciar o desenvolvimento de

um software que possa tornar-se comercial.

1.4 Limitacoes do Trabalho Desenvolvido

Este trabalho limita-se a desenvolver um gerador de malhas para dominios
planos empregando o método do avango da fronteira com elementos triangulares.
Quatro dominios simples sao empregados no desenvolvimento e teste do programa.
As rotinas criadas visaram gerar malhas regulares e graduais sobre esses quatro
dominios, de modo que o0 programa nao suporta capacidades mais sofisticadas
como gerar malhas em dominios com orificios, reentrancias e arestas curvas, por

exemplo.

1.5 Etapas da Dissertacao

Este trabalho é dividido em 6 capitulos, onde o capitulo 1 apresenta uma

introducéo, define os objetivos do trabalho e suas motivagdes.



O capitulo 2 faz a revisao bibliografica, ou seja, descreve os artigos, teses, e
livros utilizados para formar a base teorica necessaria a construgdo dos algoritmos
descritos. Além disso, o capitulo apresenta os tipos de algoritmos de geracao de

malhas existentes na literatura e suas caracteristicas para a geracdo de uma malha.

O capitulo 3 apresenta o método do Avanco da Fronteira com a utilizacao de

uma técnica para gerar elementos graduais em relacao aos vértices principais.

O capitulo 4 descreve a técnica de suavizagdo Laplaciana, que é utilizada

para melhorar a configuracao final de uma malha.

O capitulo 5 apresenta os resultados obtidos com o gerador de malha

desenvolvido.

O capitulo 6 apresenta as conclusdes, bem como alguns possiveis préximos

passos para melhorar o trabalho realizado nesta dissertagéo.

O Anexo A descreve as fungdes utilizadas no algoritmo de geragéo de malha

triangular.

O Anexo B contém o codigo fonte das principais rotinas do gerador de malha

proposto neste trabalho.



Capitulo 2

2 Geradores de Malhas

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se a visdo de alguns autores e suas aplicacoes
para as solugdes de problemas de geracao de malhas utilizando-se o método dos
elementos finitos. Procura-se mostrar a evolu¢ao do tépico ao longo do tempo, bem
como, indicar as principais diretrizes para garantir uma malha de boa qualidade.
Além disso, faz-se a descricdo dos principais métodos para geracao de malhas.
Estes métodos e seus algoritmos sao fundamentais para construcdo dos algoritmos

apresentados no capitulo 3.

A geracdo de malha € conhecida como a fase de pré-processamento para o
método dos elementos finitos (MEF). Nesta fase, é feito a discretizacdo de um
determinado dominio em subdominios, possibilitando assim, solucionar os
problemas da fisica-matematica através de métodos numérico-computacionais. Com
isso, a geracdo de malha tornou-se um campo de pesquisa bastante ativo e em
constante evolugéo. Isto pode ser visto pelo trabalho de (BERN & PLASMANN,
1999), onde é feito um apanhado geral sobre os tipos de malhas existentes, os tipos
de elementos mais utilizados, bem como a sua relagdo com os métodos numérico-
computacionais que provéem solugcbes aproximadas para fenémenos fisicos. Ja no
livro de (GEORGE, 1991), este descreve de forma geral os tipos de malhas
existentes para dominios em 2D e 3D, os quais, ainda sao utilizados por

pesquisadores e usuarios do metodo dos elementos finitos (MEF).



2.2 Tipos de Malhas

Existem duas classes fundamentais de malhas, as estruturadas e as nao
estruturadas, conforme exposto por (GEORGE, 1991) e (LISEIKIN, 1999). Na malha
estruturada todos os elementos adicionados tém o mesmo tamanho e os mesmos
formatos geométricos, produzindo assim, uma boa “conectividade” entre os
elementos. A “conectividade” é identificada pela unido de dois elementos pelo
mesmo nd, ou seja, é o elemento na qual cada vértice, exceto nas bordas da malha,
tem uma vizinhanga local isomorfica. As malhas nao-estruturadas possuem
elementos com tamanhos diferentes e estruturas diferentes e a sua conectividade
variam de ponto a ponto, ocorrendo assim, formas e tamanhos diferentes de
elementos dentro da malha. Ou seja, é aquela na qual os seus vértices podem

apresentar vizinhos locais arbitrariamente variados. Em geral, as malhas néo

estruturadas correspondem a triangulagées com vizinhanga local ndo isomérfica.

Conforme definido por (Reis, Magalhdes & Ruthner, 2003), as malhas
estruturadas geralmente oferecem uma maior simplicidade e uma maior facilidade
de acesso aos dados em relacdo as malhas nao estruturadas. No entanto, sua
grande desvantagem esta falta de flexibilidade em se ajustar a dominios de formas

complexas. Ja as malhas nao estruturadas ajustam-se bem a estes dominios.

2.3 Propriedades

Para a construcdao de uma malha, as propriedades de natureza geométrica e
fisica devem ser levadas em consideragdo. Neste caso, conforme explicitado por
(GEORGE, 1991), para as propriedades geométricas, o que deve ser levado em

consideragdo € a transicdo entre os elementos. Na transicdo, a diferengca de

tamanho entre elementos adjacentes nao pode ser grande, ou seja, a variagdo de



tamanho deve ser gradual. Ao término da inser¢cdo de todos os elementos, é
necessario calcular o gradiente de cada elemento e nas regides onde ocorrem
gradientes elevados, a quantidade de elementos deve ser maior, ou seja, elementos
menores, justamente para garantir resultados mais precisos. Portanto, deve haver
uma redugdo gradual no tamanho dos elementos de uma malha no sentido de uma
regiao de pequenos gradientes para uma regiao de grandes gradientes. Estas
disposicdes sao validas para quaisquer geometrias de elementos. No caso particular
de malhas de elementos triangulares, deve-se evitar a existéncia de angulos

obtusos.

Para as propriedades de natureza fisica, os elementos inseridos devem
representar as condigdes fisicas necesséarias em relagdo a caracteristica fisica do
dominio, como no caso de dominios pequenos, ou dominios com propriedades
isotropicas/anisotrépicas, ou dominios com formas especificas. Onde, em cada
elemento deve estar caracterizada a propriedade fisica em relacdo ao problema

representado.

2.4 Tipos de Métodos Empregados

Para que seja possivel produzir uma malha, sdo definidos dois tipos de
algoritmos de varredura ou de construcdo, o Bottom-UP e o Top-Down, que
retratam, respectivamente, a analise do dominio a partir das partes até o todo, e do
todo até as suas partes (GEORGE, 1991). Ou seja, o0 dominio pode ser dividido em
varios blocos e a unido destes blocos retrata 0 dominio (Bottom-UP), ou o inverso,
como é o caso do Top-Down. Com a identificacdo da forma de obtencdo de uma
malha, pode-se entdo, reconhecer como as malhas se comportam em cada método

empregado, isto, de maneira geral.



2.4.1 Quadtree

O quadtree é utilizado para identificar e mapear um dominio bidimensional
através de quadrilateros. O método empregado por (BERN & PLASMANN, 1999)
para discretizacdo de um dominio qualquer utilizando o quadtree, parte da insercao
de um quadriladtero que retenha em seu interior todo o dominio em questédo. A partir
de entao, é feita a divisdo deste quadrilatero em outros quatro, onde estes quatro
quadrados sdo congruentes. A partir de entdo, € feita a divisdo de cada um dos
quadrados de forma recursiva, conforme explicitado acima, até que todo o dominio
possa ser representado por pequenos quadrilateros. A partir deste ponto, os
quadrilateros sdo entdo transformados em elementos triangulares, gerando assim,

uma malha triangular ndo-estruturada (ver Figura 1).

=

pd

Figura 1 - Quadtree - (BERN & PLASMANN, 1999).

Além de descrever o método quadtree, (BERN & PLASMANN, 1999)
apresentada uma visdo geral sobre geracdao de malhas, os tipos de malhas
(estruturadas, nao-estruturadas e hibridas), bem como os métodos numéricos

utilizados nas solugcdées dos fendbmenos fisicos (método das diferencas finitas,
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método dos elementos finitos ou método dos volumes finitos). Descreve ainda,
métodos de solucdo dos sistemas de equacbes (métodos de fatoracdo direta,
métodos interativos, métodos multigrid e de decomposicdo do dominio) e a escolha
da geometria do elemento depende do tipo de problema a ser modelado. Cita-se,
como exemplo: problemas de fluxo de fluido, onde os elementos quadrilateros sdo

mais indicados que os triangulares.

Uma outra forma de ver o quadtree é analisando o método exposto por
(GEORGE, 1991), onde este meétodo inicia pela marcagdo de pontos sobre o
contorno do dominio. Em seguida é feita a subdivisdo do dominio em quadrados
congruentes conforme exposto anteriormente no texto acima. A diferengca deste
método esta na definicAo do local a ser melhorado, ou seja, a divisdao de um
quadrado em outros quatro vai depender da existéncia de mais de um nd no
quadrado definido sobre contorno do dominio. Esta divisdo recursiva persistira até
que todos os quadrados tenham somente um noé interno, e que este nd, seja do
contorno do dominio. A Figura 2 mostra o método empregado por (GEORGE, 1991),
onde inicialmente € desenhado um quadrado que contém o dominio. A partir de
entdo, o quadrado é dividido em outros quatro, dividindo o dominio em quatro
regidbes. Se em uma regidao foi identificado mais de um nd, esta é subdividida
novamente, criando assim, quatro novas sub-regides e este processo é seguido até

gue existe somente um no por regido.



Figura 2 - Quadrtee — (GEORGE, 1991)

2.4.2 Octree

O octree é uma técnica de geracao de malhas tridimensionais semelhante ao
quadtree, sendo que sua representacao é feita utilizando elementos hexaédricos. No
final da divisdo do dominio, é possivel entdo, inserir elementos tetraédricos, os quais
séo utilizados para gerar uma malha tetraédrica ndo-estruturada, conforme descrito
por (BERN & PLASMANN, 1999) e também por (GEORGE, 1991). O quadiree pode
também ser utilizado como malha de fundo, esta malha ser utilizada como parametro
para a geracao de elementos tetraédricos, em conjunto com outras técnicas de
geracao de malha, conforme (CAVALCANTE NETO at. al., 2000) e (MARTHA at. al.,

2001).

Semelhante ao método utilizado por (GEORGE, 1991), o método de geracao
de malhas de (CAVALCANTE NETO at. al., 2000) utiliza o método octree, porém,
para esta solugéo, optou-se por representar primeiramente um dominio em 2D como
uma malha de fundo (ver Figura 3) e posteriormente ligar os planos produzindo

assim uma malha em 3D.
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Figura 3 - Quadtree - (CAVALCANTE NETO at. al., 2000)

Neste caso, (CAVALCANTE NETO at. al., 2000) descrevem uma forma para a
geragado de uma malha tetraédrica, onde sao utilizados dois métodos, o avango da
fronteira e o octree. Para que a malha possa ser gerada, é necessario ter um
dominio com todos os nds sobre o contorno original definidos. A partir deste
dominio, o método do octree é entao iniciado, e gera-se primeiramente uma malha
utilizando-se o método quadiree, a qual serve como orientacdo local (malha de
fundo) para a definicdo do tamanho dos elementos tetraédricos a serem gerados
pelo método do avango da fronteira. Para completar a malha desejada € necessario
passar por algumas fases, essas fases sdo: para o octree, o inicio baseia-se na
malha de contorno, tendo um refino para for¢car o tamanho méaximo de célula e um
refino para garantir a minima disparidade de tamanho entre as células adjacentes.
Para o avango da fronteira, tem-se a geragao de elementos baseada em geometria,
a geracao de elementos baseada em topologia e a geracao de elementos baseada
em procedimento de “volta-passo” com remocao de elemento. Apds gerar a malha

tetraédrica, entdo se inicia um algoritmo para melhorar da qualidade da malha. Este
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algoritmo faz a suavizacdo Laplaciana com testes de validacdo e avaliacdo de
qualidade dos elementos inseridos, a qual serve para melhorar a qualidade de cada
elemento localmente, podendo-se encontrar outros elementos tetraédricos que
possibilitem uma qualidade maior. Além disso, também ativa o procedimento “volta-

passo” para remogao de um elemento local, caso seja necessario.

No artigo apresentado por (MARTHA at. al., 2001), o qual € uma continuagao
do trabalho apresentado por (CAVALCANTE NETO at. al., 2000), além de ser um
programa para analise pelo método dos elementos finitos, ele descreve o mesmo
algoritmo para geragdo da malha utilizando o método do avango da fronteira e o
método octree, o método de suavizagdo e incluindo uma forma de garantir uma
malha tetraédrica de boa qualidade usando uma técnica de retorno da malha

(backtracking).

O algoritmo segue 0s seguintes passos para construir a malha de elementos
finitos: Primeiro, a geracao de uma malha quadtree de fundo, que sera utilizada para
garantir a criacao dos elementos tetraédricos (octree). Segundo, a geracao de uma
malha utilizando o método do avanco da fronteira, para garantir a melhor qualidade
dos elementos na sua primeira inser¢gdo. Com base nisto, é utilizado um vetor que
ird armazenar os nos ativos e um outro vetor para armazenar os nés inativos. O
programa termina quando ndo existirem nos inativos para fechar a fronteira. Na
terceira e ultima etapa, sdo utilizados algoritmos de suavizacdo para melhorar a
qualidade dos elementos tetraédricos na malha. O método backiracking também é
empregado nesta etapa para avaliar a qualidade de elementos e excluir aqueles
considerados ruins. O elemento ruim é caracterizado por seu formato, ou seja, se a
forma do elemento ndo for proxima de um tridngulo equilatero, e os elementos de

boa qualidade substituem os elementos excluidos (ver Figura 4).
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Figura 4 - Melhoria da Malha - (MARTHA at. al., 2001).

2.4.3 Circle Packing

O método do Circle Packing estd sendo largamente difundido como uma
solugdo para gerar uma malha inicial de boa qualidade, como pode ser visto em (LI
at. al., 2000), (BERN & EPPSTEIN, 2000) e (BERN at.al.,1995). O método inicia-se
pela criacdo de circulos dentro do dominio geométrico definido. Depois de gerados
todos os circulos dentro do dominio, geram-se os elementos triangulares ou
quadrilateros sobre os mesmos, criando-se assim uma malha. Para dominios
irregulares, circulos de tamanhos diferentes serdo gerados, resultando em uma
malha inicial com possivel variacdo gradual no tamanho dos elementos. Assim, em
teoria, o circle packing € capaz de gerar uma malha quase-6tima em uma primeira
aproximacao. Um dos métodos auxiliares que possibilitam uma malha de boa
qualidade é o GVD (Generalized Voroni Diagram), o qual, auxilia na identificacdo de
possiveis novos nés. O GVD é um método para encontrar o ponto central de um
vazio no dominio, e esse método leva em consideracao todos os eixos do dominio
em contato com este vazio identificado, e partindo de todos estes vértices, o GVD

cria uma linha média entre os vértices. A interseccdo dessas linhas possibilita a
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criacao de novos pontos no “vazio”, possibilitando assim, gerar novos nés dentro dos
vazios da malha como mostra a Figura 7. O vazio € caracterizado por uma regiao

que nao foi preenchida com elementos circulares.

O método do Circle Packing proposto por (BERN at. al, 1995) foi criado para
produzir uma malha em um dominio poligonal plano. Esta técnica consiste de inserir
elementos circulares a partir de um determinado vértice. Para a insergcdo deste
circulo, é necessério saber qual € o tipo de vértice (concavo ou convexo), no caso de
vértice convexo, é inserido um unico circulo como mostra a Figura 5. Este deve ser

tangente aos eixos do vértice em questao.

Figura 5 - Circulo em vértice convexo - (BERN at. al, 1995)

O raio do circulo ira depender da existéncia ou nao de outro circulo adjacente,
e e verificado se este circulo corta outros eixos do dominio dado. Caso nenhum dos
dois fatores anteriores ocorra, entdo é possivel adicionar um circulo. Agora, quando
for identificado um vértice convexo, deverdo ser adicionados dois circulos. Estes
circulos devem possuir 0 mesmo raio, além de se interceptarem, neste caso, é
necessario que os eixos do vértice concavo tangenciem os circulos, com é visto na

Figura 6.
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Figura 6 - Circulos em vértice concavo - (BERN at. al, 1995).

Apoés a insergao do circulo no primeiro vértice, a insergao continua no sentido
horario para os demais vértices do dominio. Ao concluir a insergdo dos circulos,
sobram vazios que deverao ser preenchidos utilizando-se o método GVD, o que

pode ser visto na Figura 7.

Figura 7 - Inclusao de circulo através do GVD - (BERN at. al, 1995).

Apoés a definicdo dos eixos com o método GVD, é possivel adicionar novos
circulos a partir dos pontos de interseccao destes, completando-se assim, a malha
com elementos circulares. Como o dominio foi definido por circulos, é necessario
gerar elementos triangulares ou quadrilateros. Para gerar estes elementos, deve-se
unir todos os pontos de intersec¢gdo com os centros dos circulos, bem como, ligar os

vértices ao centro do circulo, conforme demonstrado na Figura 8.
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Figura 8 - Geracao de Elementos Triangulares (BERN at. al, 1995).

Acima foi visto a gera¢ao de malha utilizando o Circle Packing com elementos
triangulares. Seguindo os mesmos conceitos definidos por (BERN at. al, 1995),
(BERN & EPPSTEIN, 2000) buscaram produzir uma malha de quadrilateros com o
método do Circle Packing. A grande diferenca neste método em relagdo ao aplicado
anteriormente, é que neste, os circulos ultrapassam as fronteiras do dominio

desejado, conforme a Figura 9.

Figura 9 - Circle Packing com quadrilateros - (BERN & EPPSTEIN, 2000).
Por tratar-se de uma técnica geométrica, o circle packing preenche o dominio
com circulos possibilitando a criacao de aberturas (gaps), as quais sao preenchidas
com a insergdo dos circulos. Para isto, € necessario que a abertura contenha trés ou

quatro circulos tangentes. Este algoritmo é utilizado no preenchimento de uma
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regido poligonal com um numero qualquer de vértices, tendo como resultado uma
triangulagédo com O(n) novos pontos, no qual nenhum triangulo tem angulos obtusos,
onde n é a quantidade de pontos por elementos. Entdo, a malha é construida
unindo-se os centros dos circulos (novos vértices), os pontos de tangéncia (entre os
circulos e circulos e linhas retas) e as aberturas. Em conjunto com circle packing,
sao apresentados trés outros métodos que para criagdo de malhas de quadrilateros.
O método do diagrama Voronoi geodésico, utilizado para encontrar os pontos
médios dentro do dominio, e que gera um quadrilatero entre os centros dos circulos
e 0 centro das aberturas encontradas. O método de triangulagdo de Voronoi também
pode ser utilizado para gerar uma malha de quadrilateros. Este método constroi
malhas com quadrilateros a partir de dois angulos retos, os quais sdo formados a
partir do centro do circulo. Outro método € o método kite, onde sdo gerados
quadrilateros convexos com um eixo simétrico ao longo da diagonal. Isto possibilita
fazer conexdes em vértices cOncavos, convexos, circulos tangentes sobre um
contorno, circulos tangentes a outros circulos, de forma a garantir a criacado de um

quadrilatero (ver Figura 9).
2.4.4 Bubble Meshing ou Sphere Packing

O método Bubble Meshing utiliza-se de bolhas ou esferas para preencher um
dominio e a diferenca em relacao ao circle packing esta no modo de insercao das
bolhas, pois neste caso se usa um método de controle populacional. O controle
populacional é utilizado para verificar a possibilidade de inserir mais circulos dentro
do dominio. Além do controle populacional, € necessario definir se uma determinada
bolha pode ser inserida, utilizando-se para isto uma técnica denominada atracao e
repulsdo. Ou seja, utilizando-se da formulagdo aplicada em vibracdes, pode-se

chegar em um estado apropriado para cada bolha ou esfera. Este estado refere-se
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ao tamanho da bolha utilizada, bem como o tamanho e a posicdo das bolhas
adjacentes. Esta relacdo entre atracao e repulsao pode ser vista na Figura 10, onde
o efeito mola é dado pelo centro dos circulos. Esse efeito mola representa a
alocacgao do circulo no dominio. O mesmo efeito € propagado para toda a malha,
fazendo assim, os ajustes necessarios ou identificando a necessidade de retirada

desse elemento circular ou de outro.

balha i

| halha j

Figura 10 - Atracio e Repulsiao de Bolhas - (YAMAKAWA & SHIMADA, 2001).

Os resultados obtidos por (FIGUEIREDO & DE CARVALHO, 1996)
demonstram a eficacia do método bubble meshing em dominios 3D, pois ele
investiga o método bubble meshing, o qual é descrito como uma técnica para
geracao automatica de malhas triangulares em dominios de geometria complexa. O
algoritmo é muito lento em relagdo aos demais, por que o bubble meshing trabalha
com a atracao e repulsédo das particulas com varios passos até atingir o equilibrio. A
atracédo e repulsdo das particulas levam em consideracao a utilizacdo da equagéao
de movimento conforme exposto por (YAMAKAWA & SHIMADA, 2001). O artigo
propde o desenvolvimento de um algoritmo que reduza o tempo de construcdo da

malha, sendo, para isto, necessario acelerar a interacao das particulas.

Ja (YAMAKAWA & SHIMADA, 2001) descrevem um metodo para gerar

malhas para dominios finos em 2D, por exemplo, em um cano de agua. Para estes
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tipos de dominio, métodos convencionais, como 0 uso dos geradores de malhas
automaticos como os métodos quadrilateros e avango da fronteira ndo produzem
uma boa malha. Para este caso, 0 método Quad-Layer garante uma malha de boa
qualidade a partir da definicdo de um “eixo médio” em relacdo ao dominio (ver
Figura 11). A divisdo deste eixo médio em relacdo ao dominio possibilita criar
elementos quadrilaterais. Para isto, sdo inseridas esferas no dominio em questao,
onde o centro da esfera é eixo médio. Assim o eixo médio gerado a partir das bolhas
garante a insercao de um elemento quadratico. O Quad-Layer utiliza-se do método
chamado bubble packing, o qual é um método computacional baseado no aspecto

fisico do problema.

O bubble packing € um algoritmo que utiliza células esféricas ou bolhas, e
apods a insercdao de uma bolha sobre o dominio, é necessario encontrar sua
estabilidade, que € determinada utilizando uma simulagao dinamica. Para isto, um
esquema de integracdo numérica padrao é utilizado, como exemplo, pode-se citar o
método de Euler ou método de Runge-Kutta de quarta ordem. As forgas atuantes
sobre as bolhas s&o aproximadas pelo modelo de massa-amortecimento. A rigidez k
€ a rigidez da mola, considerando-se que as molas nao lineares entre bolhas
adjacentes (ver Figura 10). Neste modelo, cada bolha tem sua posi¢éo e velocidade,
bem como, os coeficientes de massa e amortecimento. Para saber se as bolhas
estdo se atraindo, ou se repelindo, ou se nado interagem, ou se estdo em estado
estavel, a razao entre o tamanho corrente da bolha e o tamanho da mola entre as
bolhas é avaliada. Se a razao for igual a um, entdo as bolhas estdo estaveis ou nao
interagem e se for menor que um entao elas se repelem, agora se estiverem entre 1

e 1,5 elas se atraem.
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Para controlar a quantidade de bolhas utilizadas, € necessario fazer um
controle populacional. Este controle € dado pela razédo entre o tamanho do dominio e
o didmetro da bolha. E para garantir a qualidade dos elementos é utilizada a

suavizagao Laplaciana.

Figura 11 - Bubble meshing em dominios estreitos - (YAMAKAWA & SHIMADA, 2001).

2.4.5 Bitting

Variagdes do bubble meshing ou sphere packing podem ser utilizados para
garantir uma boa malha final. O método Bitting consiste em inserir bolhas, levando-
se em consideragcdo o angulo formado pela insercdo da bolha e também pelo
tamanho da bolha. Em conjunto, utiliza-se o0 método do avancgo da fronteira, o qual
garante uma ordem de insercdo das bolhas. Os passos utilizados pelo bitting sao
representados na Figura 12. A parte (a) mostra o dominio original, a partir desse sao
gerados circulos sobre os vértices do dominio como visto na parte (b). Da parte (c)
até a parte (e), pode ser visto o preenchimento com circulos sobre o contorno do
dominio. Na parte (e) é definido o novo contorno do dominio e esse novo contorno
leva em consideracao as interseccdes geradas pelos circulos. Na parte (f) uma nova

seqliéncia de circulos € inscrita a partir da nova fronteira definida.
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Figura 12 - Bitting — (LI at. al., 2000).

O método biting (LI at. al., 2000), utiliza-se do método do avango da fronteira
e do método circle packing para criar uma primeira fronteira utilizando-se de circulos,
sobrepostos ou nao (ver Figura 12). Partindo do contorno do dominio, o qual é a
primeira fronteira, sdo adicionados circulos. Esse circulo tem o contorno do dominio
como seu centro. Para inserir um novo circulo, deve-se levar em consideragao o
restante do segmento de reta fornecido, verificando assim, a necessidade de mais
de um circulo sobre o contorno em relagdo as regras acima definidas. Ou seja,
controlar o espago para insercdo de um novo circulo e também a qualidade do
mesmo em relagdo ao dominio. Os pontos de intersecgao da fronteira com o circulo
definiram a nova fronteira, e a cada novo avanco da fronteira, a fronteira anterior é

retirada do dominio até a nao existir mais fronteira a ser criada.
2.4.6 Delaunay

O método de Delaunay conforme (GEORGE, 1991) consiste em criar
elementos triangulares a partir de um conjunto de pontos no espaco, € entdo é
gerado um circulo através dos veértices do triangulo. Sendo que a triangulagéao
somente sera valida se ndo for encontrado vértice de outro triangulo dentro do

circulo inscrito.

O caso apresentado pela Figura 13 € uma variagdo do método de Delaunay,

onde o circulo ird fornecer um novo ponto, o qual servir4 de base para a criacao de
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novos elementos triangulares, e pode ser visto na Figura 13 (b). Porém neste
exemplo, os n6s ABC produzem um triangulo que nao é o desejado, neste caso, 0
desejado é um triangulo equilatero ou proximo de ser um triangulo equilatero. Sendo
assim, um circulo é tracado a partir dos n6s A, B e C. Com o circulo desenhado é
possivel identificar o seu centro, ou seja, o nd D, a partir de entédo, as linhas que
unem os n6s AB e AC sao removidas e o n6 D passa a ser mais um né do dominio,
possibilitando criar novos elementos triangulares. A partir do né central sao tracadas
novas linhas representadas pela Figura 13 (b), e o centro do circulo é agora
conhecido como né F. Com o n6 F sao tracadas as linhas FA, FB, FC, FD e FE,

criado novos elementos triangulares melhores que o inscrito anteriormente.

oD

c B c D

(=) (k)

Figura 13 - Método de Delaunay - (SHEWCHUK, 1996).

Em conjunto com o método de Delaunay outros métodos podem ser
utilizados, neste caso (SHEWCHUK, 1996) apresenta um programa de geracao de
malhas utilizando os métodos de triangulacao de Delaunay, Constrained Delaunay e
diagramas de Voronoi. Para a triangulacdo de Delaunay sao apresentados e
utilizados os algoritmos: “dividir e conquistar” (divide-and-conquer), e “plane-sweep’.
Com base na construgdo destes algoritmos, é feita uma tabela que demonstra o
tempo de geragcdo da malha para uma determinada quantidade de elementos. O

algoritmo “dividir e conquistar” define elementos fantasmas para gerar um elemento
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triangular valido. Estes elementos fantasmas podem ser um segmento, um tridngulo,
ou dois eixos colineares. Se o elemento triangular fantasma gerado for valido, entao
ele passa a ser um triangulo valido. Contudo em alguns casos, pode ocorrer a
remocdo de um elemento triangular valido para garantir a qualidade da malha
gerada. No caso de eixos confinados (constrained), estes eixos nao podem ser
removidos durante o processo de melhoria da qualidade malha, e também nao

podem ser alterados durante a insercao de um novo vértice.

O algoritmo de refinamento de Ruppert € utilizado na implementagédo. Este
algoritmo € dividido em quatro passos. No primeiro passo, encontram-se todos os
vértices no dominio para que se possa fazer a triangulagdo. No segundo passo,
utiliza-se o método de confinamento triangular de Delaunay, que possibilita criar
elementos triangulares sem ultrapassar o dominio. No terceiro passo, sao retirados
os tridngulos das concavidades e furos. No quarto passo, sdo melhorados os
elementos triangulares conforme o tamanho do angulo interno. Para isto, nesse
ultimo passo, séo utilizados dois recursos para melhorar a malha. Esta fase é a parte
principal do algoritmo, o qual € governado por duas regras. A primeira divide um
determinado segmento recursivamente até que os tridngulos gerados em conjunto
com 0s pontos médios possam garantir elementos triangulares adequados. O
segundo, ao encontrar um triangulo ruim, adiciona uma circunferéncia a partir de
vértices do triangulo ruim. Neste caso, a circunferéncia deve passar pelos vértices
desse triangulo, deslocando o centro da circunferéncia para outra posicao que pode
estar sobre triangulos adjacentes. O centro da circunferéncia passa entdo a ser o
ponto de conexao entre os vértices desses tridngulos. O angulo interno do triangulo
nao pode ser inferior a 20.7%. No caso de sua ocorréncia, um tridangulo ruim sera

criado e, consequentemente, sera necessario utilizar um método de refinamento.
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O método de Delaunay também € visto como uma forma de melhoria da
qualidade do elemento. Esta qualidade é garantida pelo rearranjo do elemento,

como pode ser visto em (GEORGE, 1991) e (BERN & PLASSMANN, 1999).

2.4.7 Voronoi

O método de Voronoi é o dual do método de Delaunay, possibilitando assim,
diversas variagdes, uma delas tem como base a geracdo de elementos circulares
nos vazios do dominio, possibilitando identificar nés que poderédo fazer parte do

dominio na geracdo de um elemento triangular ou quadratico.

No trabalho de (BERN at. al., 1995), descreve-se o método do GVD
(Generalized Vornoi Diagram), que é utilizado para encontrar um novo né. Este novo
nd é gerado a partir da criacao de bissetrizes de um dominio ndo completo, o que
pode ser visto na Figura 6 e também na Figura 14. A Figura 14 mostra um vazio
gerado pela insercao de elementos circulares. Neste vazio € necessario inserir
novos elementos, e para isto sdo identificados os eixos médios do vazio. A
interseccao entre esses eixos possibilita definir um possivel n6 a ser utilizado e

quando isto ocorre, um elemento é inserido.

Figura 14 - GVD - (BERN at. al., 1995).
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Focando ainda o trabalho de (BERN at. al., 1995) este tem como
caracteristica principal gerar triangulos nao-obtusos em dominios poligonais, de
modo a se ter uma malha adequada para solucdo de problemas via elementos
finitos. A razdo é que uma malha de elementos com angulos nao-obtusos garante
convergéncia mais rapida. A expectativa apresentada é que o algoritmo ndo gere
triangulos com angulos maiores que 57n/6 (150°). Este algoritmo tem dois estagios,
sendo que o primeiro é a insercao de circulos dentro de um dominio 2D. O segundo
estagio é a triangulacao a partir dos Steiner points (DREYER & OVERTON, 1998).
Sendo que, neste caso, o Steiner point é a escolha de um determinado ponto de
interseccdo entre todos os pontos de interseccao definidos, onde este ponto
escolhido possibilita a insercao de um novo elemento triangular. Apds a insercao dos
circulos dentro do dominio, alguns vazios serdo identificados. Estes vazios seguem
o metodo do GVD, conforme explicado anteriormente, para garantir que o circulo
adicionado no vazio esteja no centro e/ou tangencie os circulos ja adicionados (ver
Figura 14). Sendo que no trabalho de (MCALLISTER, at. al, 1993) o GVD é descrito

como sendo o diagrama de Voronoi.

Em relagdo aos Steiner points, (DREYER & OVERTON, 1998), descrevem
uma forma de encontra-lo, ou seja, encontrar um ponto possivel de conexao entre
um conjunto de pontos dados. Este trabalho produziu duas heuristicas que
possibilitam encontrar possiveis pontos de conexdao para quaisquer trés ou mais
pontos dados. Sendo assim, ocorre uma adicdo de um ponto auxiliar com o
propdésito de minimizar o tamanho total de pontos do conjunto. Neste caso todos os
pontos encontrados tém um aspecto importante. O passo crucial nas duas
heuristicas apresentadas é encontrar localmente as posi¢coes 6timas para os Steiner

points, dado uma topologia fixa com seus eixos definidos. Na primeira heuristica, o
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Steiner point é encontrado em relacao a outros trés pontos, gerando uma arvore de
pontos onde o angulo formado entre eles deve ser menor que 120° (ver Figura 15).
Na segunda heuristica, sao coletados trés pontos e encontrado o melhor ponto entre
eles, se for o melhor ponto, este é armazenado fazendo parte do conjunto inicial de

pontos. Caso contrario, é feito outras tentativas até encontrar o melhor ponto.

porto de Steiner

v

& B

o o

Figura 15 - Ponto de Steiner - (DREYER & OVERTON, 1998)

2.4.8 Quadratica

Para a geracao de malhas com quadrilateros e para garantir uma boa malha
(Zhu et. al., 1991) utilizou inicialmente tridangulos para forma-la, pois, na unido de
dois triangulos tem-se um quadrilatero. A vantagem de ter uma malha triangular
inicial, € que os tridngulos ou elementos triangulares sdo mais faceis para
representar um dominio, pois podem ser colocados varios elementos com diferentes
formas. Uma das formas de insercdo de elementos € a definicdo do tamanho do

elemento pelo usudrio, o0 que pode ser inadequada para alguns tipos de
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consideracgdes fisicas, principalmente para problemas da dindmica de fluidos,

eletrodindmica, acustica, entre outros.

Para geragdo da malha quadrilatera, é utilizado o método do avanco da
fronteira. Contudo, o primeiro passo € definir os pontos sobre o contorno do dominio,
onde a partir destes pontos, serdo construidos os elementos triangulares. No caso
de existir dominio interno € criada uma linha de corte que junta o dominio externo
com o dominio interno, gerando assim, um unico dominio. Para a geracao de uma
malha quadrilatera é necessario inserir elementos triangulares, onde dois tridngulos
produzem um quadrilatero. Porém, € possivel ocorrer elementos distorcidos na
malha, uma vez que, na criagao do elemento pode ocasionar a sua deformidade. Por
isto, sdo utilizados métodos de suavizagdo ou 0 método conhecido como suavizagao
Laplaciana, o qual auxilia na melhoria da qualidade da malha final. A suavizagao
consiste de algumas formas para melhorar uma malha. Entre elas, existem as
modificagdes internas do dominio, modificagdes do contorno do dominio e avaliacao

da qualidade do elemento.
2.4.9 Outros Métodos Auxiliares

Outros métodos utilizados para auxiliar na geracao de malhas sdo o Chordal
Axis Transformation de (YAMAKAWA & SHIMADA, 2001), o Straight Skeleton de
(FELKEL & OBDRZALEK, 1998) e o MAT (Medial Axis Transform) de (QUADROS,
at.al., 2000) também conhecido como Skeleton ou Eixo Simétrico (Symmetric axis).
Todos esses métodos tém em comum a definicdo de linhas médias no dominio
dado, ou seja, a partir do dominio definido sdo tragadas bissetrizes em relagdo ao
contorno do dominio. No caso do MAT sao gerados circulos a partir dos pontos de

intersecgao entre os eixos encontrados, conforme mostrado na Figura 16.
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Figura 16 - MAT - (QUADROS, at.al., 2000).

O MAT foi descrito por (QUADROS at. al., 2000) e é utilizado para geragéo de
malhas de quadrilateros. Para gerar a malha sdo utilizadas duas técnicas: a
decomposicdo e o avangco da fronteira. A decomposicao subdivide o dominio em
formas mais simples e também utiliza modelos para gerar quadrilatero. O avango da
fronteira é utilizado para projetar os nés e gerar elementos triangulares, e com a
juncao de dois triangulos forma um quadrilatero. O MAT é também conhecido como
Skeleton ou eixo simétrico, e trabalha para construir camadas de trilhas que
possibilitem gerar um quadrilatero. Estas trilhas iniciam-se pela insercao de pontos
sobre o dominio. Estes pontos partem dos vértices do dominio, e no caso de vértices
convexos, este € subdividido em segmentos de mesmo tamanho. Ao tragar uma
bissetriz em relagdo ao um determinado vértice, os pontos sobre o contorno deverao
se conectar a esta bissetriz. Para isto, é tracada uma linha perpendicular ao
contorno a partir do ponto até a bissetriz ou MA (Medial Axis), gerando assim,
quadrilateros. No caso dos vértices convexos, sao gerados dois tridngulos e entao
convertidos para um quadriladtero. A melhoria da malha pode ser resolvida,

utilizando-se de uma variagédo gradual entre dois pontos dados.
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O Straight Skeleton é utilizado para gerar nés que possibilitem a criacao de
elementos triangulares, conforme mostrado na Figura 16. A definicdo dos pontos
dentro do dominio inicia pela definicdo das bissetrizes dos angulos formados entre
os eixos do contorno. Com estes pontos, encontram-se as intersecgdes entre 0s
eixos das bissetrizes definidas. O ponto gerado pela intersec¢do serd um possivel
ponto para a criagdo de um elemento triangular, e 0os noés sobre o contorno séo
marcados como utilizados. Apds encontrar os pontos de intersecgdo um novo ponto
€ calculado, ou seja, o ponto médio entre todos os pontos definidos. Este ponto
médio possibilitara a criacdo de elementos triangulares entre o ponto médio e os nés

do contorno.

O método Skeleton foi implementado por (FELKEL & OBDRZALEK, 1998), o
qual é uma estrutura utilizada para descrever uma topologia basica caracteristica de
dominios poligonais convexos e concavos em 2D. A bisecgdo (Angular Bisector
Network - ABN) dos vértices é empregada para iniciar o0 mapeamento do dominio,
seja ele céncavo ou convexo. Assim, apds encontrar-se a bisec¢do de todos os
vértices, sdo identificados os pontos de intersecdo entre as bissetrizes definidas.
Com a unido destes pontos, tem-se 0 dominio identificado e mapeado ndo gerando
uma malha de elementos, e sim um dominio com seus pontos médios identificados.
A Unica diferenca entre os tipos de poligonos utilizados, € que no poligono concavo,
deve-se testar tanto o vértice que originou a bissetriz quanto o vértice oposto a esta
bissetriz, com a finalidade de identificar o ponto médio entre esses pontos (ver

Figura 17).
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@ = active vertices/nodes in the list (LAVY)
:‘ = vertices/nodes marked as processed
o = intersection paints in the priority queue
m = the current node ¥
a—p = pointers in the list of active vertices (LAV)

»~w = pointer to the appropriate edge for bisector computation

Figura 17 - Straight Skeleton - (FELKEL & OBDRZALEK, 1998).

24.10 Avanco da Fronteira

Um dos métodos descritos mais utilizados para a geracdo de malhas é o
método do avanco da fronteira, o qual € um dos métodos mais simples. No caso do
método do avango da fronteira conforme (GEORGE, 1991), existem dois tipos de
fronteiras. A fronteira por inflagdo, onde a fronteira consiste de todo o contorno do
dominio, e o mesmo vai sendo preenchido por elementos, definindo-se novas
fronteiras e este processo é repetido até que n&o exista mais area ou volume a ser
fechado. O outro tipo de fronteira é a fronteira por propagacéo linear, onde a
fronteira pode partir de varias regidées do contorno. Por exemplo, a fronteira pode
iniciar de lados opostos do dominio até se encontrarem. De posse desta informacéo,
€ possivel preencher o dominio com elementos triangulares. O mais importante
nesta geracdo é o tamanho do angulo gerado entre dois segmentos do contorno.
Este angulo dard o posicionamento do triangulo a ser inscrito no dominio. No caso
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de se ter um angulo menor que /2 (902), pode ser criado um triangulo simples. Se o
angulo estiver entre /2 e 2n/3 (90° e 1209), entdo, séo criados dois tridngulos e, se
o angulo for maior que 2n/3 (120°), entdo, é criado um tridngulo, e 0 segmento €
retido. Ao reter-se um segmento, 0 mesmo néo é mais utilizado para geracdo de um
novo triangulo. Outro fator que deve ser levado em consideragdo na insergao dos
elementos triangulares é a altura do triangulo inscrito. Esta altura deve possibilitar a
criagdo de um triangulo equilatero, garantindo assim, a qualidade da malha e os
resultados a serem obtidos pelo MEF. Este procedimento continua até que todo o

dominio esteja preenchido com elementos triangulares.

O método utilizado por (BARBIERI, 2000) é o do avancgo da fronteira seguindo
assim, os conceitos de (GEORGE, 1991), o qual, descreve a forma de geracéo de
uma malha com elementos triangulares. Para a geracao dos elementos no dominio,
é utilizada a insercdo de uma linha auxiliar paralela ao contorno do dominio. Sobre
esta linha é que serdo definidos os novos nés. Para isto, a distdncia da linha do
contorno do dominio deve satisfazer a altura de um triangulo equilatero inscrito.
Apo6s serem definidos todos os pontos sobre esta linha, esta passa a ser um novo
contorno e assim, iniciando novamente o algoritmo até o total preenchimento do
dominio. Com todos os nos definidos, sdo entao criados os elementos triangulares.
Criando a malha de elementos finitos triangulares. Para garantir uma melhor
qualidade da malha, é feita a suavizagao Laplaciana. Este método é utilizado para
reordenar os nés possibilitando os elementos terem a melhor forma possivel, ou

seja, tridngulos equilateros.

O ARANHA construido por (FANCELLO, 1990) é um gerador de malhas com
elementos triangulares utilizando o método do avango da fronteira. Nesta ferramenta

os elementos podem ser identificados com 3 ou 6 nés. A quantidade de noés produz
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uma qualidade melhor dos resultados a serem obtidos através das fungbes de
interpolacdo. A partir do contorno do dominio geométrico definido com linhas e/ou
curvas, iniciam-se a inser¢ao dos elementos triangulares. Os nds sobre o contorno
sdao definidos a partir de uma integral de linha, gerando assim a base da
triangulagdo. Com esta base definida, ou seja, com 0s nds encontrados sobre o
contorno €, entdo, feito a inser¢cdo de um elemento triangular. Este elemento
triangular deve ter a caracteristica de um triangulo equilatero. Para isto, € necessario
encontrar o ponto C do triangulo ABC, onde AB é o segmento de reta definido sobre
o contorno do dominio. Com o ponto C definido, um circulo a partir deste ponto é
inscrito com um tamanho calculado. Este circulo serve para orientar se o ponto C € 0
ponto ideal e com o ponto ideal selecionado, o triangulo entdo é tracado dentro do
dominio. Com isto, o segmento AB é marcado para n&o ser utilizado novamente. Os
pontos que definem a nova fronteira sdo armazenados em uma estrutura do tipo
lista. O fechamento da malha se da quando nao houver mais fronteiras a serem
definidas. Para completar, uma suavizagao é feita, ou seja, o centro do poligono
gerado pela intersecao dos tridngulos é reposicionado de forma a garantir uma

melhor qualidade de todos os tridangulos inscritos.

Na continuagédo do seu trabalho (FANCELLO, 1993) leva em consideragao o
uso da geracao de malha para mecanica da fratura. A ferramenta utilizada é também
o ARANHA, porém com mudangas na estrutura de armazenamento dos nés. Neste
caso, o tipo de estrutura agora utilizado é o tipo arvore, ou arvore quaternaria. Isto
quer dizer, que cada ramo ou galho pode possuir quatro folhas. E cada folha passa a
ser um ramo, podendo assim, também possuir quatro folhas. A utilizagdo deste tipo
de estrutura foi definida para facilitar a busca dos elementos, pois, em cada folha, é

vinculada uma outra estrutura do tipo lista. Esta estrutura contém os dados dos nos
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e sua localizagao geométrica. Um ponto forte deste trabalho em relacao a geracao
de malhas é a definicdo das classes de objetos. Estas classes possibilitam uma
eficiéncia maior em relacdo aos métodos tradicionais, pois nestes, as informacoes
sdo armazenadas na forma de uma lista ndo encadeada, e assim necessitando de

um numero maior de iteragdes para encontrar um determinado elemento.

Em decorréncia da grande utilizagdo do método avango da fronteira,
(SCHOBERL, 1997) descreveu neste artigo, um gerador de malha utilizando o
método do avango da fronteira. Por se tratar de um método muito popular, o avango
da fronteira pode ser aplicado em planos ou superficies, bem como para a geragéao
de malhas em 3D. Como toda ferramenta grafica, esta necessita de uma forma para
produzir os modelos geométricos, sendo, entdo, utilizado o Construtive Solid
Geometry (CSG). Este método permite modelar e definir sélidos complexos por
operagbes légicas aplicadas a primitivas geométricas, onde os soélidos sao

representados a partir de uma arvore binaria.

Com a definicdo do dominio com o uso do CSG, e antes de gerar a malha, €
necessario encontrar os pontos especiais, que sao pontos de intersecao de
segmentos (linhas ou curvas) no caso de geometrias em 2D, e intersecdo de
superficies no caso 3D. Para encontrar os pontos de intersecao sobre o contorno do
dominio, é necessario utilizar o algoritmo da bisecgédo. Este algoritmo ira dividir o
dominio em quadrilateros. Com isto, 0 dominio inicialmente tera quatro quadrilateros.
A partir de entdo, tem-se um dominio subdividido. Verifica-se entdo, em qual dos
quadrantes existe ponto de contato, ou seja, a interseccdo de planos. Com esta
informacdo, os quadrantes que possuem 0s pontos de intersec¢do, sdo entao
novamente divididos. Esta divisdo ira até que o ponto de interseccéo esteja dentro

de um pequeno cubo. O método utilizado vai depender do tipo de geometria, 2D ou
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3D. Com isto, o algoritmo da biseccao divide o dominio em quadrados ou
quadrilateros de mesmo tamanho. Apds esta divisdo, aos elementos que nao
encontrarem o dominio, sera atribuido o valor 0 (zero). Aos elementos que
interagirem com uma parte dominio, sera atribuido o valor S, e aos elementos que
estiver totalmente dentro do dominio, sera atribuido o valor 1. Onde S € um novo
modelo CSG, pequeno em relacdo ao dominio principal. Para melhorar a qualidade
inicial do contorno, é utilizado o método de Newton (BATHE, 1996) em todos os
elementos S. Neste ponto, sdo feitas divisdes sucessivas com cubos. Isto serve para

garantir a qualidade da malha nesta regiao.

Todos os pontos de intersecgdo encontrados devem ser verificados para
saber a sua posicado. Para isto, os pontos de intersecdo sdo classificados pelos
autovalores do primeiro ponto menos o segundo ponto, ou seja, A - B. Assim, se os
autovalores tiverem o mesmo sinal e o determinante destes autovalores for positivo,
a interseccao ocorre somente em um ponto. Agora se os dois autovalores tém sinal
oposto, isto é, se 0 determinante for negativo, entdo a intersec¢ao dos planos ocorre
neste ponto. Com isto, serdo definidos os tipos dos pontos, podendo ser
incondicionais ou condicionais. Os pontos de intersecdao encontrados durante este
processo serao pontos incondicionais e sao utilizados para gerar a malha. Os pontos
condicionais sao utilizados para garantir a existéncia de um eixo para a geracao da
malha. Ou seja, os pontos condicionais criam um eixo que possibilita encontrar os
pontos para a geracdo da malha. Se os pontos incondicionais ndo puderem
caracterizar uma malha, entdo os pontos condicionais serao utilizados. Para gerar a
malha a partir destes pontos, € necessario um algoritmo global para preencher o
dominio. Por isto, algumas regras foram definidas para garantir a geracao de uma

malha de boa qualidade. Os principais pontos deste algoritmo séo: a transformacao

34



para um sistema de coordenadas locais, aplicacao das regras, geracao de novos
pontos localmente, transformacéao destes pontos para as coordenadas globais; tendo
assim uma nova fronteira. No caso de ocorrer um “dead lock” ou parada repentina, é
produzido um malha imperfeita. Apds o fechamento da malha, € necessario utilizar

algoritmos para melhoria da malha.

O método utilizado por (REES, 1997) € o avango da fronteira com elementos
triangulares e quadrilateros, produzindo uma malha hibrida. A malha hibrida é
caracterizada pela insercao de diferentes tipos de elementos dentro do dominio. A
necessidade de produzir uma malha hibrida vem do fato de que, por exemplo, em
determinados casos, um quadrilatero ndo podendo ser inserido, insere-se entao um
elemento triangular. Para garantir a insergdo dos nés no dominio é utilizada a funcao
espacial. Esta funcao é simplesmente um campo escalar do comprimento da borda

do elemento, que deve cobrir o dominio inteiro com uma malha.

O artigo também descreve algoritmos que possibilitam gerar malhas somente
com quadrilateros ou somente com tridngulos. Para a construgcdo de quadrilateros,
sao definidos critérios particulares, alguns deles também utilizados para a geracao
de elementos triangulares. Porém, isto pode produzir uma malha fraca que necessite
de um refino e também de uma suavizagéo. Para fazer esta melhoria na malha, duas
formas foram identificadas. A primeira € pela redistribuicdo da ligagdo dos nés
dentro do elemento. A segunda forma é pela transformacdo de um elemento

triangular em um quadrilatero.

O método de pavimentacao exposto por (LOBER at. al., 1995) em conjunto
com o método do avango da fronteira e com técnicas de elementos finitos, produz
uma malha de quadrilateros de boa qualidade. A técnica de pavimentacao consiste

na divisdo do dominio em varios subdominios seguida da geracdo da malha em
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cada subdominio. As malhas destes subdominios sdo geradas a partir de diversas
fronteiras até que todo o espaco esteja preenchido (ou ndo existam mais fronteiras
abertas) e sdo geradas em processos paralelos. Sendo assim, deve-se evitar a
sobreposicao de malhas em pontos de vizinhanca e a detec¢cdo da interseccao nas
fronteiras opostas, isto no momento em que o0s processos em paralelo se
encontram. Quando utilizada a técnica de paralelizacao, irdo existir diversas areas
ou subdominios, os quais, sdo tratados ou gerados individualmente. A malha
gerada, bem como os dados de controle de cada um dos subdominios sao

armazenados individualmente.

Na geracdo da malha, existem dois tipos de estruturas, uma serial e uma
paralela. A serial é utilizada para definir os subdominios iniciais. A paralela, leva em
consideragdo o dominio anterior definido pela estrutura serial e tenta melhorar a sua
subdivisdo de forma a produzir subdominios melhores. A partir desta estrutura, séo
entdo produzidas todas as melhorias necessarias para garantir uma malha de boa
qualidade. Para existir esta melhoria, s&do utilizados dois estagios, o de
preenchimento da malha e o de limpeza da malha. O preenchimento garante por
procedimentos numéricos uma boa qualidade da malha. A limpeza da malha garante

a retirada ou a recolocag¢ao dos nos indesejaveis.

Uma nova técnica proposta por (CHENG & TOPPING, 1998) para geragao de
malha consiste em utilizar o método avanco da fronteira com elementos triangulares
para gerar quadrilateros em 2D. Na andlise de tensdes e deformacdes em relacdo
aos elementos quadrilateros e triangulares, os quadrilateros fornecem resultados
mais exatos. Isto para elementos lineares/bilineares com mesmo nimero de graus

de liberdade.
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Para gerar uma malha de quadrilateros através de triangulos, € necessario
associar dois elementos triangulares. A qualidade da malha neste caso vai depender
dos métodos de suavizagdo e modificacao. Para garantir a qualidade da malha e do
elemento gerados, sdo aplicados conceitos da andlise de erros de discretizacao, ou
seja, 0 erro da norma de energia, local e global. O primeiro passo, no entanto, é a
construcao da malha inicial. Insere-se um elemento triangular dentro do dominio que
devera ter uma altura de o *sen60’a partir do ponto médio do segmento AB dado
sobre o contorno, onde 8 € um dos lados do triangulo a ser formado pelos pontos
ABCo. Onde Co é ponto desejado para definir um tridngulo equilatero. De um dos
segmentos ativos deste triangulo, é criado um novo triangulo com a mesma altura do
triangulo anterior, produzindo-se assim um quadrilatero. Este procedimento gera

uma malha de quadrilateros com boa qualidade.

A “fission” ou divisdo de quadrilateros garante uma malha com elementos
quadrilateros bem formados. Esta divisdo leva em consideracdo a quantidade de
elementos que serdo colocados na fronteira. Se na ocasido de adicionar o proximo
triangulo, uma nova fronteira nao estiver disponivel, entdo um novo triangulo pode
ser inserido. Ao se criar um elemento triangular, é necessario adicionar um outro
triangulo em um dos lados para permitir a geracao do quadrilatero. Neste caso, se
existir uma fronteira no lado ativo do triangulo, e esta tiver somente elementos
marcados como inativos, entdo pode ser adicionado um novo triangulo. No caso de
existir elementos marcados como ativos, entdo é necessario buscar a fronteira que
tenha um numero impar de elementos ativos, possibilitando assim, a criagao do
outro tridngulo nesta fronteira. A qualidade do elemento deve levar em consideracao

a forma do elemento, neste caso, os angulos internos do triangulo deverdo estar
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entre 45° e 135° Se 0 angulo nao estiver no dominio entre 302 e 150°, este elemento

nao sera satisfatorio.

O método de suavizagao aplicado neste artigo utiliza o método de suavizagao
de Laplace de acordo com a estratégia do método de suavizagao Isoparamétrico
apresentado por Leonard. A suavizacdo de Leonard consiste de um esquema
baseado sobre a transformacgdo isoparamétrica de um elemento quadratico local.
Além desta suavizagao proposta, uma nova suavizagao € definida. Essa suavizagao
leva em consideragdo os nos internos, onde existem trés de elementos adjacentes.

Isto garante uma melhor qualidade da malha.

O ponto P é o centro em relacao aos trés elementos, ou seja, € o vértice que
faz parte dos trés elementos. Para que um novo ponto P1 seja definido, € necessario
que os angulos maximos sejam inferiores a 100°, pois, sé pode encontrar um novo
ponto P, onde este esteja no centro do tridngulo. Se o angulo formado entre os trés
eixos que definem os trés elementos seja maior que 1009, entdo os segmentos que
interceptam o ponto P s&o retidos e um novo segmento é construido. Se o angulo for

maior que 120° ndo é possivel encontra um novo ponto P1.

Agora, se for encontrado angulo maior que 165° entdo o elemento que
contem este angulo, devera ser dividido de forma a possibilitar a criacdo de outros
elementos dentro dele. Estes novos elementos devem garantir a existéncia de

angulos iguais ou menores que 120° no ponto P1 (ver Figura 18).
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Figura 18 - Reposicionamento né P para né P1 - (CHENG & TOPPING, 1998)

O trabalho realizado por (TRISTANO at. al., 1998) apresenta a geracao de
uma malha de elementos finitos triangulares no espago paramétrico de uma
superficie, utilizando um mapa métrico de Riemannian. Para que esta malha seja
gerada, € necessario identificar o dominio, construir uma malha de fundo, fazer a
orientacdo dos segmentos da fronteira, definir a fronteira e processar a fronteira.
Sendo assim, é utilizado o método do avango da fronteira, que define uma fronteira
inicial. Com esta fronteira delimitada, sdo adicionados os tridngulos no interior do

dominio.

Para garantir que na insercao destes triangulos seja gerada uma boa malha,
€ necessario calcular as distancias entre os pontos do tridngulo, ou seja, a distancia
entre os nds, ou entdo, determinar os tamanhos das arestas. Ao término do lago que
preenche todo o dominio, € necessario um refino. Um ponto importante na
construgcao dos elementos triangulares é controlar os seus tamanhos, bem como a
sua posicao e disposicao em relacdo a outras fronteiras ou outros elementos. Para
que um triangulo seja aceito, deve-se testar a sua area no espago paramétrico, caso
seja zero, entdo nao é possivel inserir o triangulo. O teste do né interno identifica se

o nd escolhido esta dentro do dominio desejado, ou seja, ndo ultrapassa outro
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triangulo. E por ultimo é feito o teste da intersec¢do da fronteira. Neste caso, o
triangulo é testado em relacdo ao espaco paramétrico para verificar possiveis
intersecgbes com as frentes definidas. No caso de ndao se conseguir inserir um
triangulo, o método da forca bruta é entdo acionado para inserir um novo triangulo

levando-se em conta todo o dominio.

2.5 Conclusao

Este capitulo proporcionou um amplo conhecimento sobre a geracdo de
malha, e métodos necessarios para desenvolver a malha. Como por exemplo, os
pontos de Steiner e Generalize Voronoi Diagram (GVD). Assim, foram apresentados

varios métodos, e para alguns deles suas variacoes.
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Capitulo 3
3 Avanco da Fronteira

3.1  Introducao

O método do avancgo da fronteira (advancing front) € uma das melhores e
mais simples técnica para geracao de malhas. O método parte do contorno original
do dominio, onde s&o inseridos elementos triangulares até o preenchimento total do
dominio, porém, a cada instante de tempo uma nova fronteira é definida gerando
assim, um novo contorno (GEORGE, 1991). A grande vantagem deste método, é
que ele pode ser aplicado em conjunto com diversos outros métodos, como pode ser
visto em (REES, 1997), (CAVALCANTE NETO at. al., 2000), (LI at. al., 2000),
(LOBER at. al, 1995) (FANCELLO at. al., 19909, (FANCELLO, 1993), (BERN &
EPPSTEIN, 2000), (BERN & PLASMANN, 1999) e (TRISTANO at. al.,1998).
Encontra-se o0 avanco da fronteira com triangulacdo de Delaunay, com Voronoi,
Quadtree, com Octree, com Sphere Packing, entre outros.

O aspecto principal do método do avanco da fronteira € a geracdo de
elementos triangulares a partir do contorno de um dominio Q, onde a fronteira pode
ser definida a partir de qualquer ponto do dominio, podendo iniciar de uma ou mais
frentes ou de um ou mais pontos do dominio. No momento em que esta fronteira é
totalmente preenchida, diz-se que foi fechada a regiédo, esta regido sera um novo
contorno, gerando desta maneira, mais uma fronteira até que o dominio esteja
totalmente preenchido. Neste capitulo, sera descrito como foi desenvolvido o
algoritmo para a geragéo da malha de elementos finitos com o uso do método do

avanco da fronteira.
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3.2 Caracteristica da Malha

Para gerar a malha de elementos triangulares em dominio poligonal plano,
nao sao levadas em consideracdo as condicbes de contorno, as quais sao
caracterizadas pela restricao dos movimentos axiais e pelas cargas aplicadas sobre
o dominio. Neste caso é gerada somente a malha de elementos triangulares do tipo
gradual ou uniforme. Chama-se de malha gradual, a malha que tem como
caracteristica o aumento gradual da distancia entre os nés sobre o contorno do
dominio, podendo-se, assim, ser definido o tamanho desejado do elemento a partir
dos vértices do dominio. No algoritmo, quatro tamanhos de elementos foram fixados
e a eles designados codigos e pesos. Se for identificado o tipo de elemento 1, este
terd peso 10. Caso seja identificado como 2, tera peso 15 e para o tipo de elemento
3, 0 peso sera de 20. O ultimo tipo de elemento recebe o cédigo 4 e tera peso 25.
Atribuindo-se diferentes tipos de elementos aos vértices do contorno original do
dominio, gera-se uma malha gradual. Para representar uma malha uniforme no
dominio, esta é definida atribuindo-se um Unico tipo de elemento aos vértices do
contorno. Exemplos de malha uniforme e gradual podem ser vistos pelas Figuras 19

e 20, respectivamente.

Figura 19 - Malha Uniforme
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Figura 20 - Malha Gradual

Para melhorar as caracteristicas dos elementos inscritos na malha, um
método de suavizagdo foi implementado, resolvendo assim alguns problemas dos
elementos, como pode ser visto no Capitulo 4, porém, nao foi implementado nenhum

método de refino de malha.

3.3 Identificando o Contorno

A primeira fase, conforme apresentado no Anexo A no seu item A1.10, €
identificar os n6s ou vértices do dominio original, e isso se faz a partir da estrutura
de dados do tipo lista encadeada chamada aqui de MGObject, e que também esta
apresentada no Anexo A. Com estes dados € possivel saber qual € o ponto de
origem, ou seja, o primeiro n6 do dominio inserido e montar a seqiéncia dos demais
nds sobre o contorno do dominio Q. Esta seqiéncia de nés é definida no momento
da criagdo do dominio poligonal plano, utilizando-se para isso os vértices do dominio
original. Com essa seqliéncia tem-se a lista de nos criada (Tabela 1), esta lista
contém o indice (sequiéncia numérica dos nés), as coordenadas nodais, o tipo de
vértice, o tamanho do elemento inscrito a partir do n6 de origem e o angulo formado
entre os segmentos de reta, possibilitando navegar sobre a lista de nés. De posse
desta informacdo, é possivel identificar quais sdo os ndés vizinhos (anterior ou
posterior) de um determinado n6. A Tabela 1 também é utilizada para determinar os
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vértices concavos ou convexos de um determinado poligono, assim como o angulo
formado pelos segmentos de retas associados aos nos. Para saber se um vértice é
cbncavo ou convexo, é necessario identifica-lo, isto é feito calculando-se a area do
tridngulo gerado entre trés nos consecutivos. Ou seja, se a area calculada for
negativa entao o vértice é convexo e foi definido o valor 0 para identifica-lo, agora se
a area for positiva, entdo € um vértice céncavo e terd o valor 3, isso pode ser visto

na coluna vértice da Tabela 1.

Tabela 1 - Tabela de Nos (X,Y)

indice Pas. ¥ Pas. ¥ Wértice Tenséo Angula

_550 300 0 1 90
2 850 300 0 a a0
3 850 450 0 a 90
a 650 450 0 1 90

Com a identificagdo do contorno e dos nds, definiu-se que a ordenacao
destes nos segue a sequiéncia de insergado dos pontos do poligono inscrito, ou seja,
sentido horario a partir do primeiro vértice desenhado do dominio. A Figura 21
representa um dominio poligonal plano com quatro vértices convexos cuja sequéncia
de néds esté representada numericamente na Tabela 1. Esta seqiéncia serd utilizada
para a criacao da fronteira inicial, partindo-se do primeiro vértice para a inclusao dos

elementos triangulares.

1 2

Tamanho dos
Elementos
11 ﬂ
2 2
3 2
L |

, =i

Figura 21 - Identificacdo dos Vértices e 0 Tamanho do Elemento em cada Vértice
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3.4 Definicao dos Nés sobre o Contorno Original (Fronteira Inicial)

Para iniciar o método do avanco da fronteira é necessario identificar os nés
sobre o contorno original, ou contorno do dominio (Tabela 1). Sobre esse contorno,
devem ser colocados os nés que possibilitaram a criacdo dos elementos segundo o
tamanho desejado, a partir de cada um dos vértices do dominio, como mostra a
Figura 22.

A insercao dos nds sobre o contorno comega pelos vértices de indice 1 e o
vértice de indice 2. No algoritmo foi definido que o ponto de origem como sendo o
ponto B, e o proximo como D, e o anterior € o n6 A. De posse das coordenadas
geométricas em relacdo aos pontos B e D, pode-se encontrar a distancia ideal para
adicionar uma quantidade exata de nds sobre este segmento BD, isso para o caso
de uma malha uniforme. No caso de uma malha gradual, os nés devem ser
colocados de forma a permitir o completo preenchimento do segmento BD, de forma

a possibilitar um aumento gradual da distancia entre os nés definidos.

A/

Tamanho entre 2 e 4

Tamanho ertre 1 & 2

Tamanho ertre 31 Tamanho srtre 4 & 3

Figura 22 - Diferenca entre os Pontos Inscritos

Para encontrar o tamanho exato entre cada um dos nos, foi utilizado o calculo
da PA conforme apresentado no Anexo A. Ja (FANCELLO, 1993), (FANCELLO,
1990) e (ZHU at. al., 1991), utilizaram a integral de linha sobre todo o contorno para
encontrar o tamanho e a posigéo ideal de cada um dos nds sobre o contorno. Neste

trabalho, poderia ter sido utilizado o mesmo recurso. Porém, como é feito o célculo
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para cada um dos segmentos do contorno original, optou-se por continuar com a
formula da PA. O algoritmo utilizado no calculo da PA esta descrito no Anexo A, e o

algoritmo que preenche o contorno, no Anexo B.

3.5 Criando os Elementos a partir da Fronteira Aberta

Apbs serem inseridos todos 0os nds sobre o contorno como mostra a Figura
23, passa-se para o preenchimento da fronteira aberta. Neste caso, a fronteira é
todo o contorno do dominio, semelhante ao que (FANCELLO, 1993) e (BARBIERI,
2000) descreveram. Mas, isso somente para a identificagdo dos nds sobre o

contorno original do dominio.

Figura 23 - Nés Definidos sobre o Contorno

No caso deste trabalho, serdo adicionados somente elementos triangulares
utilizando o método do avango da fronteira. O ideal em relagdo aos elementos
inscritos € que esses sejam triangulos equilateros ou 0 mais préximo possivel, como
pode ser visto na Figura 24. Os elementos triangulares adicionados na primeira
iteracdo do contorno partem do primeiro né do contorno até o ultimo, em sentido

horario (ver Tabela 1).

Sendo assim, o algoritmo ao identificar o proximo né do contorno, inicia a

insercao dos elementos triangulares, levando-se em consideragéo a sua altura.
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JAVAY

AVAVAVAVAN

AVAVAVAVAY

Figura 24 - Construcio da Fronteira

Para ser um triangulo equilatero perfeito, € necessario que a altura seja dada

pela férmula:

W

altura = =0,86
2

)

onde /é o tamanho do segmento AB. E equivalente afirmar que, se multiplicar
o segmento AB por 0,86, tem-se o mesmo resultado da férmula acima apresentada.
De posse do segmento AB, calcula-se o ponto de Steiner (possivel ponto que
permite a criagcdo de um elemento triangular) ou n6é C, conforme explicitado por
(BERN & EPPSTEIN, 2000) e (BERN at. al., 1995), e que é necessario para
completar o triangulo, construindo-se assim o triangulo ABC. Para encontrar este
novo no, utiliza-se a técnica de rotagao de eixos, neste caso a rotagdo do segmento
AB, conforme descrito no Anexo A item A1.9, produzindo-se assim, o que seria a
insercao de circulos a partir dos pontos de origem do segmento AB. Partindo-se do
ponto A e do ponto B inscrevem-se dois circulos, um com o centro em A e outro com
centro em B. A intersecao destes dois circulos produzira dois pontos como pode ser
visto na Figura 25, o né C e o n6 C'. Para identificar qual dos dois nés € o ideal, é

necessario determinar a area do triangulo gerado pelos pontos ABC e ABC'.
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Figura 25 - Pontos de Intersecc¢io entre os Circulos

Se a area for positiva, o tridngulo estara dentro do dominio, mas, se a area for
negativa, o tridngulo estara fora do dominio. A equacéo utilizada para calculo da
area esté definida no Anexo A, item A.4 — Algoritmo de MELKMANN.

De posse do ponto C, deve-se verificar se 0 mesmo pode ser inscrito na
posicdo definida. Para isso, é feita a verificagdo dos angulos gerados entre os
segmentos de retas que constituem as arestas dos triangulos. No inicio, ou seja, na
primeira iteracao da insercdo dos elementos triangulares sobre o contorno do
dominio original, os segmentos de retas estdo alinhados (vide segmentos ABD e
BDE na Figura 26).

ABDE
A
e

Figura 26 - Segmentos de Reta
Nos proximos itens deste capitulo, serdo descritas cada uma das

possibilidades de angulos formados e sua caracteristica conforme a Tabela 2, onde
os angulos sao calculados a partir do segmento de reta ABD e BDE. O ponto B é a
origem do angulo formado entre os segmentos AB e BD, e € também um no base
para a insercdo do elemento triangular. O préximo &angulo € encontrado pelo

segmento BD e DE, onde o ponto D é a origem este angulo, e sera o outro né base
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para a inser¢cdo do elemento triangular. A Figura 26 representa um elemento

triangular sendo constituido com os nés BDC, possuindo um angulo de 180° entre os

segmentos AB e BD, e o proximo angulo sendo também de 180° entre os segmentos

BD e DE.

Em seu livro, (GEORGE, 1991) descreve a possibilidade de inserir um

triangulo em somente trés situagdes, como descrito no Capitulo 2. Ja o artigo de

(ZHU at. al., 1991) prové outras formagdes de angulos para a inser¢ao de elementos

triangulares. Sendo assim, optou-se por estabelecer outras variagbes com angulos

que possibilitassem a insergdo de um elemento triangular.

Tabela 2 - Angulos Identificados

Segmento ABD entre | Segmento BDE entre
1 157,5° 180° 157,5° 180°
2 | 157,5° 180° 1352  157,5°
3 | 157,5° 180° 112,5° 135°
4 | 157,5° 180° 909 112,5°
5 157,5° 180° 67,5° 90°
6 157,5° 180° 45° 67,5°
7 135% 157,5° 157,5° 180°
8 1359 157,5° 1352  157,5°
9 1359 157,5° 112,5° 135°
10 1359 157,5° 909 112,5°
11 112,5° 135° 157,5° 180°
12| 112,5° 135° 135° 157,5°
13| 112,5° 135° 112,5° 135°
14 100% 112,5° 157,5° 180°
15 90° 100° 157,5° 180°
16 909 112,5° 1352  157,5°
17 902 112,5° 112,5° 135°
18 909 112,5° 909 112,5°
19 909 112,5° 0° 90°

20 67,5° 90° 157,5° 180°

21 50¢° 86° 112,5° 135°

22 67,5° 90¢ 67,59 112,5°

23 0% 67,5° 157,5° 180°

24 0° 67,5 0?9 157,5°
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3.5.1 Segmento ABD entre 157,5° e 180° e segmento BDE entre 157,5° e
180°
Se os angulos formados entre os segmentos de reta ABD e BDE estiverem
entre 157,52 e 180°, conforme Figura 27, um tridngulo equilatero podera ser inscrito.

Com isso, deve ser validado o ponto C com as fungdes BuscaNoProx e DefiPonto

apresentadas no Anexo A itens A1.13 e A1.14.

b

2275/j>

D g

Figura 27 - Angulos entre 157,5° e 180°

I=
W

Apos ter sido validado o ponto C, deve-se verificar o0 &ngulo formado entre o
segmento CB e BF (ver Figura 28), o né F faz parte do triangulo inscrito
anteriormente. Para encontrar o angulo entre dois segmentos de reta, € utilizada a
funcdo BuscaAngulo definida no Anexo A item A1.15. Esta fung¢do retorna o angulo
formado entre o né F do elemento triangular anterior, o né B e o né C atual. O
angulo ¢ devera estar entre 302 e 80°, ou entre 93° e 98° ou entre 108%e 170, 0
que pode ser visto na Figura 28. Com isso, o ponto C € um né valido, e deve ser
inserido na tabela de nds, como pode ser visto na Tabela 1. O elemento triangular
criado a partir dos n6s B, D e C sdo armazenados na tabela de elementos. Esta
tabela contém como informagédo respectivamente a coordenada do ndé C, a

coordenada do n6 B e a coordenada do né D, conforme Tabela 3.
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Tabela 3 - Tabela de Elementos Inscritos

Posicén s 1 %2 y2 3 y3
680,5064 31701800670 300 690 300
2 700,50641 31701801690 300 710 300
3 20,5064 31701800710 300 730 300
4 740,50641 317,01800 730 300 750 300
5 76050641 317,.01801 750 300 70 300

Caso, o angulo formado entre os segmentos de reta CB e BF, ndo esteja

entre os angulos acima definidos, entao, sé é armazenado o né B conforme a Tabela

1, e 0 elemento ndo é criado.

Figura 28 - Tridngulo inscrito nos nés B e D com angulo de 180°

3.5.2 Segmento ABD entre 157,5° e 180° e segmento BDE entre 135° e

157,5°

Se no segmento de reta ABD forem formados angulos entre 157,5% e 180°, e

para o segmento BDE os angulos estiverem entre 135% e 157,5° ocorrerdo duas

situagdes. Na primeira, deve-se levar em consideragao a posigao do né D. No caso

de ser o ultimo né da fronteira da fronteira criada, e este ja ter sido utilizado para

adicionar um tridngulo, entdo serd tragada uma unica reta entre o n6 B e o né F do

triangulo inscrito, produzindo assim, um elemento triangular com os nés B, D e F.

Este elemento triangular sera inserido na tabela de elementos conforme Tabela 3. O

noé de origem vai ser armazenado como um né vélido na Tabela 1.
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No caso de ser ou nao o ultimo n6 e que nao tenha sido inscrito um elemento
no primeiro nd, pode-se tracar um elemento triangular. Este elemento vai levar em
consideragéo os nés B, D e C, como pode ser visto na Figura 29, onde é tragado um
elemento triangular a partir desses nos. Entdo, fica armazenado o elemento

triangular gerado, e 0s nés B e D como os novos nos na tabela de nés.

A B D
Figura 29 - Tridngulo Inscrito nos nés B e D e angulo de 157,5°

Estes novos nés farao parte da proxima fronteira a ser criada. Os angulos que

possibilitam este tipo de triangulo podem ser observados na Figura 30.

Figura 30 — Segmento ABD entre 157,5° e 180° e segmento BDE entre 135° e 157,5°
Agora, se a funcdo DefiPont retornar falso, entdo n&o sera desenhado o
elemento triangular e o né A sera armazenado na Tabela de nés (Tabela 1) para ser

utilizado na préxima fronteira.

3.5.3 Segmento ABD entre 157,5° e 180° e Segmento BDE entre 112,5° ¢

135°

Neste caso, existem trés possibilidades de criacdo de elementos triangulares.
A primeira opgéo acontece no caso do no ser o ultimo n6 da fronteira aberta. Se isso
ocorrer, entdo, sera tragada uma linha do n6 de origem A até o ndé C do triangulo
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gerado pela primeira posi¢cdo da fronteira. Sera armazenado o elemento triangular

gerado por esta unido (Tabela 3), e o né de origem A, na tabela de nés (Tabela 1).

Agora, se nado for o ultimo n6 da fronteira, este pode ser um vértice cdncavo
ou convexo. Se for um vértice cdncavo, entdo pode inserir um elemento triangular
utilizando os nés B e D. Se o n6 C for valido, conforme visto do item 3.5.1, entdo um
elemento triangular é inserido a partir dos nés B e D conforme Figura 31, criando-se,
assim, um elemento na tabela de elementos. Os n6s B e D serdo adicionados a
tabela de nos da préxima fronteira. Se o né C nao for valido, entdo somente o n6 B

sera inserido na tabela de nés.

Figura 31 - Triangulo inscrito nos nés B e D e dngulo de 135° concavo

No caso de ser um vertice convexo, deve-se utilizar a fun¢gdo BuscaAngulo
com os segmentos DC e DC’ para encontrar o angulo formado entre os segmentos.
Se o angulo ¢ for maior que 50%, entdo é calculado o ponto médio C” entre o né C
atual e o n6é C’ do proximo tridngulo. Para validar este novo né C”, que é o n6é médio,
usa-se a fungdo BuscaNoProx. Com o ponto C” validado, sdo tracados dois
elementos triangulares, um em relagéo aos nés B, D e C” e o outro em relagao aos

nés D, E e C”, conforme Figura 32.
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A

Figura 32 - Triangulos inscritos nos nés B, D e E e dngulo de 135° convexo

Porém, caso o angulo seja inferior a 50°, entdo dois elementos triangulares
séo gerados a partir do né C’, ou seja, do né C anterior. Em ambos os casos, os dois
elementos criados sdo armazenados na tabela de elementos. Os nés B e C’ sado

armazenados na tabela de pontos.

Os angulos formados entre os segmentos ABD e BDE sao vistos na Figura

33.

Figura 33 — Segmento ABD entre 157,5° e 180° e Segmento BDE entre 112,5° e135°

3.5.4 Segmento ABD entre 157,5° ¢ 180° e Segmento BDE entre 90° e 112,5°

O primeiro passo para este algoritmo é encontrar o ponto médio C” entre 0 no
C e ono C, onde C' é o ponto C do tridangulo anterior em relagdo ao segmento DE.
Encontrado o né C”, o mesmo deve ser validado pela funcdo BuscaNoProx. Em
relacdo ao n6 C, deve-se calcular o angulo ¢ formado entre os segmentos BC e BC’

com a fungdo BuscaAngulo.
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Este algoritmo pode gerar seis opgdes diferentes, onde cada valor depende
da necessidade de compartilhamento dos elementos triangulares anteriores. No
primeiro caso, se em tentativas anteriores ndo foi possivel inserir um elemento
triangular, entdo o n6 B é armazenado na tabela de n6s e ndo é criado nenhum

elemento triangular.

No entanto, se foi adicionado um elemento triangular anterior e esse for
compartilhado, ou o angulo retornado pela fungdo BuscaAngulo for menor que 20°,
entdao existem duas opcdes. A primeira verifica se nao houve insercdo de um
elemento triangular no primeiro n6 em relacdo a tabela de nés. Com isso, séo
inseridos dois elementos triangulares em relacdo ao n6 C’. Sdo eles os elementos
triangulares com os nos BDC’ e DEC’, conforme Figura 34, os quais séao

armazenados na tabela de elementos.

A

Figura 34 - Triangulos inscritos com base no né C’

Agora, se os nos D ou E foram utilizados para a geragdao de um elemento
triangular, entdo é desenhada uma linha que liga o né B ao n6 C’ deste elemento

triangular, criando assim um novo elemento na tabela de elementos.

Se néo houver o compartilhamento de tridngulos e o angulo ¢ encontrado
pela funcao for maior que 100°, dois elementos sao, entdo, adicionados na tabela de
elementos. Um com as coordenadas de BDC” e o outro DEC”, sendo armazenados

na tabela de nés os nés B e C”.
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Se o angulo ¢ for menor ou igual a 100°, tem-se duas opg¢des. Encontrar um
vértice concavo ou um vértice convexo. No caso do vértice convexo, € necessario
aumentar o segmento de reta BC, em 20 por cento (20%), para verificar se o
tamanho do segmento de reta BC € menor que o segmento de reta DE. Neste caso,
o nd C” sera calculado pela média entre os nés C e C'. De posse do né C”, criam-se
os elementos triangulares BDC” e DEC”, conforme a Figura 35, os quais sao
armazenados na tabela de elementos. Os nés B e C” sdo armazenados na tabela de

s

nos.

A

Figura 35 — Triangulos inscritos com base no no C*’

Para o vértice concavo, é tracado um elemento triangular a partir do né C,
criando-se assim o tridngulo BDC, o qual é armazenado na tabela de elementos. Os

nos B e C sdo adicionados na tabela de nés.

A Figura 36 mostra o formato dos angulos para este caso.

Bl

A S7 5, \@O

A 3 B

Figura 36 — Segmento ABD entre 157,5° e 180° e Segmento BDE entre 90° e 112,5°
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3.5.5 Segmento ABD entre 157,5° ¢ 180° e Segmento BDE entre 67,5° e 90°

Como o préximo angulo (segmento BDE) encontrado tem um valor entre 67,5°
e 90°¢, trata-se de um angulo pequeno, como pode ser visto na Figura 37. Por isso, €
utilizado para inserir somente elementos triangulares em vértices céncavos. Apos a
validagéo do n6 C, um elemento triangular € inscrito no dominio, como mostra a
Figura 38. Esse elemento possui os nés B, D e C e sdo armazenados na tabela de

elementos, sendo os nés B e C armazenados na tabela de nos.

E

DAL LS

i
A » B

Figura 37 — Segmento ABD entre 157,5° e 180° e Segmento BDE entre 67,5° e 90°

72X
J

L

Figura 38 - Triangulo inscrito no vértice concavo e angulo de 90°

3.5.6 Segmento ABD entre 157,5° e 180° e Segmento BDE entre 45° e 67,5°

Pelo tamanho do angulo formado entre os segmentos BD e DE, também s6 é
possivel utiliza-lo como um vértice céncavo. O algoritmo utilizado para estes angulos
segue o que foi definido no item 3.5.5. A Figura 39 mostra o formato do angulo

gerado.
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Figura 39 - Angulos entre 157,5° e 180° e entre 45 e 67,5°
3.5.7 Segmento ABD entre 135° e 157,5° e Segmento BDE entre 157,5° ¢

180°

Os segmentos com estes angulos possibilitam algumas variagcdes. Isto pode
ser visto pela Figura 40, a qual representa os angulos formados por cada um dos
segmentos utilizados. Primeiro encontra-se o ponto médio C” em relagédo ao né C do
segmento BD, e o né C’ do segmento AB. Com o n6 C” definido, 0 mesmo deve ser
validado com a funcéo BuscaNoProx.

A

ASy Do ol E

B J

=1

Figura 40 — Segmento ABD entre 135° e 157,5° e Segmento BDE entre 157,5° e 180°
O algoritmo ¢é dividido de duas maneiras, e é levado em consideragéo o n6 C

do ultimo elemento triangular inscrito. Se o triangulo anterior ndo foi identificado

como complementar, entdo se tem o primeiro caso. Com isso, o angulo ¢ formado

pelos segmentos de retas BC e BC’” deve ser calculado. Neste caso, C” € o n6 C
encontrado para o segmento de reta DE, ou seja, do préximo segmento de reta. Se
o angulo calculado for menor que 40°, existem trés possibilidades. A primeira ocorre
se o né A é um vértice convexo. Entdo, sdo produzidos dois elementos triangulares

um elemento possui os ndés ABC”, e o outro, os nés BDC”, como pode ser visto na
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Figura 41 e os ndés armazenados na tabela de elementos. Os ndés a serem
armazenados na tabela de nds dependerdo do tipo do elemento triangular inscrito.
Ou seja, se houver a necessidade de utilizar o né A como base para a criagdo de um
elemento, o n6 A sera colocado na tabela de nés, junto com o né C”. Do contrario,

somente o n6 C” sera adicionado a tabela de noés.

8

Figura 41 - Triangulos inscritos nos nés A, B e D

Se o vértice for concavo, entdo sera inscrito um elemento triangular a partir
dos n6s BDC, conforme a Figura 42. Os nés serao, entdo, armazenados na tabela
de elementos, e os n6s D e C armazenados na tabela de nés. Se o n6 nao for
validado pela fungéo DifePont, entdo ndo serd gerado elemento triangular. Sendo

assim, somente o n6 B é armazenado na tabela de nés.

Ao B
Figura 42 - Tridngulo inscrito nos nés B e D
Agora, encontrando um angulo maior que 40°, ocorrera dois casos. Sera
levado em consideracdo se o triangulo formado pelos nés BDE esta direcionado
para dentro da fronteira ou para fora da fronteira. No primeiro caso, o tridngulo deve
estar para fora da fronteira, e assim sera tragada uma linha do n6 C até o n6 D, este

ndé C é do triangulo anterior, como pode ser visto na Figura 43, criando-se um
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elemento com os outros ndés da fronteira. O elemento BDC sera armazenado na
tabela de elementos. Nenhum dos nds serd armazenado na tabela de nds. No
segundo caso, sera desenhado um elemento triangular com os nés BDC, os quais
sédo armazenados na tabela de elementos, e 0 n6 B e C armazenados na tabela de

7

nos.

oV S
B D b

Figura 43 - Tridngulo inscrito a partir do n6 D

Ao utilizar um elemento triangular inscrito anteriormente como base, existe
duas formas de criar este elemento. Sendo o né B um vértice convexo, entado, é
tragada uma linha do n6 C do elemento triangular anterior ao né B, criando-se um
elemento triangular com os nés BDC. Esses nés sdo armazenados na tabela de
elementos, ndo sendo armazenado nenhum no na tabela de nés. Caso contrério, se
o n6 B for um vértice céncavo, o nd C deve ser validado. O n6 C ndo sendo um
ponto valido, o né B sera armazenado na tabela de nés. Se for validado, entdo, um
elemento triangular é inscrito pelos nés B, D e C, como na Figura 42, e os nés sao
armazenados na tabela de elementos. Na tabela de nés, serdo armazenados o0s nés

B e C. Neste caso, o ponto sera armazenado como um vértice cdncavo.

3.5.8 Segmento ABD entre 135° e 157,5° e Segmento BDE entre 135° e
157,5°
Para ser possivel inserir um elemento triangular com estes angulos, o angulo

formado pelos segmentos BC e BC’ deve ser calculado, onde C’ é o préximo né C

em relacdao ao segmento DE. Sendo o angulo maior ou igual a 35° entdo ha a
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possibilidade de inserir um elemento triangular. Para isso, € necessario validar o n6
C. Se o0 n6é C nado for um no6 valido e se a insercao de tridngulos nao estiver
blogueada, entdo um elemento é inserido, conforme a Figura 44. Quando a inser¢ao
de elemento triangular estiver bloqueada, significa que € a ultima fronteira criada, e o
bloqueio de insercdo de novos elementos € utilizado para que nao ocorra a

sobreposicéo de novos elementos triangulares.

Figura 44 - Triangulo inscrito nos nés B e D

O elemento triangular gerado tem os nés B, D e C, como pode ser visto na
Figura 45, onde C € o n6 C do triangulo anterior inscrito. Caso contrario, somente o

né B € armazenado na tabela de n6s e ndo havendo elemento triangular inscrito.

Porém, se o n6 C for um né valido, entdo, um tridngulo é construido com os
nés BDC, sendo os mesmos armazenados na tabela de elementos, e os pontos B e
C, armazenados na tabela de n6s. Os angulos formados podem ser visualizados

pela Figura 46.

Figura 46 — Segmento ABD entre 135° e 157,5° e Segmento BDE entre 135° e 157,5°
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3.5.9 Segmento ABC entre 135° e 157,5° e Segmento BDE entre 112,5° ¢

135°

Para este tipo de angulo, o vértice pode ser cdncavo ou convexo. Tanto para
o vértice céncavo quanto para o convexo, o0 né C deve ser validado, este né C é
definido em relagdo ao segmento DE. Se nao for um n6 vélido, entdo somente sera

armazenado o né B na tabela de nés.

Se for um vértice convexo e o n6é C valido, deve-se entdo, encontrar o angulo
gerado entre os segmentos BC e BC’, onde C' é o né C do tridngulo inscrito
anteriormente. Se o angulo for maior que 40°, entdo dois elementos triangulares sao
desenhados, conforme a Figura 47. O primeiro tem os ndés BDC e o segundo os nés
DEC, sendo ambos armazenados na tabela de elementos. Os n6s B e C séao, entao,
armazenados na tabela de noés. Possuindo um angulo menor ou igual a 40° os
tridngulos sao formados utilizando-se o n6 C’. Geram-se, entdo, dois elementos
triangulares, um com os nés ABC’ e outro BDC’, sendo estes nés armazenados na

tabela de elementos. Ndo ha nés a serem armazenados na tabela de noés.

Figura 47 - Triangulos inscritos nos nés B, D e E

Se o vértice for concavo e o né C vélido, entdo, é criado um elemento
triangular com os nés ABC, conforme Figura 48. Esses nés sdo armazenados na
tabela de elementos. Na tabela de nos, s&o adicionados os nos A e C. Contudo o n6
C deve ser inserido como um vértice cdncavo. A Figura 49 representa os angulos

formados entre os segmentos.
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Figura 49 — Segmento ABD entre 135° e 157,5° e segmento BDE entre 112,5° e 135°

3.5.10Segmento ABD entre 135° e 157,5° e Segmento BDE entre 90° e 112,5°

Para saber se é possivel adicionar um elemento triangular com estes angulos,
€ necessario calcular o ponto médio C”. Este ponto médio € calculado com os nés C
e C’, onde o n6 C’ é o né C do tridngulo anterior formado pelo segmento AB, e A é o
né anterior a B. De posse do nd6 C”, o mesmo deve ser validado pela funcao

BuscaNoProx.

Por possuir vértices tanto convexos quanto cdncavos, foram definidas duas
variagcoes para eles. Na primeira, leva-se em consideragao o vértice convexo, onde
existem trés variacbes possiveis, e para isso, € necessario calcular o angulo
formado entre os segmentos de reta BC e BC'. O n6 C' é o n6 C do tridngulo
anteriormente inscrito no dominio. Se o angulo for maior ou igual a 40°, e o elemento
triangular anterior estar ativo, entdo, sdo inseridos dois elementos triangulares.
Esses elementos tém como coordenadas os n6s BDC” e DEC”, onde C” € o né C do
elemento triangular criado a partir do segmento DE (ver Figura 50), os quais sao
armazenados na tabela de elementos. Na tabela de nds, sdo armazenados os nés B
e C”. Contudo, se for o ultimo n6 da fronteira, tendo sido um elemento adicionado no
primeiro no, entdo, € utilizado o n6 C, que é obtido a partir do segmento DE.
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Posteriormente, este ponto C é validado com a fungdo BuscaNoProx, possibilitando
assim a geracao de dois elementos triangulares. Os elementos BDC e DEC séo
adicionados na tabela de elementos, enquanto os nés B e C sdo armazenados na

tabela de nés.

Figura 50 - Triangulos inseridos nos nés B, D e E

Caso isto 0 angulo seja inferior a 40°, é tracado uma reta entre os nés CD e
C’E, definindo assim, dois novos elementos triangulares com os nés BC’'D e DC’E, e
sdo armazenados na tabela de nés. Agora, se for encontrado um vértice concavo, o
elemento triangular € criado com os nés BDC, conforme a Figura 51. Esses nés sao

armazenados na tabela de elementos, e também na tabela de nés.

Figura 51 - Triangulo inscrito nos nés B e D e vértice concavo

A Figura 52 mostra as caracteristicas dos angulos formados, e sua

necessidade de diferentes tipos de alocagao de elementos triangulares.
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Figura 52 — Segmento ABD entre 135° e 157,5° e segmento BDE entre 90° e 112,5°
3.5.11Segmento ABD entre 112,5° e 135° e Segmento BDE entre 157,5° e

180°

Sendo estes os angulos formados entre os segmentos ABD e BDE, ha duas
possibilidades para posicionamento do triangulo definido pelo segmento BDE. O
triangulo pode estar ser criado em um vértice céncavo ou em um vértice convexo.
No caso de estar posicionado sobre um vértice convexo, existem trés formas para se
inserir um elemento triangular. Primeiro deve-se verificar o angulo formado pelos
segmentos de reta BC e BC’ (ver Figura 53), sendo que C’ é o n6 C definido a partir
dos nés D e E. Caso o angulo a esteja entre 5° e 30° ou seja maior que 909,
encontra-se um novo ponto médio C” entre o n6 C e o nd C”. O n6 C” é obtido a

partir do segmento AB, onde A é o n6 anterior de B na tabela de nés. Se este né nao

for valido, entao é somente armazenado o n6 B na tabela de nés.

Figura 53 - Angulo o entre os segmentos BC e BC'

Se o angulo formado pelos segmentos BC e BC’ for maior que 40° dois
elementos sao inseridos no dominio utilizando o né médio C”. O primeiro elemento

tem como n6s ABC”, e o segundo os nés BDC”, sendo esses armazenados na
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tabela de elementos. Para este caso, somente o n6 C” sera armazenado na tabela

de nés. Caso o nd B seja o primeiro da tabela de nés, o n6 A é marcado como

utilizado. Caso o angulo seja menor que 40° sdo ligados os nés C” e D, criando

assim um elemento triangular BDC™ (ver Figura 54). Nenhum dos nds neste caso

sera armazenado na tabela de nés.

Figura 54 - Triangulo inscrito nos nés B, C’*’ e D

Dado que o tridngulo esteja em um vértice céncavo, entdo o no a ser utilizado
€ o n6 C, o qual deve ser validado. Nao sendo um né valido, é somente armazenado
o n6 B na tabela de nés. Se for valido, um elemento triangular € inserido. Este
elemento triangular tem como nés BDC, os quais s&do armazenados na tabela de

elementos. O né B e 0 n6 C sao armazenados na tabela de nés.

A Figura 55 mostra as caracteristicas em relagcdo aos angulos formados entre

os segmentos ABD e BDE.

Figura 55 — Segmento ABD entre 112,5° e 135° e segmento BDE entre 157,5° e 180°
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3.5.12Segmento ABD entre 112,5° e 135° e Segmento BDE entre 135° e

157,5°

Para esta formagdo de angulo, deve ser levado em consideracao se 0 né
anterior foi utilizado ou ndo. No caso de ser utilizado, e tendo 0 né B ou 0 n6 D como
vértice concavo, pode-se desenhar um elemento triangular. Mas para isto, o né C
deve ser valido. Se ele nao for valido, o né B sera armazenado na tabela de nés. No
entanto, se ele for valido, os nés B e D serdo utilizados para a criagdo de um
elemento triangular em conjunto com o né C, conforme mostra a Figura 56. Estes
nds sdo armazenados na tabela de elementos, e os nés B e C sdo armazenados na

tabela de nés, sendo que o né C deve ser adicionado como um vértice céncavo.

Se os nés B e D nédo forem vértices concavos, uma linha € tragada do né C’
até o n6 D, onde C’ é o n6 C do triangulo inscrito anteriormente, criando assim, um
elemento triangular BC'D e armazenando-se os nos B, C' e D na tabela de

elementos e nenhum dos nés é armazenado na tabela de noés.

Figura 56 - Triangulo inscrito nos nés B e D

Se 0 nod anterior nao for utilizado, entdo € necessario identificar o ponto médio
C”entreon6 Ceond C,ond C’ é gerado a partir do segmento AB. Se esse né C”
nao for valido, o n6 B deve ser armazenado na tabela de no6s. Agora, se for um
ponto vélido, dois elementos triangulares s&o inseridos no dominio. Cada elemento

triangular terd os nés A, B e C’ e 0s n6s B, C’ e D que podem ser vistos na Figura
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57. Esses nés sao armazenados na tabela de elementos e 0os nés A e C’ sao

armazenados na tabela de nés.

Figura 57 - Tridngulos inscritos nos nos A, B e D

Para identificar melhor a necessidade deste tipo de inser¢cédo, a Figura 58

mostra os angulos formados pelos segmentos ABD e BDE.

Figura 58 — Segmento ABD entre 112,5° e 135° e segmento BDE entre 135° e 157,5°
3.5.13Segmento ABD entre 112,5° e 135° e Segmento BDE entre 112,5° e
135°

Existem duas opcdes para insercdo de elementos triangulares neste tipo de

segmentos. A Figura 59 caracteriza melhor a provavel formagdo dos elementos

triangulares.

Figura 59 — Segmento ABD entre 112,5° e 135° e segmento BDE entre 112,5° e 135°

Para que uma das opc¢oes seja utilizada, € necessario que o né médio C” seja

validado. O n6 C” é encontrado tendo com base os nés C e C’, onde C’ é calculado
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em relagdo ao segmento AB. Sendo o né C” um no vélido, o angulo formado pelos
segmentos BC e BC’ deve ser maior que 35. Com isso, sdo adicionados trés
elementos triangulares, com os noés ABC”, BDC” e DEC”, conforme Figura 60.
Todos estes nés sdo armazenados na tabela de elemento e somente os nés A e C”

sdo armazenados na tabela de nés.

Figura 60 - Triangulos inscritos nos nés A, B,D e E

Caso o angulo seja inferior a 35°, entdo é tragada uma linhaentre oné C’, e o
né D, criando, assim, o elemento com os nés B, D e C’' e nenhum dos nés serao

armazenados na tabela de nés.
3.5.14 Segmento ABD entre 100 e 112,5° e Segmento BDE entre 157,5° ¢

180°

O mais importante para esta formagdo de angulos é o angulo obtido através
dos segmentos BC e BC’, onde C’ é o né C do triangulo anterior, conforme a Figura

61.
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Figura 61 - Angulo o formado entre os segmentos BC' e BC

Se esse angulo for maior que 50°, € necessario calcular o ponto médio C”. O
ponto médio C” é o calculado com os nés C e C’, sendo 0 n6 C’ o né C do segmento
anterior AB. Com o né C” validado e o né A sendo um vértice convexo, os elementos
triangulares com os nés ABC” e BDC” sao criados, conforme a Figura 62. Esses
pontos sdo armazenados na tabela de elementos, e os nés A e C” sdo adicionados
a tabela de nés. Caso o vértice seja cbncavo, o elemento a ser inscrito possui 0s nds
BDC, os quais sao colocados na tabela de elementos. Os nés B e C sao inseridos

na tabela de nés.

F

Figura 62 - Tridngulos inscritos nos nos A, B e D e angulo de 180°

No entanto, se o angulo for menor que 50°, é utilizado o n6 C’ como base para
a construcdo do elemento, criando-se assim, dois triangulos com os no6s ABC’ e
BDC'. Eles sdo armazenados na tabela de elementos, ndo possuindo nés a serem

armazenados na tabela de nés.

Os éangulos formados pelos segmentos ABD e BDE podem ser vistos na

Figura 63.
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Figura 63 — Segmento ABD entre 112,5° e 135° e segmento BDE entre 100° e 112,5°
3.5.15 Segmento ABD entre 90° e 100° e Segmento BDE entre 157,5° ¢

180°

Conforme pode ser visto na Figura 64, os angulos comegcam a diminuir muito,

sendo necesséario encontrar outras solugdées que sejam adequadas para a geracao

A
B S8

e

Figura 64 — Segmento ABD entre 90° e 100 e segmento BDE entre 157,5° e 180°

da malha.

Se o n6 C nao for valido, entdo uma linha é tragada do n6é A até o né D, como
pode ser visto na Figura 65. Os nés que produzem o elemento triangular sdo ABD e,
por isso, sdo armazenados na tabela de elementos. Para esta opgdo, ndo héa

insercéo de nés na tabela de nés.

Com o n6 C valido, podem-se ter duas opgoes. Se for um vértice convexo,
utiliza-se o n6 C do triangulo anterior. Traca-se uma linha do n6 C até o n6 D,
criando-se o elemento triangular pelos nos B, D e C. Esses nds sdo armazenados na

tabela de elementos.
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Figura 65 - Triangulo inscrito nos noés A e D

Se for um vértice céncavo, um elemento triangular é gerado pelos n6s BDC.
Esses no6s sdo armazenados na tabela de elementos, sendo os nés B e C

armazenados na tabela de nés.

3.5.16 Segmento ABD entre 90° e 112,5° e Segmento BDE entre 135° e
157,5°
O elemento triangular neste caso € criado tanto para vértices convexos,

quanto para os vértices céncavos, sendo o formato dos angulos apresentado na

Figura 66.

Figura 66 — Segmento ABD entre 90° e 112,5° e segmento BDE entre 135° e 157,5°

No caso de ser um vértice convexo ha trés possibilidades de inserir um
triangulo. Se o angulo a gerado entre os segmentos de reta BC e BC’ ndo estiver
entre 50° e 70°, podem ocorrer duas possibilidades, onde C' é n6 C do triangulo
inscrito anteriormente. A primeira possibilidade ocorre se o né B n&o for o ultimo da
lista de nos, e o primeiro n6 da fronteira ndo foi utilizado para gerar um elemento
triangular. Neste caso € desenhada uma linha entre o né C’ e o0 n6 D, conforme a

Figura 67. Cria-se um elemento triangular com os nés C',B e D, que séo
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armazenados na tabela de elementos. Os ndés ndo sido adicionados na tabela de
nés. Na segunda possibilidade, somente o elemento B € armazenado na tabela de

nés, bloqueando a geracao de nova fronteira.

L

Figura 67 - Tridngulo inscrito a partir do n6 D

Se o angulo estiver entre 50° e 70°, 0 n6 B nao for o ultimo, e o primeiro né
nao foi utilizado para criar um elemento, entao, é possivel desenhar um elemento
triangular sobre o dominio. Desdobra-se em dois casos possiveis, onde no primeiro
é verificado se 0 nd anterior do contorno foi utilizado. Se nao foi, é encontrado o
ponto médio C” entre os no6s C e C’, onde C’ € o né C do tridngulo anteriormente
inscrito. De posse do ndé C”, deve-se buscar o melhor né6 com a funcao
BuscaNoProx. Com o n6 C” validado, sao inscritos dois elementos, € o primeiro
elemento possui os nés C”, A e B, o segundo C”, B, D, conforme mostra a Figura
68. O né C” é inserido na tabela de nos, e os ndés utilizados para gerar os triangulos

sao armazenados na tabela de elementos.

Figura 68 - Tridngulos inscritos nos nos A, B e D
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No entanto, se for encontrado um vértice concavo, existira duas
possibilidades de se inserir um elemento triangular. Para isto, deve-se verificar se o
nd anterior necessita de complemento. Se néo for necessario, entdo um elemento
triangular € inscrito no dominio com os noés C, B e D, como na Figura 69.
Armazenam-se esses nés na tabela de elementos, e os nés B e C na tabela de nos.
Caso contrario, € necessario utilizar os nés anteriores. Entdo, o né C’ sera o né C do
triangulo anterior, possibilitando desenhar o elemento triangular com os nés C’, B e
D. Os nés que geraram o tridngulo sdo armazenados na tabela de elementos, nao

havendo né a ser armazenado na tabela de nés.

Figura 69 - Triangulo inscrito nos nos B e D e vértice concavo

3.5.17 Segmento ABD entre 90° e 112,5° e Segmento BDE entre 112,5°

e 135°

7

Para desenhar um tridngulo com estes segmentos de reta, é necessario
verificar se 0 nd anterior necessita de complemento. Caso nao seja necessario,
somente 0 n6 A é armazenado na tabela de nés, ndo sendo criado nenhum
elemento e bloqueando a geracao de uma nova fronteira. Se for necessario utilizar o
nd anterior, calcula-se o ponto médio C” pelos nés C e C’, onde C é o0 nd
encontrado do segmento de reta AB, e C € encontrado do segmento de reta BD.
Sendo assim, € possivel introduzir dois elementos triangulares, o primeiro com 0s
nés C”AB e outro com os nés C”’BD, conforme a Figura 70. Esses pontos s&o
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armazenados na tabela de elementos e o né C” € armazenado na tabela de nés. Os
angulos que caracterizam a insergao deste elemento sao representados pela Figura

71.

A
15

Figura 71 — Segmento ABD entre 90° e 112,5° e segmento BDE entre 112,5° e 135°

3.5.18 Angulos entre 90° e 112,5° e Proximo entre 90° e 112,5°

A diferenca deste algoritmo para o definido no item 3.5.17 € que o ponto
médio é calculado duas vezes, no primeiro sdo levadas em consideragcdo 0s
segmentos AB e BD, obtendo assim o n6 C”. O algoritmo utiliza este né C” € um
novo né C, sendo este definido pelo segmento de reta DE, para encontrar um novo
ponto médio C”. Depois de encontrado o novo n6 C”, o restante do algoritmo é o
mesmo utilizado no item 3.5.17. A Figura 72 apresenta a formacao dos angulos que

possibilitam a introduc&o deste tipo de elemento triangular.
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Figura 72 — Segmento ABD entre 90° e 112° e segmento BDE entre 90° e 112,5°

3.5.19 Segmento ABD entre 90° e 112,5° e Segmento BDE entre 0° e
90°

Neste caso, ndo é calculado o n6 C, ou seja, sdo utilizados somente 0os nos
da tabela de nés. Como os segmentos de reta BD e DE formam angulos pequenos
e/ou retos, como na Figura 73, o elemento triangular € desenhado com os nés B e E,

conforme a Figura 74. Os nés BDE sao armazenados na tabela de elementos, e o

né B é armazenado na tabela de nos.

A
{HilH

3 i

Figura 73 — Segmento ABD entre 90° e 112,5° e segmento BDE entre 0° e 90°
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Figura 74 - Tridngulo inscrito nos nés B, D e E

3.5.20 Segmento ABD entre 67,5° e 90° e Segmento BDE entre 157,5° e

180°

Para estes tipos de angulos, sdo levados em consideragdo 0s vértices
formados. Ou seja, se o vértice for coOncavo, encontra-se a bissetriz em relagdo aos
segmentos de reta AB e BD, porém sendo tragada em sentido contrario. Para
encontrar a posi¢do do n6 F em relagédo a bissetriz definida, deve levar em conta a
altura de um tridngulo equilatero. Para isto, utiliza-se a norma do segmento AB para

encontrar a posigao ideal de F, conforme mostra a Figura 75.

A

Figura 75 - Bissetriz em relacao aos segmentos AB e BD

Apos definir o nd F em relagdo a bissetriz, verifica-se se este né € valido. Se
for valido, um elemento triangular € tragado utilizando os nés C, B e D. O né C foi
encontrado em relagdo ao segmento de reta BD, como mostra a Figura 76. Na
tabela de nds, sdo armazenados os nos B, F, onde esse é um novo vértice concavo,

e os nés B e C. Os nés C, B e D sdo armazenados na tabela de elementos. Se o0 n6
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F nao for valido, entdao o n6 D é armazenado na tabela de nds, e a fronteira é

blogqueada.

A

Figura 76 - Triangulo inscrito nos nés B e D e dngulo de 180°

Se for encontrado um vértice convexo, existem trés formas de adicionar um
elemento triangular. Para isto, € necessario calcular o angulo a formado pelos
segmentos BC e BC’, conforme a Figura 77, onde C’ é o n6 C do tridngulo inscrito

anteriormente. Se o angulo for igual a 0°, ou ndo necessitar complementar um

triangulo anterior, dois elementos triangulares seréo inscritos.

Figura 77 - Angulo formado pelos segmentos BC e BC'

Para isto, deve-se encontrar o ponto médio C” entre os nés A e D. Apds
encontrar o né C”, o mesmo deve ser validado, ou seja, deve-se verificar se em volta
do né C” ndo ha outro né inscrito. Tragam-se entdo duas retas, uma ligando os nés
A e D, e a outra ligando os nés C” e B, como pode ser visto na Figura 78. Os nés
armazenados na tabela de elementos sdo A, Be C’ e C”’,Be D. Os n6s A e C” sdo

adicionados na tabela de noés.
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Figura 78 - Triangulos inscritos nos nés A, B e D

Caso o angulo encontrado esteja entre 5° e 15° e o nd anterior necessite de
complemento, o ponto médio C” € encontrado a partir dos nés C e C. O n6 C’ é
definido pelo segmento de reta AB. Com o nd C”, verificam-se os nds préximos.
Assim, sdo definidos dois elementos triangulares, onde o primeiro é formado os nés
C”,Be A, e 0 segundo pelos nos C”, D e B, os quais sdo armazenados na tabela de

elementos. Os n6s A e C” sdo armazenados na tabela de noés.

Caso nao seja um angulo definido anteriormente, uma linha é tragada entre os
nés D e C’, onde C' é o ponto C do tridngulo anterior. Os nés C',D e B séo
armazenados na tabela de elementos, ndo havendo nés para adicionar a tabela de

s

nos.

A Figura 79 mostra as caracteristicas dos angulos formados.

A P
%)@?50 :
) =
B B

/}\ [}

Figura 79 — Segmento ABD entre 67,5° 90° e segmento BDE entre 157,5° e 180°
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3.5.21 Segmento ABD entre 50° e 86° e Segmento BDE entre 112,5° e

135°

Nesta situacdo, uma linha é tracada entre os nos A e D, pois A é 0 n6 anterior

de B na tabela de nés, conforme Figura 80.

Figura 80 - Triangulo gerado a partir do né A

Cria-se, entdo, um elemento triangular com os nés A, B e D, sendo estes nés
armazenados na tabela de elementos. Na tabela de nés sera armazenado o n6 A.
Bloqueiam-se assim novas inser¢gbes de elementos triangulares. A Figura 81 mostra

a formacéao dos angulos deste problema.

Figura 81 — Segmento ABD entre 67,5° 90° e segmento BDE entre 112,5° e 135°

3.5.22 Segmento ABD entre 67,5° e 90° e Segmento BDE entre 67,5° e
112,5°

Nesta situagao, cria-se um elemento triangular com os nés A, B e D. Para
isto, é tracada uma linha do n6 A até o n6 D, semelhante a Figura 80. Esses nés sao

inseridos na tabela de elementos. Na tabela de néds, inclui-se somente o nd A. A

Figura 82 mostra o formato dos angulos.

80



Figura 82 — Segmento ABD entre 67,5° ¢ 90° e segmento BDE entre 67 e 112,5°
3.5.23 Segmento ABD entre 0° e 67,5° e Segmento BDE entre 157,5° e

180°

Este tipo de angulo é utilizado para vértice cdncavos e convexos, como pode
ser visto na Figura 83. No caso de vértice cdoncavo € gerado um angulo
extremamente fechado. Assim, trés novos nds sao criados a partir dos segmentos
de reta AB e BD. O primeiro n6 tem como base os segmentos AB e BD, pois por ele

€ possivel tracar a primeira bissetriz, que tem sentido contrario do segmento AB e

BD.
A
B B

Figura 83 - Angulos entre (0° e 60° e entre 157,5° e 180°

Com a bissetriz definida é possivel definir a posicao do né F em relacao ao né
B. Para encontra a posigéo ideal do né F é utilizado o tamanho do segmento AB.
Esse segmento garante a distancia desejada entre os nos B e F, considerando a
altura ideal do triangulo equilatero. De posse do n6 F, o proximo passo é encontrar o
né C que tem como base os nés B e D (ver Figura 84). Sendo C um n¢ valido, os
nés B, F e B, C sdo armazenados na tabela de n6s. Porém, o n6 F deve ser

armazenado como um vértice cOncavo.
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Figura 84 — N¢ F a partir da Bissetriz e Triangulo inscrito no n6 B

Se o ponto B for um vértice convexo, sera tragada uma linha do n6 A até o né
D, criando-se um elemento triangular com os nés A, B e D e que serdo armazenados

na tabela de elementos. O né A é o Unico ponto a ser colocado na tabela de nés.

3.5.24 Segmento ABD entre 0° e 67,5° e Segmento BDE entre 0° e

157,5°

Pelas caracteristicas apresentadas pela Figura 85, é possivel construir um
unico elemento com os nés A, B e D. Neste caso, € tragada uma linha entre os nés
A e D. Construida a linha, tem-se entdo o elemento triangular com os noés A, B e D,
0s quais sdo armazenados na tabela de elementos. O n6 A é entdo guardado na

tabela de nés.

Figura 85 — Segmento ABD entre 0 e 60 e segmento BDE entre 0 e 157,5°

3.6 Definindo uma Nova Fronteira Dentro do Dominio

Apos a criagdo dos elementos triangulares a partir da fronteira aberta, deve-
se entdo definir uma nova fronteira, a qual se constituird em um novo contorno. Este

novo contorno sera uma nova fronteira e assim sucessivamente até o preenchimento
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total do dominio. Para que isto ocorra, € necessario ter a tabela de nés atualizada
com os ultimos nés inseridos no dominio. Estes nds, ou seja, todos os nés que
foram utilizados para criar os tridngulos na fase anterior. Com esta informacao, é
necessario verificar, em relacdo ao segmento ABD, qual o formato do triangulo
inserido, como pode ser visto na Figura 86. Dependendo do tipo de tridngulo cria-se
ou ndo um novo elemento triangular. Para saber o tipo de triangulo, basta utilizar o
algoritmo de MELKMANN. Este retornara um valor positivo (Figura 86 (c)), ou
negativo (Figura 86 (b)), ou ainda zero (Figura 86 (a)). Somente sera criado um novo
elemento triangular caso o valor seja negativo, como mostrada em vermelho na

Figura 86 (b).

® ® ° (a)
A B D
B A D
L 4
(b) (©)
B

A D

Figura 86 — Definindo uma nova fronteira

Este novo elemento triangular deve ser armazenado na tabela de elementos.
Ao passar por todos os nos, é entdo dito que uma nova fronteira foi definida. Em
alguns casos esta geracdo da nova fronteira cria elementos que podem ser
preenchidos. Ou seja, cria possiveis elementos triangulares que podem fazer parte
da nova fronteira. Para isto, &€ necessario verificar novamente a tabela de nés (vide

Figura 87).
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Elementos Gerados na
Conzstrugio da Fronteirs

Elementos Gerados na
Construgéo da Fronteira

: S

Figura 87 - Elementos gerados na construciao da nova fronteira.

O algoritmo de criacao de nova fronteira é apresentado no Anexo B.

3.7 Numero de Fronteiras

O numero de fronteiras vai depender do tamanho do dominio original, pois, a
cada nova fronteira, é calculada a area do dominio. Sendo o dominio um poligono

irregular, tem-se entdo a seguinte féormula para calculo da area:

j (12)

Areazl/ZZ(xi*yM—yi*xi+1) (13)

i=0

XX

Yi Y2

Xy X3

Yo Y3

Area = 1/2[ +

que pode ser escrita da seguinte forma:

Esta area é utilizada para garantir a quantidade de fronteiras em um
determinado dominio. O algoritmo somente ira parar quando a &rea for negativa ou
igual a zero, pois nestes casos, ndo havera mais area util para se construir uma
nova frente. O algoritmo abaixo mostra como calcular a area do poligono irregular.

1
// equacgao para calcula da area do poligono irregular
/l area = 1/2 * somatério de i = 0 até o numero de vértices onde,
I (x(i)*y(i+1) - y(i)*x(i+1)
double TMDIChild::AreaPolilrre(int m, int n){
MyPoint P0,Pos;
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double soma;
int cont = 0;

soma = 0;

for (inti=0;i<n;i++){
P0.x = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+1][i]);
P0.y = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+2][i]);
Pos = buscaproximo(i,n,m);
soma = soma + ((P0.x*Pos.y)-(P0.y*Pos.x));

}

soma = soma/ 2.0;

return soma,;

}

3.8 Parando a Insercao de Elementos

Existem duas formas para encerrar o algoritmo do avanco da fronteira. Na
primeira, quando a area do dominio for menor ou igual a zero, o algoritmo de
geracao de novas fronteiras é concluido. A segunda forma de encerrar o algoritmo
se d4 no momento de ativagdo de um bloqueio de fronteira. Se esse bloqueio foi
ativado, entao o algoritmo de geracdo de novas fronteiras para. Ao parar de gerar
novas fronteiras por qualquer um dos motivos acima mencionados, é ativado o
algoritmo da costura. Esse algoritmo serve para preencher os vazios do dominio
com elementos triangulares, considerando-se os nés armazenados. Para definir um
elemento triangular neste caso, deve-se verificar o angulo formado entre os
segmentos AB e BD (angulo um), AB e AD (angulo dois) e DA e DB (angulo trés).

Sendo assim, para garantir a insercdo de um elemento triangular, faz-se
necessario que os angulos formados possuam os seguintes valores, onde o angulo
um deve estar entre 30° e 120°, 0 angulo dois entre 26° e 105°, e o angulo trés entre
25° e 110°. Se os angulos encontrados estiverem compreendidos entre os angulos
definidos, entdo um elemento é inscrito e armazenado na tabela de elementos.
Nenhum né neste caso € armazenado na tabela de nés. Somente sera adicionado

um n6 A na tabela de nds se os angulos nao estiverem compreendidos entre 0s
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valores definidos acima. O algoritmo encerra quando n&o for mais possivel adicionar

elementos triangulares, conforme algoritmo descrito no Anexo B.

Se ao final do algoritmo definido acima o dominio ndo estiver completamente
preenchido, o qué é verificado pela quantidade de nés restantes na tabela de nés,
faz-se necessario completar o vazio. Se existirem mais de trés nds, o algoritmo da
costura final é ativado. A diferenca desse algoritmo para o algoritmo da costura é
dada pelos angulos utilizados para gerar um elemento triangular. Neste caso, sdo
utilizados os angulos entre 12° e 120° para o angulo um, entre 20° e 120° para o
angulo dois, e entre 20° e 125° para o angulo trés. O restante do algoritmo segue o
mesmo procedimento do algoritmo da costura. A partir de entdo se tem o dominio
preenchido completamente. As malhas obtidas através deste algoritmo séo

apresentadas no Capitulo 5.
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Capitulo 4

4 Suavizacao

Para garantir uma boa qualidade da malha gerada, foi implementado um
método de melhoria conhecido como suavizagdo Laplaciana, e neste caso néo foi
implementada o refino da malha. A suavizagdo Laplaciana, é largamente utilizada
para melhoria dos elementos de uma malha, e com esta finalidade a melhoria acorre
pelo reposicionamento do n6 central, levando em consideragdo os nds vizinhos.
Seguindo a formulagdo matematica apresentada por (Zhou, 2000), esta formulacao

foi implementada dentro da fungcdo Suavizagao.

A funcdo Suavizacdo é dividida em trés partes, a primeira monta a tabela
conectividade, pois conforme apresentado no livro de (Chandrupatla, 1997) a tabela
conectividade contém somente o0 numero do elemento e os néds relacionados ao
elemento. Neste caso, a tabela conectividade possui a seguinte caracteristica:
indice, n6 1, n6 2 e nd 3 por trabalhar somente com elementos triangulares

conforme exemplo na Tabela 4.

Tabela 4 - Tabela conectividade

Elemento | N6 1 N6 2 N6 3

Porém, para completar a tabela conectividade é necesséria a tabela de nés, a
qual tem o formato identificado pela Tabela 5 conforme (Chandrupatla, 1997) com a
adicao do campo tipo. Este campo € utilizado para identificar se o0 n6 faz parte do

contorno ou ele é interno ao dominio.

Tabela 5 - Tabela de nés

N6 |Posi¢do em X |Posicioem Y | Tipo
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Com as informagdes nas duas tabelas, a fungcdo Suavizacdo() busca
identificar todos os relacionamentos de um determinado né, ou seja, todos os nés
vizinhos, criando assim a tabela conectividade. Para esta tabela ndo é possivel
identificar com exatiddo o tamanho do vetor a ele relacionado, pois um né pode estar
relacionado a dois ou mais ndés vizinhos. A tabela tem a sua estrutura definida

conforme a “Tabela 6.

Tabela 6 - Tabela conectividade auxiliar

Né6 Qtde nés vizinhos |N61 ... Né i

Com a Tabela 6 preenchida, é possivel entdo, fazer o calculo da suavizagao
Laplaciana e atualizar os nés na Tabela 5, conforme pode ser observado na fungéo
Suavizacao(). Apos completar o célculo do reposicionamento do n6 central, utiliza-se
a Tabela 6 e a Tabela 5 para desenhar novamente o dominio atualizado, o qual

pode ser visto pela Figura 88.

Figura 88 - Dominio apos a suavizacio Laplaciana

Abaixo esta listado o algoritmo da suavizagéo Laplaciana.

TMDIChild::Suavizacao1Click(TObject int linhas;
*Sender) fSuavi->ShowModal();
ReDraw();
MyPoint P1,P2; nlteracao = fSuavi->nPoint;
//int contlap; /I Apaga figura
int x,y,I,m,n,o; ApagarTudo1Click(Sender);
int elet, ele2; linhas = 0;
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// verifica nos iguais
// for para todos os nodos dentro da
tabela de nodos

// montagem da matriz conectividade
auxiliar

for (int k = 0 ; k < contlinh; k++){
ele1 = StrTolnt(StringGrid5-
>Cells[0][K]);
StringGrid4->RowCount = k+1;
StringGrid4->Cells[0][k] = k+1;

StringGrid4->Cells[1][k] =
StringGrid5->Cells[0][K];
int col = 3;
int status = 0;
ele2 = 0;
for (intj=1;]<=3;j++){
for (inti= 0 ;i< contlinhaux; i++){
if (StrTolnt(StringGrid6->Cells][j][i])

== ele1){
status = 1;
if (j == 11

if (EncontraNo(k,2,i,col) == 0) {
StringGrid4->Cells[col][K] =
StringGrid6->Cells[2][i];
COl++;
ele2++;

}
if (EncontraNo(k,3,i,col) == 0) {
StringGrid4->Cells[col][K] =
StringGrid6->Cells[3][i];
COl++;
ele2++;

}

}
if (j == 2){
if (EncontraNo(k,1,i,col) == 0) {
StringGrid4->Cells[col][K] =
StringGrid6->Cells[1][i];
col++;
ele2++;

}
if (EncontraNo(k,3,i,col) == 0) {
StringGrid4->Cells[col][K] =
StringGrid6->Cells[3][i];
COl++;
ele2++;

}

}
if (j == 3){
if (EncontraNo(k,1,i,col) == 0) {
StringGrid4->Cells[col][k] =
StringGrid6->Cells[1][i];
COl++;
ele2++;

}
if (EncontraNo(k,2,i,col) == 0) {
StringGrid4->Cells[col][k] =
StringGrid6->Cells[2][i];
COl++;
ele2++;

}

}
StringGrid4->Cells[2][K] =
IntToStr(ele2);

}
}
if (status == 0) StringGrid4-
>Cells[2][K] = 0;

// calculo do nos por suavizacao
laplaciana

for (int k = 0; k < nlteracao; k++){
for (inti=0; i< contlinh; i++){
P1.vertice =
StrToFloat(StringGrid5->Cells[4][i]);
int totalx = 0;
int totaly = 0O;
if (P1.vertice |= 0 &&
StrTolnt(StringGrid4->Cells[2][i]) != 0){
for (int1=0; <=
StrTolnt(StringGrid4->Cells[2][i]); 1++){
for (intt = 0; t < contlinh; t++){
if (StringGrid4->Cells[l+3][i] ==
StringGrid5->Cells[0][t]){
P2.x =
StrToFloat(StringGrid5->Cells[1][t]);
P2y =
StrToFloat(StringGrid5->Cells[2][t]);
/[ acumula valor de x e y
totalx = totalx + P2.x;
totaly = totaly + P2.y;
break;

}
}
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// encontra novo valorde x e y

totalx = (int) (totalx /
StrTolnt(StringGrid4->Cells[2][i]));

totaly = (int) (totaly /
StrTolnt(StringGrid4->Cells[2][i]));

/latualiza o valorde x e 'y

StringGrid5->Cells[1][i] =
IntToStr(totalx);

StringGrid5->Cells[2][i]] =
IntToStr(totaly);

}
}

// busca o no principal na tabela de
nos

// criacao dos elementos a partir da
matriz conectividade
// e da tabela de nos

for (inti = 0; i < contlinh; i++){
P1.x = StrToFloat(StringGrid5-
>Cells[1][i]);
P1.y = StrToFloat(StringGrid5-
>Cells[2][i]);

for (int 1 = 0; | < StrTolnt(StringGrid4-
>Cells[2][i]); 1++){
for (intt = 0; t < contlinh; t++){
if (StringGrid4->Cells[l+3][i] ==

StringGrid5->Cells[0][t]){

P2.x = StrToFloat(StringGrid5-
>Cells[1][t]);

P2.y = StrToFloat(StringGrid5-
>Cells[2][t]);

DeselLinh(P1, P2);

break;
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Capitulo 5

5 Resultados Obtidos

Este capitulo apresenta os resultados obtidos com o programa desenvolvido.
O programa possui recursos para gerar malhas uniformes e malhas graduais. Os
resultados estédo divididos em quatro tipos, o dominio quadrado, 0 dominioem L e 0
dominio retangular e um caso particular, o dominio V-Notch gerado somente com
uma malha uniforme. Com isto, para cada uma das categorias foi gerado um tipo de

malha gradual e uniforme.

No caso da geracdo de uma malha uniforme, o programa utiliza um tamanho
Unico de elemento a ser inserido no dominio, tamanho este que esta agregado ao

cédigo do programa.

Para o segundo caso, implementou-se um algoritmo que permite geragéo de
malhas graduais em diferentes dominios. Conforme mencionado neste trabalho,
varios problemas da fisica-matematica, notadamente aqueles com regides de
gradientes elevados, necessitam de malhas graduais para seus modelamentos. A
graduacao dos elementos sobre o dominio depende da escolha de tamanhos para
os vértices do mesmo. Designa-se interativamente um cddigo numérico para cada
vértice, cada codigo estando associado a um tamanho diferente de elemento, e, a

partir desta informacao, o algoritmo gera a malha gradual.

No decorrer deste capitulo alguns resultados obtidos com o algoritmo de
geragdo de malha gradual. Observam-se alguns problemas de transicao entre
elementos na regido central dos dominios, que € onde o algoritmo do método do

avancgo da fronteira faz o fechamento da malha. A solucao deste problema depende



de uma suavizacdo da malha através do reposicionamento de seus nés. Um

algoritmo de suavizacao nao foi implementado.

Os resultados do dominio quadrado s&o apresentados abaixo. Onde em
primeira instancia, pode ser observado na Figura 89 (malha 1) que o dominio
quadrado foi preenchido com uma malha uniforme com 148 elementos. Pode-se
observar a geracdo de tridngulos equilateros ou quasi-equildteros em todo o

dominio.

Figura 89 — Malha 1 - Preenchimento do Dominio com Malha Uniforme

A Figura 90 mostra uma malha gradual (malha 2) sobre o dominio retangular
contendo 214 elementos. O tamanho dos elementos aumenta da aresta esquerda
para a resta direita, sendo a transicdo de tamanho entre elementos bastante
aceitaveis, ndao possuindo elemento muito grande ou muito pequeno em relacao
proximo ao elemento definido. A Figura 91 mostra uma malha gradual (malha 3)
mais refinada (contendo 448 elementos) sobre o mesmo dominio. Apesar de se
obter a graduacao desejada, ocorre um defeito de conclusdo, com elementos muito
grandes proximos ao centro da malha, evidenciando a necessidade de se aplicar
algum tipo de suavizacao para correcao da mesma. A Figura 92 mostra uma malha
gradual (malha 4) sobre o mesmo dominio, contendo 313 elementos, com uma
graduacao mais acentuada que as anteriores. Ao contrario da malha anterior, a

transicdo de tamanho dos elementos esta adequada, pois a evolugdo do tamanho



dos elementos ndo aparenta distor¢des significativas. Para a malha 2 (Figura 90) foi
utilizado o algoritmo da suavizaggo, criando assim uma nova malha gradual, o que
pode ser visto na Figura 93. Neste caso, o que se observa é uma melhoria

significativa no formato dos elementos mais internos préximos a area de costura.
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Figura 90 - Malha 2

Figura 91 - Malha 3

Figura 92 - Malha 4



Figura 93 — Malha 2 apés a suavizacio

Para o dominio em L os resultados podem ser avaliados a seguir. A Figura 94
(malha 5) mostra uma malha uniforme para um dominio em forma de L contendo
126 elementos. As Figuras 95 e 96 apresentam malhas graduais (malha 6 e malha
7) com 216 e 257 elementos, respectivamente, sobre o dominio em forma de L. O
artigo de (LADEVEZE, COFFIGNAL & PELLE, 1986) apresenta uma malha sobre
um dominio semelhante ao dessas figuras, mostrado abaixo na Figura 97 e aqui
definido como malha 8. A malha 8 possui 182 elementos e € considerada como uma
malha étima pelos autores, pois se utilizou o refino adaptativo da malha com um erro
prescrito de 0,05 e o erro computado foi de 0,052. Nota-se uma variagcdo no
tamanho dos elementos, porém nao de forma ordenada. Nas malhas 6 e 7,
construidas pelo presente algoritmo, houve a preocupagédo de se gerar uma malha
em que o tamanho dos elementos decrescesse em dire¢ao a reentrancia, como que
simulando um problema de concentragcdo de tensdes. Este objetivo é atingido
através dos resultados mostrados, no caso da malha 6 foi utilizado o algoritmo da
suavizagao (ver Figura 98). Mostrando assim, que, o reposicionamento dos nés ja
muda significativamente a malha final diminuindo também as transi¢cdes bruscas de

tamanho de elementos.



Figura 94 - Malha 5 — Dominio em forma de L

Figura 95 - Malha 6

Figura 96 - Malha 7



Figura 97 - Malha 8 - Malha em Dominio em L - (LADEVEZE, COFFIGNAL & PELLE, 1986).
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Figura 98 — Malha 6 apos a suavizagiao Laplaciana

Para o dominio retangular foram geradas duas malhas, uma uniforme e uma
gradual. A Figura 99 (malha 9) mostra uma malha uniforme para dominios
retangulares com 148 elementos. Pode-se observar a geragdo de triangulos
equilateros ou quasi-equilateros por todo o dominio. A Figura 100 mostra uma malha
(malha 10) sobre um dominio retangular contendo 293 elementos, com aumento
gradual do tamanho desses elementos da aresta esquerda para a direita. Devido a
falta de uma suavizagao, elementos da regidao central da malha apresentam sérias

distorgdes.
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Figura 99 - Malha 9 — Dominios Retangulares
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Figura 100 - Malha 10

O ultimo caso € apresentado pela Figura 101 mostra uma malha uniforme
para um dominio com um entalhe em V contendo 226 elementos. Onde se podem
identificar problemas de fechamento. Observa-se na regido central, préxima ao
entalhe, a presencga de elementos maiores que os demais elementos da malha, que
também pode ser parcialmente resolvido utilizando uma suavizacdo da malha. Na
Figura 102, observa-se que os problemas levantados tiveram uma melhoria

significativa apds a suavizagéo.
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Figura 101 - Malha 11 — Dominio V-Notch

Algumas malhas graduais apresentam bruscas transi¢des de tamanho de

elemento. Como isso ndo ocorre em todas as malhas, conclui-se que o problema &



dependente da graduacdo adotada para gerar a malha, pois como pode ser
observado nas Figuras 99 e 100, quanto menor for o tamanho do elemento maior é a
possibilidade de possuir elementos triangulares nao equilateros no centro do
dominio. Parece certo que, a relacdo entre as dimensdes dos elementos e as
dimensdes do dominio também influi nesse resultado. Mesmo que outros fatores nao
tenham influéncia sobre este resultado, parece ser dificil, se ndo impossivel, de se
definir uma estratégia que evite a ocorréncia do problema, tornando a suavizacao de

malha um recurso essencial.

Figura 102 — Malha 11 apés a suavizacao Laplaciana



Capitulo 6

6 Conclusao e Sugestoes

O objetivo principal desta dissertagdo foi o desenvolvimento de um programa
para geracdo de malhas em dominios bidimensionais. Da revisdo de literatura
realizada, concluiu-se que o método do avango da fronteira é o mais simples de ser
implementado e também o mais robusto. Assim, optou-se pela adocdo desse

método para a construgéo do programa.

Cabe comentar que uma escolha anterior havia sido feita. Durante o curso da
revisao bibliografica, um método novo, denominado circle packing chamou a atencao
pela promessa de permitir a geragdo de uma primeira malha muito préxima de uma
configuracado 6tima para problemas que exigem variacao gradual no tamanho dos
elementos (por exemplo, problemas de trinca). Implementou-se um algoritmo para o
circle packing, seguindo-se as orienta¢des da literatura, inclusive aproveitando-se do
algoritmo para geracdo do cirlce packing fornecido por um dos autores (BERN,
MITCHELL e RUPPERT, 1995). Infelizmente, ndo houve sucesso na implementacao
do método, o qué pode significar que o circle packing ainda carece de

desenvolvimento.

O método do avanco da fronteira gera a malha com a inser¢ao de elementos
a partir do contorno do dominio, concluindo-a com a inser¢géo de elementos no miolo
do mesmo. O algoritmo desenvolvido parte deste principio e esta implementado para
gerar malhas de elementos triangulares, buscando, na medida do possivel, inserir

triangulos equilateros.

Aprendeu-se que o desenvolvimento de um algoritmo para geracao de malhas

ndao é uma tarefa trivial, necessitando-se aplicar no¢gées de geometria analitica e



geometria descritiva, além de recursos da computacao grafica. Alguns conceitos de
geometria necessarios que foram implementados séo: biseccao de segmentos de
reta, interseccao de retas, rotacdo de segmentos de reta, norma de vetores,

distancia de um ponto a uma reta, entre outros.

Encontrou-se dificuldade também na construcdo de um algoritmo geral para o
método do avango da fronteira, ou seja, que funcione para qualquer dominio, e que
gere elementos com tamanhos e orientagbes diferentes. Outra particularidade que
impde dificuldades é a capacidade de geracao de malhas graduais, ou seja, aquelas
no qual o tamanho dos elementos varia de acordo com determinadas regras.
Problemas como distor¢do excessiva de elementos e descontrole sobre o tamanho
dos mesmos no fechamento da malha foram encontrados na geragdo de malhas

graduais, como mostrado no capitulo 5.

O programa desenvolvido limita-se a gerar malhas com elementos
triangulares e somente sobre dominios planos mais simples, ou seja, aqueles sem
arestas curvas e sem orificios. Além disso, um algoritmo de suavizacdo da malha foi
implementado, mostrando que o simples reposicionamento de nos ja melhora
sensivelmente a qualidade da malha. Apesar destas limitagdes, esta dissertacdo
atinge os objetivos propostos no capitulo 1, que sao adquirir conhecimento sobre
geracao de malhas e construir um programa para geragao de malhas, visando o seu
acoplamento a um programa doméstico de elementos finitos.

As limitagcdes do programa mencionadas acima indicam a continuag&o natural
deste trabalho. Primeiramente, deve-se buscar aprimorar o algoritmo de geracao de
malhas graduais de modo a evitar ou minimizar os problemas de distor¢ao

encontrados.



Entre os recursos adicionais a serem implementados, o primeiro é a
capacidade de gerar malhas em dominios de geometria arbitraria, incluindo aqueles
com arestas curvas e reentrancias diversas. Deve-se também implementar a
capacidade de gerar malhas em dominios com orificios internos. Por fim, seria
desejavel implementar no programa a capacidade da realizagdo de refinos

localizados, o0 qué permitiria a modelagem de importantes problemas de engenharia.
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Anexos



Anexo A - Funcoes Utilizadas



A Funcdes

O programa de geracdo de malhas desenvolvido nesta dissertacao
implementa o método do avanco da fronteira usando a linguagem de programacao
C++. Este anexo apresenta fungcdes concebidas e implementadas no curso desta
dissertacao, essenciais para a construcao do programa. O objetivo é o de evidenciar

detalhes de programacéo.
A.1  Criando um Dominio

Um dominio € uma representacdo geométrica de um corpo fisico. Sendo
assim, é necessario representa-lo com linhas ou retas, circulos, arcos, etc. No
momento de representar computacionalmente este corpo, devem-se armazenar as
suas coordenadas cartesianas, sendo também necessario relaciona-lo com as
medidas reais do corpo a ser representado. Como neste trabalho esta sendo
utilizado somente poligono irregular planos, este é caracterizado por retas ou linhas.
O algoritmo abaixo descrito cria um dominio poligonal irregular plano em um

ambiente grafico.

case POLIG: // poligono
{
Poli * pl = new Poli(&VP);
pl->NumPoints = mg->obj.pl->NumPoints;
pl->P = (MyPoint *) malloc(sizeof(MyPoint) * pl->NumPoints);
for (i = 0; i < pl->NumPoints; i++){
pl->P[i].x = VP.MapX((float)VP.MapStandardX(mg->obj.pl->PJi].x));
pl->P[i].y = VP.MapY/((float)VP.MapStandardY(mg->obj.pl->P[i].y));
}
pl->PoligonoDraw();
free(pl->P);
delete pl;
break;



onde pl é uma classe do tipo poligono e PoligonoDraw() é a fungdo para desenhar

um poligono irregular. A classe poligono é descrita abaixo:

class Poli {
public:
/I atributos
MyPoint * P; // vetor de pontos
int NumPoints; // nUmero de pontos
int vertice; // valor 0-n&o interno 1-interno
Marcadores oMarc; // marcador

ViewPort * VP; // viewport
// métodos

Poli(ViewPort * vp);

~Poli();

void DefineMarc(int x);

void PolilinhaDraw();

void PolimarcaDraw();

void PoligonoDraw();

A fungdo PoligonoDraw() desenha um poligono irregular, conforme a
quantidade de vértices desejada, sendo necessarios a insercao dos pontos de cada

vértice.

void Poli::PoligonoDraw() {
Line oLine(VP); //'linha a ser desenhada
PolilinhaDraw();
oLine.P1.x = P[NumPoints - 1].x;
oLine.P1.y = P[NumPoints - 1].y;
oLine.P2.x = P[0].x;
oLine.P2.y = P[O].y;
oLine.MidPointDraw();
}
A.2  Selecionando um Dominio
A selecao do dominio deve conter todas as retas que fazem parte dele. O que

pode ser vista na Figura A.103. Ou seja, uma vez armazenados 0s pontos e o tipo



do dominio geométrico desenhado, fica mais simples buscar na lista de figuras e

entdo marca-lo, mudando a cor do contorno do dominio para vermelho.

Figura A.103 - Selecio de um Dominio

Abaixo o algoritmo para selecao de um dominio qualquer:

MGObject * mg; // objeto auxiliar
float x1, y1, x2, y2; // pontos auxiliares
float xaux, yaux; // pontos de troca
mg = mgo;
while (mg != NULL){ // caminha pela lista
switch (mg->type){ /I tipo do objeto
case POLIG: // poligono

{

// encontrar os pontos de maximo e minimo
x1 = x2 = mg->obj.pl->P[0].x;
y1 = y2 = mg->o0bj.pl->P[0].y;
for (inti = 0; i < mg->obj.pl->NumPoints; i++){
/[ econtra maximo em x
if (x2 <= mg->0bj.pl->P[i].x)
X2 = mg->obj.pl->P[i].x;
// econtra minimo em x
if (x1 >= mg->obj.pl->P[i].x)
x1 = mg->obj.pl->P[i].x;
// econtra maximo em y
if (y2 <= mg->obj.pl->P[i].y)
y2 = mg->obj.pl->P[i].y;
/l econtra minimo em y
if (y1 >= mg->obj.pl->P[i].y)
y1 = mg->obj.pl->P[i].y;

break;



// troca de pontos
if (x1 >x2){ xaux = x1; x1 = x2; x2 = xaux; }
if (y1 >y2){ yaux = y1; y1 = y2; y2 = yaux; }
mg->contorno = false;
// objeto selecionado
if (X >=x1) && (X <=x2) && (y >=y1) && (y <= y2)){
mgo_select = mg;
mg->color = cIRed;
MGODraw(mg);
mg->color = MainForm->UserColor;
if ((mgo_actual != NULL) && (mgo_actual != mgo_select))
MGODraw(mgo_actual);
mgo_actual = mgo_select;
mg->contorno = true;
return;

}

mg = mg->next;

/[ atualizacao

if (mgo_actual = NULL) MGODraw(mgo_actual);
mgo_select = NULL;

mgo_actual = NULL;

A.3 Estrutura Utilizada

Esta estrutura possibilita definir quais sdo os pontos de vértices sobre o
contorno. Apds esta selecdo, é necessario chamar a funcao de identificacdo dos
vértices externos. Esta identificacdo é feita utilizando os vértices do elemento
selecionado, pois todos os elementos sao armazenados em uma estrutura do tipo
lista encadeada. Uma lista encadeada armazena em seqliéncia todos os elementos
que foram desenhados (a lista pode ser vista na Figura A.104) e também qual é o
proximo componente, a sua altura ou sua largura, e se o contorno estd ou nao
selecionado. A estrutura representada na Figura A.104 também mostra que existem
varios tipos de componentes que podem ser adicionados a lista, como poligonos,
retangulos, circulos entre outros. Com os dados armazenados nesta lista é possivel
identificar os vértices de cada componente, pois cada tipo de componente possui um
formato definido. Por exemplo, o retangulo possui quatro vértices A, B, C e D, sendo

que ao armazenar dois vértices A e D os mesmos sdo suficientes para gerar um



retangulo, pois A é o vértice superior esquerdo e D é o vértice inferior direito. Os

outros dois vértices sao identificados pela relacdo dos vértices armazenados.

// objeto geométrico (lista encadeada)
typedef struct MGObjecttag {
int type; /I tipo
TColor color; // cor do objeto
union { /I definicdo do objeto
Marcadores * pt;
Line * [;
MyRectangle * r;
Poli * pl;
PoligonoReg * pr;
Circle * c;
Elipse * e;
Curve * cv;
} obj;
struct MGObjecttag * next; // ponteiro para proximo objeto
float altura; // altura do objeto
float largura; /I largura do objeto
bool contorno;
} MGObject;

Figura A.104 - Lista Encadeada de Componentes

A.4 \Vértices Cbncavos

Para gerar uma malha inicial é necessario encontrar todos os vértices
cbéncavos. Eles sado responsaveis por definir os possiveis pontos de concentracdo de
tensbes na malha. Todo vértice cobncavo que for encontrado deve ser marcado. A
forma definida para identificar qual é o vértice concavo dentro de uma colecédo de
pontos, foi informar que, ao encontrar o vértice concavo, este esta relacionado a sua

coordenada.

O algoritmo para encontrar os pontos céncavos foi definido sobre um
poligono. A escolha deste tipo de componente deu-se pelo fato que no poligono €
possivel ocorrer qualquer variacdo em sua forma, podendo existir vértices convexos
e vértices concavos com diferentes angulos de abertura. Para tanto, foi utilizado o
algoritmo de MELKMAN, que encontra os vértices concavos de um determinado

poligono.



O algoritmo de MELKMAN pode ser compreendido na Figura A.105:

/I Copyright 2002, softSurfer
(www.softsurfer.com)

/I This code may be freely used and
modified for any purpose

// providing that this copyright notice is
included with it.

/I SoftSurfer makes no warranty for this
code, and cannot be held

/I liable for any real or imagined damage
resulting from its use.

/I Users of this code must verify
correctness for their application.

/I Assume that a class is already given for
the object:

/I Point with coordinates {float x, y;}

// =====

/ isLeft(): test if a point is Left|On|Right of
an infinite line.

/I Input: three points PO, P1, and P2
/" Return: >0 for P2 left of the line
through PO and P1

/ =0 for P2 on the line

/ <0 for P2 right of the line

/I See: the January 2001 Algorithm on
Area of Triangles

inline float

isLeft( Point PO, Point P1, Point P2)

return (P1.x - PO.x)*(P2.y - P0.y) - (P2.x
- PO.x)*(P1.y - PO.y);
}

/I simpleHull_2D():

/I Input: V[] = polyline array of 2D vertex
points

/ n = the number of points in V[]
/" Output: H[] = output convex hull array
of vertices (max is n)

/I Return: h = the number of points in
HI]

int

simpleHull_2D( Point* V, int n, Point* H )

// initialize a deque D[] from bottom to
top so that the

// 1st three vertices of V[] are a
counterclockwise triangle

Point* D = new Point[2*n+1];
int bot = n-2, top = bot+3; // initial
bottom and top deque indices
D[bot] = D[top] = V[2]; // 3rd vertex
is at both bot and top
if (isLeft(V[0], V[1], V[2]) > 0) {
D[bot+1] = V[0];
D[bot+2] = V[1];
are: 2,0,1,2

// ccw vertices

else {
D[bot+1] = V[1];
D[bot+2] = V[0];
are: 2,1,0,2
}

/I compute the hull on the deque DJ]
for (inti=3;i < n;i++) { // process the
rest of vertices
/I test if next vertex is inside the
deque hull
if ((isLeft(D[bot], D[bot+1], V[i]) > 0)
&&

/] ccw vertices

(isLeft(D[top-1], D[top], V[i]) > 0) )
continue; // skip an interior
vertex

/I incrementally add an exterior vertex
to the deque hull

/I get the rightmost tangent at the
deque bot

while (isLeft(D[bot], D[bot+1], V[i]) <=
0)

++bot; // remove bot of

deque

D[--bot] = V[i;
bot of deque

//'insert V[i] at

/I get the leftmost tangent at the
deque top
while (isLeft(D[top-1], D[top], V[i]) <=
0)
--top; // pop top of deque
D[++top] = V[i]; // push V[i] onto
top of deque

}

/I transcribe deque D[] to the output hull
array Hl]

int h; /[ hull vertex counter

for (h=0; h <= (top-bot); h++)
H[h] = D[bot + h];



delete D; }
return h-1;
Figura A.105 - Algoritmo de MELKMAN

Para o caso desejado, foi criada uma variagdo do cdédigo definido por
MELKMAN em C++. O ponto principal do algoritmo é selecionar trés pontos
seqlienciais (trés vértices) no sentido anti-horario de um poligono e, entao, encontrar
a area deste tridngulo gerado por estes trés vértices. Se o resultado for maior que
zero, 0 ponto esté dentro do dominio e é um vértice concavo, se o resultado for igual
a zero, o vértice esta no contorno do poligono e produz uma linha reta com os trés
vértices, e se o resultado for menor que zero, o ponto esta fora do poligono e foi

encontrado um vértice convexo.

No momento que o vértice € identificado como concavo este ndo sera

utilizado para efeitos de geragdo de um novo célculo.
A formula utilizada para encontrar a &rea do triangulo é dada por:
Area = (Pl.x - PO.x) X (P2.y - P0.y) - (P2.x - PO.x) X (P1.y - PO.y) (1)

A Figura A.106 mostra uma tela com seus respectivos componentes, o vértice
cbncavo sendo selecionado por um circulo em vermelho, o qual foi gerado com o

objetivo de mostrar que somente os vértices concavos sao selecionados.

(100.30) A

=]
(130.90) ,
. (130.110)

(1z0.150y ©

Figura A.106 — Angulo Concavo Selecionado



A.5 Calculando o Angulo Entre dois Eixos

Com as coordenadas globais dos trés vértices é gerado um sistema de
coordenadas locais para calcular o angulo do vértice gerado entre eles. Este vértice
€ o centro deste novo sistema de coordenadas. O angulo é calculado sobre as
coordenadas x e y dos dois pontos (anterior e posterior). Para calcular sobre estas
novas coordenadas x e y, todo o sistema é tratado por geometria analitica, ou seja,
todas as coordenadas séo vetorizadas em relagao aos pontos dados, gerando desta
forma dois vetores unitarios u e v. Com vetores, € possivel calcular o angulo das

retas dadas, pelas expressoes abaixo:

arccos @ =

uy
b @
w= (i) v=w;v,) (3)

] = @2 +u2) ; M=y +vD) (@)

Com esta informacéo, foi possivel gerar uma fungao para calcular o angulo de
um vertice qualquer como esta representada na Figura A.107. Para isto, é
necessario passar as coordenadas do ponto anterior e posterior. A funcao retornara

o angulo gerado entre estes pontos.

double TMDIChild::EncontraAngulo(float p1x, float p1y, float p2x, float p2y){

double escalar=0, vetorial=0, angulo=0;
/I calcular produto escalar

escalar = (p1x * p2x) + (p1y * p2y);
vetorial = sqrt(pow(p1x,2)+pow(p1y,2))*
sqrt(pow(p2x,2)+pow(p2y,2));

/I encontra o0 angulo do vertice

angulo = acos(escalar / vetorial);
angulo = (angulo*1809)/3.1415;

return angulo;

}



Figura A.107 — Funcio para Calcular Angulo

A.6 Encontrando a Bissetriz do Vértice Qualquer

Para encontrar a bissetriz de um vértice, devem-se encontrar as retas que
fazem parte deste vértice. Para a geracdo da bissetriz pelo método geométrico,
utiliza-se o compasso, o esquadro e o transferidor. A bissetriz € tragada a partir da
geragao de pontos em cada uma das retas com a mesma distancia entre o vértice e
o ponto. Com os pontos identificados e com um compasso, pode-se a partir deles
encontrar o ponto que divide o angulo. Mas, para criar computacionalmente uma
bissetriz € necessario ter os pontos que definem o vértice. Podendo assim, dividir o
angulo formado pelo vértice desejado. Na Figura A.108 pode-se ver o algoritmo

implementado para gerar qualquer bissetriz para qualquer vértice dado.

/-
/I PO - ponto inicial // dado o ponto medio encontra os
/I P1 - pr6ximo ponto pontos entre POP3

/I P2 - ponto anterior if (tipo == 0){

/I tipo - tipo do calculo 0 - pontos iniciais; 1 /I encontrar os pontos dos vetores

- pontos em rel. a bissetriz B1
MyPoint

TMDIChild::EncontrarBissetriz(MyPoint

P0,MyPoint P1,MyPoint P2, int tipo){

MyPoint P3, P4;

double ux, uy, normau;

double vx, vy, normav;

/I encontrar os pontos dos vetores
ux = P1.x - PO.x;

uy = P1.y - PO.y;

/l encontrar a norma do vetor u
normau = sqrt(pow(ux,2)+pow(uy,2));
// econtrar a dire¢ao

uUX = UX / normau; uy = uy / normau;
/l encontrar os pontos dos vetores
vx = P2.x - PO.x;

vy = P2.y - PO.y;

/l encontrar a norma do vetor v
normav = sqrt(pow(vx,2)+pow(vy,2));
/I Encontrar a directo

VX = VX / normav; vy = vy / normav;

P3.x = PO.x + 8.87 * (ux + vX);
P3.y = PO.y + 8.87 * (uy + vy);

ux = P3.x - PO.x;

uy = P3.y - PO.y;

/I encontrar a norma do vetor u
normau = sqrt(pow(ux,2)+pow(uy,2));
// encontrar a diregéo

uXx = Ux / normau; uy = uy / normau;

P4.x = PO.x - 30 * ux;
P4.y = PO.y - 30 * uy;

P4.vertice = 0;
P4.angulo = 0;
P4.b1x = 0;
P4.b1y = 0;
P4.b2x = 0;
P4.b2y = 0;
P4.b3x = 0;
P4.b3y = 0;

return P4;

}

elsef
P3.vertice = 0;
P3.angulo = 0;
P3.b1x = 0;



P3.b1y = 0; P3.b3y = 0;
P3.b2x = 0;

P3.b2y = 0; return P3;
P3.b3x = 0; }

Figura A.108 - Algoritmo da Bissetriz

O algoritmo gerado segue a seguinte formula definida no livro de

(FEITOSA,1996):
X=A+t x (u xv) (5)

onde A é o vértice que contém o angulo com suas respectivas coordenadas x e y, t é
uma variavel que pode receber qualquer valor que faga parte do eixo x, € u € v sdo

os vetores gerados a partir do vértice.

Para encontrar os vetores u e v € necessario utilizar as equagodes (3) e (4),

ficando desta forma:
u=ullu e v=vi| (6)

Com isto, encontram-se os pontos da bissetriz em relacdo ao vértice dado.
Contudo, o ponto encontrado esta fora do componente principal, sendo necessario
adicionar este ponto dentro do dominio. Para isto, utilizam-se as regras de vetores

para posicionar a nova coordenada com a seguinte equacao:
u=kx v (7)

se k for negativo, sera um vetor com sentido contrario, e assim, colocando o
ponto encontrado dentro do dominio principal (-B1), gerando a Figura A.109. As

equagoes (2), (3), (4), (6) e (7) foram definidas em (BOLDRINI et.all, 1996).
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Figura A.109 - Pontos B1 e -B1 Encontrados

A.7 Encontrando Bissetrizes em Vértices Convexos

Para encontrar as bissetrizes dos demais vértices, utiliza-se o mesmo
algoritmo apresentado anteriormente, contudo serdo geradas as bissetrizes em
todos os vértices do poligono. O algoritmo inicia a partir do primeiro vértice,
seguindo em sentido horario até que complete todos os vértices, conforme a Figura

A.110.

Figura A.110 - Bissetrizes em Todos os Vértices

A.8 Encontrar a Intersecgao entre as Duas Retas Definidas

Na construcdo da malha com elementos triangulares, apos encontrar as retas

necessdarias para construir um tridngulo equilatero € necessario identificar a



interseccao entre elas. Esta intersecao definira os pontos de provaveis triangulos
dentro do dominio. Para encontrar o ponto de intersecao entre as duas retas dadas,
deve-se encontrar as equacdes destas retas. Ou mais certo, € definir as
coordenadas dos pontos PO e P1 que estabelecem as retas. Estes pontos séo
definidos através de suas coordenadas x e y, ou seja, PO.x, PO.y, P1.x e P1.y. A
funcao DefiEqua apresentada na Figura A.111, encontra a equacgao da reta dada as

coordenadas desejadas.

/-
Equacao TMDIChild::DefiEqua(MyPoint PO,MyPoint P1){
quacao equa;

equa.c = (P0.x * P1.y) - (P1.x * P0.y); // valor de ¢
equa.a = PO.y - P1.y; // valor de x

equa.b = P1.x - P0O.x; // valor de y

return equa;

}

Figura A.111 - Funcio para Montar a Equacao da Reta

De posse desta informagao é necessario encontrar os pontos de interseccao
entre as duas retas dadas. Para isto (BARSOTI, 1992) e (BOLDRINI et.all, 1996)
descrevem como € a construcdo de um sistema de equacgdes. As duas equacoes

fornecem os pontos de intersec¢cao como apresentado na equagao abaixo:
axx=b (8)
em (8) temos as seguintes solucgoes:
1) a#0 - uma Unica solugao;
2) a=0 e b=0 > varias solugdes;

3) a=0 ¢ b#0 > n3o existe solugéo;



Para resolver o sistema de equagbes mais facilmente, a forma proposta foi
utilizar matrizes para encontrar a solucao do problema como é apresentado por

(BOLDRINI et.all, 1996). Sendo assim, utilizou-se a seguinte formula:
x=A"Xb (9)

onde, A7 é a matriz inversa, a qual contém as incégnitas x e y, e b é o vetor
resultante das equagbes dadas. Para visualizar melhor o que esta sendo exposto,

abaixo € apresentado um exemplo em relagao a formulagéo apresentada:

Dado os pontos A(2, 4) e B(7,9) que fazem parte da reta R1 e C(10,2) e

D(8,5) da reta R2, encontrar a intersegdo entre as duas retas dadas.
Encontrando a equagédo das duas retas temos:
Equacao1 em relagdo aos pontos A(2, 4) e B(7,9) - (-5x + by = 10),

Equacao2 em relagdo aos pontos C(10,2) e D(8,5) - (-3x —2y = 34),

-5 5 |10
onde a matriz A é 3 9 eovetorb é 34

o determinante de A é — det(A) = 25,

-2 =5 -0,08 -0,2
P t = -1_
atranspostade Ae —A = [ 3 _5] entao A'= [ 0.12 _0,2]

aplicando os dados em (9), tem-se:

-7,6
X = [_ 5 6] que s&o os pontos de interse¢do entre as duas bissetrizes.

Com os valores obtidos de x € possivel verificar se este ponto faz parte do
dominio ou n&o. E para ter uma melhor visualizagcdo do que foi descrito no exercicio

apresentado, o algoritmo que resolve este problema é mostrado na Figura A.112.



/-
/I encontra a intersecéo entre dois pontos
e adiciona um circulo para identificar

/I o0 ponto de intersecao

MyPoint
TMDIChild::InterceccaoPOP1(MyPoint PO,
MyPoint P1, MyPoint P2, MyPoint P3){

Marcadores oMark;
MyPoint P;
Equacao equal, equa2;
Matriz MA, MT;
Vetor VB;
double det = 0;

/l monta equacao da reta
equal = DefiEqua(P0,P1);

// monta segunda equacao da reta
equa2 = DefiEqua(P2,P3);

// carrega matriz com a equacao 1
MTI[0][0] = MA[0][0] = equa1.a;
MTI[O][1] = MA[Q][1] = equa1l .b;

VBJ0] = -(equa1l.c);

// carrega matriz com a equagéao 2
MT[1][0] = MA[1][0] = equa2.a;
MT[1][1] = MA[1][1] = equa2.b;

VB[1] = -(equa2.c);
/ltransposta da matriz MA
MTransposta(MT);
det = MiInversa(MA,MT,det);
if (det 1= 0){

P = MMatrinveVeto(MA,VB);
/I desenha circulo
vertice = 2;
return P;

}
}

Figura A.112 - Algoritmo para Encontrar os Pontos de Intersecao

O resultado deste algoritmo pode ser visto na Figura A.113, que representa

graficamente o ponto C gerado pela intersec¢cao de duas retas.

ABDE

'.LL'.H: +
C

Figura A.113 - Ponto C Gerado

A.9 Criando um Tridangulo no Dominio

Por se tratar de um gerador de malha triangular, é necessario inserir
elementos triangulares no dominio. Porém, € necessario encontrar o ponto C do
triangulo, uma vez que existe somente o segmento de reta AB, como pode ser visto
na Figura A.113. Sendo assim, a partir do segmento de reta AB, é tracada uma reta
pela rotacdo do eixo AB em relacdo ao ponto A. Sendo esta rotacdo de 45. Da

mesma forma, é tracada uma reta em relacdo ao ponto B. O grau de rotacao

utilizado para este caso foi de 315.



Conforme apresentado por (Foley at. al., 1996), os calculos utilizados seguem

a sua orientagdo. Para isto € necessario primeiro montar a matriz identidade (I).

~

Il
S O =
S = O
- o O

Dé posse da matriz identidade, das coordenadas do ponto de origem, e do
angulo desejado, € calculada a matriz de rotacado MR, dada por:
cos(a) sen(a) 0
MR = —sen(a) cos(a) 0
Ax*(1—cos(a))+Ay*sen(a) Ay*(—cos(a)—Ax*sen(a) 1
onde Ax é a coordenada em x e Ay é a coordenada em y do ponto A. Apds
ter encontrado a matriz resultado, esta € multiplicada pelas coordenadas do ponto A
e do ponto B. Com isto, tem-se entdo dois novos pontos, gerando assim duas novas
retas. Com estas duas novas retas € possivel calcular o ponto de Interseccao entre
elas. Este ponto de interseccao mostrara o possivel ponto C do triangulo desejado

ABC.

De posse deste ponto e do ponto médio do segmento AB, é calcula entao a
real coordenada do ponto. Esta coordenada deve possibilitar a criagcdo de um
triangulo equilatero. Para garantir que serd um triangulo equilatero a altura do

triangulo deverd ser de 0,86 vezes o tamanho do segmento AB. O algoritmo gerador

do triangulo é apresentado abaixo.
MyPoint // primeiro vetor encontrado
TMDIChild::EncoPontTria(MyPoint PO, Identy(MT); // matriz identidade
MyPoint Pos){ Rotation(MT, P0.x, P0.y, 45); //rotacao
MyPoint P1, P2, P3; v = (Vec *) malloc(sizeof(Vec) * 2);
Equacao equareta, equaperp; v[0][0] = PO.x;
float normaP0, normaP2; v[0][1] = PO.y;
Mat MT; // Matriz v[0][2] = 1;

Vec * v; // vetor v[1][0] = Pos.x;



v[1][1] = Pos.y;

v1][2] = 1;
MatVecMult(v[0], MT);
MatVecMult(v[1], MT);

P2.y = v[1][1];

//' limpa memoria

free(v);

/I ponto de interseccdo entre os dois

P1.x = v[1][0];

P1.y = v[1][1];

/I segundo vetor encontrado

Identy(MT); // matriz identidade
Rotation(MT, Pos.x, Pos.y, 315);

vetores encontrados
P2 = InterceccaoPOP1(PO0, P1, Pos, P2);
// ponto médio entre PO e Pos
P1.x = (P0.x + P0s.x)/2.0;
P1.y = (PO.y + Pos.y)/2.0;

//rotacao normaP0 = norma(P0,Pos) * 0.86;
v[0][0] = Pos.x; normaP2 = norma(P1,P2);
v[0][1] = Pos.y; P3.x = P1.x + (((P2.x -
v[0][2] = 1; P1.x)*normaP0)/normaP2) ;
v[1][0] = PO.x; P3.y = P1.y + ((P2.y -
v[1][1] = PO.y; P1.y)*normaP0)/normaP2);
v[1][2] = 1; //P3.x = (P2.x * normaP0)/normaP2;

MatVecMult(v[0], MT);
MatVecMult(v[1], MT);
P2.x = v[1][O];

//IP3.y = (P2.y * normaP0)/normaP2;
return P3;

}

A.10 Definindo a Quantidade de Elementos no Contorno

Para iniciar a geracao de malha, € necessario primeiro separar o contorno em
segmentos. Estes segmentos podem ser iguais se ela for do tipo uniforme. E se for
desejado uma malha gradual, os segmentos devem aumentar gradativamente.
Porém, o valor do tamanho do elemento é fixado, garantindo assim a qualidade da
malha. Para isto, foi montado um algoritmo para calcular estes segmentos. Para
encontrar o tamanho do segmento no contorno foi utilizado a formula da PA. Sendo
assim, um segmento inicia com um tamanho 10, podendo ter o tamanho 15, 20 ou

25 unidades de tamanho. A férmula da PA é dada por:
Sn=((al +na)Xn)/2,

Onde Sn € o tamanho total do segmento desejado, al € a norma do primeiro
ponto, na é a norma do ultimo ponto e n € o numero de segmentos. O algoritmo
abaixo apresenta a funcéo para encontrar a quantidade de pontos necessarios para

garantir a qualidade da malha.



void TMDIChild::CalcDiam(float normaPO,
float tipoPO, float tipoPos, VetorNos vnos){

float quantnosini, quantnosfim, nelem;

/Ivalorx = norma(Pos,P0);

/I PA

/I encontrar o numero de elementos

// formula PA => Sn = ((a1 + an)*n)/2

// sendo assim, n = (Sn*2)/(al+an);

if (tipoP0O == 1) quantnosini = 10;

if (tipoP0O == 2) quantnosini = 15;

if (tipoP0 == 3) quantnosini = 20;

if (tipoP0 == 4) quantnosini = 25;
f(

if (tipoPos == 1) quantnosfim = 10;

A.11 Encontrado a Equacao da Reta

if (tipoPos == 2) quantnosfim = 15;
if (tipoPos == 3) quantnosfim = 20;
if (tipoPos == 4) quantnosfim = 25;
vnos[0] = quantnosini;
vnos[1] = quantnosfim;
vnos[2] = (int) (hormaP0 *
2.0)/(quantnosini+quantnosfim);
if (quantnosini == quantnosfim)
vnos[3] = normaPO0 / (int) vhos[2];
else
vnos[3] = (quantnosfim-
quantnosini)/(vnos[2]-1);

}

Para encontrar os pontos de intersecgao entre duas retas, € necessario definir

a equacgao da reta. Esta equacéo leva em consideragédo os pontos A e B de um

segmento de reta. Sendo que a equacao da reta é dada por:

x—Ax  y—-Ay -0
Bx—Ax By—Ay ’

Com esta informagéo, foi possivel criar um algoritmo para encontrar a

equacao da reta em relacao a dois pontos dados, o que pode ser visto abaixo.

Equacao TMDIChild::DefiEqua(MyPoint PO,MyPoint P1){

Equacao equa;

equa.c = -(P0.x * P1.y) + (PO.x * P0.y) + (PO.y * P1.x) - (PO.y * P0.x); // valor de ¢

equa.a = P1.y - P0.y; // valor de x
equa.b = -(P1.x - P0.x); // valor de y
return equa;

}

A.12 Busca de um Provavel N6 Préximo

Durante a definicdo dos pontos necessarios para criar o tridngulo equilatero

desejado no n6 C, deve-se validar este ponto. Para isso, ao encontrar o n6 C do

triangulo BDC conforme Figura A.113, € necessario identificar em relagdo aos



elementos ja inscritos se 0 segmento BC e DC interceptam algum outro elemento,
ou, se existe algum outro nd muito préximo. Foi entdo, definido que, a partir da
coordenada do né C é verificado se existe outro né proximo, para isso, varre-se a
primeira e segunda coluna da tabela de elementos inscritos (Tabela 3), e estas
colunas possuem a coordenadas dos nos C inscritos anteriormente. Com esta
informacao é verificado se a distancia do né C desejado € maior que um por cento
ao n6 C armazenado. Caso essa distancia seja inferior, entdo o n6é armazenado sera
utilizado como o né para a geragao do triangulo, conforme algoritmo abaixo. Caso
nao seja encontrado nenhum noé préximo, o ponto C continua sendo um n6 valido.

Para o algoritmo abaixo, o ponto P2 € o n6 C, e x e y sdo as coordenadas dos nos ja

armazenados na tabela de elementos (Tabela 3).
MyPoint if ((int)(P2.y - (P2.y * 0.01)) <= (int) y
TMDIChild::BuscaNoProx(MyPoint P2){ && (int) y <= (int)(P2.y * 1.01)){
int cont; pontoOk = true;
double x, y; break;
}
pontoOk = false; // semaforo else

pontoOk = false;
// gera um nova entrada na tabela de

pontos ao encontrar um vértice concavo cont++;
cont = 0; }
while (cont < contlinhaux){
x = StrToFloat(StringGrid1- if (pontoOKk) {
>Cells[1][cont]); P2.x = x;
y = StrToFloat(StringGrid1- P2y =y;
>Cells[2][cont]);
return P2;
if ((int)(P2.x - (P2.x * 0.01)) <= (int) x && }

(int) x <= (int)(P2.x * 1.009))
A.13 Verificar a distancia entre o né C e os nés do contorno

Esta funcao busca verificar se a distancia do né C em relagao aos demais nos
do contorno, para isto, calcula-se 80% da distancia do né C até o n6 B (seu ponto de

origem, e no algoritmo o ponto P0). Com a norma do segmento CB obtida calcula-se

0s 80% desta, podendo a partir de entdo procurar os nés do contorno conforme



exposto na Tabela 1. A procura parte do primeiro n6 da Tabela 1, sendo ele
armazenado em uma variavel chamada de Pos1, sendo um né ja marcado e que faz
parte da fronteira aberta. De posse do né Pos1 é possivel calcular a norma do
segmento CPos1, e esta norma encontrada deve ser maior que a norma do
segmento CB. Caso a norma do segmento CPos1 seja inferior a 80% da norma do
segmento CB o né C néo é utilizado para a geracao de um elemento triangular. O
cédigo visualizado abaixo busca os nés marcados de uma tabela de nés, como pode

ser visto na Tabela 1.

// calcular norma em relagao ao demais pontos, para descobrir se

// 0 ponto nao esta préximo a outros pontos

bool TMDIChild::DifePont(MyPoint P2, float normaP2, int m, int n, int cont){
MyPoint Pos1;
float normaP2P1;
inti=0;

for (intj=0;j<n;j++){
Pos1.x = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+1][j]);
Pos1.y = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+2][j]);
normaP2P1 = norma(P2,Pos1);
if (normaP2P1 < normaP2 * 0.80){
i++;

}

if (i >= 1) return false;
else return true;

}

A.14 Busca Angulo

Esta fungdo tem como caracteristica encontrar o angulo formado entre trés
nds da fronteira. Esta fungéo retorna o angulo formado entre os trés nés, conforme o

algoritmo abaixo.

int TMDIChild::BuscaAngulo(MyPoint PO, MyPoint Ant, MyPoint Pos){

int angulo;
float p1x,p1y,p2x,p2y;

p1x = Ant.x - P0O.x;



ply = Ant.y - PO.y;
p2x = Pos.x - P0O.x;
p2y = Pos.y - PO.y;

angulo = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y);

return angulo;

}



Anexo B - Codigo Fonte.



B.1  Definigdo dos nds sobre o contorno

void TMDIChild::DefiPontCont(){

MyPoint PO, Ant, Pos, Dia, P1,P2,P3,P4;

int I,m,n, contador = 0, cont;

float tamseg, normaP1, normaPO0;

VetorNos vnos;

// vnos

// posicao 0 -> tamanho do primeiro elemento

// posicao 1 -> possivel tamanho do ultimo elemento

// posicao 2 -> quantidade de elementos

/I posicao 3 -> incremento do tamanho do elemento, no
caso da posicao 0

1 for igual a posicao 1 entao o tamanho do
elemento é fixo.

/I subdivisdo dos vértices em relagdo ao dominio
principal

| =6 * contint;

m=1-6;

n = contlin;

cont=1;

/l gera um nova entrada na tabela de pontos ao
encontrar um vértice concavo

contint++;

contlin = 0;

contcol = contcol + 6;

StringGrid2->ColCount = StringGrid2->ColCount + 6;

P0.x = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+1][0]);

P0.y = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+2][0]);
PO.vertice = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+3][0]);
P0.angulo = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+4][0]);
P0.b1x = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+5][0]);
Pos = buscaproximo(0, n, m);

while (cont <= n){

// verifica qual é o tipo de tenséo entre os pontos

// se a tensédo é a mesma faz subdivisdo entre os
valores com 0 mesmo

// tamanho, caso contrario divide e adiciona os pontos
na forma gradual

normaP0 = norma(P0,Pos);

/fif (P0O.angulo == Pos.angulo){

/ftamseg =

CalcDiam(normaP0, P0.angulo, Pos.angulo, vnos);
P1.angulo = P0.angulo;

B.2 Preenchimento da Fronteira

void TMDIChild::GeraPontInte(){

MyPoint PO, Pos, Pos1, Ant, PAuxP2, P1,P2, P3, P4, P5,
P2Ant, P2Pos, POAux;

int I,m,n, cont, angulo, anguloaux, anguloant, status,
anguloprox;

double maxx;

float p1x,p1y,p2x,p2y;

double normaP0, normaP1;

bool dif, pontoPO0;

bool pontoant;

pontoant = false;

// subdivisao dos vértices em relacdo ao dominio
principal

| =6 * contint;

m=1-6;

n = contlin;

dif = true;
difstatus = true;

// ponto auxiliar

P2 = PO;

// Desenha Circulo

//DeseCirc(P0,1.0);

//MontTabePontTang(P0, P0.vertice, PO.angulo);

contador = 0;

normaP1 = normaP0;

if (vnos[0] != vnos[1]) tamseg = vnos[0];

else tamseg = vnos[3];

// calcula a norma

//normaP0 = norma(P0,Pos);/ - tamseg;

/[contador = vnos|[2];//tamseg;

// marca pontos

while (normaP1 > 0){//contador <= vnos[2]){ //normaP0){

P1.x = Pos.x - PO.x;

P1.y = Pos.y - PO.y;

// calcula a norma

//normaP1 = norma(P2,Pos);

// encontra os novos pontos em relacdo ao raio
P1.x = P0.x + ((P1.x * tamseg)/normaP1);

P1.y = PO.y + ((P1.y * tamseg)/normaP1);
P1.b1x = P0.b1x;

PO = P1;

if ((int) (normaP1 - (normaP1 * 0.30)) > (int) tamseg){
DeseCirc(P1,1.0);
MontTabePontTang(P1, P0.vertice, PO.angulo);

1

else {
DeseCirc(Pos,1.0);
MontTabePontTang(Pos, Pos.vertice, Pos.angulo);
break;

1
normaP1 = normaP1 - tamseg;

if (vnos[0] = vnos[1]){
tamseg = tamseg + vnos[3];

}

}
PO = Pos;
Pos = buscaproximo(cont, n, m);
cont++;
}
}

pontoPO0 = true;

// gera um nova entrada na tabela de pontos ao
encontrar um vértice concavo

contint++;

contlin = 0;

contcol = contcol + 6;

StringGrid2->ColCount = StringGrid2->ColCount + 6;

P0.x = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+1][0]);

PO.y = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+2][0]);

PO.vertice = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+3][0]);

P0.angulo = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+4][0]);

Pos = buscaproximo(0,n,m);

Pos1 = buscaproximo(1,n,m);

Ant = buscaanterior(0,n,m);

PAuxP2.x = 0; PAuxP2.y = 0; PAuxP2.vertice = 0;
PAuxP2.angulo = 0;

cont=1;
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MontTabePontTang(P2, 0, 0);

status = 0;
status = 0;
while (cont <= n){ PAuxP2 = P2;
// encontrar o angulo if (cont == 1){
// posiciona em coordenadas locais para calculo do POAux = P3;
angulo pontoPO0 = false;
pix = Ant.x - PO.x; }
ply = Anty - PO.y; 1
p2x = Pos.x - P0.x; else {

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

p2y = Pos.y - PO.y;
difstatus = false;

anguloant = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y); PAuxP2 = P2;
status = 0;
// encontrar o angulo
// posiciona em coordenadas locais para calculo do }else {
angulo MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
pix = P0.x - Pos.x; difstatus = false;
ply = PO.y - Pos.y; }

p2x = Pos1.x - Pos.x; }

p2y = Pos1.y - Pos.y; if (157,5° < anguloant && anguloant <= 180° && 135° <
angulo && angulo <= 157,52 ){

angulo = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y); P2 = BuscaNoProx(P2);
normaPO0 = norma(P0,P2);

// ponto em relagéo a altura do triangulo if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){

P2 = EncoPontTria(PO0, Pos);
P2Ant = EncoPontTria(Ant,P0);
P2Pos = EncoPontTria(Pos,Pos1);

// encontrar o angulo
// posiciona em coordenadas locais para calculo do

angulo

pi1x = P2Pos.x - P0.x;
ply = P2Pos.y - PO.y;
p2x = P2.x - P0O.x;
p2y = P2.y - PO.y;

anguloprox = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y);

// area do triangulo se for positiva € um tirangulo

interno e se for

// negativa é externo.
maxx = ((P0.x - Pos.x)*(Ant.y - Pos.y))-((Ant.x -

// cria elemento p2, pos, p0

if (cont == n-1 && pontoP0 == false){
DeseLinh(POAux,P0);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(POAux, PO, Pos);
// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

}else {

DeseLinh(P2,P0);

DeseLinh(P2,Pos);

// Armazena elemento na tabela

MontTabeElem(P2, PO, Pos);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

// Armazena elemento na tabela

if (Pos.vertice == 3)
MontTabePontTang(P2, 3, 0);

Pos.x)*(P0.y - Pos.y)); else
MontTabePontTang(P2, 0, 0);

if (157,5° < anguloant && anguloant <= 180° && 157,5°

< angulo && angulo <= 180° ){ PAuxP2 = P2;
status = 1;
P2 = BuscaNoProx(P2); }
} else {

normaP0 = norma(P0,P2);
if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){

P3.x = (P0.x + Pos.x)/2.0;
P3.y = (P0.y + Pos.y)/2.0;

normaP0 = norma(P2,P3);

normaP1 = norma(P2,PAuxP2);

// noventa por cento da normaP1

normaP0 = normaP0 * 0.9;

anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (difstatus == true || normaP1 >= normaP0 &&

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

1
/I} else
status = 0;

1
if (157,52 < anguloant && anguloant <= 180° && 112,5°

< angulo && angulo <= 1352 ){

if (cont ==n - 1){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P0, POAuXx);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(POAux, PO, Pos);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(POAux, 0, 0);
/I chegou no final

((anguloprox >= 30 && anguloprox <= 80)||(anguloprox >
93 && anguloprox <= 98)||(anguloprox > 108 &&
anguloprox <= 170))){

// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, PO, Pos);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

break;

}
if (Pos.vertice == 3){
P2 = BuscaNoProx(P2);

normaP0 = norma(P0,P2);

if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
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DeseLinh(P2,P0);

DeseLinh(P2,Pos);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, PO, Pos);

/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 0, 0);

PAuxP2 = P2;
status = 1;

}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

}else {
anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (anguloprox > 50){
P3.x = (P2.x + P2P0s.x)/2.0;
P3.y = (P2.y + P2Pos.y)/2.0;
P2Pos = BuscaNoProx(P3);
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2Pos,P0);
DeseLinh(P2Pos,Pos);
DeseLinh(P2Pos,Pos1);

}else {
DeseLinh(P2Pos,P0);
DeseLinh(P2Pos,Pos);
DeseLinh(P2Pos,Pos1);
//MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
//MontTabePontTang(P2Pos, 0, 0);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2Pos, PO, Pos);
MontTabeElem(P2Pos, Pos, Pos1);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2Pos, 0, 0);

PAuxP2 = P2Pos;
Pos = Pos1;
cont++;

status = 1;

}
if (157,5° < anguloant && anguloant <= 180° && 90° <
angulo && angulo <= 112,52 ){
P3.x = (P2.x + P2P0os.x)/2.0;
P3.y = (P2.y + P2Pos.y)/2.0;

P3 = BuscaNoProx(P3);
anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (anguloprox < 20 || status == 1) status = 1;
else status = 0;

if (difstatus == true) {
// cria elemento p2, pos, p0
if (status == 0) {
if (angulo > 100 ){
DeseLinh(P3,P0);
DeseLinh(P3,Pos);
DeseLinh(P3,Pos1);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Pos);
MontTabeElem(P3, Pos, Pos1);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P3, 0, 0);

PAuxP2 = P3;
Pos = Pos1;

cont++;
status = 1;
}else {
//P2 = BuscaNoProx(P2);
if (Pos.vertice |= 3){
if ((horma(P0,P2) * 1.02) > norma(Pos,Pos1)){

P3.x =(P2.x + P2Pos.x) / 2.0;
P3.y =(P2.y + P2Pos.y) / 2.0;
//P3 = BuscaNoProx(P3);
P2 = P3;

}
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
DeseLinh(P2,Pos1);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, PO, Pos);
// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P2, 0, 0);
PAuxP2 = P2;
Pos = Pos1;
cont++;
status = 1;

}else {
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, PO, Pos);
// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P2, 0, 0);
PAuxP2 = P2;
status = 0;

1
lelse {

if (pontoPO == true){
DeseLinh(PAuxP2,P0);
DeseLinh(PAuxP2,Pos);
DeseLinh(PAuxP2,Pos1);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(PAuxP2, PO, Pos);
MontTabeElem(PAuxP2, Pos, Pos1);

Pos = Pos1;

cont++;

status = 0;

if (cont == 1){
POAux = P3;
pontoPO0 = false;

1

1

else {
DeseLinh(POAux,P0);
MontTabeElem(POAux, PO, Pos);
1

}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
status = 1;
pontoant = true;
}
1

if (157,52 < anguloant && anguloant <= 180° && 67,5°
< angulo && angulo <= 90° ){
if (Pos.vertice == 3){

P2 = BuscaNoProx(P2);

normaPO0 = norma(P0,P2);

if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
/I Armazena elemento na tabela
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MontTabeElem(P2, PO, Pos);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 0, 0);

}
}

}
if (157,5° < anguloant && anguloant <= 180°% && 45 <
angulo && angulo <= 67,52 ){
if (Pos.vertice == 3){

P2 = BuscaNoProx(P2);

normaP0 = norma(P0,P2);

if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, PO, Pos);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 0, 0);

PAuxP2 = P2;
}
}

}
if (157,5° < anguloant && anguloant <= 180°% && 22.5 <
angulo && angulo <= 45 ){

if (1352 < anguloant && anguloant <= 157,5° && 157,5°
< angulo && angulo <= 180° ){
P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
P3.y = (P2.y + P2Ant.y)/2.0;

P3 = BuscaNoProx(P3);

if (status == 0){
if (anguloprox < 40){
normaPO0 = norma(P0,P3);
if (dif = DifePont(P3, normaP0, m, n, cont)){
if (Ant.vertice != 3){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P3,Ant);
DeseLinh(P3,P0);
DeseLinh(P3,Pos);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Ant);
MontTabeElem(P3, Pos, P0);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
if (pontoant == false){
MontTabePontTang(Ant, 0, 0);
} else pontoant = false;

MontTabePontTang(P3, 0, 0);

//MontTabePontTang(P3, 0, 0);
if (pontoP0 == true){
POAux = P3;
pontoP0 = false;
1
}else {
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, Pos, P0);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P2, 0, 0);
}
}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

difstatus = false;
}
} else {
if (maxx < 0){
P3 = PAuxP2;
DeseLinh(P3,Pos);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, Pos, P0);
status = 0;
}else {
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, Pos, P0);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P2, 0, 0);
1
1

}else {
if (PO.vertice |= 3){
P3 = PAuxP2;

DeseLinh(P3,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, Pos, P0);
status = 0;

}else {

P2 = BuscaNoProx(P2);

normaP0 = norma(P0,P2);

if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, PO, Pos);
// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 3, 0);

//MontTabePontTang(P2, 3, 0);
PAuxP2 = P2;
status = 1;

}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

}
}

1
if (135° < anguloant && anguloant <= 157,52 && 135° <
angulo && angulo <= 157,52 ){
if (anguloprox >= 35){

P2 = BuscaNoProx(P2);

normaP0 = norma(P0,P2);

if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, Pos, P0);
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 0, 0);

//MontTabePontTang(P2, 0, 0);
} else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;
1
}else {
if (difstatus == true){
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DeseLinh(PAuxP2,Pos); if (135° < anguloant && anguloant <= 157,52 && 90° <

/I Armazena elemento na tabela angulo && angulo <= 112,52 ){
MontTabeElem(PAuxP2, Pos, P0); P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
status = 1; P3.y = (P2.y + P2Ant.y)/2.0;
}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0); P3 = BuscaNoProx(P3);
pontoant = true;
} normaP0 = norma(P0,P3);
} /fif (dif = DifePont(P3, normaP0, m, n, cont)){
} // cria elemento p2, pos, p0
if (1352 < anguloant && anguloant <= 157,5° && 112,5° if (Pos.vertice = 3){
< angulo && angulo <= 1352 ){ anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (Pos.vertice I= 3){
if (status == 1 && anguloprox >= 35){

P3 = BuscaNoProx(P2Pos); DeseLinh(P3,P0);
DeseLinh(P3,Pos);

normaP0 = norma(P0,P2); DeseLinh(P3,Pos1);

if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){ // Armazena elemento na tabela

// cria elemento p2, pos, p0
if (cont != n && pontoP0 != true){
anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (anguloprox > 40){
DeseLinh(P3,P0);
DeseLinh(P3,Pos);
DeseLinh(P3,Pos1);

/I Armazena elemento na tabela

MontTabeElem(P3, Ant, PO);
MontTabeElem(P3, PO, Pos);
MontTabeElem(P3, Pos,Pos1);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P3, 0, 0);
//MontTabePontTang(P3, 0, 0);

MontTabeElem(P3, PO, Pos); PAuxP2 = P3;
MontTabeElem(P3, Pos,Pos1); Pos = Pos1;
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio) cont++;

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

lelse if (status == 1 && cont == n-1 && pontoP0 ==
false && difstatus == true) {

MontTabePontTang(P3, 0, 0); P3 = P2Pos;
PAuxP2 = P3;
}else { P3 = BuscaNoProx(P3);

DeseLinh(PAuxP2,P0);
DeseLinh(PAuxP2,Pos);
DeseLinh(PAuxP2,Pos1);
// Armazena elemento na tabela
//MontTabeElem(P3, Ant, P0);
MontTabeElem(PAuxP2, PO, Pos);
MontTabeElem(PAuxP2, Pos,Pos1);
}

DeseLinh(P3,P0);

DeselLinh(P3,Pos);

DeseLinh(P3,Pos1);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Pos);
MontTabeElem(P3, Pos,Pos1);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

Pos = Pos1; MontTabePontTang(P3, 0, 0);
status = 1;
cont++; PAuxP2 = P3;
Pos = Pos1;
}else { cont++;
MontTabePontTang(PO0, 0, 0); }else {

difstatus = false;

DeseLinh(PAuxP2,Pos);
MontTabeElem(PAuxP2, PO, Pos);

}else { if (Pos.vertice = 3){
P2 = BuscaNoProx(P2); DeseLinh(PAuxP2,Pos1);
MontTabeElem(PAuxP2, Pos, Pos1);
normaP0 = norma(P0,P2); Pos = Posf1;
if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){ cont++;

// cria elemento p2, pos, p0
Deselinh(P2,P0);

DeseLinh(P2,Pos);

/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, PO, Pos);

/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 3, 0);

PAuxP2 = P2;
status = 1;

}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

status = 0;
1
}
if (Pos.vertice == 3){
P3 = BuscaNoProx(P2);

DeseLinh(P3,P0);

DeseLinh(P3,Pos);

/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Pos);

/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P3, 0, 0);

PAuxP2 = P3;
}

Ilelse {
//MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
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//difstatus = false;
I

1
if (1352 < anguloant && anguloant <= 157,5° && 0 <
angulo && angulo <= 90° )

1
if (112,5° < anguloant && anguloant <= 135¢ && 157,5°
< angulo && angulo <= 180° ){

if (maxx < 0){
if (anguloprox >= 5 && anguloprox <= 30 && status
== 0 || anguloprox > 90%){
P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
P3.y = (P2.y + P2Ant.y)/2.0;

P3 = BuscaNoProx(P3);

normaP0 = norma(P0,P3);
if (dif = DifePont(P3, normaP0, m, n, cont)){

anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (anguloprox > 40){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P3,Ant);
DeseLinh(P3,P0);
DeseLinh(P3,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Ant);
MontTabeElem(P3, Pos, P0);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
//MontTabePontTang(Ant, 0, 0);

MontTabePontTang(P3, 0, 0);

if (cont == 1){
POAux = P3;
pontoPO0 = false;

}else {
DeseLinh(PAuxP2,P0);
DeseLinh(PAuxP2,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(PAuxP2, PO, Ant);
MontTabeElem(PAuxP2, Pos, P0);
}
}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;
1
}else {
//normaP0 = norma(P0,P2);
//if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
if (difstatus == true){
DeseLinh(PAuxP2,Pos);
/I Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(PAuxP2, Pos, P0);
status = 1;
}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

}

}else {
P2 = BuscaNoProx(P2);

normaP0 = norma(P0,P2);

if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, Pos, P0);
/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 0, 0);

//MontTabePontTang(P2, 0, 0);
}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;
1
}

1
if (112,5° < anguloant && anguloant <= 135° && 135° <
angulo && angulo <= 157,52 ){
if (status == 1){
status = 0;
if (Pos.vertice == 3 || PO.vertice == 3){
P2 = BuscaNoProx(P2);

normaP0 = norma(P0,P2);

if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, PO, Pos);
// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 3, 0);
//MontTabePontTang(P2, 3, 0);

PAuxP2 = P2;
if (PO.vertice == 3) status = 0;
else status = 1;

}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

}else {
//DeseLinh(PAuxP2,P0);
DeseLinh(PAuxP2,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(PAuxP2, PO, Pos);
// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
//MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

//MontTabePontTang(P2, 3, 0);
//MontTabePontTang(P2, 3, 0);

//IPAuxP2 = P2;
}
} else {
P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
P3.y = (P2.y + P2Ant.y)/2.0;
P3 = BuscaNoProx(P3);

normaPO0 = norma(P0,P3);

if (dif = DifePont(P3, normaP0, m, n, cont)){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P3,Ant);
DeseLinh(P3,P0);
Deselinh(P3,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, Ant, PO);
MontTabeElem(P3, PO, Pos);
// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(Ant, 0, 0);

MontTabePontTang(P3, 0, 0);

PAuxP2 = P3;
//Pos = Pos1;
/lcont++;

} else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

}
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}}
if (112,5° < anguloant && anguloant <= 135°¢ && 112,5°

< angulo && angulo <= 1352 ){

P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
P3.y = (P2.y + P2Ant.y)/2.0;
P3 = BuscaNoProx(P3);

normaP0 = norma(P0,P3);
if (dif = DifePont(P3, normaP0, m, n, cont)){

anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (anguloprox > 35){
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P3,Ant);
DeseLinh(P3,P0);
DeseLinh(P3,Pos);
DeseLinh(P3,Pos1);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, Ant, PO);
MontTabeElem(P3, PO, Pos);
MontTabeElem(P3, Pos,Pos1);
// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(Ant, 0, 0);

MontTabePontTang(P3, 0, 0);

PAuxP2 = P3;
Pos = Pos1;
cont++;
}else {
DeseLinh(PAuxP2,Pos);
MontTabeElem(PAuxP2, PO, Pos);
//MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
1
} else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

}

}
if (112,5° < anguloant && anguloant <= 135° && 90° <

angulo && angulo <= 112,52 ){

if (112,5% < anguloant && anguloant <= 135° && 0 <

angulo && angulo <= 90° )

if (100 < anguloant && anguloant <= 112,5° && 157,5°

< angulo && angulo <= 180° ){

anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (anguloprox > 50){
if (PO.vertice != 3){
P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
P3.y = (P2.y + P2Ant.y)/2.0;
P3 = BuscaNoProx(P3);

DeseLinh(P3,Ant);

DeseLinh(P3,P0);

DeselLinh(P3,Pos);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Ant);
MontTabeElem(P3, Pos, P0);

/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(Ant, 0, 0);

MontTabePontTang(P3, 0, 0);
if (cont == 1){

POAux = P3;

pontoPO0 = false;

}else {

DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
MontTabeElem(P2, PO, Pos);
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P2, 0, 0);
}else {

DeseLinh(PAuxP2,P0);

DeseLinh(PAuxP2,Pos);

/I Armazena elemento na tabela

MontTabeElem(PAuxP2, PO, Ant);

MontTabeElem(PAuxP2, Pos, P0);
}

1
if (90° < anguloant && anguloant <= 100 && 157,5% <
angulo && angulo <= 180° ){
P3 = PAuxP2;

normaP0 = norma(P0,P2);
if (dif = DifePont(P2, normaP0, m, n, cont)){
if (PO.vertice != 3){
// cria elemento p2, pos, p0
DeselLinh(P3,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, Pos, P0);
}else {
// cria elemento p2, pos, p0
DeseLinh(P2,P0);
DeseLinh(P2,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P2, Pos, P0);
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 0, 0);
}
}else {
DeseLinh(Ant,Pos);
MontTabeElem(Ant, Pos, P0);
//MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

}

1
if (902 < anguloant && anguloant <= 112,5° && 135° <
angulo && angulo <= 157,52 ){
anguloprox = BuscaAngulo(P0, PAuxP2, Pos);

if (PO.vertice != 3){
if (anguloprox > 50 && anguloprox < 70){
if (pontoP0 == false && cont < n){
if (pontoant == true){
P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
P3.y = (P2.y + P2Ant.y)/2.0;
P3 = BuscaNoProx(P3);

DeseLinh(P3,Ant);

DeseLinh(P3,P0);

DeseLinh(P3,Pos);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Ant);
MontTabeElem(P3, Pos, P0);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
//MontTabePontTang(Ant, 0, 0);

MontTabePontTang(P3, 0, 0);
pontoant = false;

}else {
DeseLinh(PAuxP2,Pos);
MontTabeElem(P2, Pos, P0);

}

}
}else {
if (pontoP0 == true && cont < n){
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;
} else if (cont < n){
DeseLinh(PAuxP2,Pos);
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MontTabeElem(PAuxP2, PO, Pos);
}
}

}
if (PO.vertice == 3){
if (status == 0){
P3 = BuscaNoProx(P2);

DeseLinh(P3,P0);

DeseLinh(P3,Pos);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Pos);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P3, 0, 0);

PAuxP2 = P3;
}else{
P3 = PAuxP2;

DeseLinh(P3,P0);

DeseLinh(P3,Pos);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Pos);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
//MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
//MontTabePontTang(P3, 0, 0);

PAuxP2 = P3;
}
}

1
if (902 < anguloant && anguloant <= 112,5% && 112,5°

< angulo && angulo <= 1352 ){

if (status == 1){
P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
P3.y =(P2.y + P2Ant.y)/2.0;

P3 = BuscaNoProx(P3);

DeseLinh(P3,Ant);

DeseLinh(P3,P0);

DeseLinh(P3,Pos);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Pos);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
//MontTabePontTang(Ant, 0, 0);
MontTabePontTang(P3, 0, 0);

PAuxP2 = P3;
status = 1;
}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

1
if (902 < anguloant && anguloant <= 112,52 && 90° <

angulo && angulo <= 112,52 ){

if (status == 1){

P3.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;
P3.y =(P2.y + P2Ant.y)/2.0;
P3.x = (P3.x + P2P0s.x)/2.0;
P3.y =(P3.y + P2Pos.y)/2.0;

P3 = BuscaNoProx(P3);

DeseLinh(P3,Ant);

DeseLinh(P3,P0);

DeseLinh(P3,Pos);

// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(P3, PO, Pos);

// Novo ponto tabela de pontos (dominio)
//MontTabePontTang(Ant, 0, 0);
MontTabePontTang(P3, 0, 0);

PAuxP2 = P3;
status = 1;
}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

}

1
if (902 < anguloant && anguloant <= 112,5° && 0 <
angulo && angulo <= 90?2 ){

DeseLinh(P0,Pos1);
MontTabeElem(PO0, Pos, Pos1);
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
Pos = Pos1;

cont++;

PAuxP2 = PO;
//MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

1
if (67,5° < anguloant && anguloant <= 90° && 157,5° <
angulo && angulo <= 180° ){

0.86

// cantos internos de noventa
if (PO.vertice == 3){
/I encontrar bissetriz
P3 = GeraBissetriz(P0, Ant, Pos, 1);

// tamanho do eixo da bossetriz gerada
normaP1 = norma(Pos,P3);
// altura méxima do triangulo equilatero = eixo AB *

normaP0 = norma(Pos,P0) * 0.86;

/I nova coordenada para preenchimento

P1.x = PO.x - P3.x;

P1.y =P0.y - P3.y;

// encontra 0s novos pontos em relagdo a norma
P3.x = P0.x - (P1.x * normaP0) / normaP1;

P3.y = PO.y - (P1.y * normaP0) / normaP1;

P3 = BuscaNoProx(P3);
P2 = BuscaNoProx(P2);

normaP0 = norma(P0,P3);
if (dif = DifePont(P3, normaP0, m, n, cont)){
// Blssetriz
DeseLinh(P0,P3);
DeseLinh(P0,P2);
DeseLinh(Pos,P2);

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P3, 3, 0);
//MontTabePontTang(P3, 3, 0);

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P2, 0, 0);
//MontTabePontTang(P2, 0, 0);

MontTabeElem(P2, Pos, P0);

} else {
MontTabePontTang(Pos, 0, 0);
difstatus = false;

1

}

//l cantos em noventa externos
if (PO.vertice != 3){

anguloprox = BuscaAngulo(P0, P2, PAuxP2);

if (anguloprox == 0 || status == 0){
// divide linha
P2.x = (Ant.x + P0s.x)/2.0;
P2.y = (Ant.y + Pos.y)/2.0;
P2 = BuscaNoProx(P2);
// cria elemento ant, p2, p0
I/l e p2, p0, pos
DeseLinh(Ant,Pos);
// Armazena elemento na tabela
MontTabeElem(Pos, PO, Ant);
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/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)

MontTabePontTang(Ant, 0, 0);

DeseLinh(P2,P0);

MontTabeElem(P2, Pos, P0);

/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)

MontTabePontTang(P2, 1, 0);

} else if (anguloprox >= 5 && anguloprox <= 15 &&

status == 1){

P2.x = (P2.x + P2Ant.x)/2.0;

P2.y = (P2.y + P2Ant.y)/2.0;

P2 = BuscaNoProx(P2);

// cria elemento ant, p2, p0

/I e p2, p0, pos

DeseLinh(P2,Ant);

Deselinh(P2,P0);

DeseLinh(P2,Pos);

/I Armazena elemento na tabela

MontTabeElem(P2, PO, Ant);

MontTabeElem(P2, Pos, P0);

/I Novo ponto tabela de pontos (dominio)

MontTabePontTang(Ant, 0, 0);

MontTabePontTang(P2, 0, 0);

}else {
DeselLinh(Pos,PAuxP2);
MontTabeElem(PAuxP2, Pos, P0);
}
}

1
if (67,5 < anguloant && anguloant <= 90° && 112,5° <
angulo && angulo <= 1352 ){
if (anguloant > 50 && anguloant < 86){
DeseLinh(Ant,Pos);
MontTabeElem(Ant, Pos, P0);
MontTabePontTang(Ant, 0, 0);
difstatus = false;

1
if (67,5° < anguloant && anguloant <= 90° && 90° <
angulo && angulo <= 112,52 ){
DeseLinh(Ant,Pos);
MontTabeElem(Ant, Pos, P0);
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
difstatus = false;

1
if (67,5° < anguloant && anguloant <= 90° && 67,5 <
angulo && angulo <= 90° )
DeseLinh(Ant,Pos);
MontTabeElem(Ant, Pos, P0);
MontTabePontTang(Ant, 0, 0);
difstatus = false;

1
if (0 < anguloant && anguloant <= 67,5° && 157,5° <
angulo && angulo <= 180° ){
if (PO.vertice == 3){
// encontrar bissetriz
P3 = GeraBissetriz(P0, Ant, Pos, 1);
// tamanho do eixo da bossetriz gerada
normaP1 = norma(Pos,P3);
/I altura maxima do triangulo equilatero = eixo AB *
0.86
normaP0 = norma(Pos,P0) * 0.86;
// nova coordenada para preenchimento
P1.x = PO.x - P3.x;
P1.y = PO.y - P3.y;
// encontra os novos pontos em relagdo a norma
P3.x = P0.x - (P1.x * normaP0) / normaP1;
P3.y = PO.y - (P1.y * normaP0) / normaP1;
P3 = BuscaNoProx(P3);
// segunda bissetriz
// encontrar bissetriz
P4 = GeraBissetriz(P0, PAuxP2, P3, 0);
// tamanho do eixo da bossetriz gerada
normaP1 = norma(Pos,P4);
/I altura maxima do triangulo equilatero = eixo AB *
0.86

normaP0 = norma(Pos,P0) * 0.86;

/I nova coordenada para preenchimento

P1.x = PO.x - P4.x;

P1.y = PO.y - P4.y;

// encontra 0os novos pontos em relagdo a norma
P4.x = P0.x - (P1.x * normaPO0) / normaP1;

P4.y = PO.y - (P1.y * normaP0) / normaP1;

P4 = BuscaNoProx(P4);

// Terceira bissetriz

/I encontrar bissetriz

P5 = GeraBissetriz(P0, P3, P2, 0);

// tamanho do eixo da bossetriz gerada

normaP1 = norma(Pos,P5);

/I altura maxima do triangulo equilatero = eixo AB *
0.86

normaP0 = norma(Pos,P0) * 0.86;

/I nova coordenada para preenchimento

P1.x = PO.x - P5.x;

P1.y =P0.y - P5.y;

// encontra 0os novos pontos em relagdo a norma

P5.x = P0.x - (P1.x * normaP0) / normaP1;

P5.y = PO.y - (P1.y * normaP0) / normaP1;

P5 = BuscaNoProx(P5);
P2 = BuscaNoProx(P2);
// Blssetriz
//DeseLinh(P0,P4);

// Blssetriz
DeseLinh(P0,P3);

// Blssetriz
//DeseLinh(P0,P5);

normaP0 = norma(P0,P3);
if (dif = DifePont(P3, normaP0, m, n, cont)){
DeseLinh(P0,P2);
DeseLinh(Pos,P2);
//MontTabePontTang(PO0, 0, 0)
//MontTabePontTang(P4, 3, 0
P4,3,0

)
//MontTabePontTang( );

]

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P3, 3, 0);

//MontTabePontTang(P3, 3, 0);

//MontTabePontTang(PO0, 0, 0)
//MontTabePontTang(P5, 3, 0
5,3,0

)
//MontTabePontTang(P5, 3, 0);

s

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
MontTabePontTang(P2, 0, 0);
//MontTabePontTang(P2, 0, 0);

MontTabeElem(P2, Pos, P0);

} else {
MontTabePontTang(Pos, 0, 0);
difstatus = false;

}else {
//alteracao em 09/04/2003
DeseLinh(Ant,Pos);
MontTabePontTang(Ant, 0, 0);
//MontTabePontTang(Pos, 0, 0);
difstatus = false;

}

status = 0;

1
if (0 < anguloant && anguloant <= 67,5° && 0 < angulo
&& angulo <= 157,52 ){
DeselLinh(Ant,Pos);
MontTabeElem(Ant, Pos, P0);
MontTabePontTang(Ant, 0, 0);
1

PO = Pos;

136



Pos = buscaproximo(cont, n, m);
Pos1 = buscaproximo(cont+1, n, m);
Ant = buscaanterior(cont, n, m);
cont++;

if (cont == n)Pos1 = buscaproximo(0, n, m);
}
}

B.3 Algoritmo para Fechamento da Fronteira

It

void TMDIChild::FechFron(){
MyPoint P0,Pos, Ant, P1,P3;
int I m,n;
double maxx, normaP1, normaP0;
int angulo, status;
float p1x,p1y,p2x,p2y;

if (difstatus == true){
/I subdivisao dos vértices em relacdo ao dominio
principal
| =6~ contint;
m=1I-6;
n = contlin;

// gera um nova entrada na tabela de pontos ao
encontrar um vértice concavo

contint++;

contlin = 0;

contcol = contcol + 6;

StringGrid2->ColCount = StringGrid2->ColCount + 6;

inti=0;
status = 0;

while (i < n){
P0.x = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+1][i]);
P0.y = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+2][i]);
Pos = buscaproximo(i,n,m);
Ant = buscaanterior(i,n,m);

maxx = ((P0.x - Pos.x)*(Ant.y - Pos.y))-((Ant.x -
Pos.x)*(P0.y - Pos.y));

if (maxx <-0.001 ){
pi1x = Ant.x - PO.x;
ply = Anty - P0.y;
p2x = Pos.x - PO.x;
p2y = Pos.y - PO.y;

angulo = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y);

if (angulo <= 87 || (angulo >= 90° && angulo < 100)){
DeseLinh(Ant,Pos);
MontTabePontTang(Pos, Pos.vertice, Pos.angulo);
MontTabeElem(Ant,P0,Pos);
status = 1;
} else if ((angulo > 87 && angulo <= 160) && status
== 0) {
/I encontrar bissetriz
P3 = GeraBissetriz(P0, Ant, Pos, 0);
// tamanho do eixo da bossetriz gerada
normaP1 = norma(Pos,P3);
// altura maxima do triangulo equilatero = eixo AB *
0.86
normaP0 = norma(Pos,P0) * 0.86;
// nova coordenada para preenchimento
P1.x = PO.x - P3.x;
P1.y =P0O.y - P3.y;
// encontra os novos pontos em relagdo a norma
P3.x = P0.x - (P1.x * normaP0) / normaP1;
P3.y = PO.y - (P1.y * normaP0) / normaP1;
/I Blssetriz
DeseLinh(P0,P3);

DeselLinh(Ant,P3);

DeseLinh(P3,Pos);

MontTabePontTang(P3,3, 0);
MontTabePontTang(Pos, Pos.vertice, Pos.angulo);
MontTabeElem(Ant,P0,P3);
MontTabeElem(P3,P0,Pos);
status = 1;
} else status = 0;
}else {
status = 0;
}
i++;

}

// subdivis@o dos vértices 9em relagdo ao dominio
principal

| =6 * contint;

m=1I-6;

n = contlin;

/I gera um nova entrada na tabela de pontos ao
encontrar um vértice concavo

contint++;

contlin = 0;

contcol = contcol + 6;

StringGrid2->ColCount = StringGrid2->ColCount + 6;

i=0;
status = 0;
while (i < n){

P0.x = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+1][i]);

PO.y = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+2][i]);
PO0.vertice = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+3][i]);
Pos = buscaproximo(i,n,m);

Ant = buscaanterior(i,n,m);

maxx = ((P0.x - Pos.x)*(Ant.y - Pos.y))-((Ant.x -
Pos.x)*(P0.y - Pos.y));

if (maxx < -0.001 ){

p1x = Ant.x - P0.x;
ply = Ant.y - PO.y;
p2x = Pos.x - PO.x;
p2y = Pos.y - PO.y;

angulo = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y);

if (status == 0 && angulo > 38 && angulo <= 85){
DeselLinh(Ant,Pos);
MontTabeElem(Ant,P0,Pos);
status = 1;

}else {

MontTabePontTang(P0, PO0.vertice, 0);
status = 0;

}
//MontTabePontTang(Pos, 0, 0);
/1} else if ((PO.vertice == 0 || PO.vertice == 3) &&
(Pos.vertice == 0 || Pos.vertice == 3)){
//MontTabePontTang(Pos, Pos.vertice, 0);
/4

}else {
MontTabePontTang(P0, P0.vertice, 0);
status = 0;
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i++;

B.4  Algoritmo para Costura da Malha

void TMDIChild::Costura(){
MyPoint PO, Pos, Pos1, Ant, P2;
int I,m,n, cont, angulo, anguloant, status, anguloprox;
double maxx;
float p1x,p1y,p2x,p2y;
double area;
int statusaux = 0;
inti=0,j=0;
bool pontoP0;

/I subdivisdo dos vértices em relagdo ao dominio
principal

| = 6 * contint;

m=1-6;

n = contlin;

area = AreaPolilrre(m,n);
while (area > 0){

// gera um nova entrada na tabela de pontos ao
encontrar um vértice concavo

contint++;

contlin = 0;

contcol = contcol + 6;

StringGrid2->ColCount = StringGrid2->ColCount + 6;

P0.x = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+1][0]);

PO.y = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+2][0]);
PO.vertice = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+3][0]);
P0.angulo = StrToFloat(StringGrid2->Cells[m+4][0]);
Pos = buscaproximo(0,n,m);

Ant = buscaanterior(0,n,m);

Pos1 = buscaproximo(1,n,m);

cont=1;

status = 0;
pontoPO0 = false;
while (cont <= n){

// encontrar o angulo

/I posiciona em coordenadas locais para calculo do
angulo

p1x = Ant.x - P0O.x;

ply = Ant.y - PO.y;

p2x = Pos.x - P0.x;

p2y = Pos.y - PO.y;

anguloant = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y);

pi1x = PO.x - Pos.x;
ply = PO.y - Pos.y;
p2x = Ant.x - Pos.x;
p2y = Ant.y - Pos.y;

angulo = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y);

// encontrar o angulo

/I posiciona em coordenadas locais para calculo do
angulo

pi1x = P0O.x - Ant.x;

ply = PO.y - Ant.y;

p2x = Pos.x - Ant.x;

p2y = Pos.y - Ant.y;

anguloprox = (int) EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y);

I fim if dif == true

/| area do triangulo se for positiva € um tirangulo
interno e se for

// negativa é externo.

maxx = ((PO.x - Pos.x)*(Anty - Pos.y))-((Ant.x -
Pos.x)*(PO0.y - Pos.y));

if (maxx < 0){
if (anguloant > 30 && anguloant <= 120){
if (angulo > 26 && angulo <= 105){
if (anguloprox > 25 && anguloprox <= 110){
if (j == O){

/ll valida angulo formado entre o ponto gerado e
0 proximo no

// encontrar o angulo

/I posiciona em coordenadas locais para calculo
do angulo

p1x = Ant.x - Pos.x;

ply = Ant.y - Pos.y;

p2x = Pos1.x - Pos.x;

p2y = Pos1.y - Pos.y;

anguloprox = (int)
EncontraAngulo(p1x,p1y,p2x,p2y);

//if (cont == 1) pontoPO0 = true;

if (anguloprox > 30 && cont = 1){ //pontoP0 ==
false){
DeseLinh(Ant, Pos);

MontTabeElem(Ant,P0,Pos);
status = 1;

i=1;

//pontoPO0 = true;

}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
i=0;

1

}else {

MontTabePontTang(PO0, 0, 0);

j=0;

lelse {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
j=0;

lelse {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
i=0;
1
}else {
MontTabePontTang(P0, 0, 0);
j=0;
}
}else {
MontTabePontTang(PO0, 0, 0);
j=0;
1

PO = Pos;

Pos = buscaproximo(cont, n, m);

Ant = buscaanterior(cont, n, m);

Pos1 = buscaproximo(cont+1, n, m);
cont++;

if (cont == n)Pos1 = buscaproximo(0, n, m);

1
//if (status == 0) MontTabePontTang(Pos, 0, 0);
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| = 6 * contint;

| = 6 * contint; m=1-6;
m=1-6; n = contlin;
n = contlin; statusaux++;
}
/fif (pontoP0 == true) status = 0;
i++;
if (status == 0) { if (statusaux > 2) break;
ReorganizaNo(l,m,n);
| =6 * contint; area = AreaPolilrre(m,n);
m=1-6;
n = contlin; if (n <= 3) break;
}
ReorganizaNo(l,m,n); }
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