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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar e aplicar uma teoria para solugio
de placas laminadas compostas com trincas transversais em sua matriz.
Consideracdes sobre a relacdo tensdo-deformacdo de um laminado sem trincas séo
investigadas para posteriormente incluir-se o defeito na estrutura. O dano é
embutido nas equagoes constitutivas que sdo derivadas dos principios da Mecanica
do Dano, baseadas nas restricoes termodinamicas. A inclusédo do dano é feita através
de um tensor de segunda ordem contendo as variaveis internas de estado, que
carregam consigo as caracteristicas geométricas e cinemadaticas das trincas. A
determinacdo destas variaveis é feita para modo I de carregamento e modo I e III de
carregamento acoplado através de um modelo numérico. Utilizou-se o Método
Modificado da Funcio de Green Local para a obtencio da solucdo aproximada. Essa
técnica decorre da associacdo dos métodos dos elementos finitos e dos elementos de
contorno, sendo o sistema final de equacoes associado aos graus de liberdade de
contorno. O procedimento implementado é semelhante ao que se faria num
programa convencional de elementos finitos, porém a solugéo final é determinada no
contorno. Sao apresentados diversos resultados, variando-se o nimero de laminas, a
orientacio das fibras e o grau de danificacdo. Os resultados obtidos sdo comparados

com os encontrados na literatura.
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Abstract

The aim of this work is present and applies a theory for approximate solution
of the symmetrical laminated composite plates with transverse cracks in matrix.
Strain-displacements relations are investigated for structures without cracks
(undamaged) and further including the cracks. Damage is embedded within the
constitutive equations derived based on the principles of Continuum Damage
Mechanics and thermodynamics constraints. The damage enclosure is done by a
second order tensor containing the internal state variables (that represent the
transverse crack geometry and kinematics). Numerical analysis is used to evaluate
the internal state variables under mode I and coupled mode I and III loads. The
Modified Local Green’s Function Method is used to get the approximate solution.
This technique adds the Finite Element Method and Boundary Finite Method but
the final equations system are associated with boundary degrees of freedom. The
methodology is similar to Finite Element but Boundary Element establishes the
final solution. Several results are showed varying stacking sequences, plies number,
plies orientation and damage extension. The results are compared with other

researches.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracées Gerais

Atualmente, existe um grande esfor¢co na pesquisa de materiais avancados
que apresentem caracteristicas mais favoraveis as aplicagfes para as quais se
destinam, tais como, os materiais laminados compostos sobre efeito de tracdo. Os
mais recentes avancos na area industrial, principalmente na aeroniutica e médica,
revelam o quéo estratégicas sdo as pesquisas sobre os novos materiais visando sua
aplicagdo e comportamento estrutural mais eficiente. Materiais compostos sao
exemplos que confirmam esta observacdo. Entretanto, em ordem de se otimizar o
projeto e a fabricacdo de tais estruturas, é importante compreender-se os modos de
falha e de fratura destes materiais sujeitos a diferentes condi¢bes de carregamento.
Este trabalho versara sobre materiais laminados compostos contendo dano interno

em sua estrutura e serdo tratados nos itens que se seguem.

1.1.1 Materiais Compostos

Os materiais empregados pelo homem ao longo de toda a sua histéria podem
ser agrupados em quatro categorias basicas: metais, polimeros, ceramicos e
compostos. A importancia relativa entre eles variou durante os séculos. Por exemplo,

nos primérdios da civilizacdo (10.000 a.C.), predominava o uso e o interesse por
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polimeros, tais como madeira, tecidos e fibras, e por ceramicos, tais como pedras,
argilas e argamassas e, mais tarde, o vidro. Os metais que despertavam maior
interesse eram o ouro, o cobre e o bronze. As primeiras aplicacdes de compostos
foram em tijolos misturados com palha.

Ao longo dos séculos, novas descobertas foram realizadas e a importancia
relativa entre os materiais foi se modificando, observando-se um imenso predominio
dos metais sobre os de outras espécies. O Século XVIII foi marcado pelo uso
intensivo dos agos como materiais estruturais. Em meados do Século XX, as
aplicacdes mais avancadas para a época faziam uso de pecas de ligas metélicas (de
aco, de aluminio, superligas de titanio, de zircénio, etc...).

O Século XX foi também marcado pela expansio da induastria quimica,
notadamente a associada a exploracdo do petrdleo, o que permitiu um grande
impulso na descoberta e desenvolvimento de novos polimeros tais como nylon,
poliestireno, acrilicos, epdxi, e outros polimeros de alta resisténcia. Hoje em dia,
pecas com finalidades estruturais importantes utilizam polimeros, substituindo
muitas vezes as convencionais pecas metalicas.

A partir dos anos 60, comegaram a surgir fios e fibras de alta resisténcia, tais
como fibras de carbono, que permitiram a fabricacdo de pecas de materiais
compostos avancados associando tais fibras a uma resina ou matriz poliméricas. O
resultado disso foi o grande desenvolvimento no projeto de estruturas de materiais
compostos, sendo a industria aeroniutica a maior beneficiaria.

Com estes extraordindrios avancos tecnolégicos, a importancia relativa dos
materiais sofreu um re-arranjo. Hoje os materiais metalicos vém perdendo espaco,
sendo cada vez mais substituidos por polimeros, ceramicos e compostos,
principalmente naquelas aplicagoes que exigem alta resisténcia, elevada rigidez e
baixo peso. A Figura 1.1 ilustra a importancia relativa dos materiais ao longo da
Histéria da Civilizacdo onde se pode observar a evolucdo da importancia relativa
destes tipos de materiais. Projeta-se, para as préximas décadas, uma utilizacdo cada
vez maior de polimeros, compostos e ceramicos, com a reducdo do uso de materiais

metalicos.
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Figura 1.1 - Importancia relativa dos materiais ao longo da Histéria [Gibson (1994)]

Hoje em dia, o campo de aplicacdo dos materiais compostos é muito amplo,
sendo os mesmos empregados nas mais diversas situagoes, especialmente naquelas

que requerem maior tecnologia. Assim, vale mencionar:

A. Aplicacoes na industria aerondutica.

A utilizacdo de materiais mais leves e reforgados na estrutura de avides,
helicépteros (Figura 1.2) e satélites permite que, pela diminuicio de seu préprio
peso, aumente-se o volume do tanque de combustiveis ampliando a autonomia do
v60; em aeronaves de passageiros a reducdo do peso proprio pode ser compensado
pelo maior nimero de usudrios. Além disso, a utilizacdo de compostos pode ser feita
no intuito de se melhorarem as condigdes de exposicdo térmica a que tais aeronaves

muitas vezes sdo submetidas em conseqiiéncia das elevadas velocidades.
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Figura 1.2 — Avido comercial (a), helicéptero (b) (www.saint-gobainvetrotex.com.br,
24/02/2004) e militar (c) (www.fiberset.com-html-work.htm, 24/02/2004)

B. Aplicagoes na industria automotiva.

Varios componentes dos veiculos modernos tais como ilustrado na Figura 1.3,
sdo feitos em materiais compostos, por exemplo, carrocerias (de fibra de vidro),

tampa de comando de valvulas, sistema de pedais, eixos de direcdo, etc.
C. Outras aplicacoes relevantes.
Muitas outras aplicagdes podem ser citadas, tais como, as industrias navais,

esportivas e até na bio-engenharia, onde inimeras proéteses precisam ser fabricadas

reunindo-se propriedades especiais que s6 um composto pode atender.
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e

Figura 1.3 — Carros (a), caminhdes (b), exemplos de sistema de pedais (c) e tampa do
comando de valvulas com poliamida reforcada (d) (www.saint-
gobainvetrotex.com.br, 24/02/2004) e eixos de direcdo (e) (www.strongweel.com,
24/02/2004)

1.1.2 Danificacdo em Estruturas Compostas

Sélidos sujeitos a certas condi¢des de carregamentos podem sofrer rearranjos
na sua estrutura interna. Isto pode acarretar micro-trincas, vazios ou cavidades,
formando uma alta concentragdo de tensdo. Tais alteragbes na micro-estrutura
interna, denominadas de dano, enfraquecem o material a nivel microscopico,
diminuindo sua rigidez. Os danos internos existem como perturbacoes discretas e,
assim, sua analise permanece como um objetivo consideravel.

A Mecanica do Dano em Meios Continuos é um ramo emergente de estudo
dos efeitos da deterioracido do material em sélidos. Ela leva em conta os efeitos da
degradag¢ao de modo difuso e progressivo dos materiais quando submetidos a agoes
de natureza mecanica ou nao-mecanica, por meio da reducido das propriedades de

resisténcia e rigidez do material. E importante notar, desde logo, a diferenca entre a
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Mecanica do Dano e a Mecanica da Fratura. Enquanto que a Mecanica da Fratura
lida com condi¢oes de propagagido de uma fissura macroscopica imersa num meio
continuo integro, a Mecanica do Dano se ocupa do efeito, sobre a resposta do
material, de um processo de microfissuracio distribuida que se desenvolve numa
etapa preliminar a formacédo da fissura discreta.

Hoje em dia, o comportamento das estruturas de materiais compostos sem
danificacdo (isto é, integras) é bem compreendido e a avaliacdo do desempenho
mecanico é feita por processos consagrados. Contudo, quando apresentam uma
condicdo danificada, ndo se tem o mesmo entendimento do comportamento
estrutural quando comparado com a condi¢do original. A vida tutil dos materiais
compostos pode ter pode ser comprometida quando existe alguma danificacdo. Como
exemplo de estruturas danificadas, a Figura 1.4 mostra placas laminadas compostas

contendo trincas transversais em sua matriz.

c) Rl d)

Figura 1.4 - Exemplos de laminados compostos com trincas transversais na matriz [Lim
(1999)]: a) Laminado [0/90/0/90]s; b) Laminado [0/9040/90s]s; ¢) Laminado
[0/9020/902)s e d) Laminado [0/902/0/904/0/905/0/902/0]
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O processo de danificacdo de estruturas estd muito bem estabelecido em
materiais isotrépicos, com o desenvolvimento da “Mecanica da Fratura” onde, para
materiais eldstico-lineares, um s6 parametro, a tenacidade a fratura, o caracteriza
adequadamente. Entretanto, a aplicacdo desta teoria para analise de materiais
compostos tem encontrado algumas limitagdes ja que seu processo de danificacéo é
bastante distinto dos materiais isotrépicos. Sendo assim, estes materiais necessitam
de novas abordagens para que se modele o complexo estado de dano e sua evolugéo.

Na Figura 1.5, mostra-se, como exemplo, algumas manifestacées do dano em
estruturas laminadas compostas. Como citado por Nairn (2000b), Hashin (1987),
Allen et al (1987b), Tay e Lim (1996), dano por trincas transversais geralmente
constitui-se no primeiro tipo de dano interno em laminados compostos refor¢ados
com fibras continuas unidirecionais. Estas trincas transversais formam-se em
laminas com fibras direcionadas distintamente do eixo de carregamento,
estendendo-se paralelamente a estas fibras, alongando-se por sua largura e
espessura. A multiplicacdo das trincas transversais ocorre de maneira difusa,
reduzindo-se a vida de estruturas compostas carregadas com a reducdo de sua
rigidez. Além disso, as trincas transversais aceleram o inicio de delaminacdes,
alteram a frequéncia natural e aceleram a degradacdo destas estruturas em

ambientes severos.

delaminagio local _—\

[

-

@

R P == f
L L I g

=

y R
- r = — ‘\L
trincas transversais "‘\._,____, delaminacio

em liminas com entre 13minas
diregio qualquer

Figura 1.5 — Trincas transversais e delaminac¢des em laminados compostos com fibras em
direcdes quaisquer [Lim (1999)]



Capitulo 1: Introdugdo 8

1.2 Objetivo

A utilidade estrutural dos materiais compostos pode somente ser aproveitada
quando seus comportamentos estruturais néo-danificados e danificados sdo bem
compreendidos e efetivamente caracterizados. O wuso continuo de estruturas
compostas comportando danos internos é praticavel e pode ser uma boa alternativa
de custo quando sua vida util é estendida. Para isso, teorias de dano e sua evolucao
precisam ser adequadamente caracterizadas para prever o fenomeno de trincas
transversais em materiais compostos.

Este trabalho tem como objetivo aplicar a Teoria do Dano em Meios
Continuos, proposta por Allen et al (1987) e aplicada por Lim e Tay (1996) para
laminados compostos contendo trincas transversais na matriz, descrevendo-se o
comportamento de tais estruturas através de sua perda de rigidez utilizando-se de
um método aproximado de solu¢cdo denominado “Método Modificado da Func¢do de
Green Local (MMFGL)”. Assim, sdo tratados neste trabalho materiais compostos
laminados com fibras continuas contendo dano somente por trincas transversais,
desconsiderando-se outros tipos de dano, tais como, delaminagoes e rompimento das

fibras.

1.3 Organizacao do trabalho

Inicialmente, no Capitulo 2, realiza-se uma revisido bibliografica das
principais teorias de dano desenvolvidas até o momento atual, suas aplicacoes e
limitacdes e novos avancos e direcionamentos de estudos de dano e fratura em
materiais utilizados na engenharia.

No Capitulo 3, mostram-se os principais aspectos dos materiais compostos e
algumas de suas propriedades superiores aos materiais tradicionais. Também, faz-se
mencio sobre a relacdo tensdo-deformacido de uma lamina e de um laminado,
simplifica¢bes, convencgées e teorias aplicadas a placas laminadas.

No Capitulo 4, apresenta-se um tensor de segunda ordem das variaveis
internas de estado que sdo embutidas dentro das equacoes constitutivas derivadas

dos principios da Mecanica do Dano em Meios Continuos, baseadas nas restri¢oes da
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Segunda Lei da Termodinamica. Assim, expdoem-se as relagdes constitutivas para
laminados compostos com trincas transversais.

Uma descri¢do de como sdo calculadas as variaveis internas de estado é feita
no Capitulo 5, onde se apresenta uma proposta numérica através do Método dos
Elementos Finitos para avaliarem-se tais variaveis. Estas varidveis sao
desenvolvidas para carregamento Modo I e carregamentos acoplados Modos I e III.

Mostra-se, no Capitulo 6, a implementacio do dano ao Método Modificado da
Funcéo de Green Local justificando-se o desenvolvimento da Teoria do Dano junto ao
Método dos Elementos Finitos, com a inclusido do dano através de vetor somado ao
vetor dos carregamentos aplicados.

Aplica-se a metodologia proposta no Capitulo 7, onde sdo apresentados
alguns resultados de configuracgoes diversas de laminados compostos. O principal
foco é verificar a perda de rigidez de tais laminados comportando trincas
transversais em sua matriz.

Finalmente, no Capitulo 8, faz-se alguns comentarios finais, apresentando-se

a conclusio e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Revisdo das Teorias sobre o Dano

Este capitulo tem como finalidade apresentar uma breve revisdo sobre as
teorias de danificacdo em estruturas compostas, apresentando as suas vantagens e
limitagoes e ainda, algumas tendéncias sobre o estudo de materiais compostos
danificados.

Durante o processo de desenvolvimento de uma teoria é necessario identificar
e representar os mecanismos de dano subjacentes ao seu fenémeno tal que a
resposta ao dano da estrutura possa ser bem refletida pela teoria proposta. Todas as
teorias propostas para materiais contendo falhas e suas estruturas necessitam, de
alguma forma, de dados empiricos de entrada para modelar o fenomeno do dano.
Existem trabalhos que exigem dados empiricos obtidos por testes padronizados (ex.
ASTM) [Tsai et. al (1990)], [Zhang et. al (1992)], [Hashin (1986)], [Hashin (1987)],
[Dvorak et. al. (1985)], [Laws et. al (1983)], [Lim e Tay (1996)], [Tay et. al (1992)],
[Varna e Berglund (1991]. Outras requerem dados empiricos ndo-padronizados e
para isto exigem testes especiais adaptados [Hahn e Tsai (1974)], [Tsai e Hahn
(1975)], [Highsmith e Reifsnider (1982)], [Wang et. al (1985)], [Laws e Dvorak
(1988)], [Laws et. al (1983)], [Allen et. al (1987a)l, [Allen et. al (1987b)], [Talreja
(1985)], [Talreja et. al (1992)]. Desta forma, dados empiricos néo-padronizados

necessitam de um esforco adicional para provar sua invariancia para diferentes
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tipos de laminados. Isto conduz a uma situacao onde os escopos tedricos de aplicacao
destas solugbes tornam-se incertos.

Alguns estudos realizados por Masters e Reifsnider, conforme Lim (1999),
conduziram a descoberta de um Estado de Dano Caracteristico — um histérico
independente do carregamento, fenomeno da saturagdo das trincas transversais.
Eles mostraram uma explicita correlacdo da redugdo de rigidez com o aumento do
numero de trincas transversais.

Modelar o dano por trincas transversais é ainda muito mais complicado pela
influéncia das diferentes restrices impostas individualmente pelas laminas
danificadas com fibras em direcdo genérica devido a laminacao. Possiveis fatores de
restrigdo tais como: espessura da lamina, orientacdo e seqiiéncias de empilhamento
das laminas nfdo sdo bem compreendidos. Conforme descrito por Lim (1999), em
laminados com fibras cruzadas e laminados com fibras em direcdo genérica existem
evidéncias para mostrar que a espessura, a orientacio e a sequéncia de
empilhamento das laminas necessitam ser consideradas. Efeitos de restricdo, além
de influenciar a resposta ao dano das laminas individuais danificadas, também
podem governar o inicio e a caracteristica de evolugao de trincas transversais em
laminas individuais para laminados compostos em geral. Assim, o inicio da trinca
transversal e o critério de evolugao devem considerar os efeitos de restricdo em geral
nas laminas individuais dos laminados. Também, quanto maior a densidade de
trinca, menor torna-se a distancia entre as trincas transversais. Este resultado gera
um alto nivel de interacbes entre trincas transversais adjacentes e pode impedir a
formacgao de novas trincas. Interagdes entre trincas transversais é um dos principais
mecanismos de saturacio delas. Além disso, também sio esperados que diferentes
restricbes das laminas possam gerar diferentes niveis de efeitos nas interacées entre
as trincas. Outros tipos de dano tais como, a delaminacido e a ruptura das fibras,
também contribuem para intensificar a extensdo das interacdes entre trincas
transversais. Quando o primeiro mecanismo de dano for desencadeado, as interagoes
entre trincas serdo iniciadas e o fenomeno de saturacdo das trincas transversais
também. Os fenomenos da competicdo de mecanismos de dano e sua interacdo no
estado de saturacao das trincas transversais estdo além do escopo deste trabalho.

Especialmente nas industrias aeroespacial e marinha, estruturas compostas
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freqlientemente operam sob condigdes extremas provenientes de carregamentos
mecanicos adversos e de temperatura residual induzida. Alguns autores a
consideraram em seus trabalhos [Nairn (2000a)], [Nairn (2000b)], [Nairn (2001)].
Além da consideragao de carregamentos mecanicos e de temperaturas residuais
induzidas, a andlise da evolucdo do dano para carregamentos induzidos por

variagoes da temperatura sdo necessarias.

Modo 1 Modo I1 Modo III
(Abertura) (Cisalhamento no Plano) (Cisalhamento Fora do Plano)

A

A X

Figura 2.1 — Modos I, II e III de carregamento em trincas

Analisando-se uma configuragdo de um carregamento genérico em uma
trinca, a resposta estrutural pode ser desmembrada em componentes de
carregamentos modo I, II e III, visto na Figura 2.1. Em laminados compostos
genéricos sujeitos a carregamento axial, os modos I e III acoplados de carregamento
atuam em trincas transversais de laminas com fibras em diregdo genérica. Até o
momento, muitos modelos de dano levam somente em conta o modo I de
carregamento para as trincas transversais, dedicando-se apenas a laminados
compostos com fibras cruzadas [Tsai (1965)], [Wang et. al (1985)], [Laws e Dvorak
(1988)], [Zhang et. al (1992)], [Nairn (1989)], [Laws et. al. (1983)], [Praveen e Reddy
(1998)], [Talreja et. al. (1992)], [Tay et. al (1992)], [Varna e Berglund (1991)]. A fim
de se resolver dano por trincas transversais em laminados compostos genéricos, as
teorias propostas precisam considerar modos I e III de carregamentos acoplados em

trincas transversais das laminas individuais com fibras em direcdo genérica, visto
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na Figura 2.2. O carregamento modo II em trincas transversais esta associado com

solicitacées no plano e de torcdo nos laminados e ndo serdo considerados neste

trabalho.
Trincas transversais sob carregamento modo I - laminados com fibras .
cruzadas Lamgnas
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Figura 2.2 — Modos de carregamento em trincas transversais para laminados com fibras
cruzadas e laminados com fibras em direcdo genérica [Lim (1999)]

O desafio imediato é desenvolver uma teoria do dano mais efetiva, geral e que
considere a evolucio das trincas transversais em laminados compostos genéricos. O
dano e sua evolucido devem levar em conta efeitos de restricdo e interacoes entre
trincas transversais em laminados com fibras em direcées quaisquer, assim como
carregamentos induzidos provenientes das variagoes da temperatura e modos de
carregamento acoplados. Para o presente trabalho, a evolucdo do dano néo é
considerada.

Os mecanismos de dano subjacentes discutidos acima estdo presentes em
todos os laminados compostos que contém dano por trincas transversais. Entretanto,
nenhuma das literaturas conhecidas atualmente considera todos os mecanismos de
dano simultaneamente. O desenvolvimento de metodologias que considerem todos os
mecanismos de danos identificados é necessario.

Muitos métodos tedricos foram propostos com a evolucio da compreensio dos

mecanismos basicos das trincas transversais. Os modelos de dano podem ser
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divididos em teorias baseadas na camada descontinua, métodos de cisalhamento
defasado, mecanica variacional, esquemas autoconsistentes, mecanica do dano em
meios continuos, método dos elementos finitos, entre outros. Um resumo de varias

metodologias para cada modelo é discutido a seguir.

e Teoria da Camada Descontinua

Nesta aproximacio, a rigidez da lamina danificada é descontinuada no inicio
da primeira trinca transversal. Assim, a fisica subjacente ao processo do dano néo é
levada em conta. A Camada Descontinua é amplamente aceita e usada devida a sua
simplicidade embora excessivamente conservadora, pois predi¢cdes de propriedades
residuais e trincas em laminas com fibras na dire¢ido contraria ao carregamento
ainda conservam consideravel quantidade de sua capacidade inicial ao carregamento

[Tsai (1965)].

e KEsquemas Auto-Consistentes

Os Esquemas Auto-Consistentes fazem uso da solucéio por inclusdes (trincas)
em um meio anisotrépico para obter o moédulo efetivo de uma lamina com trincas
usando o Método Variacional. Na literatura, microfissuras sdo utilizadas como
inclusdes para o modelo de trincas transversais. Neste caso, as transposicdes de
fissuras que representam a geometria fisica das trincas transversais sao
questionaveis. Além disso, em laminados compostos, efeitos de restricio devido a
variacdo da espessura da lamina, a orientacdo e sequéncia de empilhamento das
laminas adjacentes e as l1aminas com trincas sfo normalmente desprezadas [Dvorak

et. al. (1985)], [Laws et. al. (1983)].
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e Mdétodos Estatisticos

Alguns autores usaram uma distribuicdo estatistica para descrever o
comportamento de laminas com trincas transversais em laminados com fibras
cruzadas. Neste Método Estatistico, dados empiricos adicionais sdo necessarios para
preencher as constantes estatisticas. Além disso, as constantes identificadas de
experimentos especialmente elaborados precisam mostrar invaridncia quando
aplicados a diferentes laminados [Peter et. al. (1983)].

Outros autores utilizaram elementos finitos para determinar coeficientes de
taxa de liberagao de energia associadas com trincas transversais em laminas a 90°
em laminados com fibras cruzadas. Combinando-se uma distribuicdo estatistica de
fissuras nas laminas a 90° e implementando-se uma rotina, as evolucdes de trincas
transversais sao analisadas. Este método necessita da determinagido do tamanho
inicial da falha — um valor de entrada desconhecido. Estudos dos efeitos das
variacoes de restricdo da lamina no comportamento de iniciacdo e saturacio de
trincas transversais em laminados com fibras cruzadas foram relatados por Wang

(1985).

e Meétodo Variacional

Pela imposig¢ao de equilibrio, das condigoes de contorno, Hashin aplicou o
método variacional na func¢ido energia de deformagdo complementar e estendeu a
andlise para incluir o Modo III (carregamento por cisalhamento) em laminados com
fibras cruzadas. O modelo de Hashin assumiu que as tensdes normais das laminas
na diregao do carregamento sdo constantes em toda espessura da lamina. Apesar do
rigor do método, este é capaz de resolver laminados com trincas transversais de
configuracio [0°x/90°:]s somente, onde m e n significam um nimero qualquer de
laminas e s laminados simétricos. A aproximacgdo de Hashin prediz a perda de
rigidez de simples laminados com fibras cruzadas [Hashin (1987)].

Nairn estendeu o modelo variacional de Hashin para incluir tensées térmicas
residuais e aplicou um critério de evolucao baseado na Mecanica da Fratura para

estudar o comportamento progressivo de trincas transversais de laminados com
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fibras cruzadas [0°m/90°]s e [90°m/0°n]s. Até entdo, os modelos comentados sio
somente unidimensionais, e as tensdes assumidas sdo fun¢des somente da direcéo
longitudinal [Nairn (1989)].

Varna e Berglund (1991) aperfeicoaram o método de Hashin considerando
tensées variando na espessura e direcoes longitudinais para as laminas a 0° e a 90° -
uma andalise bi-dimensional. Contudo, métodos numéricos sio necessarios para
resolver o processo de minimizacdo do funcional energia de deformacéo
complementar. A solugdo alcangada demonstra uma representacdo mais realista do
estado de tensGes, mas o método pode somente resolver dano por trincas

transversais em laminados com fibras cruzadas [0°m/90%]s e [90°m/0°x]s.

e Teorias de Cisalhamento Defasado (“Shear Lag Theories”)

Nos modelos de Cisalhamento Defasado, as distribui¢cbes de tensdo s&o
obtidas a partir das condi¢gdes de equilibrio na forma integral. As equacgdes de
equilibrio ndo sdo, portanto, satisfeitas em cada ponto dentro do laminado. As
distribuicdes resultantes de tensdo sdo tais que as condigées de tensdo de
cisalhamento zero na superficie da trinca nio sio satisfeitas.

Ha duas classes de modelos desta teoria, distinguindo-se pela distribuigao de
tensoes assumidas dentro das laminas a 0° e 90°. A primeira classe de modelos varia
a distribuicio de tensdes somente na direcio longitudinal (modelos
unidimensionais). Os modelos foram propostos por Highsmith e Reifsnider (1982),
Laws e Dvorak (1988), entre outros.

A outra classe de modelos varia a distribuicdo de tensGes na direcao
longitudinal e na espessura (modelos bidimensionais). Tais modelos foram propostos
por Tsai et. al (1990), Zhang et. al. (1992), entre outros.

Ambos os modelos, unidimensional e bidimensional, necessitam determinar o
parametro “shear lag” (cisalhamento defasado). Este parametro governa a
quantidade de transferéncia de carregamento entre as camadas a 0° e 90°. Nos
modelos unidimensionais, o parametro “shear lag” é associado a uma regido rica em
resina entre as camadas a 0° e 90° [Highsmith e Reifsnider (1982)]. O parametro

“shear lag” foi determinado experimentalmente ou por adaptacdo de curvas para
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unir-se as predicoes tedricas de resultados experimentais. Para modelos
bidimensionais, este parametro é determinado com uma funcéo das propriedades do
material do laminado e da geometria da trinca. Isto depende da forma assumida do
deslocamento longitudinal da lamina a 90°.

Uma vantagem das Teorias de Cisalhamento Defasado é que os efeitos de
restrigdo a resposta do dano em laminas com trincas sado explicitamente modelados.
Sendo assim, estas teorias fornecem informacoes micromecanicas detalhadas dos
estados de tensdo de uma trinca e do laminado danificado. Além disso, os efeitos da
interacdo entre as falhas durante as andlises de evolucgdes das trincas transversais
sdo levadas em conta. Entretanto, as Teorias de Cisalhamento Defasado sio
freqientemente limitadas a analises de simples laminados com fibras cruzadas

[0°m/90°u]s € [90°m/0°%]s.

e Meétodo dos Elementos Finitos

Praveen e Reddy (1998) utilizaram uma Teoria de Lamina Discreta para
derivar um limite superior variacional no moédulo efetivo de laminados com fibras
cruzadas restringidos interna e externamente. Eles também propuseram uma
normalizac¢do do perfil de abertura da trinca como uma elipse, alegando levar em
conta variacoes de empilhamento, densidades de trinca e parametros dos materiais
de laminados.

McLaughlin e Santhanam (2002), através do Método dos Elementos finitos,
modelaram cada lamina em estado plano de tensées unindo-as nos nés e desunindo-
as onde existiam danos (trincas transversais e delaminacdes). Um critério para
propagacéio das trincas fol proposto através da taxa de liberacdo de energia obtendo-
se resultados préximos, mas demonstrando que um melhor critério para propagacao

das trincas é necessario.

e Aproximacao Semi-Inversa

Hahn e Tsai [Hahn e Tsai (1974)], [Tsai e Hahn (1975)] utilizaram uma

aproximacio semi-inversa para modelar as tensées-deformacées de laminados com
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fibras cruzadas depois da ocorréncia da primeira falha.

e Variacio da Energia Elastica

Gudmundson e Ostlund (1992) propuseram uma teoria de dano baseada na
premissa da degradacgio das constantes de engenharia originando-se do dano por
trinca transversais e podendo ser determinadas da variagdo da energia elastica de
estruturas compostas. A teoria ¢é aplicavel para modelos bidimensionais e
tridimensionais de reducdo de rigidez para empilhamentos de laminas em geral.
Contudo, esta teoria ndo leva em conta a evolucdo do dano e efeitos de restrig¢io.

Tseng [Tseng (2000a)l, [Tseng (2000b)] sugeriu um novo parametro para
deteccdo do dano global: Energia de Defeito Estatica. Esta metodologia busca uma
simplificagdo de experimentos dinamicos para estaticos, obtendo-se apenas um
conjunto de variagoes da energia estatica para o calculo do dano. Utiliza-se o indice
de dano como dado de entrada (razdo entre a drea danificada e a 4rea original) para
se reduzir o médulo de elasticidade do elemento que esta danificado e variando-o

para se determinar a variacdo na energia estatica.

e Mecanica do Dano em Meios Continuos

A Mecanica do Dano em Meios Continuos foi introduzida pela primeira vez
por Kachanov (1958). Este trabalho pioneiro procurou justificar a ruptura,
precocemente observada em relacao ao esperado em metais que se encontravam em
regime de deformagdo lenta, como conseqliéncia da existéncia de defeitos no
material. A partir de entdo, a teoria do dano teve grandes avangos, principalmente
por Lemaitre (1992).

Desta forma, para se considerar os defeitos no material, a Mecanica do Dano
em Meios Continuos utiliza variaveis internas de estado, representando diferentes
tipos de dano interno dentro de estruturas com trincas. Isto exige que os defeitos
internos estejam numa distribuigdo estatisticamente homogénea. Baseado nas
restricbes da Segunda Lei da Termodinamica, equagdes constitutivas para sélidos

tridimensionais contendo dano interno sdo derivadas em termos das variaveis
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internas de estado e variaveis externas (deformacdes, temperaturas, etc).

A maioria das Teorias da Mecanica do Dano em Meios Continuos leva em
conta carregamentos de modo I e III e sdo aplicaveis para analises tridimensionais.
A restricio destes modelos repousa no fato de que dados experimentais sao
necessarios para determinar valores de constantes e para variaveis internas de
estado dentro das equacgbes constitutivas.

As variaveis internas de estado precisam ser identificadas tanto em métodos
onde os fenémenos sio baseados na macromecanica quanto na micromecanica. Nas
teorias 1niciais, a mailoria das constantes e das variiveis internas de estado sdo
determinadas utilizando-se métodos fenomenolégicos. Freqiientemente, as
constantes e as variaveis de estado necessitam de testes nao-padronizados e exigem
verificacdo para garantir sua aplicabilidade. Em alguns casos, dificuldades na
identificacdo das constantes de entrada foram relatadas, sendo sua interpretacio
néo 6bvia [Allen et. al (1987a)l, [Allen et. al (1987b)], [Talreja (1985)], [Talreja et.
al. (1992)].

As Teorias da Mecanica do Dano em Meios Continuos fornecem subsidios
para a resposta média de estados de dano da estrutura. Nelas faltam informagoes
detalhadas da micromecanica e, portanto, ndo levam em conta restri¢cées da trinca
transversal e nem efeitos de interacido. Além disso, estas teorias exigem leis de
crescimento do dano para descrever caracteristicas de evolugdo do dano por trincas
transversais.

Em alguns estudos, muitas constantes precisam ser determinadas. Algumas
néo sao tao facilmente encontradas. Ao mesmo tempo, desde que leis de crescimento
(leis de evolucdo) sdo derivadas de observacdes, diferentes leis de dano podem ser
assumidas para representar um mesmo comportamento de dano. Disto resultaram
diferentes teorias existentes na literatura. Em muitas destas teorias de dano,
adaptacbes de curvas para as constantes em leis de evolucdo e funcbes para as
variaveis de estado foram assumidas. Isto introduz muitas incertezas nos modelos
de dano propostos [Allen et. al (1987a)l, [Allen et. al (1987b)], [Talreja (1984a,
1984b)], [Talreja (1985)], [Talreja et. al (1992)].

Para superar as deficiéncias acima mostradas nas teorias de dano, Tay e Lim

(1996) propuseram calcular pelo Método dos Elementos Finitos as varidveis internas
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de estado da Teoria da Mecanica do Dano em Meios Continuos sugerido por Allen
[Allen et. al (1987a)], [Allen et. al (1987b)]l. Sua aproximacfio néo necessita de
experimentos para identificar as variaveis internas de estado. A aproximagao
proposta por Lim e Tay (1996) tem a capacidade de descrever danos por trincas
transversais com carregamentos modo I e III e permite predizer dano em laminados
compostos empilhados genericamente, levando em consideracdo alteracdes de
restricdo em laminas com fibras em diregoes genéricas.

As alteracoes de restricdo sao analisadas em termos de fatores de restri¢do
tals como a espessura da lamina, a orientacdo e as variacées da seqiiéncia de
empilhamento. O trabalho inicial de Tay e Lim, citado anteriormente, conduz a
evolucdo do dano somente por trincas transversais em laminados com fibras
cruzadas. Para uma completa analise do dano e sua evolucdo em laminados
compostos em geral, muitas pesquisas ainda sfo necessarias.

Allen et al (1988) desenvolveram equacdes constitutivas considerando dano
na matriz e por delaminacdo. O desenvolvimento foi feito através da teoria
constitutiva termo-mecanica e o dano foi incluido pelas variaveis internas de estado.
Este trabalho detalha uma defini¢do consistente das variaveis internas de estado
para delaminacido entre as laminas. A variavel interna para delaminacdo nio foi
incorporada no nivel da lamina através da alteracdo da constitui¢do da lamina, mas
sim na alteracio dos deslocamentos de Kirchhoff (Teoria Classica de Placas).

Ja, o trabalho de Lo et al (1993) fornece informacdes sobre a histéria da
progressao dos eventos de falha. A analise segue em trés fases: relagoes
constitutivas ndo-lineares sdo derivadas pela mecéanica do dano em meios continuos,
um algoritmo é proposto contendo estas relagées constitutivas para andalise da
estrutura e um critério de falha indica a falha catastréfica da estrutura. Lo et al.
utilizaram variavels internas para trincas transversals na matriz e para
delaminacdes. Allen [Allen (1994)], posteriormente, apresentou um trabalho similar.

Coats et al (1998) ofereceu uma andlise progressiva de falha, relacionando
dano por trincas na matriz e fratura da fibra via variavel de dano baseado na
cinematica em volumes de elemento representativo aplicado para carregamentos
quase-estaticos e ciclicos predizendo leis de evolugdo do dano. Predigdes da

resisténcia residual comparada com experimentos demonstraram resultados
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favoraveis. A evolucdo das variaveis de dano foi governada por experimentos
baseados na evoluc¢io do dano. A capacidade do modelo de dano adotada foi limitada
ao modo I (modo de abertura) e modo II (modo de cisalhamento no plano) para

trincas na matriz e fratura da fibra, respectivamente.

2.2 Outros Enfoques e Direcionamentos sobre o Dano

Muitos estudos estdo sendo direcionados para a deteccdo do dano por métodos
nao-destrutivos, na busca de parametros dinamicos que identifiquem o dano. Alguns
autores utilizam autovalores para se determinar a variacio da freqiiéncia natural de
sistemas danificados. Outros ainda analisaram os autovetores para verificar as
mudancas nos modos de vibrar das estruturas, conforme descrito por Araujo dos
Santos et al (2000), Tseng (2000a, 2000b) e Araujo et al (2000) que utilizam um
modelo numérico baseado no método dos elementos finitos com campo de
deslocamentos de ordem superior para identificagdo de seis moédulos elasticos do
material danificado.

Alguns autores estdo utilizando um método de homogeneizacio para predizer
a resposta constitutiva de laminas em materiais compostos. Métodos Locais-Globais
como Caiazzo e Costanzo (2001) determinam importantes parametros do material,
incluindo o carregamento na iniciacdo de trincas, taxa de crescimento do dano e
resultado efetivo da rigidez do material. Um nimero discreto de variaveis internas
de estado é calculado e as demais sao obtidas por interpolacdo. Este método divide-
se em trés fases: 1) Pré-processamento, onde um modelo para o comportamento local
do material é criado; 2) Solucdo, onde o comportamento global da estrutura é
determinado utilizando informacdes do estado do material deduzido da lei
constitutiva; 3) Pés-processamento, onde os dados do estado do material sdo
armazenados para revisdo. Apresenta alguns bons resultados para compostos
[0/90s]s, [0/90]s vidro/epéxi, entre outros. Ja Carrere et al (2002) apresentam duas
solucoes multi-escala: uma aproximagao seqiiencial e uma aproximacao integrada. A
primeira é composta de um modelo macroscopico classico que é deduzido das
passagens da multi-escala. Tais modelos contém algumas caracteristicas

microscopicas, embora eles sejam escritos como equacgbes puramente
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fenomenoldogicas na escala macroscopica. O composto é entdo descrito na escala
estrutural como uma média homogénea. Apresenta baixo custo computacional, mas
as quantidades locais sdo tratadas na média. A segunda resolve as leis constitutivas
na escala local. Isto é possivel utilizando-se um modelo analitico que d4 as relacgoes
entre a escala macroscépica e a microscopica. Também é possivel utilizar uma
aproximacao multi-nivel por elementos finitos. Apresenta uma descrigdo precisa das
quantidades locais, mas requer um alto custo computacional.

Novos avancos caminham para implementac¢do de uma zona coesiva que é
empregada para predizer a formacdo de novas superficies (que formam as fissuras)
dentro de corpos. O comportamento nao-linear e sem carregamento da zona coesiva
resultara na criacdo de fronteiras internas onde energia suficiente é fornecida para a
extensdo da trinca. Estes problemas podem incluir: elasticidade, elastoplasticidade,
viscoplasticidade e visco-elasticidade [Foulk et. al (1999)]. A capacidade de se
introduzir ductilidade na ponta da trinca demonstrou uma grande realizacdo em
processos de solucdo para evolucdo do dano [Allen e Searcy (2001)]. Phillips et. al
(2000) propuseram um estudo da evolucdo da degradacdo na interface matriz-fibra,
de trincas na matriz e de delaminac¢ées onde o modelo proposto, devido a natureza
complicada de muitas trincas, envolve uma metodologia de multi-escala: micro-
meso-local-global. A degradacio da interface na micro-escala é homogeneizada para
produzir um modelo de zona coesiva, trincas na matriz na “meso-escala” para
desenvolver as equacoes constitutivas dependentes do dano, delaminacbes na escala
local e a resposta da placa laminada na escala global através de processos de
homogeneizacgao.

Resisténcia de materiais compostos com fibras em estado de tensdo e
compressio, campos residuais, transformacdes da deformacdo devido a mistura
fibra/matriz, deformacdes térmicas, plasticidade, viscoplasticidade durante o
processo de carregamento termomecéanico e envolvendo dano por fadiga, analise do
inicio do dano e seu crescimento, estruturas laminadas compostas sob
carregamentos complexos e em ambientes severos sdo alguns assuntos que estdo
sendo cada vez mais aprofundados e incorporados em estudos recentes [Dvorak
(2000)]. Aproximacdes pela micromecinica que considera os diferentes mecanismos

de dano, tais como, dano na fibra, desunido da fibra/matriz e trincas na matriz e
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aplicacdes para carregamento quase-estaticos e ciclicos (fadiga) também sdo tépicos
de pesquisa [Abdelal (2000)]. Diferencas dos comportamentos de compressio e
tracdo, incluindo dano viscoso e efeitos plasticos sendo, portanto, util em situacdes
de impacto onde a fratura da fibra é o modo de falha dominante foram analisados no
trabalho de Edlund e Volgers (2003). Neste estudo, a plasticidade na matriz do
material é modelada, e utilizam-se trés variaveis de dano (tensdo na fibra, tensio
transversal e de cisalhamento) aplicados ao método dos elementos finitos.

Benabou et. al. (2002) estudaram o comportamento efetivo de compostos com
matriz metélica reforcada com particulas contendo interfaces imperfeitas entre seus
constituintes. A condi¢do de unido entre as particulas e a matriz é caracterizada
pela existéncia de um salto no deslocamento que é proporcional a tragao transmitida
pela interface. Duas aproximacdes foram propostas: lei de dano pela termodinamica
e critério de falha pela lei de Coulomb. Este estudo se assemelha aos realizados em
materiais frageis, como o concreto, onde, de uma maneira geral, o dano inicial é
constituido por defeitos na zona de interface entre as fases e por vazios ou poros na
argamassa [Proenca (2000)]. Alguns estudos nesta 4rea estio empregando a
mecanica do dano e a evolugdo do dano na busca de resultados mais préoximo dos
reais [Fish et. al (1999)].

Muitos outros trabalhos envolvendo fratura da matriz, da fibra e
delaminagoes podem ser encontrados na literatura atual. Estudos sobre a interface
matriz-fibra [Aveston e Kelly (1973)], delaminacgdes [Bolotin (1996)], [Makeev e
Armanios (1999)], [Zou et al. (2002)], impacto [de Freitas et al. (2000)], crescimento
de trincas [Vejen e Pyrz (2002)], [Dutta e Kushwaha (2004)] também sdo tratados
amplamente pela Mecéanica da Fratura. Apesar de grandes esfor¢os para identificar
e caracterizar estados de danificacdo das estruturas, muitos estudos ainda sio
necessarios para modelar todas as formas de dano mais acuradamente.

Neste trabalho utiliza-se a Teoria do Dano em Meios Continuos, proposta por
Allen et al (1987) e aplicada por Lim e Tay (1996) para a analise de laminados
compostos contendo trincas transversais na matriz ja que a mesma demonstra uma
rigorosidade tedrica e de relativa simples aplicagdo aos métodos de solucgdo

aproximados.
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Capitulo 3

Materiais Compostos

3.1 Introducao

Este capitulo tem por finalidade discutir os principais aspectos dos materiais
compostos, seus constituintes, tipos, as laminas, os laminados compostos e definir as
relacbes tensdo-deformacdo. Ainda, demonstrar algumas hipdteses e simplificagoes
que auxiliam o desenvolvimento deste trabalho.

Compreende-se por material composto aquele decorrente da associacdo, em
escala macroscopica, de dois ou mais materiais distintos, preservando suas
propriedades originais, que trabalham solidariamente entre si, resultando em
qualidade superior a daqueles que o constituem [Machado (1992)].

Trés aspectos fundamentais precisam ser salientados na definicdo acima.
Primeiro, que a combinaciao dos materiais, sendo em escala macroscopica, torna o
meio heterogéneo. Portanto, uma liga metalica ndo pode ser considerada um
composto, uma vez que os metais que a constituem sio misturados a nivel
microscépico, resultando num material homogéneo macroscopicamente.

Segundo, trabalho solidario entre os materiais significa que, numa analise
macro-mecanica, nio se considera a interacdo entre os diversos componentes de uma
lamina. Assim, esforcos de coacio interna, tais como os provenientes de deformacdes
térmicas distintas, podem ser desprezados. Se, em termos praticos, essa

simplificacdo é adotada com freqiiéncia, em outras situacdes, como nos casos de
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danos, o comportamento microscopico passa a ser fundamental. Solidariedade
significa, também, a protecdo de um material pelo outro contra agentes externos,
tais como corrosio, manipulacio indevida, etc.

Finalmente, a qualidade superior do material resultante pode ser observada

em algumas das seguintes propriedades e melhorias:

e Aumento da resisténcia a esforgcos externos, a corrosdo, a fadiga, e/ou aos
efeitos da temperatura;

e Reducao do peso proprio e da densidade;

e Aumento da vida util;

e Elevacao da rigidez;

e Melhoria do desempenho térmico e acustico;

e Reducao dos custos, €;

e Facilidade de composicao.

Estas caracteristicas tém permitido o uso de materiais compostos como
solucdo nos mais distintos ramos da industria, com aplicagdes cada vez mais
frequientes, ja citadas anteriormente.

As técnicas de manufatura para fabricacdo de estruturas de materiais
compostos dependem de uma série de fatores, dentre os quais se destacam os tipos
de componentes, a configuracio da estrutura, e a taxa de producdo [Schwartz
(1997)].

Sendo as fibras os materiais mais resistentes, é de se esperar que quanto
maior a presenca destas num composto, melhores sejam as propriedades
resultantes. Na pratica, ndo é bem assim. Além de influenciar diretamente no custo
final do produto, as fibras dependem do meio continuo garantido pela resina para
poderem absorver as cargas atuantes. Assim, em aplicagées na industria naval, é
comum uma propor¢ao de 30% a 40% de fibras por volume de um composto. Em
modernas aplicacées da industria aerondutica, essa proporcao pode chegar a 70%.

A Figura 3.1 ilustra comparativamente a resisténcia especifica de materiais

isolados e compostos.
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Figura 3.1 — Grafico comparativo qualitativo sobre a resisténcia especifica de alguns

materiais [Machado (2001)]

Um composto pode ser dividido em trés componentes fundamentais: reforcos,
matriz e interface [Hull e Clyne (1996)]. Os reforcos sdo elementos descontinuos, de
grande resisténcia e rigidez, e baixo peso. Essencialmente, sdo os responsaveis pela
capacidade resistente das pecas de materiais compostos, muito embora ndo fossem
uteis se empregados de forma isolada, pois sdo muito esbeltos e pequenos e,
portanto, ndo apresentam condicoes de utilizacdo. Para que os reforcos possam ser
utilizados, é necessario que estejam mergulhados numa resina ou matriz que tem
por finalidade tornar o meio continuo, mas devem também ser de baixo peso. A
matriz também tem por finalidade a protecdo dos reforcos ou armacoes. A
solidariedade entre a matriz e o reforgo se da ao nivel da interface entre os dois.
Para que a combinacdo seja adequada, espera-se uma perfeita adesdo entre os
materiais, com resisténcia suficiente na interface e em cada componente.

As propriedades de um composto dependem de:

e Propriedades das fibras ou dos reforcos;

e Propriedades da resina ou matriz;
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e Proporcio de fibras ou dos reforcos na resina;

e Geometria e orientacao das fibras no composto.

A Figura 3.2 mostra os tipos de compostos pela disposicdo das fibras.
Compostos laminados com fibras continuas (da Figura 3.2-a), nos quais lAminas com
fibras continuas dispostas na matriz sdo orientadas em direcdes determinadas e
unidas para formar um laminado. Embora este tipo de laminado seja usado
extensivamente, o potencial do problema da delaminacio ou separacio das laminas
é ainda um grande problema devido a resisténcia interlaminar ser dominada pela
matriz. Compostos de fibras trancadas (da Figura 3.2-b) nio tém laminas distintas e
ndo sdo suscetiveis a delaminacgdo, mas sua resisténcia e rigidez sdo sacrificadas
devido ao fato de que as fibras néo sdo tdo bem direcionadas como no composto com
fibras continuas. Compostos com fibras em pedago podem ter pequenas fibras
randomicamente dispersas na matriz (da Figura 3.2-c). Estes compostos sdo usados
extensivamente em aplicacées de alto volume devido ao baixo custo de fabricacio,
mas suas propriedades mecanicas sao consideravelmente pobres comparadas com o
composto de fibras continuas. Finalmente, os compostos hibridos podem consistir de
fibras em pedaco e continuas (da Figura 3.2-d) ou tipos de fibras misturadas tais

como vidro/grafite.
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ic) Compostos de fibras em pedago {d) Composios hibridos

Figura 3.2 — Tipos de compostos reforcados por fibras [Gibson (1994)]

3.2 Relagao Tensdo-Deformagio de uma Lamina

A construcéo estrutural basica de um composto é a lamina, que usualmente
consiste de uma configuracio fibra/matriz. A relacido tensio-deformacio para uma
lamina unidirecional forma a base para a andlise ndo s6 para o laminado composto
com fibras continuas, mas, também, para os demais ja citados.

Um material composto é obviamente heterogéneo ao nivel do material
constituinte, com propriedades que possivelmente se alteram ponto a ponto. Por
exemplo, a relacdo tensdo-deformagao de um ponto é diferente para um ponto no
material da fibra assim como para um ponto no material da matriz. Contudo, a
relacdo tensio-deformacio de uma lamina, tratada sob o enfoque macromecéanico
pode ser expressa em termos de tensdes e deformacées médias e propriedades
efetivas de um material homogéneo equivalente e relacionado pelo seu “médulo

efetivo”.
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Figura 3.3 — Conceito de médulo efetivo de um material homogéneo equivalente [Gibson
(1994)]

Como mostrado na Figura 3.3, se a escala de heterogeneidade em um
material pode ser caracterizada por uma dimensio, d, entdo a dimenséo, L, onde a
média macromecanica acontece, deve ser muito maior do que d para que as médias

de tensbes e deformacbes possam ser relacionadas pelo moédulo efetivo de um

material homogéneo equivalente. Definindo-se tensées médias, O;, e deformagdes

médias, &€, G = 1, 2,.., 6) para serem rateadas sobre um volume V, que é

caracterizado pela dimensao L, entao:

g, =[ odv/v (3.1)

a:Lqmdv (3.9)

ondei=1,2,..,6 O; e £ sado os componentes do tensor tensdes e deformacoes em

um ponto, respectivamente.
Se as tensdes e deformacées médias sido usadas no lugar das tensoes e

deformagoes em um ponto, a Lei de Hooke generalizada torna-se:
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o =C.¢ (3.3)

e 0o m6dulo elastico C;; entdo torna-se o “médulo efetivo” de um material homogéneo

equivalente de volume V.

De acordo com a Mecanica do Continuo, o estado de tensées num ponto pode

ser expresso por nove componentes O, onde 1,j = 1, 2, 3., visto na Figura 3.4.

ij ’

3

Figura 3.4 — Componentes de tensdo num ponto

Para cada componente de tensdao O;; , existe um componente de deformacio

ij ’
€, . Para materiais eldsticos, a relacéo tensdo-deformagédo em um ponto no material

pode ser representada da seguinte forma:
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O Cin Cin Gy Gy Gy G Gy Gy Gy || &
Oy Con Com Cuyzs Chps Cog Chpy Chp Cos Coyy |65
O3 Cion GCim Gz Cips Gz Gy Gz Gz Cogyy || &5
Oy 23
O3 (= 31
Oy, €
O3 €3
O3 €3
0 _C2111 Con Cuszz Gy Gz Con Gop Gy C2121_ &

(3.4)

sendo que [C] é a matriz das relacdes constitutivas e estd totalmente preenchida
pelas constantes eldsticas (tendo 81 componentes). Na pratica, nido existe a
necessidade de se quantificar as 81 constantes elasticas do tensor Cik porque varias
condicbes de simetria simplificam esta matriz consideravelmente.

Da condicdo de equilibrio, sabe-se que o tensor de tensdes é simétrico, isto é,
O, =0 o que reduz o numero de varidveis independentes para apenas trinta e
seis (36 componentes ndo-nulas na matriz de constantes elasticas).

A Lei de Hooke generalizada estabelece uma relagdo entre tensdes e

deformacdes que pode ser expressa por:
{o}=[Cle} 3.5

onde {G }é o vetor tensao, {8} é o vetor deformacgao e [C ] é a matriz (6x6, 36

componentes) das constantes eldsticas (também conhecida como matriz de rigidez).

A relagao anterior pode ser descrita de forma inversa sendo [S ] a matriz de

flexibilidade ("compliance matrix") e [S ] = [C ]_1, ou seja,

te}=[slo} (3.6
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Pode-se demonstrar (através das funcdes de densidade da energia de

deformacdio) que a matriz [C] é simétrica e apresenta algumas caracteristicas

particulares. Para materiais anisotrépicos, dos 36 coeficientes da matriz, apenas 21

sdo independentes e a matriz toma a seguinte forma:

¢, G, G5 G, G5 G
Cp Cp Gy C Gy
[ C] _ Cy Gy G G
C, C, Cy (3.7
SIM Cs Cy
L Cos

Materiais ortotropicos sdo aqueles que apresentam trés planos de simetria
em suas propriedades mecanicas (trés planos de simetria eldsticas mutuamente
ortogonais). Laminas de material composto reforcado por fibras de alta resisténcia
apresentam essa caracteristica. A Figura 3.5 mostra uma lamina de material

composto reforcado por fibras.

Figura 3.5 — Lamina de material composto reforcado por fibras [Gibson (1994)]
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A matriz de relagdes constitutivas se simplifica quando essa caracteristica
acontece, apresentando o aspecto indicado a seguir, com apenas nove termos
independentes em doze componentes. Estes materiais também sao chamados de
especialmente ortotropicos, onde os eixos principais do material estdo associados

com as direcdes do reforco.

Cl 1 C12 Cl 3 O 0 0
C, Ch O 0 O
Ic]= C; 0 0 O
c, 0 O (3.8
SIM Cis; O
L Cos

No caso de laminados, isto é, estruturas de laminas empilhadas, observam-se
que as propriedades do material sao praticamente as mesmas em quaisquer dire¢oes
perpendiculares as fibras. Tem-se, nestes casos, uma situacdo particular de
ortotropia, e os materiais que apresentam estas caracteristicas sao conhecidos como
transversalmente 1sotropicos. Para tais materiais, a matriz rigidez se simplifica,
reduzindo o nimero de variaveis independentes a cinco dos doze componentes nao-

nulos, na forma:

C, C, Gy 0 0 0
C, C,, 0 0 0
ic]- C,, 0 0 0
1(C,—-Cy) 0 0 (3.9
SIM C., O
L Cos

A situacado mais simples é a dos materiais isotrépicos, para os quais qualquer
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plano é um plano de simetria do material. Nestes casos, o nimero de variaveis
independentes se reduz a dois dos doze termos nao-nulos da matriz de rigidez,

tornando-se da forma:

¢, G, C, 0 0 0
c, C, 0 0 0
- C, | 0 0 0
E(Cll —-Cp) 0 0
SIM 2(C,,-C,,) 0
L %(Cn o C12)_

(3.10)
Sejam as seguintes constantes de engenharia:

e E, E,, E; - mé6dulos de elasticidade longitudinal nas direcées 1, 2 e 3,
respectivamente (médulos de Young);

® Gy, G3;, G, - médulos de elasticidade transversal relativos aos planos 2-3,
3-1, 1-2, respectivamente (médulos de cisalhamento);

® vy, V31, Vi - coeficientes de Poisson relativos aos planos 2-3, 3-1, 1-2,

respectivamente;

Os coeficientes de Poisson, v; sdo decorrentes das relacdes entre as
deformagodes transversais e longitudinais nas diregées j e i, respectivamente, quando

sdo aplicadas tensées na diregdo i, isto é:

E.
_ J . .
vij—_g_com O'l.i()e()'jzo,li] (3.11)

i

Através das constantes de engenharia listadas é possivel escrever a matriz
das relagbes constitutivas e, de modo inverso, a matriz flexibilidade. Desse modo,

para o caso tridimensional de tensodes pode-se escrever a matriz flexibilidade como:
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1 1/E, -v,lE, -V, I/E, 1( o,
5 -V, E, 1/E, —Vy, I/ E, o,
3| —V,/E, —V,IlE, 1/E, o, >
723 1/G23 0-23
731 1/(;31 0-31
\712, L 1/G12_ \0-12
(3.12)

Para materiais ortotrdpicos e transversalmente isotrépicos, tem-se G;3 = Gy,

E, = Es3, v51 = V31, V33 = V3, € as seguintes relagdes também sao validas:

B o103 (3.19)
— -4 1, J=12 3.13
E E "/
E
Gy=—"— (3.14)
2(1+vs,)
Analogamente, para materiais isotropicos, G;3 = G, = G;3 = G; E;= E, = E; = E;

V21 = V31 = Vo3 = V3 = v. Neste caso:

E

= m (3.15)

3.2.1 Laminas Especialmente Ortotrépicas

E muito comum no projeto de pegas laminadas que cada lamina seja tratada
como submetida a um estado plano de tenstes. Neste caso, as relacdes tensio-

deformagao apresentadas anteriormente podem ser simplificadas novamente

resultando em:
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& =[Sy S» 0 o, (3.16)

onde:

1
Sy _E
1
1
Sy _E_
2
V Vv
S =§ =——21__"12
12 21 E, E,
1
See _G_
12

(8.17)

Logo, as tensdes podem ser determinadas por:

0, Oy O, O &
=% O 0 & (3.18)
Oy 0 0 O] 7:/2

sendo que Qj sdo as componentes da matriz de rigidez da 1amina no sistema local de
coordenadas. Em termos das constantes de engenharia, as componentes podem ser

escritas como:



Capitulo 3: Materiais Compostos 37

Szz — El
511522 _5122 1_V12V21

0, =

Slz — V12E2
2
SuSzz _Slz 1_V12V21

0, =

Q S11 — Ez
22
SuSzz - 5122 1 ViV
1
Q66 =—=G,
566 l

(3.19)

Neste caso, a caracterizacdo experimental de laminas ortotropicas envolve a

medida de quatro constantes de engenharia independentes, tais como, E;, E,, Gi € v,.

3.2.2 Relagées Constitutivas da Lamina num Sistema de Referéncias

Qualquer

As expressoes apresentadas anteriormente foram elaboradas para o caso em
que o eixo Xi (1) estd orientado na mesma direcdo que as fibras. Entretanto, é
necessario que as propriedades locais de uma lamina sejam transformadas para um
sistema qualquer. Assim, pode-se obter as respostas do laminado as solicitacoes
numa dire¢do qualquer orientada segundo os eixos x e y, tal como indicado na
Figura 3.5, rotacionados de um angulo 6 em relacéo aos eixos principais.

Por meio de rotacdo do vetor tensdo {G }, obtém-se as tensbes para uma

diregdo genérica, considerando-se ¢ = cos0 e s = sen0:

{O-}x—y = [T]_I{O-}XI—XZ (3.20)

ou seja:
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o, s —2cs || O
| 2 2
o, r=|s" ¢ 2cs o, (3.21)
2 2
o, cs —cs (¢c"—=s7)||o,

Assim, a matriz transformacio [T] é definida como:

¢t s 2cs
[r]=| s> ¢ —2¢s (3.22)
—cs ¢s (¢ —s?)
A transformacio inversa da relacio (3.21) permite que se escreva:
O-l O-x
o, =Tk o, (3.23)
0-12 O-xy
O vetor de deformagoes se transforma de modo analogo:
81 8x
e, =Tk e, (3.24)
712 /2 yxy /2

Substituindo-se a equacdo (3.24) na equacio (3.18) e, entdo, substituindo-se o

resultado na equacdo (3.21), encontra-se:

o £

X X

s p=lrTlelrh e, 3.25
o Vi !2

a9
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lembrando-se que [Q] é a matriz de rigidez ou das propriedades elésticas.

Desenvolvendo a expressio, chega-se a:

1o e o
v = %2 gzz gzﬁ £, (3.26)
O-xy Q16 Q26 Q66 7xy

onde Q,-J- sdo as componentes da matriz de rigidez transformada da lamina, que

possuem os seguintes valores:

én =Q,,cos*8+Q,,sen* +2(Q,, +20Q,,)sen’ fcos’ 8
0, =(Q,, +0,, —40Q,)sen” Ocos” O+ Q,,(cos* @ +sen* )
Q,, =0, sen* 6+ Q,, cos* 8 +2(Q,, +20,,)sen” Hcos” 6
0 = (0,, = Q), =204 )c0s” sen 8 — (Q,, — 0y, =20, ) cossen” 6
0,5 = (0, — 0, —204)cosfsen’ 8 —(Q,, — Q,, — 204 ) cos’ Osen &

O = (0, + 0, —20,, =20, )sen” Ocos® @+ Q, (sen” O +cos* 6)
(3.27)

3.3 Relagoes Tensdo-Deformacgao de um Laminado

3.3.1 Definicao e caracteriza¢do de um Laminado

Uma das mais freqlientes aplicacées de materiais compostos ocorre no caso de
placas laminadas. Uma placa laminada, ou simplesmente laminado, nada mais é do
que a sobreposicao de diversas laminas ou camadas individuais, associadas entre si
nas interfaces através de uma pelicula adesiva. O nimero e a orientacdo das
laminas podem ser quaisquer. O material constituinte de cada lamina é, em geral,

um composto de fibras de alta resisténcia, isto é, uma malha uni ou bi-direcional de
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fibras como grafite, vidro, boro, ou outros, mergulhadas numa resina ou, mais
genericamente, numa matriz. Enquanto as fibras sfo os elementos que conferem
resisténcia a peca, compete a matriz manté-las aderida entre si, transferir cargas a
elas, e protegé-las contra os ataques do meio ambiente e de manipulagdo indevida
[Reddy (1997)]. De um modo geral, o comportamento mecanico de cada lamina é
anisotropico, com propriedades distintas em cada dire¢ao. O caso mais freqiiente é o
empilhamento de laminas ortotrdpicas, com malha unidirecional, de forma ordenada
e sequencial. A Figura 3.6 ilustra o caso de uma placa laminada com as fibras de
cada lamina orientadas segundo uma direc¢do genérica. Num laminado pode existir
qualquer numero de laminas. A seqiiéncia deve ser tal que as exigéncias de projeto
sejam atendidas. A orientagdo das fibras de cada lamina pode ser qualquer, devendo

seguir as previstas em projeto e as necessidades estruturais da peca.

Figura 3.6 — Placa laminada com fibras em direcdes quaisquer [Reddy (1997)]

As propriedades resultantes do laminado dependem da quantidade de



Capitulo 3: Materiais Compostos 41

laminas, da orientacdo e concentracio das fibras em cada uma delas, bem como do
tipo de composto adotado (por exemplo, vidro/epéxi, grafite/epdxi, entre outros). As
camadas podem ou nédo ser formadas pelo mesmo material embora, nos casos mais
usuais, apenas um seja empregado, com as fibras orientadas diferentemente em
cada lamina.

Admite-se, em analises macro-mecanicas, que a aderéncia entre as diversas
laminas seja perfeita. Como a espessura da pelicula adesiva é muito pequena, pode-
se desprezar completamente a sua influéncia. Esta simplificagcdo, no entanto, nao
pode ser generalizada, uma vez que, em diversas situag¢ées, como no caso de danos
por delaminacdo, os efeitos de possiveis deslocamentos interlaminares sio
importantes.

E interessante observar que, apesar de cada lamina ser considerada como um
meio heterogéneo, com suas caracteristicas variando de ponto a ponto, as
propriedades resultantes do empilhamento sdo determinadas como se o material
fosse homogéneo. Nesse sentido, o laminado pode apresentar um comportamento
mecéanico que reflete o acoplamento entre as propriedades de flexdo e de membrana,
fato este que nao é encontrado em materiais verdadeiramente homogéneos e
isotropicos.

A natureza de uma placa laminada é bastante caracterizada pelo seu
desempenho direcional. O médulo de elasticidade longitudinal, na direcido das fibras,
¢ muito superior aos modulos de elasticidade transversal e cisalhante. Em
consequéncia, as deformacbes transversais por cisalhamento sdo muito mais
pronunciadas em estruturas de materiais compostos do que naquelas executadas
com materiais isotropicos.

Os laminados sao referenciados pelas orientagbes das fibras no
empilhamento. A Figura 3.7 ilustra alguns exemplos. Os exemplos ilustrados sao
para laminados consistindo de camadas de mesmo material. Para laminados
hibridos, que contém laminas de diferentes materiais, subscri¢oes adicionais para as

camadas podem ser utilizadas para identificar o material das laminas.
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[0/90/45] s [(07£30),]
0 0
920 -30
45 +30
45 0
90 -30
0 +30

[£45/0,/90] s

+45
-45 [90/45/30/0/90/45]
0 90
0 45
90 30
90 0
0 920
0 45
-45
+45

Figura 3.7 — Exemplos de empilhamento em laminados

3.3.2 Teoria de Placas Laminadas com Acoplamento

Uma das areas de estudo dos materiais compostos na Mecanica Estrutural se
concentra, atualmente, no desenvolvimento de modelos numéricos que representem,
adequadamente, os elementos estruturais feitos por esses materiais, tais como
placas e cascas laminadas, pecas com enrijecedores, com aberturas, etc. Além de
representarem o comportamento desses elementos as mais diversas solicitacoes —
flexdo, cisalhamento, flambagem, efeitos térmicos, delaminacées, etc — os modelos

devem ser, dentro do possivel, simples e precisos.
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Niao é dificil perceber que os materiais compostos tém um comportamento
estrutural muito mais complexo que os homogéneos. A experiéncia adquirida no
trato com materiais homogéneos para resolver os problemas que envolvem materiais
compostos anisotropicos revela-se, muitas vezes, insuficiente e enganosa. E por esse
motivo que existem tantas teorias e modelos distintos para analise de tais materiais,
e nenhum deles é completo o bastante para resolver todas as situacées praticas.

Existem diversas teorias para descrever o comportamento de uma placa
laminada, referenciadas em varias literaturas [Whitney (1987)], [Machado (1992)],

[Reddy (1997)]. Essencialmente, essas teorias podem ser classificadas por 7eorias de

Camada Simples Equivalente ou Teorias do Tipo Lamina Discreta.

e Teorias de Camada Simples Equivalente: o laminado é tratado como se
fosse uma tUnica placa homogénea, cujas propriedades sdo determinadas
por integracdo, ao longo da espessura, a partir das contribui¢ées
individuais de cada lamina. Admite-se que cada lamina seja elastica e
esteja submetida a um estado plano de tensdes. A placa resultante assim
obtida é, em geral, anisotrépica. Os custos da andlise sido bastante
reduzidos, sendo, por isso, a op¢do da grande maioria dos pesquisadores
quando apenas os resultados globais s3o importantes (como
deslocamentos, rotacdes e modos de vibracio).

As Teorias de Camada Simples consideram a placa como uma estrutura
bidimensional, adotando formulagées semelhantes as das teorias
convencionais de placas homogéneas. O modelo é, dessa forma, mais
simples do que os que se baselam em teorias tridimensionais. Em
contrapartida, deve-se atentar para alguns inconvenientes que podem
surgir, tais como, a representacgio incorreta dos esforgcos nos cantos das
placas.

Na maioria das Teorias de Camadas Simples Equivalentes admite-se que
sdo continuos os deslocamentos e suas derivadas (as deformacdes) ao
longo da espessura do laminado. No entanto, como as propriedades
variam de uma camada para outra, as tensdes resultantes, quando

calculadas por meio das equacbes constitutivas, sdo descontinuas nas
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interfaces.

e Teorias do Tipo Lamina Discreta: considera-se, nestes modelos, que o
laminado seja constituido de laminas individuais empilhadas e discretas,
nio sendo mais tratado como uma unica camada, como nos modelos de
camada simples equivalente. Os efeitos das deformacodes cisalhantes sado
considerados e o angulo de rotacdo da normal é considerado constante
dentro de cada lamina. O nimero de incégnitas do problema é, portanto,
proporcional a quantidade de laminas. Os deslocamentos sdo continuos ao
longo da espessura, mas suas derivadas ndo o sdo. Isto resulta em
deformacdes transversais descontinuas em cada interface, mesmo quando
calculadas pelas equacgbes constitutivas. A abordagem nesse tipo de
formulacéo é essencialmente tridimensional e os custos do processo sao
muito maiores do que nas de camada simples. A compensacido é que o0s

resultados interlaminares sdo muito mais precisos.

Quando as variaveis de interesse do problema sio as globais, como por
exemplo, deslocamentos, reacoes de apoio, modos de vibracao, etc., as Teorias de
Camada Simples sdo muito adequadas e de baixo custo. Possuem a restri¢ao de nao
representarem perfeitamente as tensdes interlaminares, que sdo fundamentais nas
estruturas laminadas. Porém, para contornar tal inconveniente, exigem um calculo
adicional baseado nas equacgdes de equilibrio da elasticidade tridimensional. Ainda
assim, quando forem muito importantes os efeitos locais, como tensdes em regides de
descontinuidades geométricas, de for¢ca ou de material, outro procedimento deve ser
adotado.

O presente trabalho se restringira ao uso de uma das Teorias de Camada
Simples. Nestas, o campo de deslocamentos é expandido a partir dos deslocamentos
de translacdo nas direcdes dos eixos Xi, X2 e X3, acrescidos das influéncias das
rotacdes da superficie normal ao plano médio.

A Figura 3.8 ilustra a equivaléncia entre uma placa laminada com espessura
¢t (b) constituida de N laminas individuais (a) e o modelo de camada simples com

espessura teq =t (c).
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(®) (c)

Figura 3.8 — Modelo de camada simples equivalente para placa laminada [Machado (1992)]

Conforme a expansio do campo de deslocamentos, as Teorias de Camadas
Simples podem ainda ser classificadas como “Teorias de Primeira Ordem” e “Teorias
de Ordem Superior”. As de Primeira Ordem sdo aquelas cujas expansdes do campo
de deslocamentos sdo polindmios de primeira ordem. De modo analogo, as de Ordem
Superior envolvem expansoes polinomiais de terceira, quinta, ou até ordens maiores.

O aumento da ordem do polinémio acarreta severos custos a analise, de modo
que, sempre que possivel, deve ser evitada. As Teorias de Primeira Ordem resolvem
satisfatoriamente boa parte dos problemas de placas laminadas, especialmente para
os casos de laminados simétricos. Nos casos de laminados ndo simétricos, as Teorias
de Ordem Superior sdo mais apropriadas para avaliar a distribuicdo de tensoes ao

longo da espessura do laminado.

3.3.3 Conceitos e Convencées Adotadas

Para efeito deste trabalho serdo consideradas as seguintes hipdteses basicas:

A. Um laminado é constituido por um numero arbitrario de laminas de
orientacoes quaisquer. A adesdo entre as laminas é perfeita, ndo havendo
escorregamento relativo entre as mesmas.

B. As peliculas adesivas sdo extremamente finas, de modo a ndo permitir o

surgimento de deformacoes cisalhantes ao longo da sua espessura. Desse
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&

modo, seu efeito pode ser desconsiderado.
Uma placa é uma estrutura tridimensional plana, com duas dimensées
apresentando ordem de grandeza maior do que a terceira, no caso, a

espessura.

. Admite-se que o comportamento global dessa placa possa ser

representado apenas pelo comportamento de sua superficie média, que
também é plana.

Os deslocamentos nas direcées dos eixos de referéncia Xi, X2 e X3, serdo
indicados por ui, 1 =1, 2, 3, respectivamente, ou seja, U1 = u; U2 =V e us =
W.

As rotagoes da normal em relagdo aos eixos X1 e X2, que definem o plano
médio da placa, serdo representadas por 0, e 6,, ou seja, 6, =6,¢ 6, =0,.

Os eixos principais de simetria do material de cada lamina nio precisam
coincidir com o eixos de referéncia adotados, podendo formar entre eles

um certo angulo o qualquer.

. Admite-se a hipétese de pequenos deslocamentos, o que significa que,

quando comparados com a espessura ¢ da placa, os deslocamentos na
superficie de referéncia, u, v e w, sdo muito pequenos.

Os deslocamentos ao longo do contorno, se existirem, sdo continuos e nio
produzem deslizamento relativo entre as laminas.

Cada lamina obedece a Lei de Hooke.

Nao existem tensdes cisalhantes oy, e o,, nas superficies livres da placa,
quando z = =+ t/2.

Sera considerado apenas a Teoria Classica de Placas Laminadas.

. O esforcos internos no laminado seguem a convencio de sinais indicada

na Figura 3.9.
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Figura 3.9 — Convencdo de sinais [Machado (2001)]

Segundo o modelo de placa adotado, os deslocamentos (u, v, w) = (u1, uz, us)

num ponto P genérico, de coordenadas (x, y, z), pode ser expresso por:
ui(x,y,z):u?(x,)’)+z‘0,-0(x,}7) (328)

sendo que:

0 , . L. .
u; (x,y) = deslocamentos (u, v, w) da superficie média;
0 - - - -
0. (x,y) = rotagoes da secdo transversal em relacdo a secdo normal a
, . , qe 0 _ n0. g0 _ o 0_ (-
superficie média, sendo 6, =6,; 6, =6, e 6; =0;

z = coordenada medida ao longo da espessura da placa.

As relacoes deslocamentos — deformacdoes em um ponto qualquer de

coordenadas (x, y, z), nestas circunstancias, podem ser expressas por:

ou
gx(-x7y7z) _g
€y(x,y,z)=ﬁ

ox
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(5.y.2) = Ju N v
V(5 7 dy ox
y.y=2
7/.% ’ y’ aZ ay
(_x Z) = a_u + a_W
7/xz > y’ aZ ax
(3.29)

Levando-se em consideracio o campo de deslocamentos expresso em (3.28) e

as relacoes apresentadas em (3.29), é possivel deduzir:

gX 8)(3 KX
L =E) tHT K, (3.30)
}/x) }/,(v)y Xy
ou seja:
. Deformacgoes
Deformacoes
na
na = ) + z-{Curvatura}
Superficie
placa )
Média
onde:
Ju
0 0
E (X, y)=—
(X)) o
v,
0 0
E (X, y)=—
() %
ou, v
0 0 0
x,y)=—2+—-L
Yo (X)) o ox
060 9’
Kx ('x7 y) = -~ =— WO

ox ox’
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00, 9%w,
Ky (X, y) ay - ay2
o°w
) = _2—0
Ko () dxdy

(3.31)

Figura 3.10 — Variaveis relativas a um laminado com N laminas [Reddy (1997)]

Desta forma, as tensdes em uma lamina genérica k, tal como indicada na
Figura 3.10, podem ser calculadas, substituindo-se a expressdo (3.30) na expressio

(3.26):
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k ey 2y ~ 0
O-x Qll Q12 Q16 gx Qll Q12 Q16 gx Kx
~ ~ - ~ ~ ~ 0 k
o, =10, 0n 0O ¥ =10, 0, 0O E, (T2 (K,
2y 2y - 2y 2y 2y 0
O-xy Q16 Q26 Q66 }/xy Q16 Q26 Q66 Xy Xy
(3.32)

Os esforcos internos no laminado, como um todo, podem ser obtidas por meio

de integrais ao longo da espessura da placa:

Nx t12 O-x
N y [~ J o, dz (3.33)
ny —t/2 O-xy
Mx t12 O-x
M v~ J oy zdz (3.34)
Mxy ~t/2 o,

A integral ao longo da espessura pode ser substituida pela soma das integrais

ao longo de cada lamina, tem-se:

N o
X N % X
N, = kZ: ,[ o, dz (3.35)
=1 7
ny oy,
k
M o
X N Zk X
My = Z J g, 2dz (3.36)
k=1 o,
M o oy,

sendo que:
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= espessura do laminado;

k
o

x
O, ¢ =tensdona lamina k;
xy
zk-1 = distancia da superficie média até a superficie inferior da lamina k;
zx = distancia da superficie média até a superficie superior da lamina Kk,

conforme Figura 3.10 mostrada anteriormente.

Substituindo-se as relacdes tensdo-deformacdo de uma lamina (3.32) nas
expressoes (3.35) e (3.36) encontram-se as resultantes de tensdo devido aos efeitos
de membrana (forcas no plano da placa) e as resultantes de momentos devido aos
efeitos de flexdo para o laminado sendo que elas podem ser agrupadas numa relacio

matricial como a que se segue:

T .0
N, A, A, Ay B, B, By ||¢&
0
N, A, A, Ayx B, B, By ||E
0
) N, [ _ As Ay A B By B ) Yy \
M, B, B, B, D, D, Dgl|l«k, (3.37)
M, B, By By D, D, Dyl||k,
M, B By By Dy Dy Dg | .
ou na forma:
N A B ||l e
N U I 3558

onde:
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Ay = Z(Qj )k(zk = Z)
B, =520, -3

D, = %Z@u )k(zz — %)

(3.39)

A submatriz com os coeficientes Ajj esta relacionada com a parcela da rigidez
axial da placa, associada aos efeitos de membrana. A submatriz com os coeficientes
Djj relaciona-se com os efeitos de flexdo e a submatriz Bjj é a que corresponde aos
efeitos de acoplamento membrana-flexdo.

Em laminados simétricos, a matriz B é identicamente nula. O mesmo nio

acontece em laminados ndo-simétricos.
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Capitulo 4

Teoria do Dano

4.1 Introducao

Este capitulo apresenta o formalismo da Mecanica do Dano, partindo-se da
defini¢do das variaveis internas de estado e, posteriormente, sua simplificacdo para
o caso de laminados compostos com trincas transversais. Estendendo-se nos itens
subseqlientes, as restricoes da termodinamica sdo impostas através de um potencial
de estado e as variaveis internas sio embutidas nas relagdes constitutivas.
Finalmente, as relacbes constitutivas para laminados compostos com trincas

transversais sao apresentadas.

4.2 Mecanica do Dano em Meios Continuos

Os sélidos se deformam quando carregados e seu comportamento de
deformacio é determinado pela microestrutura do material. Contudo, a analise de
estruturas ao nivel microscopico ainda é uma tarefa dificil. Portanto, relacoes
analiticas chamadas de equagdes constitutivas que descrevem o comportamento do
continuo sdo usadas. Por razdes praticas, estas equacbes constitutivas sio
freqientemente modeladas como continuo sem considerar as estruturas atémicas.

Na realidade, como comentado, sélidos sujeitos a certas condi¢bes de carregamentos
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sofrem rearranjos na sua estrutura interna. Isto pode ocorrer na forma de micro-
trincas, vazios ou cavidades, formando altas concentracées de tensdo. Tais
alteracbes na micro-estrutura interna, denominadas de dano, enfraquecem o
material a nivel microscopico. Os danos internos existem como perturbacoes
discretas e, assim, sua analise é necessaria.

A Mecanica do Dano em Meios Continuos é um ramo emergente de estudo
das analises dos efeitos da deterioracdo do material em sélidos. Ela leva em conta os
efeitos da degradacido de modo difuso e progressivo dos sélidos, submetidos a acoes
de natureza mecanica ou nao-mecanica, por meio da reducido das propriedades de
resisténcia e rigidez do material. A teoria permite descrever localmente, observando-
se um elemento de volume representativo do material em torno do ponto
considerado, a evolucdo dos fendmenos que se desenvolvem entre um estado inicial,
relativo a uma situac¢io de material integro, e um estado final, caracterizado pela
formac¢do de uma fissura macroscopica que equivale a ruptura do elemento de
volume representativo.

N3io se pode considerar que o dano seja mensuravel diretamente, pois
procedimentos voltados para tal fim néo sao viaveis. Porém, como se vera, é possivel
quantifica-lo de forma indireta, medindo-se a reducdo progressiva de uma
propriedade mecanica global, como, por exemplo, o médulo de elasticidade.

No que se refere a transicio de um estado de dano distribuido para uma
fratura discreta, esta pode ser considerada como o resultado de um processo de
localizagao do dano numa certa regido de pequena largura do meio, seguido de sua
evolugcdo numa faixa progressivamente mais estreita até a formacido da
descontinuidade.

Em sintese, a diferenca entre Mecanica do Dano e Mecanica da Fratura pode
ser colocada [Proenca (2000)], da seguinte forma:

e Na Mecanica do Dano, a resisténcia de uma estrutura carregada é
determinada em funcdo da evolucdo de um campo de defeitos (micro-
fissuras ou poros) considerado continuamente distribuido;

e Na Mecanica da Fratura, a resisténcia de uma estrutura carregada é
determinada em funcido da evolucdo de um tunico defeito, como uma

fissura pontiaguda pré-definida, num meio mecanicamente intacto.
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O trabalho pioneiro que introduziu o conceito de Dano foi proposto por
Kachanov (1958). Para consideracdo dos defeitos numa abordagem de meio continuo,
uma variavel de dano escalar que leva em conta o dano interno causado pelo
crescimento de micro-trincas e deslocamentos cinéticos em metais é definido,
denominada continuidade (¢). Esta variavel apresenta localmente um valor unitario
para um material completamente livre de defeitos, enquanto que ¢ = 0 caracteriza
um material sem qualquer capacidade de carga. A quantidade complementar D =1 -
¢ é, por conseguinte, uma medida do estado local de deterioragdao ou dano. Para um
material completamente livre de defeitos tem-se D = 0, enquanto D = 1 corresponde
a um estado de completa perda de integridade da estrutura interna do material.

Assim, entidades internas de dano puderam ser modeladas por uma variavel
continua dentro das equacdes constitutivas. Lemaitre e Chaboche (1985)
introduziram restricoes da termodinamica irreversivel em potenciais energéticos
para derivar relagées constitutivas. Este novo conceito na Mecanica do Dano em
Meios Continuos foi entdao formalizado com base numa metodologia fundamentada
na termodinamica dos processos irreversivels. Assim, a representacido do estado
interno de dano é envolvido com o uso de um tensor baseado nas varidveis internas

de estado.

4.2.1 Definigdo do Elemento de Volume Representativo

Considere-se um sélido com defeitos em sua microestrutura. Um elemento de
volume representativo possui dimensoes suficientemente grandes para que se possa
admitir homogeneidade para a distribuicdo dos defeitos nele contidos, mas ao
mesmo tempo suficientemente pequenas para que se evitem gradientes elevados de
grandezas locais de interesse, como a deformacdo. Dessa forma, pode-se admitir
continuidade para as funcbes representativas dos fenémenos que ocorrem no
elemento e as propriedades nele medidas sdo valores médios que podem ser
associados a um ponto material.

Na Figura 4.1 ilustra-se o conceito de elemento de volume representativo

orientado por um versor normal de dire¢do n, em torno de um ponto do continuo.
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Elemento de
Volume
Representativo

Figura 4.1 - Elemento de volume representativo de um sélido com dano [Proenca (2000)]

4.2.2 Definicdo da Tensdo Efetiva

Considera-se uma situacao de solicitacao uniaxial sobre o elemento de volume
definido no item anterior, constituido por forcas F aplicadas nas faces opostas
orientadas pelo versor n. Seja ainda S a area total de uma sec¢ao genérica de normal
1 no interior do elemento (Figura 4.1 mostrada anteriormente). Nessas condi¢des, ¢
= F/S é a tensdo normal nominal em qualquer ponto da se¢io genérica.

Admitindo-se que o conjunto de defeitos seja totalmente incapaz de transferir
tensées, pode-se definir uma tensio dita efetiva levando-se em conta somente a

parte integra da se¢do.
Neste sentido, seja S a parcela integra da 4rea total S da secéo considerada.

Entéo a diferenca Sy, =S — S define a area dos defeitos medidos.

Pela definicdo proposta por Lemaitre (1992), o dano Dn, no caso associado a

um plano de normal n, fica definido pela relacio:

D, ="

= ? (4.1)
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Nota-se que a variavel de dano assume valores contidos no intervalo 0 < D, <

1, sendo que D, = 0 tem correspondéncia com a situa¢do de material integro e D, = 1

indica um estado de total deterioracio.
Assim sendo, a parcela de se¢io efetivamente resistente pode ser expressa em

funcao da variavel de dano como:

S=S-5,=S(1-D,) (4.2)
Dessa forma, as tensdes nominal O e efetiva O sdo definidas por:
F
o=—
S (4.3)
e.
~ F
O =—=<
S (4.4)
Levando-se em conta a relacio (4.2) segue que:
~ o
"7 =D,
it (4.5)

Como a area integra é menor do que a nominal, para uma mesma forga

aplicada a tensao efetiva num meio danificado resulta comparativamente maior do

que a tensdo nominal. Em particular, nota-se que:

= O : para material localmente integro;

Q

— 00! para material totalmente danificado localmente.

Q
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Nota-se que no mesmo ponto a variavel Dn pode assumir valores diferentes de
acordo com a orientacdo da normal n Essa caracteristica indica uma natureza
tensorial para a variavel que representa o dano no elemento de volume
representativo.

O chamado dano escalar tem correspondéncia com uma situacio em que 0s
micro-defeitos apresentam no elemento de volume representativo uma distribuicio
mais ou menos uniforme, de modo que segundo qualquer plano a medida de dano
resulta a mesma, ou seja, independente da orientacdo da normal n. Em outras
palavras, um unico valor da variavel de dano ¢é suficiente para caracterizar

completamente o estado local de deterioracio:

D=D. Vn (dano escalar)

4.2.3 Representacao das Variaveis Internas de Estado de um Dano Interno

Atualmente, existem dois modelos bem conhecidos de laminados compostos
com dano baseados na Mecanica do Dano em Meios Continuos. O primeiro [Talreja
(1990)] utiliza um tensor de primeira ordem para as varidveis internas de estado
descrevendo os modos de dano. Assumindo que a densidade de energia dentro de um
volume com trincas é funcido de um tensor deformacio e de um vetor dano, um
conjunto de equacgées constitutivas com deformacgées observaveis e um tensor tensao
efetivo pode ser construido. Contudo, este método requer a determinacio de varias
constantes para um laminado geral contendo trincas na matriz. Um segundo modelo
[Allen et al (1987a, 1987b)] também emprega um conjunto de varidveis internas de
estado descrito por quantidades tensoriais de segunda ordem originalmente
proposta por Kachanov (1972). Este modelo parece necessitar de poucas constantes e
explicitamente incorpora as caracteristicas cinematicas da trinca na formulagao
para as variaveis internas de estado. Por esta razéo, o segundo modelo é utilizado no
presente trabalho.

Em principio, sempre é possivel selecionar uma variavel interna de estado
que satisfaca as condi¢des de restricio da termodinamica irreversivel. Contudo,

somente uma variavel interna de estado que é dotada com um claro significado fisico
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do mecanismo de dissipacdo dominante pode efetivamente representar a resposta ao
dano. Assim, a selecdo de apropriadas variaveis internas de estado que refletem o
significado fisico do processo de dano é crucial para o desenvolvimento de uma teoria
de dano efetiva. Nos casos mais simples, as variaveis internas de estado podem ser
entidades escalares. Em problemas mais sofisticados, tensores de ordem superior
sdo adotados como as variaveis internas de estado.

Como exposto anteriormente, neste trabalho, variaveis internas de estado de
tensores de segunda ordem que descrevem a cinematica do processo geral de trincas
sdo adotadas para representar o estado de dano em materiais compostos. As
varidveis internas de estado si@o definidas como [Allen et. al (1987a)l, [Allen et. al

(1987b)]:

1
a; = v Iuinde
Se (4.6)

ondei1,j=1,2e 3, Vé o volume do elemento representativo, u; é o deslocamento de
abertura da trinca, n; é a normal a superficie da trinca e S: é a nova superficie da
trinca criada devido ao processo de dano irreversivel.

No caso mais geral, a equacdo (4.6) expande-se para nove componentes dadas

por:

wn, un, Uun,
1
un, Usn, U, 4.7)

Para cada tipo de dano, os componentes individuais da equacdo (4.7)

representam o dano atribuido para um modo particular de carregamento.

4.2.4 Significado Fisico das Variaveis Internas de Estado

Considere-se uma situagdo hipotética em que um sélido retangular esta
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sujeito a um carregamento uniaxial g;,, como mostrado na Figura 4.2 e, também, que
um dano interno ocorre como uma trinca retangular. Assim, a variavel interna de

estado para Modo I da trinca retangular toma a forma:

1
Q) = V 5[ u,n,ds (4.8)

Substituindo-se os elementos de area e volume em (4.8) resulta:

1 /
@, = , 42 ddt (4.9)

Integrando-se e procedendo-se simplificacées, chega-se a:

o, =— (4.10)

Sabendo-se que a deformacéo axial global é dada por:

£, =—+- (4.11)

onde:

Aly, = Al + u,

Al - deslocamento que o sélido teria se estivesse integro

AL - deslocamento do sélido com trinca

Desta forma, conclui-se que a variavel interna a,, da equacdo (4.10) é uma
parcela da deformacédo axial s,,., sendo uzuma fracéo de A/,.

Nos itens a seguir, mostrar-se-a que as varidveis internas de estado
representam uma parcela de energia irrecuperavel, dissipada através de processos

irreversiveis.
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nao
dano interno deformado  deformado

pon
.......

Figura 4.2 Elemento de volume representativo retangular contendo dano interno sob

carregamento de tracéo

4.2.5 Hipéteses da Teoria do Dano Aplicada a Laminados Compostos com

Trincas Transversais

As seguintes hipoteses sao feitas no desenvolvimento da teoria do dano para o

caso de trincas transversais [Allen et. al. (1987a)]:

A razdo da area da superficie inicial da trinca em relacdo a superficie
externa do corpo é considerada pequena. Isto garante que o corpo seja
considerado como continuo e estatisticamente homogéneo no estado nao
danificado;

O dano resultante de um corpo é estatisticamente homogéneo na escala
local, isto é, pequeno comparado com a escala do corpo de interesse;

Sob a condi¢cdo de homogeneidade estatistica na pequena escala, todo o
continuo é baseado nas leis de conservacao e também se assumem validas
na escala global tal que as alterac¢ées no continuo sdo refletidas somente
através das alteracoes do comportamento constitutivo;

Todos os eventos de fratura sdo denominados de dano;

O modelo é limitado a compostos de matriz polimérica ou ceramica a
temperaturas bem abaixo da transicdo vitrea tal que os efeitos de

viscoelasticidade sdo assumidos pequenos;



Capitulo 4: Teoria do Dano 62

e A formacao de trincas transversais ocorre como fraturas frageis. Entéao, a

acumulacio de deformacéo plastica é negligenciavel.

4.2.6 Termodinadmica dos Sélidos

A existéncia de um potencial de estado é postulada tal que as relacoes
constitutivas do material podem ser derivadas baseadas em restrigdes
termodinamicas. Para este fim, a energia especifica livre de Helmholtz (A) é usada.
Assume-se que essa energia pode ser expressa como uma funcdo do tensor de
deformacao g; das varidveis internas de estado o; e da temperatura absoluta 7" do

sélido [Allen et. al. (1987a)], [Lim (1999)]:

h= h(eij,a,-j,T) (4.12)

sendo que T =T, + AT, To é a temperatura de referéncia quando as deformacgdes sao
nulas sem carregamento externo, e AT é a variacdo da temperatura. Em adicdo, as
equacodes constitutivas devem satisfazer os requisitos de admissibilidade fisica das

leis de conservacéo, que serdo a seguir apresentadas:

e Conservacio da Massa [Moran e Shapiro (1993)]
d
— [ pdQ=0 (4.13)
dt

onde p é a densidade do sdlido e Q é o dominio do sélido.
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e (Conservacao do Momentum Linear

Oy + PE; =, =0 (4.14)

sendo que O; é o tensor tenséo, F j s@o as forcas de corpo e V; sdo as aceleragoes

(negligenciando-se forcas externas).

e (Conservaciao do Momentum Angular

i Ji (4.15)

e 12 Lei da Termodinamica
pi=0,&;+q, +pr (4.16)

onde U ¢é a taxa de variacdo da densidade de energia interna por unidade de massa,

€, é a taxa de variacdo do tensor deformagdo, ¢ ¢é o fluxo de calor e 1 é a fonte de

calor por unidade de massa. Note que ¢;; = aqi/axi , e que ¢ é positivo quando o

gradiente de temperatura é positivo.
e 22 Leil da Termodinamica

A 22 Lei da Termodinamica é baseada no conceito da entropia associada aos
processos termodinamicos irreversiveis. Entropia é considerada como uma medida
de variacdo se a dissipacgdo de energia ocorre com respeito a temperatura. Define-se

entropia S como uma fungao continua aditiva:

S = [ psdQ
Q (4.17)
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sendo que s é a entropia por unidade de massa, e Q é o dominio do sélido. Além

disso, a entropia total produzida Sré definida como:

. r
STZS_I(%jqwr_jp(;}ﬂzzo (4.18)
Q

r

onde ( ¢ o fluxo de calor por unidade de area de superficie, 1 é o vetor normal a

superficie e I' é a superficie do sélido. Esta expressdo é referida como a 22 Lei da
Termodinamica, que define que a geracéo de entropia total é sempre maior ou igual
a zero. Utilizando-se do Teorema da Divergéncia para transformar as integrais de

superficie em integrais de volume e, agrupando-se os termos, encontra-se:

. q r
v L p Llaa =0
I ps (Tj p(Tj (4.19)

Q

tendo-se V() = i,-a(') / ax,- como o operador diferencial. Re-escrevendo-se a equacao

(4.19):

T.
PTs—q,; +q,——prz20
T (4.20)

Definindo-se a energia especifica livre de Helmholtz como a soma da energia

especifica interna U e a energia especifica irreversivel de calor — TS , tem-se:
h=u-Ts (4.21)

Substituindo-se a equacio (4.21) em (4.16), obtém-se:
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ph=o0,é,— pTs— pTs+q,, + pr (4.22)

Substituindo-se a equacdo (4.22) em (4.20), encontra-se a desigualdade de
Clausius-Duhem que satisfaz a 22 Lei da Termodinamica para processos

irreversiveis de dano:

. .\ T
;€ — p(h + ST)+ q, ? >0 (4.23)

4.2.7 Equacédo Constitutiva Termomecanica dos Sélidos com Dano Interno

Da equacdo (4.12), a taxa de variacdo da energia especifica livre de Helmholtz

pode ser expressa por:

ahé+ahd+ahT
o, " da, ' OT

(4.24)

Combinando-se a equacdo (4.24) e a (4.23), a desigualdade de Clausius-

Duhem é re-escrita como:

) oh . oh oh . . T,
cé& —p —& +——0a. +—T+sT |+g. —=>0
lj lj p aglj lj aalj lj aT S ql
(4.25)
ou:
oh |. oh . oh T,
c.—p—\&. —p|l —+sT—-p—<a.+g —>0
1P, [ p(ar S) Poa, T
(4.26)

Os dois primeiros termos da equacéo (4.26) representam a porcdo reversivel
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dos processos termodinamicos enquanto que os dois ultimos representam os
processos dissipativos.

A relacio anterior deve ser valida em processos que envolvam uma variacdo
independente de qualquer das variaveis de estado, incluindo-se, em particular, os
processos puramente eldasticos nos quais a dissipacio é hipoteticamente nula e néo
existe qualquer alteracdo da estrutura interna. Assim, igualando-se os dois
primeiros termos a zero para manter-se a condigao de reversibilidade, as seguintes

relagdes constitutivas sdo obtidas:

. Oh
C=p—
ag"f (4.27)
e.
. oh
§°=——=
oT (4.28)

onde O ; e $° sdo o tensor tensdo efetivo e entropia efetiva, respectivamente. A
equacdo (4.27) apresenta a tensio efetiva O ,j como funcio das deformacées elasticas

€, , das variaveis internas de estado &;; e a temperatura 7’ (que sdo funcdes de h).

Para garantir que a desigualdade da equacio (4.26) seja sempre satisfeita,
uma dissipacfo positiva é necesséaria levando-se em conta o dano interno (processo
irreversivel), assumindo despreziveis os gradientes térmicos, a viscoplasticidade e a

plasticidade. Portanto:

i (4.29)
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oh

O termo P
oo

ij

é uma funcdo negativa que representa a dissipacdo de

energia pelo corpo onde o dano ocorre. Assim, a Gltima equagao impoe:

Y. >
&; =0 (4.30)

para garantir que a equacdo (4.29) seja positiva. A equacio (4.30) sugere que a
introducdo das variaveis internas de estado somente pode representar a
deterioracao do sélido, e nao processos de recuperacao.

Em um evento quando alguma forma de gradiente de temperatura esta
presente durante os processos termodindmicos, o Ultimo termo da equacdo (4.26)

exigiria:

T (4.31)

levando-se em conta dissipac¢do positiva.
Quando a energia livre de Helmholtz da equacédo (4.12) é expandida em séries

de Taylor em termos de cada argumento, a expressido torna-se:

hzh(gij,al.j,T)
P o oh oh
=hlg,;,a,; ,AT )l a0+ €, +a, +AT —+
( ] ) ) ] 0 7 agij /] a% BAT
AT=0
d d s I
L P B RY ) IV ) A
2! 88,.]. / aa,.j T OAT 3!

(4.32)

Alternativamente, a equacao (4.32) pode ser re-escrita como:
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h(g

1
i s T) =A+B,g; + C,a; + DAT + 5 E €€y + Fj&0 +

1 2
+G,e,AT + EHl.jk,al.jak, + 1,0, AT + JAT” + ...

(4.33)

Substituindo-se a expressio anterior na equacio (4.27) e desprezando-se os

termos de ordem superior, a relacdo constitutiva entre os tensores efetivos de tensio
e - ., . . . ~
O, e deformacdo &;, as varidveis internas de estado &; e a variacdo de

temperatura 47" torna-se:

o, =B, + E, &y + Fua, + G,AT (4.34)

sendo que Bjrepresenta o tensor de tensées residuais, Fjx e Fyx sao os tensores de

rigidez das por¢oes ndo danificadas e danificadas do corpo e Gy é o tensor termo-
elastico. Na auséncia de qualquer forma de dano, isto é, &; = 0, a equacdo (4.34)
reduz-se a equacado constitutiva para um corpo eldstico sem dano. Se o tensor
deformagao térmica, com K;; definido como os coeficientes do tensor de expansio

térmica, é expresso por:

T _
€y = KuyAT (4.35)
entao, o tensor tenséo térmica é dado por:
T _ _ T
o; =G,AT = E,; &, (4.36)

ou-
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r _
%y = EukuAT (4.37)

Definindo-se o tensor tensdo residual como sendo igual a outras formas de

- . . R .
tensoes residuais, O;; , tem-se:

ij s

v y (4.38)

Inserindo-se as equacdes (4.36), (4.37) e (4.38) na equacdo (4.34), obtém-se:

e _ R r
0; =0y +Ey (gkl + 5k1)+ Fiy Oty (4.39)

onde 1, j, k, /=1, 2 e 3 e é valido a soma implicita. Note que as variaveis internas de
estado a; na equacdo (4.39) ndo foram definidas funcionalmente e nem foram
associadas com um tipo particular de dano. As variaveis internas de estado
definidas na equacio (4.6) podem ser utilizadas para representar danos internos
como: vazios, trincas transversais, rupturas de fibras, desunido da matriz-fibra, etc,
sujeitas as hipoteses da Teoria do Dano. Além disso, as equagdes constitutivas na
expressdo (4.39) permitem a representacdo de danos internos no espaco tri-

dimensional.

4.2.8 Relagoes Constitutivas para Lamina Ortotropica com Trincas

Transversais

Nesta secdo, as equacdes constitutivas da expressio (4.39) serdo aplicadas
para representar a resposta ao dano de trincas transversais na lamina ortrotépica
de laminados compostos. A Teoria Classica de Placas Laminadas sera utilizada para
este proposito.

Omitindo-se a temperatura e as tensdes residuais, a equacdo (4.39) é

simplificada para:
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e —
O, = Eijklgkl + Ejklakl (4.40)
Quando as simetrias de tensdo e deformacido sdo impostas na ultima

expressao, as equacoes constitutivas tornam-se:

o'=FE¢c +F«
i U (4.41)

em notacdo contraida, onde 7 e jvariam entre 1 a 6, e kentre 1 a 9. £jye Fix sdo as
. .. ~ . . e . e ~
matrizes rigidez ndo-danificada e danificada, respectivamente. O; , £; e & séo as

tensées, as deformacdes e o vetor das variaveis internas de estado, respectivamente.
Para maiores detalhes das simplificacées das equacoes contidas nesta secdo, vide
apéndice A.

Se as restricoes de simetria do material de uma lamina ortrotdépica sio
utilizadas, o ntimero de coeficientes é reduzido e a equacio (4.41) assume a seguinte

forma:



71

I—l
I 1
O
O
© © o o o
OOOOCﬁO
OOOCMOO
(<o T o 0 TR o 0]
SHICHICHE S
[o\ I o B o ]
S o oo

— o o
U U

Ve VAN VY en VW VN

b b bbb

/
D)
o)

g

Capitulo 4: Teoria do Dano

(4.42)

o O O O O
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Quando se considera somente dano por trincas transversais, a equacio (4.42)

simplifica-se para:



Capitulo 4: Teoria do Dano 72

ol [C, C, Cy 0 0 0]
o, ¢, C, Cy O 0 0 |l&,
o5 _|Cs Cy Cy 0 0 0 g .\
o, o o0 0 ¢, 0 0 |lg
o¢ 0 0 0 0 Cs 0 |&
o | 0 0 0 0 0 C |l&
0
_ -l
F, F, F, 0 0 O 0 0 0 0
F, F, F, 0 0 0 O 0 © 0
. F, F, F, 0 0 0 0 0 0 "
o 0 0 F, F, 0 0 0 0 05
0o 0 0 O O F, F, 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Fy Fg] a.
0 (4.43)

sendo que os componentes do vetor variaveis internas de estado &, O, Q,, O,

0, e @y reduzem-se a zero. No caso de uma lamina ortrotépica fina, onde as

condicdes de estado plano de tensdes (bi-dimensional) podem ser aplicadas, as

relagdes constitutivas simplificam-se mais ainda para:

o, Qn Qz 0 |l& 0 F, 0 0
G; =10, 0Oy 0 N&+|0 Fy 0 |y,
o¢ 0 0 O, lle] [0 0 Fylla,

(4.44)

onde Ql-j s@o os componentes da matriz rigidez reduzida. Nota-se que na equacao
(4.44) os componentes &, e (¥ sdo, respectivamente, as varidveis internas de
estado &,, e (), para trincas transversais sujeitas ao carregamento dos modos I e

III. Se Fiy e Qg sdo re-escritos como Fyq e O, entdo a equacio (4.44), com os
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valores deie jsendo 1, 2 e 6, pode ser expressa em notag¢ao contraida como:

e —
o, = ,.jej+E.jaj

(4.45)

Pode ser mostrado (vide apéndice A) que para trincas transversais na matriz,

uma boa aproximacao leva a:

(4.46)

Esta hipdtese simplifica consideravelmente a teoria, conduzindo a uma
descrigao completa do estado de dano pelas variaveis de estado internas &, .

Assim, a equacdo (4.45) torna-se:

o; = Q‘j(‘gj _aj)

(4.47)
ou:
¢ — 0O —
o =0 i b; )gf (4.48)
sendo que D ;j sdo os componentes de dano na lamina, definidos como:
— 1 _ )
D, =a¢, -
/ (4.49)

Expandindo-se a equacio (4.48), obtém-se:
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O-le Qll(l_Dl) le(l_Dz) 0 &
o, =|0n(1-D) 0, (1-D,) 0 €,
o 0 0 Qs (1=Dy) || & (4.50
Alternativamente, a Gltima equacao pode ser expressa por:
0l =0¢ (4.51)
onde ng s@o componentes da matriz rigidez efetiva dada por:
0y =0,(-D)) (4.52)

Nota-se que a equacéo (4.52) necessita de D,, D, e Dy para caracterizar
completamente uma lamina ortrotépica com dano caracteristico. Quando somente
trincas transversais sdo consideradas, a equacdo (4.52) reduz-se a determinacio de

D, e Dy uma vez que D, se relaciona a ruptura da fibra. Como D, e Dg sdo

variaveis internas de estado independentes, o dano devido aos carregamentos de

modo I e IIT podem ser representados individualmente.

4.2.9 Relagoes Constitutivas para Laminados Compostos com Trincas

Transversais

As relagbes constitutivas descritas anteriormente podem ser usadas dentro
da Teoria Classica de Placas Laminadas [Tay e Lim (1996)]. No caso, o vetor das
resultantes de forca {N} e o vetor das resultantes de momento {M} podem ser

expressos por:

{N}=[ale’ b+ Bl }+ 10V} (.59
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{m}=[BKe’ }+ [DRx* }+ {0 } (4.54)

Nas equacdes anteriores, {€"} é o vetor de deformacdes no plano médio, [A] é a
matriz rigidez de membrana do laminado, [B] é a matriz rigidez de acoplamento
(membrana e flexo), k% é o vetor de curvatura, {DN} é o vetor dano de forca, [D] é a
matriz rigidez de flexdo do laminado e {DM} é o vetor dano de momento.

Assim, as quantidades nas equacdes (4.53) e (4.54) sdo apresentadas como:

{N}:f/2 o o, Txy}TdZ (4.55)

—t/2

t/2

{ax o z'n,}Tzdz (4.56)

M=

/2 Y

k=1 (4.57)
1 > 2 2 N
[B] = E Z (Zk = L {Qi‘
k=l k (4.58)
1 Y 3 3 _
BEDNCEENI
k=l k (4.59)
€)= j_t:i le. s Y }T dz (4.60)
{K‘O }: j_t:/zz {K‘x K, K, ¥ dz (4.61)
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{DN }= i (z, — 2y )[Ql {&}k (4.62)

0*)=33 (<t o] {of e

sendo que [Q ]k ¢ a matriz de rigidez reduzida e {C_Z }k é o vetor das variaveis

internas de estado (coordenada global).
A transformacio da coordenada local para a global usualmente é verificada

por:

[Q]k ~[r}le)Ir]

(4.64)

@}, =Ir] e, (4.65)

onde [T]x é a matriz transformacdo da coordenada local para a global de cada lamina
do laminado.

O vetor das variaveis internas de estado na coordenada local é dado por:
P
fa, =Y ot ab} (4.60
n=1

tendo-se P como o nimero total de tipos de dano sendo considerados.
Assim, a variavel interna de estado para carregamento modo I é definida

como-
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1
o, = v qunzdS

Se (4.67)

onde uz é o deslocamento de abertura da trinca, nz é a normal unitaria a superficie
da trinca, V é o volume do elemento representativo e S: é a area de superficie da
trinca.

E, para carregamento modo III:

1
o = v IulnzdS

Se (4.68)

onde u; é o deslocamento por deslizamento da trinca, nzé a normal unitaria ao plano
da trinca na direcio do cisalhamento, Vé o volume do elemento representativo e .S; é

a area de superficie da trinca.
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Capitulo 5

Determinacao das Variaveis Internas de
Estado

5.1 Introducéao

Neste capitulo, busca-se desenvolver uma metodologia para definicdo e
caracterizagdo das variaveis internas de estado especificas para laminados
compostos com trincas transversais em suas matrizes. Somente com a determinacao
das variaveis internas torna-se possivel caracterizar o dano e, assim, deduzir o vetor
dano. Para este trabalho, uma analise numérica destas variaveis foi utilizada visto
ser uma metodologia que incorpora aspectos importantes ao dano, tais como,
densidade de trincas e efeitos de restricio nas laminas danificadas e ainda, sem a
complexidade de se efetuar experimentos neste tipo de material.

De qualquer forma, existem algumas maneiras de se adquirirem as variaveis
internas de estado. Experimentos mecanicos ou micromecanicos podem ser
utilizados para o calculo de tais variaveis. Em uma aproximacio bem elaborada,
complexos experimentos sido necessarios. Além disso, quando ha acoplamento de
tipos de danos (ex: modo I e III), a delineacdo dos mecanismos do dano sdo
freqiientemente dificieis [Kachanov (1986)]. Mesmo se as varidveis internas de
estado forem identificadas com sucesso através destes experimentos, suas bases

fisicas e suas interpretagoes nao serao prontamente 6bvias. Assim, a consideragao de
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invariancia na representacido de um mecanismo particular de dano pode ser
questionada. Ja as constantes utilizadas em fun¢ées adquiridas experimentalmente
para a obtencdo das variaveis internas de estado sdo muitas vezes usadas sem
énfase na necessidade de se provar suas invariancias. Esta situacio conduz a Teoria
da Mecéanica do Dano em Meios Continuos ser associada com técnicas de ajuste de
curvas analiticas, sendo as constantes citadas associadas ao material composto em
estudo [Talreja (1992)]. Também, as varidveis internas de estado podem ser
calculadas através da micromecanica onde a fisica implicita dos tipos de dano e
modos de carregamento é explicitamente levada em conta.

Alternativamente, as variavels Internas de estado podem ser
convenientemente obtidas através de um simples estudo paramétrico por elementos
finitos [Tay e Lim (1993)]. Assim, um método numérico é utilizado para calcular as
variaveis internas de estado de um dano por trincas transversais. O método dos
elementos finitos é usado para analise de trincas transversais em elementos de um
volume representativo, aproveitando-se da vantagem das trincas serem
naturalmente dispersas e de espacamentos aproximadamente iguais. A geometria e
a cinematica da trinca retirada de uma andlise por elementos finitos sdo entio
usadas para calcular as variaveis internas de estado para os modos I e III. A
metodologia é estendida para analise de laminados compostos com laminas internas
em direcdes genéricas [Lim e Tay (1996)]. Para este trabalho, todo o dano est4 na
forma de trincas transversais na matriz e supbe-se estar restrito as laminas
internas. Uma outra hipdtese é que o dano seja igualmente distribuido dentro do

laminado.

5.1.1 Variaveis Internas de Estado para Carregamento Puro Modo I

As variaveis internas de estado para trincas transversais sob o carregamento
Modo I, definido pela equacdo (4.6), lembrando-se que a integracdo é sobre a

superficie da trinca transversal .S, sdo dadas por:

1
a, =VJM2n2dS (5.1)

c
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Figura 5.1 — Modelo para elementos finitos esquemadtico de um laminado [0°/90°] — [Lim e
Tay (1996)]

Substituindo-se os termos da equacdo (5.1) relativos a trinca transversal

dentro do elemento de volume representativo da Figura 5.1 obtém-se:

_ 2u,b [

o, = bl v (z,)dz, (5.2)

—t2

onde uzé o maximo deslocamento de abertura da trinca, b é a largura do laminado, /
é 0 espacamento entre trincas, £z é metade da espessura da lamina interna, v é uma
funcédo associada ao perfil de abertura da trinca, zz é a ordenada do sistema de
coordenadas na diregdo Z relativa a camada a 90°, £; é a espessura da lamina a 0° e
z; é a ordenada do sistema de coordenadas na direcao Z relativa a camada a 0° tal
como definido pela Figura 5.1. Alternativamente, a equacio (5.2) pode ser re-escrita

da forma:
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u 5 105
a, ="~
] J-0s

w($)dé (5.3)

sendo que a espessura da lamina interna é expressa em termos da distancia

normalizada & que é definida por:

="
21, (5.4)

Se a integracdo na equacio (5.3) for definida como:

Ca= L)-S v (5.5)

onde C; refere-se a area de abertura da trinca, entdo, a variavel interna de estado

para o modo I de dano por trincas transversais em laminados [0°/90°] é dada por:

a, =2C, 10,0 (5.6)
tendo-se { como a densidade de trinca, definida como:
1
£=2
! (5.7)

5.1.2 Variaveis Internas de Estado para Carregamentos Acoplados Modos I

eIll

Para laminados com laminas internas em direcdo genérica (ou seja,
o o . ~ .
[0°/@°]), uma consideracio deve ser dada para o deslocamento por deslizamento ou

carregamento modo III em adi¢cio ao modo I (componente do deslocamento por

abertura). B assumido que para um laminado sob carregamento uniaxial de tracio,
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os deslocamentos por deslizamento e abertura das trincas sdo relacionados através

de consideragdoes geométricas. A Figura 5.2 mostra a presenca de trincas

transversais na lamina ¢, onde as direcdes locais 7-2 (da 1amina) sdo orientadas em

um angulo @ das direcdes globais x-y (do laminado).

perfil de
abertura
da trinca

L
Superficies <
da trinca —=—gx—=

Figura 5.2 — Notacdo geométrica de uma lamina com fibras em uma dire¢io genérica [Lim e
Tay (1996)]

Para laminas com dire¢do genérica, a densidade de trincas local ¢ ; € definida

como-

(5.8)

sendo que [/ é o espacamento de trincas local definido pela Figura 5.2. A densidade

de trincas local define a densidade absoluta de uma lamina danificada no sistema de
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coordenadas local 1-2. Contudo, como densidades de trincas sado freqliientemente
determinadas no sistema de coordenadas global x-y, a definicdo de densidade de
trincas global devera ser utilizada para todas as analises. A densidade de trinca

global ¢ ou, simplesmente, densidade de trincas é relacionada com a densidade de

trincas local ¢ ; por:

{=¢, seng (5.9)

Ainda na Figura 5.2, a resultante do vetor deslocamento das faces da trinca
ux pode ser desmembrada em duas componentes: a paralela e a perpendicular ao
eixo 1. Assim, uz denota a abertura ou componente relativo ao modo I do vetor
deslocamento, e u; denota o deslizamento ou componente relativo ao modo III. A

variavel interna de estado para o modo I pode entao ser definida analogamente como

na equacio (5.6), tendo-se ¢ como a orientacio da lamina interna, de modo que a

expressao é dada por:

u,¢

sen ¢ (5.10)

Da Figura 5.2, o componente de deslizamento do vetor deslocamento u; é

relacionado com o componente de abertura uz por:

2

sen ¢ (5.11)
Desta forma, a variavel interna de estado para o modo III é definida como:

1
o = v IulnzdS

Se (5.12)
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Combinando-se as equacdes (5.11), (5.12) e (5.5), a varidvel interna de estado

para o modo III torna-se:

a, =20, 5
tan ¢ sen @ (5.13)

A equacéo (5.6) é derivada para somente o modo I de carregamento enquanto
as equacdes (5.10) e (5.13) sdo derivadas para os modos I e III de carregamentos
acoplados para dano por trincas transversais de uma lamina com fibras orientadas

numa dire¢do arbitraria. Portanto, as variaveis internas de estado para trincas

transversais de laminados [0°/@°]  sdo prontamente determinadas uma vez que se
conheca a orientacdo ¢ da lamina interna, o maximo deslocamento de abertura da

trinca us, a drea de abertura da trinca C; e a densidade de trincas ¢ .

Quando as variaveis internas de estado descritas nas equacdes (5.6), (5.10) e
(5.13) sdo inseridas nas relacdes constitutivas da Teoria do Dano em Meios
Continuos, as variagoes de rigidez de qualquer laminado composto podem ser
obtidas se forem conhecidos 0 maximo deslocamento da abertura da trinca uz, a area
de abertura da trinca C, e a densidade de trincas ¢ . Uma utilidade para tal
correlacao é verificar, em campo, a medida do maximo deslocamento de abertura da

trinca uz a area de abertura da trinca Cs e a densidade de trincas ¢ de trincas

transversais em estruturas compostas em trabalho para predizer a rigidez residual e
ainda quanto tempo esta estrutura tem de vida util. Assim, se o maximo
deslocamento de abertura da trinca uz e a area de abertura da trinca C, para
diferentes densidades de trincas sdo conhecidas a priori, entdo a rigidez respectiva

de qualquer laminado composto pode ser precocemente calculada.

5.1.3 Calculo das Variaveis Internas de Estado por Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos é utilizado para obter propriedades
cinematicas, tais como, o maximo deslocamento de abertura da trinca uze a area de

abertura da trinca C. para uma faixa de densidades de trincas. Entretanto, é
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necessario obter-se valores de uz e C. que sejam aplicaveis para laminas com fibras
em orientacdes, espessuras e empilhamentos arbitrarios. Assim, utiliza-se um
procedimento de normalizagdo para relacionar uze C, como fungoes da densidade de

trinca e do parametro de restricio da lamina interna [Lim e Tay (1996)], que sera

visto a seguir.
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Figura 5.3 — Exemplo de malha de elementos finitos deformada para um laminado [0°/90°]s

Para as analises descritas anteriormente, modela-se um elemento de volume
representativo, conforme a Figura 5.3. O tamanho e a forma do volume
representativo depende das espessuras relativas entre as diferentes laminas e a
densidade de trincas (ntimero de trincas por unidade de volume). Uma série de

parametros normalizados é definida, tais como:

(5.14)



Capitulo 5: Determinagio das Varidveis Internas de Estado 86

g=1u
g (5.15)
s=t
& (5.16)
E=h+1, (5.17)
_u()
g " (5.18)

onde £; e t2 sdo as espessuras das laminas 0° e 90°, respectivamente, /¢é a distancia
entre duas trincas transversais adjacentes, uzé o maximo deslocamento de abertura
da trinca, 6 é o parametro de restricdo, p e J podem ser considerados como a
densidade de trincas adimensional e o0 maximo deslocamento de abertura da trinca
adimensional, respectivamente, e y é a fungao normalizada do perfil de abertura da

trinca. Assim, u(f ) é a funcdo do perfil de abertura da trinca e Cf é a distancia

normalizada do centro da trinca, dado pela equacéo (5.4). Considerando-se o caso de

analise linearmente eldstica, ¢ é diretamente proporcional a deformacio aplicada.
Os efeitos das variacdes da densidade de trincas ¢ e de restri¢do 6 sdo levados em
conta através da analise de diferentes elementos de volume representativo.

Através das andlises experimentais executadas por Lim e Tay (1996), uma

funcado exponencial relacionando o maximo deslocamento de abertura da trinca

normalizado J, com valores de p foi proposta:

s=cle )+ c,le)+c, (5.19

sendo que as constantes para compostos grafite/epéxi e vidro/epdéxi podem ser

visualizadas na Tabela 5.1.
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Tabela 5.1 — Constantes para o deslocamento de abertura da trinca, § versus a funcio da
densidade de trincas normalizado p [Lim e Tay (1996)]

Material

G C, Cs a by
Composto
Grafite/Epoxi| ¢ gep 5 | 021 | 220E-2 | 195 0.74
- Gr/Ep
Vidro/Epéxi

1.03 -0.81 2.28E-2 0.94 1.00
- GI/Ep

Da mesma forma, uma funcdo exponencial relacionando o maximo
deslocamento de abertura da trinca normalizado J, com valores de @ foi1 proposta

[Lim e Tay (1996)]:
§=C, e )+ ")+, (5.20

onde as constantes para compostos grafite/epéxi e vidro/epéxi podem ser

visualizadas na Tabela 5.2.

Tabela 5.2 — Constantes para o deslocamento de abertura da trinca, 8 verso a razéo de
restricio 0 [Lim e Tay (1996)]

Material
Cq Cs Cs a b,
Composto
Grafite/Epoxi| j s1p 5 | 917 0.30 149 | 6.95E-4
- Gr/Ep
Vidro/Epéxi
-0.14 0.00 0.20 -0.91 -0.91
- GI/Ep

Também, expressa-se o perfil de abertura da trinca normalizado y contra a

distancia normalizada Cf para compostos Gr/Ep e Gl/Ep através da Figura 5.4



Capitulo 5: Determinagio das Varidveis Internas de Estado 88

podendo-se observar que a forma do perfil de abertura da trinca é similar entre os

dois materiais compostos.
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Figura 5.4 — ¢ versus y (6=0.333, p=1.0) — [Lim e Tay (1996)]

A fungao do perfil de abertura da trinca normalizada y versus a distancia

normalizada é: pode ser representada por um polinomio de quarta ordem dado por:

Y=1.0+C,E+C? + C& +C, & (5.21)

sendo que C7, Cs, Coe Ciosao constantes dadas pela Tabela 5.3.



Capitulo 5: Determinagio das Varidveis Internas de Estado 89

Tabela 5.3 — Constantes para o perfil de abertura da trinca, y versus a distancia
normalizada na direcdo da espessura & [Lim e Tay (1996)]

Material
C7 Cs C9 CIO
Composto
Grafite/Epoxi
- Gr/Ep 0.00 -1.16 0.00 -10.00
Vidro/Epéxi
0.00 -0.471 0.00 -12.00
- GI/Ep

A area de abertura da trinca C; é definida como a integracdo da area sob o
perfil de abertura da trinca normalizado v , exposto na equacio (5.5). Assim, usando
a Tabela 5.3, a 4area de abertura da trinca C. do grafite/epéxi (Gr/Ep) e do
vidro/epéxi (Gl/Ep) torna-se:

U NN

(5.22)

Inserindo a dltima equacdo nas equacdes (5.6), (5.10) e (5.13), as variaveis de

estado para o modo I e para os modos I e III acoplados tornam-se:

8
Modo I a, =2Cu,{ = guzg“ (5.23)

Uy :§ U,
“seng 5seng

Modo I Acoplado o, =2C (5.24)

a6 2Ca u2§ — § uzg
Modo 1T Acoplado tangseng 5 tangseng (5.25)
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Neste trabalho, o méaximo deslocamento de abertura da trinca uz é
determinado através de duas formulacdes, propostas pelas equacdes (5.19) e (5.20):
pela densidade de trincas normalizada p, e pelo parametro de restricdo 6,
respectivamente. Para a formulagdo por p, tendo-se os valores de p pela equacéo
(5.14), substituindo-se em (5.19), encontram-se os valores do maximo deslocamento
de abertura da trinca normalizado J. Substituindo-se na equacdo (5.16), retiram-se
os valores do maximo deslocamento de abertura da trinca usz Da mesma forma, para
a formulacdo por 6, calculando-se os valores de 6 pela equacio (5.15), substituindo-se
em (5.20), encontram-se os valores do méaximo deslocamento de abertura da trinca
normalizado J. Substituindo-se na equacdo (5.16), obtém-se os valores do méaximo
deslocamento de abertura da trinca uz Tendo-se os valores do maximo deslocamento
de abertura da trinca us e sabendo-se que a densidade de trinca { é funcio da
distancia entre duas trincas transversais adjacentes /, cujos valores sdo atribuidos
aleatoriamente, o calculo das variaveis internas de estado é executado através das
equacdes (5.23) para modo I de carregamento e pelas equacdes (5.24) e (5.25) para
modos I e III de carregamento, respectivamente, para verificagao da perda da rigidez

do grafite/epéxi (Gr/Ep) e do vidro/epéxi (GVEp).

5.2 Verificagao das Formulagoes p e 0

Com o objetivo de verificar as formulacdes propostas por Lim e Tay (1996)
das quais pode-se conduzir, através de alguns desenvolvimentos matematicos, ao
calculo das variaveis internas de estado, algumas andalises foram conduzidas
similarmente as feitas por estes autores, para se deduzir numericamente estas
variaveis. A rotina utilizada para as analises esta listada no apéndice B.

Na Figura 5.5, pode-se observar um exemplo de malha de elementos finitos
utilizada para as analises, sendo que somente % do volume de elemento
representativo é modelado devido a simetria. Nesta mesma figura, as regioes ABFC
e FCED representam as laminas a 0° e 90° respectivamente. O lado ED é
restringido ao movimento na direcéo vertical e o lado AF é restringido ao movimento

na direcdo horizontal. Um deslocamento uniforme na direc¢éo positiva “x” é aplicado
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no lado BCD. A trinca é representada pelo lado EF, com a ponta da trinca no ponto
F, interface entre as laminas a 0° e 90°. O modelo consiste em elementos com oito
nos e propriedades para material ortotropico. Para realizar as analises, usa-se o
software ANSYS 5.6. As propriedades dos materiais estdo descritas nas Tabela 5.4.
Vale mencionar que a malha de elementos finitos selecionada para os resultados
apresentados a seguir, na Figura 5.6, contém 2000 elementos e, baseado nas
afirmacdes descritas por Lim (1999), que estudou a variacido da malha de 480, 750,
3000 e 4069 elementos, sendo que a malha com 480 elementos ja obteve
convergéncia. Também, conforme Tay e Lim (1993), a curva mostrada na seqiiéncia
foi obtida para um valor de deformacio aplicada. J4 que as andlises sado elastico-
lineares, qualquer alteracdo deste valor implica em alteragao da escala no eixo ¢ do

grafico da Figura 5.6.

As B
E nb
F C
Mo =l
V) £l
-4
Bl
Sk B
ﬁl?Jt'Lﬁﬂ{l.'ﬁ'ﬁl‘JL'L)c'l';{i':{i';{’]l{l%'i.‘-."iﬂ‘"J‘—’fl_'.':iE{i‘z’!.’J'\_-’J."’_'}P’J;\u"l\ﬂ'}f\':ﬂ'.\v'j}g"lvl\a’\' Tl T T 0T T Tl AT P T 0 AP T B G A A A ;’h':it
Figura 5.5 — Exemplo de malha de elementos finitos utilizada para as andalises, com 450
elementos
Tabela 5.4 — Constantes Elasticas utilizadas para as andlises
Material E11 (GPa) E22 (GPa) G12 (GPa) G23 (GPa) V12
Grafite / Epoéxi - Gr/Ep 142.00 9.85 4.48 3.37 0.3
Vidro / Epéxi - GI/Ep 41.70 13.00 3.40 3.40 0.3

Oito andlises foram executadas para os materiais grafite/epéxi (Gr/Ep) e
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vidro/epéxi (GI/Ep), conforme descrito na Tabela 5.5, para se comparar os resultados
da curva méaximo deslocamento de abertura da trinca normalizado, §, com a
densidade de trinca normalizado, p. Utilizou-se espessuras ¢; = 0,000203 m, ¢z =
0,000609 m e £=0,000812 m com 6 = 0,333 para Gl/Ep e espessuras £; = 0,000127 m,
tz=0,000381 m e £= 0,000508 m com 6 = 0,333 para Gr/Ep. Resultados das analises
sdo mostrados na Figura 5.6. Nota-se que os comportamentos das curvas estio bem
proximas tanto para Gr/Ep quanto para Gl/Ep. Para Gl/Ep, os resultados obtidos
subestimam os resultados de Lim e Tay. Ja para Gr/Ep, os resultados
superestimam. Isto pode ser atribuido a formulacdo dos elementos utilizados e falta

de informacodes sobre qual a deformacéo aplicada nos estudos comparados.

025
i —e— Gl - ANSYS5 6
0.2 - A —m— Grifp - ANSY S5 6| |
: < A GliiEp-Eg 519
e Grff-Fq 519
Tl
0,15 +— - =
0 @
L
0,1
0,05 &
0 T T T T T T T
0,1 02 05 0.8 1 1.5 2 3

p

Figura 5.6 — Maximo deslocamento de abertura da trinca normalizado, & versus a densidade
de trinca normalizado, p

Seis analises foram executadas para os materiais Gr/Ep e GlI/Ep, conforme
descrito na Tabela 5.6, para se comparar os resultados da curva maéaximo
deslocamento de abertura da trinca normalizado, 8, com o parametro de restri¢do, 0.
Resultados das andlises demonstraram boa aproximacio.

Desta forma, para este trabalho, as varidveis internas de estado sé&o

deduzidas pelas expressdes (5.19) e (5.20).
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Tabela 5.5 — Valores de comprimento, representados pela metade das distancias entre
trincas /2, e da densidade de trinca normalizada p para as analises em ANSYS

5.6

Espessura Total do Laminado (m)

Gl/Ep
0,001624
p 1/2 (m)
0,1 0,008120
0,2 0,004060
0,5 0,001624
0,8 0,001015
1,0 0,000812
1,5 0,000541
2,0 0,000406
3,0 0,000271
Espessura Total do Laminado (m)
Gr/Ep
0,001016
p 1/2 (m)

0,1 0,005080
0,2 0,002540
0,5 0,001016
0,8 0,000635
1,0 0,000508
1,5 0,000339
2,0 0,000254
3,0 0,000169
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Tabela 5.6 — Valores de comprimento, representados pela metade da distancias entre
trincas /2, espessuras t;, tz e t, parametro de restricdo 0 para as analises em

ANSYS 5.6, com p = 1,0 para Gr/Ep e Gl/Ep

Espessura Total do Laminado (m)
Gl/Ep
0,001624
p| ti(m t2 (m) t (m) 0 1/2 (m)

1,0| 0,000203 | 0,002030 | 0,002233 0,1 0,002233
1,0 0,000203 | 0,001015 | 0,001218 0,2 0,001218
1,0 0,000203 | 0,000406 | 0,000609 0,5 0,000609
1,0 0,000203 | 0,000203 | 0,000406 1,0 0,000406
1,0| 0,000203 | 0,000068 | 0,000271 3,0 0,000271
1,0| 0,000203 | 0,000020 | 0,000223 10,0 0,000223

Espessura Total do Laminado (m)

Gr/Ep
0,001016
p| ti(m t2 (m) t (m) 0 1/2 (m)

1,0 0,000127 | 0,00127 | 0,001397 0,1 0,001397
1,0| 0,000127 | 0,000635 | 0,000762 0,2 0,000762
1,0 0,000127 | 0,000254 | 0,000381 0,5 0,000381
1,0| 0,000127 | 0,000127 | 0,000254 1,0 0,000254
1,0| 0,000127 | 0,000042 | 0,000169 3,0 0,000169
1,0 0,000127 | 0,000013 | 0,000140 10,0 0,000140




95

Capitulo 6

Implementacao do Dano ao Método

Modificado da Funcao de Green Local

6.1 Introducao

Muitos métodos aproximados tém sido utilizados para solucoes de problemas
da engenharia moderna. Entre os métodos aproximados mais consagrados destacam-
se os de Elementos Finitos, de Elementos de Contorno e de Volumes Finitos. De
qualquer forma, por mais poderosos e abrangentes que possam ser, os métodos
aproximados possuem limitagoes e restrigoes ao uso. Por esta razdo, muita pesquisa
tem sido feita nas ultimas décadas, seja para aprimorar os métodos consagrados e
expandir o seu campo de aplicacio, seja para o desenvolvimento de novas propostas
e metodologias que venham a preencher lacunas nfdo ocupadas pelos métodos
convencionais.

Dentre estes novos desenvolvimentos, surgiu o “Método Modificado da
Funcdo de Green Local MMFGL)”. Trata-se de um método aproximado de solucio,
que associa o Método dos Elementos Finitos e o de Elementos de Contorno,
resolvendo-se o problema através de um sistema de equagdes integrais de contorno.
O MMFGL foi aplicado anteriormente por Machado (1992) para solucido de
problemas em placas laminadas de materiais compostos e, para este trabalho,

incluiu-se o dano.
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O objetivo deste capitulo é apresentar uma implementacdo da Teoria do
Dano, discutida nos capitulos anteriores, em laminados compostos contendo trincas
transversais através do MMFGL. Nos itens a seguir, alguns comentarios serio
efetuados sobre este método e consideracées de sua implementacio. Cabe salientar
que o objetivo do presente nao é o estudo e o desenvolvimento do MMFGL como foco
primordial. O método foi empregado apenas como ferramenta computacional para a
solucido aproximada do problema do dano em materiais compostos. Assim, sera feita,
a seguir, uma breve apresentacdo do MMFGL. Maiores detalhes podem ser

encontrados nos trabalhos de Silva (1988), Barbieri (1992) e Machado (1992).

6.2 Consideracées sobre o Método Modificado da Funcao de
Green Local (MMFGL)

O MMFGL emprega uma técnica de integracio transversa e relagdes de
reciprocidade para determinar, a nivel local, a Funcido de Green, transformando,
dessa forma, o operador parcial do problema, num operador parcial ordinario.

Este método foi aplicado anteriormente ao caso de placas laminadas de
materiais compostos [Machado (1992)], onde se fez uma investigacio de varios tipos
de teorias para solucdo de placas laminadas através do MMFGL. Foram estudadas
as teorias de camada simples baseadas em expansées lineares e de ordem superior
dos campos de deslocamentos. Como em outras aplicagées, o MMFGL mostrou-se
bastante eficiente, com elevada precisdo, mesmo com malhas muito grosseiras. A
Figura 6.1 ilustra esquematicamente a aplicacdo deste método em placas laminadas

de materiais compostos.
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(a) Problema real a ser analisado - placa
laminada de material composto:
geometria, propriedades elasticas,
condi¢Oes de contorno e de cargas.

SUPERFICIE

) (b) Modelo Teo6rico: Camada Simples. O
MEDIA _-

campo de deslocamentos ¢ expandido
por teoria de 1" ordem, a partir dos
deslocamentos da superficie média da
placa.

(c) Aproximagdo de dominio: a
superficie média da placa ¢
discretizada por elementos finitos que
geram automaticamente a Func¢ao de
Green do problema.

(d) Aproximagdo de contorno: o0
problema ¢ resolvido de forma
aproximada a partir das equagoes de
contorno.

Figura 6.1 - Etapas de solucéo do problema de uma placa laminada pelo MMFGL [Machado
(2001)]

No MMFGL, as matrizes do sistema de equacgdes integrais sdo determinadas
diretamente sem o conhecimento explicito da Funcao de Green. O MMFGL utiliza
elementos finitos no dominio para gerarem, na base do espacgo por eles formado,
projecoes discretas da Func¢ado de Green, correspondentes a solugdes fundamentais,
que serdao posteriormente empregadas no sistema de equagbes integrais associado a
discretizagdo no contorno pelo Método dos Elementos de Contorno. Assim, as
solucgoes obtidas por este método sdo de contorno, mas a determinacio das matrizes
das Funcdes de Green esta baseada no Método dos Elementos Finitos. Desta forma,
justifica-se abordar apenas as questoes relativas ao Método dos Elementos Finitos

no problema de dano. Isto é feito somando-se o vetor de dano ao vetor de forgas
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aplicadas e sera discutido a seguir.

6.3 Desenvolvimento do Modelo de Dano por Elementos Finitos

A formulacdo das equagoes diferenciais governantes para um laminado
composto com dano segue o mesmo procedimento do que o usado para a formulacao
para um laminado composto sem nenhum dano. A diferenca entre as duas
formulacoes torna-se aparente quando as equagbes constitutivas sdo examinadas.
Através da incorporacdo das variaveis internas de estado nas equacées
constitutivas, o efeito da formagao da trinca na matriz em laminas individuais pode
ser modelado. O desenvolvimento de um modelo de dano tem sido muito bem
documentado em varias publicacdes [Allen et al (1987)], [Buie (1988)], [Allen
(1994)], [Lim (1999)]. Portanto, somente algumas consideracdes serdo feitas para a
formulacao do problema de dano por trincas transversais.

Como ja comentado anteriormente, os efeitos das trincas sédo introduzidos nas
equagoes constitutivas através de uma modificagdo das restrigoes termodinamicas
localizadas no problema. Assim, a energia livre de Helmholtz é alterada para conter
os efeitos mecanicos da formacio de trincas na matriz. Tendo-se examinado o
procedimento para determinagdo das varidveis internas de estado no capitulo
anterior, tratam-se estas variavels como ja conhecidas no desenvolvimento da
formulacdo por elementos finitos. Assim, somente os deslocamentos nas equacdes
sado entidades desconhecidas.

Utiliza-se para formulacdo das equacdes em elementos finitos para laminados
compostos com trincas transversais a Teoria Classica de Placas Laminadas, ja que o
problema analisado nao apresenta flexdo, sendo assim, um caso particular da Teoria
de Primeira Ordem. Primeiramente, substituem-se as expressdes (4.53) e (4.54) nas

equacdes de equilibrio [Villaga e Taborda Garcia (1996)]:

ON, ON,
+——=p,
dx  dy 6.1)
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N, N, _
y
dx  dy (6.2)
2 O’M_  oO°M
R
ox 0xdy dy (6.3)

onde Ny, Ny, Ny, My, My, My, sdo as tensdes resultantes definidas nas equacoes
a a a ~ .
(3.35) e (3.36) e, p,, Dy, P, sdo elementos do vetor forca de corpo aplicados.

Mais explicitamente, as equacdes (4.53) e (4.54) podem ser re-escritas como:

_ 0 0 0
N =A + Auey + Aw;/xy +B, kx, + Bulcy + Bwlcxy —

N oo — — (6.4)
- Z{Qllaxx + Q12ayy + Ql6axy }k (Zk Y= )
k=1

_ 0 0 0
Ny =A,E, + Azzey + A26;/xy + B,k +322Ky + BZ6K‘xy —

N _ _ (6.5)
- Z{Quaxx + Q22ayy + Q26axy }k (Zk — i )
=1

_ 0 0 0
ny = A€, + A26gy + A66;/xy + Bk, + B26lcy + B66ny —

N _ _ (6.6)
- Z{Qleaxx + Q26ayy + Q66axy }k (Zk ~Zka )
k=1

_ 0 0 0
M =B, &, +Blzgy +Bl67xy +D, Kk, +D121cy +D16K‘xy —

L B _ (6.7)
_EZ{Qllaxx +01,2,, + 0, }k (e} -<i)
k=1

_ 0 0 0
My =B,e + Bzzey + st?’xy + D,k + D22K‘y + D26ny —

L _ _ (6.8)
- EZ{Quaxx + Q22ayy + Q%a)@' }k (Z’f B Z’f_l )
k=1
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_ 0 0 0
Mxy =B€ + BZ6ey + B667xy +Dk + D26K‘y + D66K‘xy —

1 &G — — o (6.9)
- EZ{Qleaxx + Q26ayy + Qééaxy }k (Zk —Zia )
k=1
Substituindo-se as equacdes (6.4) a (6.6) em (6.1), tém-se:
0 0 0 0
_(Allgx + Alzgy + A167xy + BIIKx + BIZKy + B16ny )_
0 L — — —
_B_Z{Qllaxx + Q12ayy + Q16axy }k (Zk — 2k )+
X k=1
(6.10)

a 0 0 0
+—(A168x + A%ey + A%g/xy + Bk, + B%K'y + Béélcxy )—

a ul {_ S ~ } a
_52 Oy, + Q26ayy + Q66axy f (Zk Y= ) =D
k=1

Utilizando-se as relacées deformacao-deslocamento apresentadas na equacio

(3.31), onde u’ v’ e w? representam o deslocamento na superficie média da placa

laminada, obtém-se:

x| M ax gy 9y ax ) " ax?

0 0 0 0 2.0 2.0 2.0
T WLy W L [ LA AL Y i |
dy ox dy dy  Ox ox dy 0xdy

0 0 0 0 2.0 2.0 2.0
i A du + A v + Al du +8v —| B dw +Bu—aw2 +2316—aw +
dy dxdy

LA _ _
- a_z {Qllaxx + QlZayy + Q16axy k (Zk L )_
X k=1

0 & o— — — u
_a_z {Qléaxx + Q26ayy + Q66axy f (Zk - Zk—l): Px
Y k=1
(6.11)

Da mesma forma, substituindo-se as equacdes (6.4) a (6.9) em (6.2) e (6.3) e

utilizando-se das relacdes deformacao-deslocamento (3.31), encontram-se:
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0 ou’ o’ ou’ o' o’w’ o*w’ 0w’
a{Am o + Ay ay +A66(g+¥J_(Blﬁ o2 + By ayz +2B axayj:|+

ou’ '’ ou’ ' a°w’ a°w° 2°w’
+ {Alz " +A, — % +A26( % +¥j—(812 " + B,, ay2 +2B%%H_

- 6X t Q26ayy + O, } — 1

9
dy
9
ox
_9

N
>{o
k=1
N - —_— J—
ay Z {QIZaxx + szayy + Q26 } Zk 1
k=1
(6.12)

2 0 0 0 0 2.0 2.0 2.0
d {Bnau P +Bm£au L j‘(l) W Fw j}

ox’ ox dy dy  Ox " ox? 2 9y? ' 9xdy
2 0 0 0 0 2.0 2.0 2.0
+2 J Bma” + B, id + By, ou +av - Dm—aw; +D26—aw; +2D66—a id +
dxdy ox dy dy  ox ox dy dxdy
0? ou’ o’ ou’ o’ o’ w’ 2w’ 2w’
+— B,—+B,—+By| —+— |—-| D, > +D,, > +2D,y—— | |-
dy ox dy dy  Ox ox dy 0xdy
19?
2 a 2 Z{Qna +Q12an +Q16ax>} ( Zlf—l)_
a dy {Qma +Q26an +Q66ax>} ( ZI?—I)_
=1
1 9°

N — _
N Ea_ Z{Qmaﬂ + QZZa}'}' + Q%axy }k (Zlf - ZIf—l ) = pzu
k=1

(6.13)
Dentro do desenvolvimento dos sistemas de equacgoes para o método dos

elementos finitos [Huebner et al (1995)], definem-se as seguintes funcdes de

interpolacdo para os deslocamentos (19, v?, w9 — deslocamentos no plano médio:

u' =Y Wu, (6.14)
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j=1 (6.15)

(6.16)

onde (u;, v, wj) sdo os deslocamentos nodais, ¥ ;e ¢ ; sdo as funcoes de interpolacéo
e M é o numero de nés em um elemento. Note que aqui ¥, € uma fungdo de

interpolacao, diferentemente do capitulo 5, onde y é o perfil de abertura da trinca.

Utilizando-se o calculo variacional, a forma fraca pode ser construida com as
variagdes U =Y, V=Y, e W=4¢,.
Assim, integrando-se as equacdes diferenciais governantes (6.11), (6.12) e

(6.13) sobre o dominio de cada elemento Q¢ e utilizando-se das variacdes virtuais

descritas anteriormente, obtém-se:



Capitulo 6: Implementag¢ao do Dano ao Método Modificado da Fungao de Green Local 103

oy . oV, oy, . 178 oV,
ul A, Yok A AR ad A Yis Ag a4l | A
ox ox dy dy ox dy !

_al//j al//j al//] al//j aW] al//J
+_ ™ (Am ™ +A, % ]+ % A » + Ay % v, + rdxdy —
” -
oy 0’9, 0’ (,/)
JZ; “ar | B B +28, 50 axa
o 9’ %9, "
- l//j Blﬁ ¢2j +BZ6 2 66
dy ox dy axay
Kl ]
9 (Z{Qna +Q12an +Q16axy} Y= )j
—I 81// dxdy = IW pdxdy
« (Z {Ql()a’,xx + Q26a’,n + Q()éa’,xy} Zk—l )]

(6.17)
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oy . oy, oy, Jy, oy, oV,
il (Alﬁ il + A, il J+ il (Alz il + A, y/’j u; +
ox ox dy dy ox dy
(. oy, oy, v, ( vy, oy,
+ ud (A ud + A, W’J+ ud (A% ud +A,, l//’j v, + rdxdy —
ox dy dy ox dy
M 92 2 ]
. 0°¢.
J.Z—:‘ ( ¢2] +2366% -
Q° J= dy xdy
+ 2¢ 82¢ wl
( —+2B, 0
dy’ xXay

(Z{Qm + Q26ayy + Q66 } S j

. dxdy = J. W, pydxdy
- ay] Z{Qnaxx + Q22ayy + Q26axy} - Zk l)j
k=1

(6.18)
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105

(9%0.( dw. p) 9° v, |
¢2’ B, i + B, i +2 d B, +B66 Y +
ox ox dy 0xdy ox dy
u.+
0’9, oV, ’
o5 (BIZB—JFB%B_I}
Y x Y |
92 | ow. ) 9° oy, ow. ) |
¢i Bm—’+B12 Yilia 9, B, d +B%L +
ox ox dy oxdy | ox dy
32 o oy v, + rdxdy —
il B i LB j
_+ ayZ ( 26 ax + 22 ay ] |
29, (9, e P9,
- 2] D11 2, +D12 2 2D16
ox ox dy axay
o, @9, Ve 9,
- D L+D —L42D .
* axayl ' ox? e dy’ it Axdy M
%9, %0, 0°0. 0%0.
(i’ D,, ('}i’ +D22—¢;’+2DZ6l
dy ox dy 0xdy
10°¢; (& _ _ |
2 ale ;{ llaxx +Q12ayy +Q16axy }k (Zlf - Z13—1 )]_
0°¢. (& )
- J. - a a] Z{Qlﬁaxx +Q26aw + Qﬁﬁaxy} ( Zk—l )j - dXdy = j-¢jp?dXdy
Q¢ X y k=1 Q°
0°¢. (&
- ayzj ;{lea +Q226t'” +Q26 Xy }k (Zlf _Zlf—l )j

(6.19)

As expressdes resultantes podem ser expressas pelo seguinte sistema de

equacoes algébricas para um elemento finito tipico:
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(6.20)
sendo que Kjjsdo os elementos usuais da matriz rigidez, (dx, dy, d») sdo os elementos

do vetor deslocamento, {74 e {#% so o vetor forca aplicada e o vetor forca de dano.

Estes vetores podem ser expressos por:

F' = [ piy dxdy
J

(6.21)
F = | piy,dxdy
Q° (6.22)
F/= Ip§¢]dxdy
Q (6.23)
d _ d
F' = [ ply,dxdy
Q (6.24)
d _ d
F' = | ply dxdy
Q (6.25)
d _ d
F = Ipz (bjdxdy
Q° (6.26)

- . d d dl . .. .
Nas expressoes acima, {px sDys D, } sdo definidos como:
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=

"5 B B B
W {Qnaxx +0na,, + 0 } +
B vy Xy Ik

d X k=1

LA _ _
+ a_ z {Ql6axx + Q26ayy + Q66axy }k
L D ke . (6.27)

IS Gt + Tytr,, + Oy, | +

ax
P;jv = . IN (Zk _Zk—l)

3 . _ _
+ a_ Z {Q12axx + szayy + Q26axy }k
L OY k=1 -

(6.28)

N JR— JR—
5 Z{ Ny, + Ql2ayy + Ql6axy }k +

ol
> — — 2 2
Z{Qma’m + 0y, + 0, }k + (Zk < )
N
p=

1

{Ql2axx + §22ayy + Qéaxy }k
- (6.29)

Assim, tendo-se como conhecidas as varidveis internas de estado ¢« e

substituindo-se as expressoes (6.27) a (6.29) nas expressdes (6.24) a (6.26), encontra-

d . . - -
se o vetor forca de dano {Fk }, sendo que os coeficientes O, s@o os elementos da

matriz rigidez no sistema.

O sistema de equacdes dado em (6.20) pode ser utilizado com qualquer tipo de
elemento cujas funcgbes de forma sido conhecidas. Para o desenvolvimento do modelo
deste trabalho, foram considerados elementos finitos lagrangeanos quadraticos de
nove nés na discretizacdo do dominio e de trés nds para o contorno. Um fluxograma
da rotina utilizada para calculo do dano em estruturas laminadas compostas pode

ser visto no apéndice C.
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Capitulo 7

Resultados

7.1 Introducéao

Este capitulo visa apresentar algumas aplicagées do modelo proposto nos
capitulos anteriores para placas laminadas com dano por trincas transversais na
matriz. Para este fim, utiliza-se o Método Modificado da Funcido de Green Local,
aplicado anteriormente por Machado (1992) em problemas de placas laminadas, mas
aqui alterado considerando-se o dano. Todas as analises foram executadas através
de uma Teoria de Primeira Ordem, apesar de néo ser considerado esforcos de flexdo,
usando-se um modelo de camada simples baseado em deslocamentos. Tendo em
vista tratar-se de um problema n&o-linear, onde a quantidade de elementos exerce
forte influéncia, utilizam-se variados numeros de elementos finitos e de elementos
de contorno para estudo do processo de convergéncia. Sdo considerados apenas
elementos finitos lagrangeanos quadraticos de 9 nés na discretizagdo do dominio,
enquanto que, no contorno sdo empregados elementos de 3 nés. Desta forma, como
no Método dos Elementos de Contorno, nés duplos sio inseridos em pontos de
descontinuidade da normal e/ou de condigoes de contorno. Como exemplo, é
mostrado na Figura 7.1, o caso de uma placa quadrada, onde % do seu dominio é
discretizado por quatro elementos finitos e oito elementos de contorno. Os resultados
das analises sdo comparados com os modelos de Tay e Lim, e resultados

experimentais.
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¥
- ......._B C
1
. A D e
‘ 1m
r "]
(a) Placa: 1/4 discretizado
i 7 2 ¢ 2
O O
- ©
O O
O O % & &

(b) Malha de Elementos Finitos (c) Malha de Elementos de Contorno

Figura 7.1 — Exemplo de discretizacdo de uma placa, aproveitando-se as condigdes de
simetria e utilizando-se malha 2x2 (4 elementos finitos e 8 elementos de
contorno)

Em todas as aplicagoes, utilizou-se:

e Relacoes tensdo-deformacdo para laminas ortotrdpicas finas sob estado
plano de tensao;
e (Chapa quadrada de dimensées: 1m de largura por 1m de comprimento

(vide Figura 7.2);
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Carregamento uniaxial de tracdo na direcio “x<”, de 5000 N (vide Figura
7.2);

A titulo de comparacio, duas formulacdes para o calculo das variaveis
internas de estado: p e 0, equacdes (5.19) e (5.20);

Devido as condi¢ées de simetria, apenas % da placa é discretizado
(simetria nos bordos AB e AD da Figura 7.1 em relacdo aos eixos “y” e “x”,
respectivamente);

Os materiais empregados assim como suas propriedades estio listadas na
Tabela 7.1;

Os resultados para perda de rigidez foram adquiridos de forma indireta.
Assim, buscou-se na analise o resultado do n6é de maior deslocamento ux,
conforme Figura 7.2, e dividiu-se pelo deslocamento uox da placa nao-
danificada para se encontrar a razdo ux/uox que, aqui é tratada como
perda de rigidez.

No grafico de convergéncia, admitiu-se o valor de deslocamento ux para

placa laminada danificada com distancia entre trincas / de 5mm;

Tabela 7.1 — Relacdo dos materiais utilizados - Highsmith e Reifsnider (1982)

Material E11 (GPa) E2 (GPa) | G2 (GPa) | Go3 (GPa) V12
Grafite / Epoxi

(Gr/Ep) 14200 o v > i
Vidro / Epoxi
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1m
Fy
N6 com
Deslocamento
1 -—] MMaximo ™
m
5000 N - T L5000N
L 3

Figura 7.2 — Dimensodes e condi¢bes de carregamento para o problema proposto de placas
laminadas com trincas transversais na matriz

7.2 Aplicagées

7.2.1 Placa Laminada [0°/90°]

As propriedades complementares para a analise deste laminado estao

descritas na Tabela 7.2.

Tabela 7.2 — Propriedades Geométricas para o laminado [0°/90°]s

Geometria Material | Valor (mm)
Espessura total do laminado Gr/Ep 0,508
) GUEp 0,812
Gr/Ep 0,127

Espessura de cada lamina (t;)
Gl/Ep 0,203
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Séo utilizadas malhas com 1, 4, 9, 16, 25 e 36 elementos finitos no dominio
para examinar a convergéncia dos resultados e as formulagoes por p e 6 para o
calculo das variaveis internas de estado.

Para diversos valores de densidade de trinca {, sdo determinados a perda de
rigidez do laminado e comparados com resultados obtidos pelas analises numéricas
de Tay e Lim [1996] e resultados experimentais reportados por Highsmith e
Reifsnider [1982]. Os valores da perda de rigidez da andlise executada para Gr/Ep,

malha 6x6 e de Lim e Tay estado descritos nas Tabelas 7.3 e 7.4.

Tabela 7.3 — Laminado Gr/Ep [0°/90°]s: valores de perda de rigidez pela formulagio p

gfxz;df'n‘i;ﬂ; Perda de Rigidez (%)
Resultados
g Lim e Tay
Malha 6x6
0,0 100,00 100,00
0,2 99,61 99,60
0,4 99,22 99,14
0,6 98,84 98,78
0,8 98,53 98,39
1,0 98,22 98,05
1,2 97,91 97,75
1,4 97,67 97,40
1,6 97,44 97,20
1,8 97,21 96,95
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Tabela 7.4 — Laminado Gr/Ep [0°/90°]s: valores de perda de rigidez pela formulacéo 0

tll)‘ f;lcs;d(:li;flle) Perda de Rigidez (%)
Resultados
¢ Lim e Tay
Malha 6x6
0,0 100,00 100,00
0,2 99,69 99,60
0,4 99,30 99,14
0,6 98,99 98,78
0,8 98,68 98,39
1,0 98,37 98,05
1,2 98,06 97,75
14 97,75 97,40
1,6 97,36 97,20
1,8 97,05 96,95

Nas Figuras 7.3 e 7.4, sdo apresentados os resultados de perda de rigidez
para o material Gr/Ep pela formulac¢io por p e por 0. Os resultados para as duas
formulacbées demonstraram uma boa aproximacéo com os trabalhos de Lim e Tay e
os trabalhos experimentais de Highsmith e Reifsnider [1982] ja com a malha 4x4 (16

elementos) e confirmando-se com o refino até a malha 6x6 (36 elementos).
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---=-- Dano 1 elem
—-4-—Dano 4 elem
Dano 9 elem
—-g—--Dano 16 elem
—x— Dano 25 elem
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Figura 7.3 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado Gr/Ep [0°/90°] —
formulagéo por p

Dano 1 elem
—-4-—Dano 4 elem
Dano 9 elem
—+ = Dano 16 elem
—x— Dano 25 elem
Dano 36 elem
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Figura 7.4 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado Gr/Ep [0°/90°]; —
formulag&o por 0
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Verifica-se, conforme mostrado nas Figuras 7.5 e 7.6, a forte influéncia da
caracteristica nao-linear do dano somado com a convergéncia do método dos
elementos finitos. Andlises executadas por Machado (1992) em laminados similares
sem dano ja apresentavam boa convergéncia com malha 1x1. Com dano, valores
para a malha 1x1 (1 elemento) indicam uma certa discrepancia, tornando-se
necessario o refino. J4 com a malha 2x2 (4 elementos) a curva indica uma situacio
de convergéncia que se confirma com uma maior quantidade de elementos. Observa-
se, através da Figura 7.6, que a formulacdo por 0 demonstra ser levemente mais

dependente do refino do que a por p.

1,6E-04

1,5E-04 -

Ux 1,4E-04 -

1,3E-04 1 o

L 2
.

1,2E-04

1 4 9 16 25 36

N. Elementos

Figura 7.5 —Laminado Gr/Ep [0°/90°]s — formulacéo por p: verificacio da convergéncia com
ux em milimetros

1,6E-04

1,5E-04
Ux 1,4E-04 N

S~

1 4 9 16 25 36
N. Elementos

1,3E-04

L 4

1,2E-04

Figura 7.6 — Laminado Gr/Ep [0°/90°]s — formulacéo por 6: verificacdo da convergéncia com
ux em milimetros
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Os valores das analises executadas para Gl/Ep, malha 4x4 — formulacéo p e

malha 5x5 — formulacgéo 6 e de Lim e Tay estao descritos nas Tabelas 7.5 e 7.6.

Tabela 7.5 — Laminado Gl/Ep [0°/90°];: valores de perda de rigidez pela formulacéo p

gf:l‘j;df‘n‘i;ﬂ‘)’ Perda de Rigidez (%)
¢ | St T i
0,0 100,00 100,00
0,2 95,30 96,25
0,4 91,58 93,13
0,6 88,63 90,63
0.8 86,35 88,75
1,0 84,60 87,50
12 83,35 86,25
1,4 82,45 85,00
1,6 81,87 84,38
18 81,51 83,75
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Tabela 7.6 — Laminado Gl/Ep [0°/90°];: valores de perda de rigidez pela formulagéo 0

g‘i”l‘l‘z;d(alﬂfn‘.il‘; Perda de Rigidez (%)
S| malha s | LimeTay
0,0 100,00 100,00
0,2 98,03 96,25
0,4 96,06 93,13
0,6 94,09 90,63
0.8 92,12 88,75
1,0 90,15 87,50
12 88,17 86,25
1,4 86,20 85,00
1,6 84,23 84,38
18 82,25 83,75
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Nas Figuras 7.7 e 7.8, sdo apresentados os resultados de perda de rigidez

para o material Gl/Ep pela formulagdo por p e por 6. Para o caso deste laminado,

utilizando-se da formulagao por p, os resultados apresentaram uma leve tendéncia

de enrijecimento, em relacdo aos trabalhos de Tay e Lim, para as malhas acima de

16 elementos e boa aproximagdo com os resultados experimentais. De qualquer

forma, para densidades de trinca { < 1 mm’, os valores da perda de rigidez se

mantém bem préximos para as malhas 4x4, 5x5 e 6x6. Observa-se que nos trabalhos

de Lim e Tay os resultados fornecidos nao sdo detalhados sobre qual malha de

elementos finitos foram executadas as analises e nem qual o carregamento aplicado.

Nota-se que pela formulacédo 0, a curva adquire um formato descendente e com o

refino da malha, os resultados aproximam-se dos relatos por Highsmith e Reifsnider
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em seus trabalhos experimentais.
70 e Dano 1 elem
*.\ —-+-—Dano 4 elem
60 \* Dano 9 elem
o ; . — -0~ --Dano 16 elem
E/Eo[%] 50 1 \\* —x—Dano 25 elem
40 ; . Dano 36 elem
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30 - A= - A  Experimental
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Figura 7.7 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado GI/Ep [0°/90°]s —

formulacgéao por p
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. & Lime Tay
. E i tal
30 \*. A Xperimenta
20
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Figura 7.8 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado GI/Ep [0°/90°]s —
formulacgao por 0
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Através das Figuras 7.9 e 7.10, pode-se notar uma maior dependéncia do tipo
de material GI/Ep a quantidade de elementos finitos do que para o material Gr/Ep.
Neste caso, para a formulacio por 0, a convergéncia é levemente pior do que para a

formulacéao por p.

4,0E-04

3,5E-04 -

Ux 3,0E-04 -

2,5E-04 -

2,0E-04
1 4 9 16 25 36

N. Elementos

Figura 7.9 — Laminado GI/Ep [0°/90°]s — formulacdo por p: verificacdo da convergéncia com
ux em milimetros

4,0E-04

3,5E-04 -

Ux 3,0E-04 \

2,5E-04 -

2,0E-04
1 4 9 16 25 36
N. Elementos

Figura 7.10 — Laminado Gl/Ep [0°/90°]s — formulacio por 0: verificacdo da convergéncia com
ux em milimetros
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7.2.2 Placa Laminada [0°/90°2]

As propriedades complementares para a analise deste laminado estao

descritas na Tabela 7.7.

Tabela 7.7 — Propriedades Geométricas para o laminado [0°/90°2]s

Geometria Material | Valor (mm)
Espessura total do laminado Gr/Ep 0,762
(to)
Espessura de cada lamina (t,) Gr/Ep 0,127

Séo utilizadas malhas com 1, 4, 9, 16, 25 e 36 elementos finitos no dominio
para examinar a convergéncia dos resultados e as formulagées por p e 6 para o
calculo das variaveis internas de estado.

Para diversos valores de densidade de trinca {, sdo determinados a perda de
rigidez do laminado e comparados com resultados obtidos pelas analises numéricas
de Tay e Lim [1996] e resultados experimentais reportados por Highsmith e
Reifsnider (1982). Os valores da andlise executada para Gr/Ep, malha 4x4 —
formulacéo p e malha 5x5 — formulacgao 6 e de Lim e Tay estdo descritos nas Tabelas

7.8e7.9.
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Tabela 7.8 — Laminado Gr/Ep [0°/90°:]s: valores de perda de rigidez pela formulacéo p

gfl‘:j;dfn‘i;flls Perda de Rigidez (%)
¢ | St T vime
0,0 100,00 100,00
0,2 98,27 98,75
0,4 96,63 97,45
0,6 95,07 96,20
0.8 93,75 95,00
1,0 92,60 94,25
12 91,69 93,50
1,4 90,95 92,95
1,6 90,38 92,00
1,7 90,21 91,75
18 89,07 91,50
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Tabela 7.9 — Laminado Gr/Ep [0°/90°:]s: valores de perda de rigidez pela formulacéo 0

gfl‘:j;dfn‘i;flls Perda de Rigidez (%)
¢ malha Sy5 | Lim e Tay
0,0 100,00 100,00
0,2 99,18 98,75
0,4 98,36 97,45
0,6 97,53 96,20
0.8 96,63 95,00
1,0 95,81 94,25
12 94,98 93,50
1,4 94,16 92,95
1,6 93,26 92,00
1,7 93,01 91,75
18 92,43 91,50

Nas Figuras 7.11 e 7.12, sdo apresentados os resultados de perda de rigidez
para o material Gr/Ep pela formulacao por p e por 0. Verifica-se que os resultados
estdo préximos dos fornecidos pelos outros estudos tanto para p quanto para 0. E
interessante observar que entre as formulagdes por p e por 0 existe uma diferenca no
deslocamento u(p)sss e u(®)sxs de 1,23% para malha 5x5 e a diferenca entre u(plexs e
u(@)exs cai para 0,86% na malha 6x6. Também, comparando-se os resultados de
deslocamento deste laminado com o [0°/90°]s (vide Figuras 7.3 e 7.11), nota-se que
apesar do laminado [0°/90°]s apresentar uma valor de deslocamento menor, com o

aumento do dano, seu comportamento é pior do que para o laminado [0°/90°]s.
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. ) ---=-- Dano 1 elem
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Figura 7.11 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado Gr/Ep [0°/90°2]s —
formulacgéo por p
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50 & Lime Tay
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40 A .
30 :
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Figura 7.12 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado Gr/Ep [0°/90°2]s —
formulag&o por 0
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Quanto a convergéncia, como mostrado nas Figuras 7.13 e 7.14, as duas
formulagbes apresentam curvas similares, com diferencas de 0,33% entre as malhas

5x5 e 6x6 na formulagao de p e 0,24% entre as malhas 5x5 e 6x6 na formulagao de 6.

1,6E-04

1,5E-04 \

Ux 1,4E-04 -

1,3E-04 \’\‘\‘_ﬂ

1,2E-04 ‘ ‘ ‘ ‘
1 4 9 16 25 36

N. Elementos

Figura 7.13 — Laminado Gr/Ep [0°/90°]s — formulacio por p: verificacdo da convergéncia com
ux em milimetros

1,60E-04

1,50E-04

Ux 1,40E-04 \

1,30E-04 \\K&%

A4

*
.

1,20E-04
1 4 9 16 25 36

N. Elementos

Figura 7.14 — Laminado Gr/Ep [0°/90°2]s — formulacfo por 6: verificacdo da convergéncia com
ux em milimetros
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7.2.3 Placa Laminada [0°/90°3]

As propriedades complementares para a analise deste laminado est&o

descritas na Tabela 7.10.

Tabela 7.10 — Propriedades Geométricas para o laminado [0°/90°s]s

Geometria Material | Valor (mm)
Espessura total do laminado Gr/Ep 1,016
) GVEp 1,624
Gr/Ep 0,127

Espessura de cada lamina (t))
Gl/Ep 0,203

Tabela 7.11 — Laminado Gr/Ep [0°/90°s]s: valores de perda de rigidez pela formulacéo p

gfl‘l‘j;df‘n‘i;fll‘; Perda de Rigidez (%)
¢ malha gy | Lim e Tay
0,0 100,00 100,00
0,1 98,69 98,80
0,2 97,37 97,30
0,3 96,15 95,95
0,4 95,01 94,50
0,5 93,96 93,55
0,6 92,99 92,20
0.7 91,94 91,15
0.8 91,59 90,10
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Séo utilizadas malhas com 1, 4, 9, 16, 25 e 36 elementos finitos no dominio
para examinar a convergéncia dos resultados e as formulagoes por p e 6 para o
calculo das variaveis internas de estado.

Para diversos valores de densidade de trinca {, sdo determinados a perda de
rigidez do laminado e comparados com resultados obtidos pelas analises numéricas
de Tay e Lim [1996] e resultados experimentais reportados por Highsmith e
Reifsnider (1982). Os valores da andlise executada para Gr/Ep, malha 4x4 para as

duas formulagoes - p e 0, e de Lim e Tay estao descritos nas Tabelas 7.11 e 7.12.

Tabela 7.12 — Laminado Gr/Ep [0°/90°s]s: valores de perda de rigidez pela formulacéo 0

gfi’;'j;dfn‘i;ﬂ‘; Perda de Rigidez (%)
¢ malha dug | Lime Tay
0,0 100,00 100,00
0,1 99,04 98,80
0,2 98,07 97,30
0,3 97,20 95,95
0,4 96,23 94,50
0,5 95,36 93,55
0,6 94,40 92,20
0.7 93,35 91,15
0.8 92,82 90,10

Nas Figuras 7.15 e 7.16, sao apresentados os resultados de perda de rigidez
para o material Gr/Ep pela formulacao por p e por 6. Observa-se que os resultados
para a formulagdo por p estdo mais proximos dos trabalhos comparados para a

malha 4x4 e, com o refino, os resultados assumem valores superiores aos dos
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encontrados na literatura. Vale lembrar que o dano foi incorporado nas equacoes
constitutivas via um vetor de dano que é somado ao vetor de forcas aplicadas
desenvolvido inicialmente para o Método dos Elementos Finitos. Assim, atualmente
néo foi encontrada nenhuma referéncia do desenvolvimento do dano junto ao Método
Modificado da Funcido de Green Local. Para a formulacio por 0, os valores
experimentais ficam abaixo das curvas que convergem em valores um pouco
superiores. Ja com os resultados obtidos por Lim e Tay, as malhas apresentam

melhor adaptagao, com diferengas menores.

100
N~ = & e Dano 1 elem
—-+-—Dano 4 elem
Dano 9 elem
80 —-B--Dano 16 elem
E/Eo [%] —x— Dano 25 elem
Dano 36 elem
70 & Lime Tay
A Experimental
60 .
50 T T : T T T T T T

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09
¢ [mm]

Figura 7.15 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado Gr/Ep [0°/90°s]s —
formulagéo por p
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E/Eo [%] 60

50

40 -

---=-- Dano 1 elem
—-+-—Dano 4 elem
Dano 9 elem
— - --Dano 16 elem
—x— Dano 25 elem
Dano 36 elem
¢ Lim e Tay
A  Experimental

30

20 \

0 0,1

02 03 04 05 06 07 08
¢ [mm]

v T T T

0,9

Figura 7.16 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado Gr/Ep [0°/90°s]s —
formulacao por 0

Analisando-se as Figuras 7.17 e 7.18, percebe-se uma melhor tendéncia da

formulacéo 6 para a convergéncia. Observa-se que para a formulacao p, o calculo das

variaveis internas de estado sao efetuados através de uma equagao exponencial que

relaciona a densidade de trinca normalizada, p, com o maximo deslocamento da

ponta da trinca normalizado, §, enquanto que para a formulacio por 0, esta relacio

se da através da razio de espessuras do laminado, 6, com o0 maximo deslocamento da

ponta da trinca normalizado, §. A diferenca entre as malhas 5x5 e 6x6 para a

formulacéo p é de 0,43% enquanto que para a formulacdo 0 é de 0,35% e entre as

formulacgées p e 6, para a malha 6x6, é de 0,35%.
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1,8E-04
1,6E-04 *
Ux 1,4E-04
1,2E-04 B
1,0E-04
1 4 9 16 25 36
N. Elementos

Figura 7.17 — Laminado Gr/Ep [0°/90°2]s — formulacéo por p: verificacio da convergéncia com
ux em milimetros

1,6E-04

1,5E-04 -

1,4E-04 -
Ux 1,3E-04

1,2E-04 1 \\‘\_’\_‘_‘

1,1E-04

1,0E-04

1 4 9 16 25 36

N. Elementos

Figura 7.18 — Laminado Gr/Ep [0°/90°2]s — formulacfo por 6: verificacdo da convergéncia com
ux em milimetros

Os valores da andalise executada para Gl/Ep, malhas 3x3 e 4x4 para as duas

formulacées - p e 0, e de Lim e Tay estdo descritos nas Tabelas 7.13 e 7.14.
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Tabela 7.13 — Laminado Gl/Ep [0°/90°s]s: valores de perda de rigidez pela formulacéo p

Densidade
tr?rfca Perda de Rigidez (%)
(mm™)
¢ Resultados|Resultados Lim e Tay
malha 3x3 | malha 4x4

0,0 100,00 100,00 100,00
0,1 87,53 93,01 90,00
0,2 77,64 87,47 83,13
0,3 69,79 83,11 75,63
0,4 63,79 79,75 73,75
0,5 59,23 77,18 71,25
0,6 55,87 75,26 70,63
0,7 53,23 73,81 62,50
0,8 52,31 73,35 61,25
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Tabela 7.14 — Laminado Gl/Ep [0°/90°s]s: valores de perda de rigidez pela formulacéo 0

Densidade
tr?rfca Perda de Rigidez (%)
(mm™)
¢ Resultados|Resultados Lim e Tay
malha 3x3 | malha 4x4

0,0 100,00 100,00 100,00
0,1 94,48 96,90 90,00
0,2 88,98 93,80 83,13
0,3 83,48 90,77 75,63
0,4 77,99 87,66 73,75
0,5 72,49 84,63 71,25
0,6 66,99 81,53 70,63
0,7 62,72 78,03 62,50
0,8 57,68 76,32 61,25

Nas Figuras 7.19 e 7.20, sdo apresentados os resultados de perda de rigidez
para o material G/Ep pela formulagdao por p e por 0. Nota-se uma diferenca do
comportamento das curvas entre as formulagbes: por 0, a curva decresce mais suave
e por p, existe uma tendéncia de uma queda mais brusca. Os resultados com a
formulacéo tanto de p quanto de 6 mostram que a solu¢do numérica apresenta um
enrijecimento para a placa danificada. E importante observar que a perda de
precisdo pode estar relacionada com o dano aplicado ao Método Modificado da
Funcio de Green Local, que nio existe nenhuma informacio sobre a malha de
elementos finitos, sobre os carregamentos utilizados nos trabalhos de Lim e Tay e
que os resultados de perda de rigidez mostrados abaixo foram adquiridos de forma

indireta, através dos deslocamentos. Vale mencionar aqui que as andlises foram
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executadas com 3, 4, 5, 6, 7 e 8 pontos de integracido nao alterando-se os valores

maximos encontrados.

100 &
90 1 :
PN TR
80 = — B
. . OA o IR - S =
70 -k‘\ X~ A<> o - - -= -Dano 1 elem
: . A A —-+-—Dano 4 elem
' A O
60 1 \'\ Aa—x A = Dano 9 elem
. : \:% — - --Dano 16 elem
E/Eo [%B0 : N —x—Dano 25 elem
40 . R Dano 36 elem
' \-k & Lime Tay
30 : <, A  Experimental
' ~
20 *;
: >
N ~N
10 . AL
0 . T

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09
G [mm]

Figura 7.19 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado Gl/Ep [0°/90°s]s —
formulacgéao por p

100 IE—‘::\E'\
N =& .
LA R S —
90 .ﬁ B ‘“E-"‘--;.\X\K\x
~ Tt~
80 \i B
o ‘o on o % N ---=-- Dano 1 elem
\* 8 A A a —-+-—Dano 4 elem
60 . ~ Ap X K Dano 9 elem
o fo -; \* —-B~--Dano 16 elem
0 [%] 50 - N ——Dano 25 elem
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Figura 7.20 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca {, laminado GI/Ep [0°/90°s]s —
formulag&o por 6
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Quanto a convergéncia, mostradas nas Figuras 7.21 e 7.22, ressalta-se que os
resultados para o laminado Gl/Ep sdo mais fortemente influenciados ao refino da
malha. As diferengas entre as malhas 5x5 e 6x6, para as formulagoes p e 0, sdo

2,26% e 1,14%, respectivamente.

4,0E-04

3,0E-04 *

Ux \\
2,0E-04

\‘\"\0_0

1,0E-04

1 4 9 16 25 36

N. Elementos

Figura 7.21 — Laminado Gr/Ep [0°/90°2]s — formulacfo por p: verificacio da convergéncia com
ux em milimetros
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Figura 7.22 — Laminado Gr/Ep [0°/90°:]s — formulacéo por 6: verificacdo da convergéncia com
ux em milimetros
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7.2.4 Placa Laminada [0°/90°/+45°/-45°]

As propriedades complementares para a analise deste laminado est&o

descritas na Tabela 7.15.

Tabela 7.15 — Propriedades Geométricas para o laminado [0°/90°2]s

Geometria Material Valor (mm)
Espessura total do laminado Gr/Ep
1,016
(to)
Espessura de cada lamina (t)) Gr/Ep 0,127

Somente a malha de 36 elementos

formulacéo por p.

Tabela 7.16 Valores dos deslocamentos encontrados na andlises da malha 6x6 para os

finitos no dominio é utilizada e a

laminados [0°/90°/+45°/-45°] e [0°/90°3]s

Deslocamento Deslocamento
{ |maximo - laminado|maximo - laminado

[0°/90°/+45°/-45°] [0°/90°3],
0,0 0,9073x10™ 1,142x10"
0,1 0,9130x10™ 1,149x10™
0,2 0,9185x10™ 1,156x10"
0,3 0,9238x10™ 1,162x10™
0,4 0,9288x10™ 1,168x10™
0,5 0,9334x10™ 1,173x10*
0,6 0,9375x10* 1,178x10*
0,7 0,9417x10™ 1,183x10"
0,8 0,9436x10 1,185x10™
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Para diversos valores de densidade de trinca {, sdo determinados a perda de
rigidez do laminado. Os valores da andlise executada para Gr/Ep, malha 6x6 e de
[0°/90°s]s estdao descritos na Tabela 7.17 e, para efeito de comparacio, apresenta-se

na Tabela 7.16 os valores de deslocamento destes laminados.

Tabela 7.17 — Laminado Gr/Ep [0°/90°/+45/-45]: valores de perda de rigidez pela formulacio

p
E-?;l:;dggfnfll‘; Perda de Rigidez (%)
: Resultados | L CE
[0°/90°3]s
0,0 100,00 100,00
0,1 99,37 99,39
0,2 98,77 98,77
0,3 98,18 98,25
0,4 97,63 97,72
0,5 97,12 97,29
0,6 96,67 96,85
0,7 96,21 96,41
0,8 96,00 96,23

Na Figura 7.23, sao apresentados os resultados de perda de rigidez para o
material Gr/Ep. A titulo de comparacio, o laminado [0°/90°]s também estd
mostrado. Verifica-se uma semelhanca entre as duas curvas até a densidade de
trinca { = 0,4 mm, sendo que, apés este valor, o laminado [0°/90°/+45°/-45°]s
decresce mais rapidamente, perdendo maior rigidez. Nota-se, também, que com esta
configuracio de laminas, o laminado sem dano [0°/90°/+45°/-45°]s possui uma maior

rigidez, ja que seu deslocamento maximo na direcdo “x” (ux = 0,09073 mm) é bem
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menor do que para o [0°/90°s]s (ux = 0,1142 mm).

100
99 -
98 —e—Dano 36 elem -
[0990%+459-
E/Eo [%)] 45°s
—a— Dano 36 elem -
97 [0990°3]s
96 *
95 T T T T T T

o o1t 02 03 04 05 06 07 08 09
¢ [mm]

Figura 7.23 — Perda de rigidez E/Eo versus densidade de trinca (, laminado Gr/Ep
[0°/90°/+45°/-45°]
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Capitulo 8

Conclusoes

O presente trabalho teve como objetivo aplicar a Teoria de Dano em Meios
Continuos, proposta inicialmente por Kachanov (1958), desenvolvida por Allen
(1988) para o caso de placas laminadas de materiais compostos e aplicadas por Lim e
Tay (1996) para laminados compostos contendo trincas transversais na matriz,
descrevendo-se o comportamento de tais estruturas através de sua perda de rigidez.
A Teoria de Dano proposta considera os mecanismos de dano por trincas
transversais incluindo-se as variaveis internas de estado dentro das relacdes
constitutivas baseadas na Mecanica do Dano em Meios Continuos. Considerando-se
as restrigoes da Segunda Lei da Termodinamica, equagdes constitutivas para os
sélidos com dano interno foram derivadas e desenvolvidas para compor as relacées
constitutivas para laminas ortotropicas com trincas transversais e
conseqlientemente, para o laminado composto. Vale lembrar que estas relacgoes
constitutivas para laminados compostos com trincas transversais sio obtidas pela
imposicao de simetria para materiais ortotrépicos, condi¢ées de estado plano de
tensdo e adogdo da Teoria Classica de Placas Laminadas sendo que para as andalises
deste trabalho os carregamentos foram restritos aos esforgos axiais e ndo se analisou
a flexao.

Para esta aplicacdo, utilizou-se o Método Modificado da Fungao de Green
Local, aplicado anteriormente por Machado (1992) a diversas configuraces de

placas laminadas de materiais compostos, obtendo-se excelentes resultados para os
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deslocamentos, desde o emprego de malhas grosseiras, para andalises estaticas
lineares (placas a flexdo). Como comentado em seu trabalho, com o potencial deste
método, novas aplicacbes seriam estendidas para placas laminadas compostas, sendo
este trabalho, um exemplo desta aplicacdo, considerando-se dano por trincas
transversais na matriz. Vale lembrar que este é o trabalho inaugural da inclusao do
dano a este método, ndo se tendo conhecimento de outra aplicagdo na literatura
atual. Interessantemente, nota-se que com a inclusdo do dano, os resultados nao séo
tdo facilmente convergidos como no caso da placa laminada composta sem
danificacdo. Isto pode ser explicado devido a natureza nio-linear que o dano causa
nas estruturas. Como o dano é modelado através da inclusao de um vetor de dano
somado ao vetor de forcas aplicadas, os componentes do vetor de dano trabalham
como “forcas ponderadas” aplicadas aos nés das malhas em questdo (para este
trabalho, malhas 1x1, 2x2, 3x3, 4x4, 5x5, 6x6).

Quanto ao calculo das variaveis internas, procurou-se sua obtencio através
da proposta apresentada por Lim e Tay (1996), sendo elas expressas como uma
funcéo linear do maximo deslocamento de abertura da trinca, a area de abertura da
trinca e a densidade de trinca de laminas danificadas com carregamento modo I.
Assumindo-se relagbes geométricas entre os deslocamentos de abertura da trinca
para modos I e III, pode-se derivar as variaveis internas de estado acopladas para
carregamentos modo I e III. Para este caso, estas variaveis sio expressas como
funcoes ndo-lineares do maximo deslocamento de abertura da trinca uz a area de
abertura da trinca C, e a densidade de trincas ¢ em laminas danificadas com
carregamento modo I. Deste modo, para obter-se os valores de maximo deslocamento
de abertura da trinca, utilizaram-se equacOes nao-lineares relacionadas com a
densidade de trinca normalizada, p e o parametro de restrigao, 0.

Tendo em vista a analise da perda de rigidez de diferentes configuracées de
placas laminadas de materiais compostos, os resultados sdo satisfatdorios, com boa
precisdo mesmo com malhas grosseiras, comparando-se com métodos consagrados.
Os resultados numéricos apresentam coeréncia na solucdo ja que com o aumento da
danificagdo diminui-se a rigidez. Também, os resultados conferem com outros
autores, mas, para o caso de laminados Gl/Ep [0°/90°s]s, percebeu-se a tendéncia de

convergéncia para uma solucdo mais rigida. Essas diferencas precisam ser melhor



Capitulo 8: Conclusées 139

investigadas e, como sugestdo para trabalhos futuros, implementar-se um algoritmo
em programas consagrados, como o Método dos Elementos Finitos ja que esta
técnica pode ser implementada em programas convencionais sem necessidade de
alteracoes significativas. Vale mencionar que os resultados foram obtidos através de
medicao indireta da perda de rigidez considerando-se a proporcionalidade dos
deslocamentos. Assim, novas formas de medi¢do da perda de rigidez podem ser
utilizadas como, por exemplo, deduzindo-se diretamente das equacoes constitutivas.

Por fim, muito ainda é requerido para se obter mecanismos de iniciagido de
trincas transversais em laminados genéricos. Muita pesquisa ainda é necessaria
para formular adequadamente todas as formas de manifestacio do dano nas
estruturas compostas. Assim, como sugestio para trabalhos futuros, esforcos por
flexdo, estudos sobre a evolucdo do dano e critérios de evolucdo devem ser
verificados. Inclusdes de dano por delaminacdo e ruptura das fibras podem
representar melhor uma configuracio real de placas laminadas compostas. Também,
aplicacbes mais complexas, onde tensodes residuais e higro-térmicas possam ser

consideradas.
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Apéndice A

A.1 Aplicacdo das Restri¢ées de Simetria

As derivacbes deste apéndice foram extraidas do trabalho de Allen et al
(1988a, 1988b).
As equacdes constitutivas para sélidos com dano interno na equacéo (4.39) é

definida como segue:

e __ R T
o; =0, +E,.jk, (g,d +gk,)+F

ikt Xxi

(A1)

Na auséncia de tensbes residuais e térmicas, as equacbes constitutivas

tornam-se:

O.e

i Eijkl Ey T Ejkzakl

(A.2)

e / ~ . Ve ~ ~
onde O é o tensor tensdo efetivo, &, é o tensor deformacdo, FEiju e Fja sdo os

tensores rigidez nao-danificado e danificado, respectivamente. No caso mais geral,
existem 81 coeficientes para FH e Fjx. Assumindo-se que o material é homogéneo,
portanto as condicbes de simetria de tensio e deformacio se aplicam, a existéncia de

um potencial elastico pode ser aplicado na equacdo (A.2) para obter-se:



Apéndice A: 150

Eijkl = Ejikl; Eijkl = Eijlk; Eijkl = Eklij

(A.3)

F =Fy, (A.4)

Com as condicdes das equacdes (A.3) e (A.4), o ntimero de coeficientes de Hj
e Fju reduzem-se a 21 e 54, respectivamente. Re-indexando-se os componentes dos

tensores para as notagoes contraidas, tem-se:

0,=0,, 0,=0,=0y
0,=0, O05=0,;=0j3

0; =033 Oc =0, =0y

(A.5)
e.
E =&, &, =E3=E&
&, =&y Es =& =&
E3 =85 &g =&, =&y
(A.6)

Além disso, as varidveis internas de estado sao re-indexadas como:



Apéndice A:

151
Q =0, @, =0y a; =0
Q, =0, &=0Q; =0,
;=05 Qg =03 Gy =0,
A7

Usando-se as notagbes contraidas, as equagbes constitutivas podem ser

escritas como:

e _
o, = E,.jej +F,a

(A.8)
sendo que 7e jvariade 1 a6, e, kvariade 1 a9.
A.2 Restricées de Simetria no Tensor de Rigidez Danificado
Considere a energia interna devido as trincas:
U* =F&,a, (A9
Sabendo-se tensor deformacéio é simétrico:
Fo =Fuy (A.10)

Portanto, o tensor rigidez danificado reduz-se a 54 constantes independentes.

Expandindo-se a equacio (A.9):
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UC = Elllgllall + F1122€11a22 + F1133€11a33 + F1123€11a23 +

+ E132811a32 + E113€11a13 + E131811a31 + F1112€11a12 +

+ E121€11a21 + F2211822a11 + F2222€22a22 + F2233822a33 +

+ F2223822a23 + F2232822a32 + F2213€22a13 + F2231822a31 +

+ F2212822a12 + F2221822a21 + F3311€33a11 + F3322833a22 +

+ F3333€33a33 + F3323€33a23 + F3332€33a32 + F3313833a13 +

+ F3331833a31 + F3312€33a12 + F3321€33a21 + F2311823a11 +

+ F2322€23a22 + F2333823a33 + F2323823a23 + F2332823a32 + (A 11)
+ F2313€23a13 + F2331823a31 + F2312€23a12 + F2321€23a21 + .
+ E311813a11 + E322813a22 + E333€13a33 + E323813a23 +

+ E332813a32 + F1313€13a13 + E331€13a31 + F1312€13a12 +

+ E321€13a21 + }71211812“11 + E222€12a22 + E233€12a33 +

+ E223€12a23 + F1232€12a32 + E213€12a13 + E231€12a31 +

+ E212812a12 + F1221€12a21

Para reduzir-se o numero de coeficientes do tensor rigidez danificado, a
simetria ortotropica é imposta. Primeiramente, uma rotacdo de 180° em relacio ao

eixo xz é executada. Os co-senos diretores para esta transformacio sio:

-1 0 O
[aik, ]= 0 -10 (A.12)
0O 0 1

Assim, desde que ¢; é um tensor de segunda ordem:

e segue-se que:



Apéndice A:

153
€ €1 €13
[gk,,, ]= €1 €pn TEx (A.14)
—& —&y €33
além disso:
a, ), 3
[aw ] =| %y Oy  — 0O (A.15)
—0; — 0 Us;
Visto que UF deve ser independente do sistema de coordenadas:
U'=F,_..£.%, (A.16)

Substituindo-se as equacdes (A.14) e (A.15) em (A.16) e comparando-se este

resultado com a equacéo (A.11), obtém-se:

Fiips = Frizp = Fiiis = Fiisy) = Fpps = Fppy =0

Fpiy=Fys = Fipy = Figsy = Fiys = Fiyy =0

F2311 = F2322 = F2333 = F2312 = }72321 = F1311 =0

Flspy = Fi333 = Fi3p = Fiypy = Flypy = Flp3, =0
Fly;3 = Fy5, =0

(A.17)

Rotacionando-se 180° em relacéo ao eixo xz, encontra-se:
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-1 0 O
[a,-k, ]= 0 1 0 (A.18)
0O 0 -1
portanto:
&) — &) €3
[gk,,, ] =| 7€ €n &y (A.19)
&3 &y &3
além disso:
a, -, a5
[ak,,, ] =T Gy Oy (A.20)
s, — 5 s,

Substituindo-se as equacdes (A.19) e (A.20) em (A.16) e comparando-se este

resultado com a equacdo (A.11), chega-se a:

Fiin =Fp = Fypy = Fpy = Foyp =gy = 0
Fyyy3 = Fyy3 = Fisps = Fiagy = Fiyy = Flogy = Flpgy = 0
(A.21)
Nenhuma restrigdo adicional é imposta rotacionando-se 180° em relacdo ao

eixo x;. Entdo, a imposicido de restricoes de simetria ortotropica em Fjw reduz o

numero de componentes para 15. Expressos em notacgédo contraida existem:

F,=F, F,=F, F,=F,,
F,, = F,y, Fiy = Fp5; F; = Fy,
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Fyy =Fyy  Fpy =Foyy F;, = Fi3,
Fy = Fyy Fis = Fy, Fg = F33

Fy; = Fis3, Fo=F,, Fgo=F,

(A.22)
Por esta razdo, a matriz rigidez danificada reduz-se a:
F, F, F, 0 0 0 0 0 0]
F, F, F, 0 0 0 0 0 0
F, F, F, 0 0 0 0 0 0
o 0 0 F, F, 0 0 0 0 (A.23)
o 0 0 0 0 F, F, 0 0
0 0 0 0 0 0 0 Fg Fy

Para o caso de dano por trincas transversais, as variaveis internas de estado

na equacio (4.6) é simplificada para:
l,]=lo @ 0 0 @ 0 0 @ o (A.24)

onde somente os componentes j = 2 do tensor de segunda ordem sdo ndo nulos.

Observando-se a equacio (A.24), a equacéo (A.23) reduz-se a:

O F, 00 0 00 0 0
0O F, 00 0 00 0 0
0O F, 00 0 00 0 0
O 0 00 F, 00 0 0 (A.25)
O 0 00 0 00 0 O
0 0 00 0 0 0 Fg O
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Sob condicdo de estado plano de tensdo (bidimensional), a equacio (A.25)

simplifica-se a:

F

0
Fy 0 (A.26)
0 F

o O O

66

Da mesma forma, impondo-se restricdo de simetria ortotrépica a Fjx, esta se

reduz a:

E\ Enn En 0 0 0

En Ey, Eyy 0 0 0

[Eijkl ] _ Eyy Eyy Eyg 0 0 0
0 0 0 E,,, 0 0 (A.27)

ou ainda, sob a lei de Hooke generalizada, o tensor de rigidez ndo-danificado pode

ser expresso, em notacéo contraida, como:

Ql 1 Ql 2 Ql 3 O
Q12 Q22 Q23 O

Q13 Q23 Q33 O
o 0 0 Q, O

O 0 0 0 Q. O
0 0 0 0 0 O

o O O
o O O O

l0,]- (A.28)

sendo que @ é a matriz rigidez de um material ortotrépico. Para o caso de estado
plano de tensdo para material ortotrépico (bidimensional), a matriz rigidez @;torna-

se:
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O, O, O
[Qij ] =10, O0n O (A.29)
0 0 QO

onde os componentes de @y foram dados no capitulo 3 pela equacdo (3.19).
Conseqiientemente, as equacdes constitutivas para a lamina em estado plano de

tensdo (bidimensional) sdo dadas por:
ol =0, + Fa, (A.30)

sendo que 1 ejsio 1, 2 e 6, respectivamente. Note que Fss é renomeado como Fsse as

é renomeado como as na equacéo (A.30).

A.3 Determinacio da Matriz Fj

Dado que a relagdo tensdo-deformagdo na auséncia de variagbes da

temperatura é:

o; =E; €y (A.31)

e integrando-se sobre o volume local (excluindo trincas), tem-se:

1 !
O-U = v v, v O'ljdV = VJ.VL—V Eijklgkldv (A32)

e Ve ~ . Ve
onde O; é a tensdo efetiva fora da zona de dano, Vz é o elemento de volume

representativo local e V: é o volume de trincas. Assumindo-se que o valor do tensor
de tenséao efetiva é idéntico a tensido média do elemento de volume representativo e

que Ejii7 é homogéneo, chega-se:
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: Ewi 1
O-ij' =" IVL_ £ydV = = IVL _( ko T UL )dV (A.33)

Usando-se o teorema da divergéncia no dltimo termo, obtém-se:

. 1 ¢ 1 11
o; = E, {ZL[E(W”I +u,n, )ds +V—LJ‘52§(ukn, +un, )dS} (A.34)

ou equivalentemente:

. 1 1
0, = Eijkl &y _Eakl _Ealk (A.35)

De qualquer modo, da expansdo das séries de Taylor, a equacdo (4.40) é

expressa como (para condi¢fo isotérmica):

e __
O, = Eijklgkl + Ejklakl

v (A.36)
Portanto, igualando-se os termos das equacdes (A.36) e (A.35), tem-se:
Fijkl =-E jikl k=1
Fo=—(E +E,)
ikl = _E g T By k #1
(A.37)

Sabendo-se que Ejw = Ejix origina-se da simetria de deformacéao, entio:

F

i = —Egu (A.38)
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Para materiais ortotrépicos sob condi¢ées de estado plano de tensodes
(bidimensional), o anexo (A.2) mostrou que o tensor rigidez danificado em notacéo

contraida é simplificado para:

E‘j = _Qij (A.39)

e FEju é substituido pela matriz rigidez reduzida )y no caso de laminas em estado

plano de tensio (bidimensional).
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Apéndice B

B.1 Rotina Utilizada para Analises das Formulacoes p e 0

Exemplo de rotina executada em ANSYS 5.6 para o material Gr/Ep com p =

0,1.
/BATCH
/COM,ANSYS RELEASE 5.6.2 UP20000525 17:38:24 04/01/2004
Ainput,menust,tmp  ,,,,,,11155555555 1
/GRA,POWER
/GST,ON

I* TETA NO VARIATION / RO = 0.1
/TITLE,Gr/Ep - RO = 0.1

A=X

B=Y

C=Z

T1=A

T2=B

/PREP7

ET,1,PLANE183,,,2,,

* MATERIAL DEFINITION
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MP,EX,1,142E9
MP,EY,1,9.85E9
MP,EZ,1,9.85E9
MP,PRXY,1,0.3
MP,PRYZ,1,0.46
MP,PRXZ,1,0.3
*MP,NUXY,1,0.02080985
*MP,NUYZ,1,0.46
*MP,NUXZ,1,0.02080985
MP,GXY,1,4.48E9
MP,GYZ,1,3.37E9
MP,GXZ,1,4.48E9

MP,EX,2,9.85E9
MP,EY,2,9.85E9
MP,EZ,2,142E9
MP,PRXY,?2,0.46
MP,PRYZ,2,0.02
MP,PRXZ,2,0.02
I*MP,NUXY,2,0.46
1*MP,NUYZ,2,0.28832487
I*MP,NUXZ,2,0.28832487
MP,GXY,2,3.37E9
MP,GYZ,2,4.48E9
MP,GXZ,2,4.48E9

* CREATE K POINTS
K1, 0, 0, 0
K,2, 0, T2 0
K,3, 0, (T1+T2), 0
K,4, C, 0, 0
K,5, C, T2 0
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K.6, C, (T1+T2), 0

I* CREATE LINE
LSTR, 1,
LSTR, 2
LSTR, 4
LSTR, 5
1
2
3

b

b

LSTR,
LSTR,
LSTR,

J

2
3
5
6
4
5
6

J

* CREATE AREA

AL,1,6,3,5
AL,2,7,4,6

I* MESHING
LESIZE,1,,,30,0.8
LESIZE,2,,,10,
LESIZE,3,,,30,0.8
LESIZE,4,,,10,
LESIZE,5,,,40,2
LESIZE,6,,,40,2
LESIZE,7,,,40,2

I*MESHING AREA
TYPE,1

MAT, 1

REAL, 1

AMESH,2

TYPE,1
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MAT,2
REAL,1
AMESH,1

LSEL,S,LINE, 2,,,1
D,ALL,UX,0

ALLSEL,ALL

LSEL,S,LINE,,5,,,1
D,ALL,UY,0

ALLSEL,ALL

LSEL,S,LINE,,3,4,1,1
D,ALL,UX,C

ALLSEL,ALL

SAVE
/PBC,ALL,,1
/PBC,NFOR,,0
/PBC,NMOM,,0
/PBC,RFOR,,0
/PBC,RMOM,,0
/PBC,PATH,,0
/REP

p

FINISH
/SOLU

1%

/ISTATUS,SOLU
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SOLVE
FINISH
/POST1
SET,LAST
/EFACE,1

!*
PLNSOL,S,EQV,0,1
SAVE

FINISH
'/EXIT,ALL
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Apéndice C

C.1 Fluxograma da Rotina Utilizada para Calculo do Dano
(Perda de Rigidez)

DADOS DO MATERIAL, DA
LAMINA, PEOPRIEDADES DO

LAMINADO E CONDIGOES
DE CONTORNO

!

INICLA COM “N’
TRINCAS E CALCULA
DENSIDADE DE TRINCA

!

CALCULA &
VARIAVEL INTERNA
DE ESTADO

!

CALCULA MATRIZ
CONSTUTIVA DO
LAMINADO

!

CALCULA AS VARIAVELS
INTERNAS DE ESTADO MODOI
EIN E O YETOR DANO

!

SOMA VETOR FORCA
APLICADA COM VYETOR DANO

MMFCL

CALCULA DESLOCAMENTO S NO
CONTORNO E, POSTERIORMENTE
NO DOMINIO

Figura C.1 - Fluxograma da Rotina para Dano




