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Resumo

A formulagao de elementos finitos de placa livres de locking utilizando a notagao
strain gradient para analise de compoésitos laminados é revista e amplamente validada
para o calculo de tensoes. Os elementos sao baseados na Teoria de Primeira Ordem de
Mindlin segundo o modelo da Lamina Equivalente. As deformagoes e tensoes podem ser
calculadas em diferentes pontos ao longo da espessura do laminado. O efeito parabdlico
da tensao cisalhante transversal é incluida no modelo pelo emprego adequado de fungoes

de ponderacao.

A notacao strain gradient, que é fisicamente interpretavel, permite analisar de-
talhadamente a-priori o modelo de elemento finito. As expansoes polinomiais sao inspe-
cionadas e os termos espirios causadores do travamento sao precisamente identificados
nas expressoes das deformacgoes cisalhantes. O elemento é corrigido com a simples re-
mocao desses termos, o que é equivalente ao procedimento de integracao reduzida. A
vantagem aqui esté na eliminagao do erro antes da implementacgao computacional. As im-
plementagoes computacionais dos elementos sao revistas e o codigo F ortran® atualizado
e melhorado. Os elementos estdao implementados em duas versoes: com e sem termos

espurios.

Para ampliar a validacao dos elementos e o procedimento de remogao dos termos
espurios, resultados provinientes de ambos modelos sao comparados com solugoes analiti-
cas. O efeito deletério dos termos espirios é estudado através das analises de convergéncia.
E mostrado que os modelos corrigidos convergem rapidamente, enquanto os modelos com

cisalhamento parasitico apresentam convergéncia pobre.

Palavras-chave: Compositos Laminados, Notacao Strain Gradient, Método dos Elemen-

tos Finitos, Travamento por Cisalhamento, Eliminacao de Erros.



Abstract

A plate finite element which is locking-free is developed using strain gradient
notation for the analysis of laminated composites. The element is based on a First-
order Shear Deformation Theory and on the Equivalent Single-Layer assumption. Strains
and stresses can be calculated at different points through the laminate’s thickness. The
parabolic nature of the transverse shear stress distribution is included into the model by

the use of an adequate weighting function.

The physically interpretable strain gradient notation allows for the detailed a-
priori analysis of the finite element model. The polynomial expansions are inspected
and spurious terms responsible for locking are precisely identified in the shear strains
expansions. The element is corrected by simply removing the spurious terms from those
expansions, which is an equivalent procedure to performing reduced-order integration.
The advantage here is that the error elimination is done prior to the element’s compu-
tational implementation. The elements are implemented into a Fortran® finite element

code in two versions; namely, with and without spurious terms.

To validate the element and the spurious terms removal procedure, results pro-
vided by both models are compared to analytical solutions to show the effects of the
spurious terms on the solutions. The deleterious effects of the spurious terms are studied
through convergence analyses. It is shown that the corrected model converges rapidly,

while the element with parasitic shear describes poor convergence.

Keywords: Laminated Composites, Strain Gradient Notation, Finite Elements Method,

Shear Locking, Error Elimination.
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1 Introducao

1.1 Consideracoes Iniciais

Uma das preocupacoes da Mecanica do Continuo esta no desenvolvimento de mo-
delos matematicos que representem adequadamente o problema em estudo. Numa anélise
estrutural, por exemplo, o objetivo pode ser a obtencao dos deslocamentos, deformacoes
ou tensoes atuantes no sistema. Com o aumento da complexidade da situagao fisica real
devido as condigoes de contorno, carregamento, geometria, entre outras, existe a necessi-
dade de se aplicar uma hipotese simplificadora para se conseguir obter a solucao, pois a
solugao analitica, dependendo da complexidade do problema em questao, é a-priori, uma
solugao extremamente dificil de se obter. Com isso, busca-se desenvolver e aplicar méto-
dos aproximados que possibilitem a aplicacao dos principios mateméaticos que a Mecanica

do Continuo apresenta, porém de uma forma mais acessivel.
Dentre os varios métodos aproximados que possibilitam a representacao e a analise
de problemas do meio continuo, o Método dos Elementos Finitos (MEF) é, sem davida, o
mais empregado. Sendo sua versatilidade uma das suas principais caracteristicas, o MEF
nao fica restrito apenas a resolver problemas de mecanica estrutural, sendo empregado na
solucao de muitos outros tipos de problemas, tais como:
(i) Mecénica dos Solidos;
(ii) Mecanica dos Fluidos;
(iii) Termodinamica;
(iv) Eletromagnetismo;

(v) Acustica, entre outros.

Entretanto, por ser um método aproximado, a solucao obtida por meio do MEF

possui erros. Conseqiientemente, os modelos atualmente empregados buscam a precisao
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e acuracia necessarias para viabilizar a implementacao computacional em programas co-
merciais e conferir credibilidade desses elementos em qualquer tipo de analise. Na area
de compositos laminados, essa busca tem sido tema de pesquisa seguramente ha mais de

duas décadas.

1.2 Objetivo

O objetivo principal deste trabalho é calcular, com elevada precisao, as tensoes
ao longo da espessura em compoésitos laminados. Para isso, utilizam-se elementos finitos
formulados via notagao strain gradient em virtude desses elementos apresentarem resul-
tados precisos e acurados [2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 24, 36]. O intuito é utilizar elementos livres
de erros em sua formulacao, portanto, capazes de descrever corretamente os fenoémenos

fisicos inerentes ao comportamento de um composito laminado.

O modelo proposto é baseado no campo dos deslocamentos da Teoria da Lamina
Equivalente, segundo o modelo de Mindlin para compositos laminados. Conseqiiente-
mente, o elemento deve ser capaz de representar adequadamente a distribui¢ao das tensoes

normais e cisalhante no plano e cisalhantes transversais para as diversas relagoes a/h.

Para avaliar, e assim, validar o elemento proposto, serao desenvolvidas solucoes
analiticas que serao comparadas com as respostas numéricas oriundas dos elementos.
Além disso, os elementos strain gradient sao comparados com elementos isoparamétricos,
por estes serem bem aceitos na literatura. O intuito dessa analogia é mostrar a eficiéncia
numérica dos elementos obtidos pela notacao strain gradient e avaliar a sua precisao.
Dessa forma, o objetivo secundario desta dissertagao é ampliar a validagao de elementos

finitos retangulares de 4 e 8 nos que utilizam a notacao strain gradient na sua formulacao.

1.3 Motivacao

Durante os ultimos cinqgiienta anos, investigagoes vém sendo realizadas com obje-
tivo de desenvolver técnicas confidveis para analises estruturais. Além disso, a necessidade
de se utilizar materiais mais leves, com maior rigidez e vida ttil, fez com que a ciéncia
dos materiais se desenvolvesse de maneira réapida. Dessa forma, os materiais compositos
surgem com o objetivo de suprir esta demanda, pois eles apresentam (a) boa rigidez, (b)
resisténcia a corrosao, (c) baixo peso, (d) boas propriedades térmicas, (e) maior vida ttil,

entre outras.
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Nesse contexto, surge a necessidade de gerar modelos numéricos que sejam con-

fidveis e capazes de representar de maneira simples e eficiente um problema complexo de

engenharia. Com isso, desde que a analise via MEF seja empregada, a precisao se torna

muito importante. Sendo assim, o emprego de elementos capazes de corresponder com

a realidade fisica em sua formulacao se faz necesséario e imprescindivel para uma correta

analise, justificando, assim, a realizagao deste estudo.

1.4 Metodologia

Para o desenvolvimento deste trabalho, serao adotados os seguintes procedimentos

metodologicos, seguindo a seqiiéncia cronologica dos fatos:

(i)

(i)

(i)

(iv)

Realizacao de uma revisao bibliografica dos principais conceitos e teorias sobre ma-

teriais compositos [12, 16, 27, 41];

Realizagao de uma revisao bibliografica das teorias de primeira ordem |2, 8, 15, 20,
23, 24, 46|,

Realizagao de uma revisao bibliografica das teorias de ordem superior |1, 10, 18, 25,
26|;

Obtencao de solugoes analiticas para o caso de laminados segundo a FSDT e HSDT
utilizando Reddy [27];

Realizagao de simulagoes numéricas com o emprego do método dos elementos fi-
nitos usando a técnica da reanalise e comparando com o trabalho realizado por

Schiinemann [36] usando o elemento quadrangular de 4 nos;
Implementacao do célculo das tensoes no elemento quadrangular de 8 nos;

Realizacao de simulagoes numéricas com o elemento quadrangular de 8 nés imple-

mentado;
Anélise dos resultados obtidos e a comparac¢ao com solugoes analiticas;

Com a validacao dos elementos obtidos empregando a notagao strain gradient, rea-

lizar comparacoes deste com os elementos isoparamétricos.
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1.5 Resumo

Este capitulo introdutério mostrou o objetivo, as justificativas e a metodologia

utilizadas para o desenvolvimento deste trabalho.

A seguir, o Capitulo 2 apresenta a revisao bibliografica sobre os principais traba-
lhos relacionados aos compositos laminados obtidos utilizando a notagao strain gradient
e por elementos finitos tradicionais. Primeiramente, é realizado o estudo dos modelos que

empregam a teoria de primeira ordem e, posteriormente, os de ordem superior.

O Capitulo 3 discute os topicos inerentes ao estudo dos materiais compositos
laminados, dentre os quais: os conceitos preliminares, a transformacao de coordenadas
conforme a dire¢ao das fibras da lamina, as analises micromecanica e macromecanica de
uma lamina, as relagoes constitutivas no estado plano de tensoes e a terminologia dos

principais tipos de laminados.

O Capitulo 4 mostra, mais detalhadamente, as teorias que sao empregadas para
analise numérica das placa laminadas. E enfatizada a analise dos modelos que utilizam a

CLPT, FSDT e HSDT. Além disso, é realizada a comparacao entre as trés teorias.

O Capitulo 5 revisa a formulagao de elementos finitos utilizando a notagao strain
gradient. Inicialmente, sao considerados os aspectos gerais da formulagao de um elemento
qualquer. Num momento posterior, é descrita a formulacao dos elementos empregados

nas analises numéricas desta dissertagao, ou seja, os quadrilateros de 4 e 8 nos.

Com o embasamento teérico necessario visto nos Capitulos 2, 3, 4 e 5, o Capi-
tulo 6 mostra as aplicacoes numéricas e os resultados obtidos neste trabalho. Com intuito
de validar os elementos via notacao strain gradient, sao abordadas diferentes condic¢oes
de contorno e de carregamento. Inicialmente, com o retangulo de 4 nos serao avaliados os
seguintes problemas: (i) placa isotropica simplesmente apoiada submetida & uma carga
concentrada no seu centro, (ii) laminado cruzado simplesmente apoiado (SS—1), composto
de 4 laminas e sujeito ao carregamento uniformemente distribuido e (iii) laminado angu-
lar anti-simétrico simplesmente apoiado (SS-2) com 2 camadas submetidas & uma carga
senoidal. Posteriormente, com o elemento retangular de 8 nés: (iv) placa isotropica apoi-
ada nos cantos também sujeita ao carregamento uniformemente distribuido, (v) laminado
cruzado simplesmente apoiado (SS—1), composto de 3 laminas e sujeito ao carregamento
uniformemente distribuido e (vi) laminado angular anti-simétrico simplesmente apoiado
(SS-2) com 8 camadas submetidas & uma carga uniforme. Com ambos os elementos, ¢é

feita a analise de um (vii) laminado cruzado simplesmente apoiado (SS-1) sujeito ao car-
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regamento senoidal. Os resultados sao comparados com a solu¢ao de Navier para diversas

relagoes a/h. Entretanto, é enfatizado o estudo dos laminados delgados.

Finalmente, o Capitulo 7 contém as consideracoes finais desta dissertacao. Além

disso, apresenta sugestoes para trabalhos futuros.



2 Revisao Bibliografica

2.1 Introducao

Como todo método numérico, o Método dos Elementos Finitos se baseia na apro-
ximagao da solugao exata do problema em questao; portanto, ¢ um método intrinsicamente
dotado de erros. Com isso, os modelos atualmente empregados buscam se aproximar ao
maximo da solugao analitica. Além disso, o MEF vém sendo amplamente empregado na
engenharia estrutural para auxilio em projetos e até mesmo para verificagao da seguranca

e estabilidade de estruturas ja em uso.

E importante destacar que com o avanco da tecnologia e, principalmente, dos ma-
teriais, varios sao os modelos e teorias empregadas para a formulacao de um elemento que
viabilize a implementagao computacional de problemas da engenharia moderna. Surgem
também, muitas técnicas para solucao de tais problemas. Portanto, é fundamental para
o engenheiro utilizar de métodos que sejam confidveis e eficientes computacionalmente,

uma vez que existe um grande custo envolvido em todo este processo.

Nesse contexto, o presente capitulo tem como objetivo apresentar uma revisao
de trabalhos sobre o desenvolvimento e aplicacao de modelos numéricos computacionais
empregados na analise dos compésitos laminados. Num primeiro momento, é feita a
revisao das teorias de primeira ordem e, posteriormente, de ordem superior. Vale ressaltar
que em muito dos artigos revisados nas secoes seguintes, os autores nao deixam claro que
tipos de elementos foram utilizados (triangulos ou quadrilateros, por exemplo), nem os
detalhes dos exemplos como: carregamentos, dimensoes da placa, entre outros. Dessa
forma, uma comparagao entre trabalhos fica prejudicada e de dificil emprego. Contudo,
todo tipo de pesquisa se depara com alguma dificuldade e ¢é tarefa do pesquisador resolver

esses problemas de modo a dar sua contribuicao para o desenvolvimento da ciéncia.
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2.2 Revisao dos Trabalhos e Artigos

Esta secao apresenta um resumo dos principais trabalhos envolvendo as Teorias de
Primeira Ordem e Ordem Superior para analise de laminados em material composito, bem
como apresentar os pontos importantes e relevantes para o estudo do presente trabalho.
Além disso, é importante destacar que maiores detalhes sobre as teorias discutidas nesta

secao, serao demonstrados no Capitulo 4.

Em 1989, Reddy [26] fez a revisao e a comparagao entre duas teorias que envolvem

o problema das placas laminadas feitas de material compoésito, a saber:

(i) Teoria da Lamina Equivalente — ESLT;

(ii) Teoria da Lamina Discreta — LWT.

Para os modelos que empregam a Teoria de Lamina Equivalente, o elemento
utilizado tem continuidade C!, isto é, a primeira derivada deve ser continua. Dentro da
modelagem via Teoria da Lamina Equivalente, sdo empregadas as: (a) Teoria de Primeira
Ordem, ou FSDT; (b) Teoria Classica de Placas, ou CPT; e finalmente (c¢) Teoria de
Ordem Superior, ou HSDT.

No elemento FSDT, o niimero de graus de liberdade por n6 é de 5 (u;, v;, w;, ¢7,
$?). Para o elemento CPT, o niimero de graus de liberdade por n6 aumenta para 6 (u;,
Vi, Wiy, Wai, Wy, Way;). J& para elementos HSDT, a complexidade cresce ainda mais e isso
pode ser percebido nos graus de liberdade por no, que aumenta no minimo para 8 (u;, v;,
Wi, Waiy Wyi, Wayi; i, OF)-

O autor [26| fez uma comparacdo entre essas teorias por meio de modelagem
numérica de uma placa de grafite-epoxi. Para obter um resultado satisfatorio via CPT, a
malha gerada foi de 4 x 4. Mesmo assim, apresentou um valor que gerou um erro de quase
3%. Para uma malha 1 x 1, os elementos modelados por FSDT e HSDT, ja convergiram
para um resultado muito proximo da solucao analitica, apontando um erro de 0.9% e
0.42%, respectivamente. Vale ressaltar que para solugao deste exemplo, foi considerada

uma placa espessa, onde as relagoes entre o comprimento da placa e sua espessura foram

de a/h =2, 4 ¢ 10.

Outro ponto importante abordado neste artigo foi a comparacao entre um modelo
utilizando um quarto de placa e outro empregando a placa inteira. Observou-se que com

o emprego da placa inteira, os resultados obtidos foram mais proximos dos analiticos,
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apesar do esfor¢co computacional ser maior. Utilizando o modelo de quarto de placa, os
valores gerados foram coerentes, porém, mais afastados da solugao analitica. Finalmente,
foi concluido que as teorias empregadas geram resultados satisfatorios, mas nao retratam
fenémenos fisicos importantes como o caso da delaminacao, ou da tensao entre laminas.

Também ¢ ressaltada a eficiéncia numérica dos elementos modelados via FSDT e HSDT.

Em 1974, os autores Mawenya & Davies [20] formularam um elemento isopara-
métrico quadratico considerando o efeito do cisalhamento transversal. Foram avaliados os
deslocamentos e momentos méximos em laminados isotrépicos e ortotropicos retangulares
e circulares. O elemento apresentou resultados satisfatérios comparados com a solucao
analitica. Entretanto, ao analisar laminados delgados, o modelo se mostrou ineficiente.
Esse problema foi inicialmente abordado por Zienkiewicz [46]. Os autores [20] concluem

que a acuracia e a versatilidade deste elemento é comprovada nos exemplos numéricos.

Num artigo publicado em 1979, os autores Panda & Natarajan [23| mostraram a
necessidade de considerar o cisalhamento transversal na analise de estruturas laminadas
anisotropicas oriunda das comparacoes entre a solu¢ao analitica e o modelo numérico. Foi
empregado um quadrilatero de 8 nés superparamétrico com cinco graus de liberdade por
no6 utilizando a técnica da integracao reduzida nos pontos de Gauss mostrada por [46].
Além disso, foram avaliadas as tensoes normais e de cisalhamento no plano para véarias
relagoes a/h em diferentes configuragoes de laminagao. Os valores obtidos numericamente

mostraram excelente concordancia com a solucao analitica.

Em 1978, Hughes [15] desenvolveram um novo tipo de elemento com alta precisao
chamado de heterosis. Para analise de resultados, comparou-se o novo elemento com os
quadrilateros de 8 nos (serendipity), e de 9 nos (lagrangeano). Aqui vale ressaltar que os
elementos lagrangeanos sao mais indicados para a solucao de determinados casos, como
por exemplo, quando a integracao é reduzida. Em outras situacoes, o elemento serendipity
¢ menos indicado; por exemplo, quando a placa é muito fina, quantitativamente significa
dizer que se a razao do comprimento da placa pela sua espessura for grande, da ordem de
10%.

De fato, o que o elemento heterosis faz é concatenar o que existe de funcional em
cada tipo de elemento, o serendipity e o lagrangeano. De uma maneira sucinta, este novo
elemento utiliza as fungoes de forma para o deslocamento vertical da placa do elemento
serendipity. Por outro lado, é utilizado o elemento lagrangeano para as func¢oes de forma
das rotacoes e para o esquema de integracao. Portanto, este novo elemento apresenta a

mesma deficiéncia do elemento lagrangeano, ou seja, ele nao é capaz de resolver problemas
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em que a placa ou o laminado sejam muito finos, pois nestes casos, ocorre o problema da
nao linearidade geométrica, tornando este modelo inadequado para resolver este tipo de

problema.

Na tese de doutorado escrita por Abdalla [2]|, o objetivo foi mostrar a presenca
de termos espiirios que atrasam a convergéncia em modelos que empregam o MEF para
analise de laminados feitos de material compdsito. Os elementos empregados nesta dis-

sertacao foram formulados, os termos espirios identificados e eliminados.

Num artigo publicado em 1994, os autores Dow & Abdalla [8] apresentaram uma
analise de erros qualitativos para modelos de placas laminadas em material composito.
Esse modelo empregava a notagao strain gradient e comparava os resultados obtidos para
os retangulos de 4 e 8 nés com e sem termos espurios. Todos os exemplos se referem a
um laminado engastado numa extremidade e livre em todas as outras. Foram avaliadas
diferentes configuracoes de laminado, simétricos e assimétricos, para diferentes tipos de
carregamento: uma tracao unifome ao longo do lado livre, carga transversal uniforme e

momento torsor. Os modelos utilizaram 4, 16, 64 e 256 elementos.

Na primeira aplicacao numérica, foi analisado um laminado com esquema de
laminagao [30/-30/30]. Os graficos mostraram que mesmo para a malha mais refinada,
o deslocamento transversal ainda nao dava sinal de convergéncia para o elemento com

termos espurios. Entretanto, para o elemento corrigido, a convergéncia foi satisfatoria.

Esse mesmo comportamento ocorreu nos outros exemplos. A segunda analise foi
de um laminado assimétrico com seqiiéncia de empilhamento [30/60/60/-20] e o dltimo
caso o laminado tinha a seguinte configuragao: [30/-30] com diferentes espessuras. Os
autores concluem o artigo mostrando que através da notacao strain gradient é possivel
identificar e remover os termos espirios responsaveis por shear locking sem introduzir
modos espirios de energia nula. Este problema ¢é tipico de elementos isoparamétricos de

8 nos devido & integracao de ordem reduzida da matriz de rigidez.

Em outro artigo, os autores Pereira, Abdalla & Machado [24] tém como objetivo
avaliar o comportamento de uma placa de compoésito laminado por meio de modelagem
numeérica, via notagao strain gradient, e comparar os resultados obtidos com os apresenta-
dos através de solucao analitica. Para isso, foram empregados elementos retangulares de
4 n6s em malhas 2x 2,4 x4, 8x 8, 12x 12 e 16 X 16 (com e sem cisalhamento parasitico).

O modelo empregado para solucao deste problema foi o de Mindlin — FSDT.

Analisando uma placa simplesmente apoiada com carregamento uniforme, os au-

tores utilizaram como referéncia o valor analitico para o deslocamento maximo da placa
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igual a 0.72 mm. Empregando uma malha 2 x 2, o resultado apontou para 0.2986 mm
com cisalhamento parasitico e 0.5970 mm sem cisalhamento parasitico. Isso mostra uma
rigidez artificial do elemento que possui os termos espirios causadores de cisalhamento
parasitico. A convergéncia do elemento modelado sem os termos espurios é mais rapida.
Com uma malha 4 x 4, obteve-se um resultado satisfatorio, com erro de 0.14%, diferente

dos 26.61% apresentado pela malha contendo cisalhamento parasitico.

Com isso, a semiografia strain gradient, além de ser eficaz no que concerne a
sua viabilidade computacional, também é uma ferramenta que auxilia na compreensao
do comportamento fisico do elemento finito, permitindo a identificacao e eliminacao de

termos esptrios responsaveis por locking.

Um dos primeiros trabalhos empregando a HSDT foi publicado em 1977. Os
autores Lo, Christensen & Wu [18] fizeram um modelo baseado nessa teoria e compararam
os resultados obtidos com a modelagem via CLPT e também com a Teoria da Elasticidade.
O objetivo principal deste artigo foi mostrar a incapacidade do modelo gerado via CLPT
em reproduzir alguns fendmenos fisicos importantes, principalmente para placas espessas.
Nesse caso, o cisalhamento transversal se torna pertinente uma vez que a espessura da
placa nao é pequena. Também é ressaltada a importancia da analise por meio da HSDT
para problemas com impacto e carregamentos dindmicos, enfim, problemas essencialmente

de natureza tridimensional.

Para o exemplo numérico, foi considerado um carregamento senoidal distribuido
ao longo da placa e o compoésito utilizado foi o grafite-epoxi. As placas modeladas ti-
veram a seguinte orientac¢do das suas fibras: [30/-30/30] e [0/90/0]. Foram empregadas
as relagoes a/h = 4 e 10. A comparagao com a solu¢ao obtida por meio da Teoria da
Elasticidade para a placa com orientagao [30/-30/30] mostrou erros inferiores a 1%, prin-
cipalmente nas regioes onde a tensao devida a flexao aumenta. Nas regioes de interface
entre as camadas das laminas, foram apresentados erros proximos a 10%. Além disso, este
modelo é capaz de mostrar o comportamento parabélico da tensao ao longo da espessura

da placa, diferente do resultado linear obtido pela CLPT.

Para a placa com orientacao [0/90/0], os resultados se mostraram satisfatorios e
proximos aos obtidos através da Teoria da Elasticidade. Porém, nas regides de interface
das camadas, ocorreu uma pequena discrepancia dos resultados, provavelmente ocasionada
pela elevada descontinuidade nessas regioes, segundo os autores. Finalmente, foi concluido
que a teoria apresentada demonstra resultados muito melhores aqueles obtidos via CLPT,

especialmente para placas mais espessas, onde os efeitos das componentes de tensoes
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cisalhantes tranversais nao podem ser desprezados.

Num artigo publicado em 1985 para anéalise de placas de laminado anisotrépico,
Phan & Reddy [25] empregaram a HSDT para comparar os resultados com os obtidos por
Kirchhoff através da CLPT. Neste artigo, a distribuicao da tensao é parabolica. Também
foi realizada a introdugao de coeficientes de correcao para o campo dos deslocamentos
para os elementos de primeira ordem. O elemento empregado foi um quadrilatero de 4

nos isoparamétrico e cada né possuia 7 graus de liberdade.

O laminado empregado apresentava distribuicao [0/90/90/0] e foi submetido a um
carregamento senoidal. A partir dos resultados obtidos, foi mostrado que a solucao via
HSDT teve excelente convergéncia e pequena margem de erro quando comparada com uma
solucao analitica obtida por meio da Teoria da Elasticidade. Os efeitos do cisalhamento
transversal nas deflexoes foram mostrados nos resultados conforme foi previsto. Além
disso, devido a esses efeitos, houve uma reducao na rigidez da placa. Apesar da HSDT
se mostrar mais eficiente que as outras teorias de primeira ordem, os autores indicam a
utilizagdo da CLPT ou FSDT para solugao de placas finas (a/h > 50), pois o cisalhamento

transversal nessas placas podem ser desprezados.

As diferengas significativas nos resultados entre a HSDT e CLPT comecaram a
ser mais evidentes a partir da razao a/h = 10, onde a solugao obtida através da CLPT nao
prevé a deflexao para o cisalhamento transversal. Também foi mostrado que os elementos
modelados pela HSDT obtiveram uma convergéncia mais rapida que os elementos gerados
pela CLPT. Vale ressaltar que neste artigo foram considerados os efeitos de carregamentos
dinamicos e efeitos de flambagem da placa, porém nao foram comentados por nao fazerem

parte do escopo deste trabalho.

Mais recentemente (2003), foi publicado um artigo onde os autores Aagaah,
Mahinfalah & Jazar [1] modelaram um triangulo de 6 nos baseado na Teoria de Lamina
Equivalente — ESLT de Reddy [26] com o objetivo de comparar os resultados obtidos e
mostrar que para a modelagem de elementos de terceira ordem nao é necessaria a inclusao
de coeficientes de correcao, como é o caso para elementos de primeira ordem. Para os

exemplos numéricos, foram empregados trés tipos de problema, como segue:
(i) Uma placa quadrada (a/b = 1), de mesma espessura das laminas, sujeita a um
carregamento senoidal com a distribui¢ao laminar da forma [0/90/0];

(ii) Outra placa quadrada [0/90/90/0] com as mesmas caracteristicas que a anterior e

a mesma condicao de carregamento;
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(iii) Uma comparagao dos deslocamentos maximos utilizando a FSDT, com fator de
corregao k = 5/6 e a Teoria de Terceira Ordem — TSDT. Conforme os autores, as
teorias de terceira ordem e ordem superior (HSDT) sao equivalentes, uma vez que a
adi¢ao de termos de ordem superior a 3 torna o esforco computacional extremamente

elevado.

A partir dos resultados obtidos, constatou-se a maior conveniéncia no elemento
implementado empregando a TSDT. Nao s6 pela precisao ser maior, mas também pela
facilidade de tornar dispensével a utilizacao de fatores de correcao, que dependem das
propriedades das laminas, fatores estes presentes na FSDT. Para a razao a/h= 4, o erro
para as tensoes usando a TSDT e FSDT resultou em 4.6% e 43.6%, respectivamente. Com
a diminui¢ao da espessura do laminado, ou seja, relagao a/h = 10, os erros reduziram para
3.2% e 26% para teorias de terceira e primeira ordem, respectivamente. Esses foram os
erros referentes ao primeiro problema apresentado. O segundo problema mostrou erros
menos expressivos. Para a/h = 4, o erro foi de 2% para TSDT e 12.8% para FSDT. Com
a/h = 10, resultou em erros de 1.4% e 10.8% para TSDT e FSDT, respectivamente. Para

a/h =100, ambas as teorias resultaram em erro de 0.4%.

Os autores Ganapathi [10] formularam um elemento baseado na HSDT com as
equacgoes governantes obtidas por meio do principio de minimizacao da energia potencial.
Além disso, este elemento possui 11 graus de liberdade por né (ug, v, wo, 0, 0y, wi, By,
By, Ty ¢s, ¢y), onde ug, vy, wy sdo os deslocamentos de um ponto genérico na superficie
de referéncia; 6, e 0, sao as rotacoes normais a superficie de referéncia sobre os eixos y
e x, respectivamente; wy, B;, By, I', ¢, e ¢, sao os termos de ordem superior da série de
Taylor definidas na superficie de referéncia. Foi proposto um quadrilatero de 8 nés com

continuidade C?. Com isso, cada elemento gera 88 graus de liberdade.

Os resultados obtidos foram comparados com as teorias de primeira ordem (ele-
mento com 5 graus de liberdade por n6 — FSDT5) e de ordem elevada obtidas através
de outras hipoteses, empregando elementos com 9 graus de liberdade por n6 (w; e I' = 0
— HSDT9). Os valores de tensao e deslocamento sao dados na forma adimensional por
meio de expressoes apresentadas no artigo. Foram avaliados apenas os casos onde a razao
a/h=>5el0ea/b=0.5,1e2, pois foi objetivo do artigo comparar apenas placas espessas,
que é onde ocorre o problema do cisalhamento transversal. Dessa forma, obteve-se valo-
res com melhor aproximagao para os elementos HSDT11 que os mostrados pelo FSDT5 e
HSDT9. Os erros gerados pelo elemento HSDT11 foi de 0.15%, contra 1.28% e 3.30% para

os elementos HSDT9 e FSDT5, respectivamente, observando que esses foram os valores
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referentes as relagoes a/h =5 e a/b = 0.5.

Para a/h = 5 e a/b = 1 os erros indicaram 0.12%, 0.70% e 1.18% para os
elementos HSDT11, HSDT9 e FSDT5, respectivamente. Com a/h =5 e a/b = 2, foram
obtidos erros de 1.16% para HSDT11, 8.51% para HSDT9 e 8.25% para FSDT5. Aqui
o elemento de primeira ordem se mostrou mais eficaz que o elemento de ordem superior
com 9 graus de liberdade, fato este nao explicado pelos autores. Ja para relagoes onde a
placa é menos espessa, foram obtidos os seguintes resultados: (a) a/h = 10 e a/b = 0.5,
com erros de 0.11%, 1.01% e 1.07% para HSDT11, HSDT9 e FSDT5, respectivamente;
(b) a/h =10 e a/b = 1 resultaram em erros de 0.15% para HSDT11, 0.56% com HSDT9
e 2.39% para FSDT5; (¢) a/h = 10 e a/b = 2 foi obtido erros de 0.02% e 0.88% para
HSDT9 e FSDT5, respectivamente. Para o elemento HSDT11, o resultado foi idéntico ao
obtido por meio de solucao analitica, enfatizando que esses resultados foram referentes
a comparacgao entre os deslocamentos normalizados para o caso de uma placa com a

distribuic¢ao [0/90|s. Finalmente, pode-se concluir que:

(i) O elemento HSDT11 obteve um resultado ligeiramente melhor que os elementos

padrao FSDT5 e HSDT9 empregados para comparacoes de resultados;

(ii) Na maioria dos casos estudados, o elemento HSDT11 obteve resultados muito pro-

ximos do elemento HSDT9.

Dessa forma, o engenheiro tem que saber avaliar até que ponto vale & pena a
implementacao de um elemento que tenha muitos graus de liberdade, a fim de favorecer

a eficiéncia computacional.

Este capitulo apresentou a revisao bibliografica dos artigos pertinentes ao desen-
volvimento deste trabalho. Os modelos que empregam as teorias de primeira ordem e
ordem superior, baseados na hipotese da Lamina Equivalente, foram contemplados. O

proximo capitulo apresenta uma breve descricao de materiais compositos.



3  Materiais Compositos

3.1 Introducgao

Ao longo dos anos, a engenharia vem intensificando seus esforcos em busca de
novos materiais, capazes de se adequar as condi¢oes de projeto, assim como melhorar
a eficiéncia de produtos e equipamentos. Este capitulo tem como objetivo mostrar os

conceitos basicos e as terminologias utilizadas no estudo dos materiais compositos.

3.2 Conceitos Preliminares
Os materiais estruturais se dividem basicamente em quatro categorias:

(i) Metais;
(ii) Polimeros;
(iii) Ceramicos;

(iv) Compositos.

Os compositos, que consistem da uniao de dois ou mais materiais em escala
macroscopica, sao feitos da combinagao de um dos trés materiais descritos em (i), (ii)
e (iii) com um dos outros dois a fim de melhorar as propriedades que estes teriam se
utilizados de maneira isolada. E importante destacar o termo escala macroscopica pois
é exatamente o que diferencia os materiais compoésitos das ligas metélicas, que estao

combinadas na escala microscopica. Ou ainda, segundo Reddy & Miravete [31]:

“Os compositos sao formados pela combinagao de dois ou mais materi-
ais na escala macroscopica a fim de promover melhores propriedades de
engenharia que individualmente os componentes nao apresentam.”
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Os compositos apresentem boa rigidez, resisténcia a corrosao, baixo peso, boas
propriedades térmicas, vida ttil maior, entre outras. Isso faz com que ele seja empregado
na industria automotiva nos chassis de carros de alto desempenho, na industria aeroes-
pacial nos avioes militares e civis, entre outras aplicagoes. Em aeronaves como os cagas
F-14, F-15 e F-16 houve uma redugao de 20% no peso [12]. Segundo a Boeing®, 0 767
tem 30% da sua superficie externa em material composito. Em avides modernos como
o caca F—22 da Forca Aérea Norte Americana, esse numero chega a 45%, ou seja, quase
metade da aeronave é em material compoésito. Na indistria esportiva, os compodsitos sao
amplamente empregados na fabricacao de raquetes de ténis, tacos de golfe, componen-
tes para bicicletas, entre outros. Na construcao civil, eles sao utilizados em elementos

estruturais, como por exemplo, o bambu, o compensado e a viga laminada colada.

A grande maioria dos compositos é feita de dois materiais: a estrutura chamada
de fibra e a base do material chamada de matriz. A fibra é o elemento que melhora as
caracteristicas mecéanicas do composito, ou seja, rigidez, resisténcia a ruptura, diminuicao
do peso, entre outros. As fibras podem ser curtas, geralmente injetadas na peca durante
a moldagem ou longas, cortadas apos a fabricagao. Também podem ser continuas ou des-
continuas, unidirecionais ou bidirecionais, trancadas ou com distribuicao randémica. As
fibras mais comumentes utilizadas sao: grafite-carbono, boro, vidro e aramida (k‘evlar®).
Ja a matriz é responsavel pela transferéncia de solicitacoes mecanicas as fibras, além de
protegé-las do ambiente externo. Dentre as matrizes mais utilizadas, destacam-se: as
resinosas (poliéster e epoxi), as minerais (carbono) e as metalicas (geralmente em liga de

aluminio).

Para a escolha de como sera formado o material compoésito, é impotante observar
a aplicagdo do material (resisténcia mecanica, elevadas temperaturas), o custo e a com-
patibilidade entre fibra e matriz (por exemplo, o coeficiente de dilatagao térmica deve ser

proximo dos materiais empregados).

Como a defini¢ao é bastante abrangente, procurou-se caracterizar os compdsitos

em trés principais tipos, a saber:

(a) Compdsitos fibrosos = consiste da fibra de um material na matriz de outro. A
orientacao e o nimero de fibras utilizadas é que determina a resisténcia dos materiais

compositos reforgados com fibras, Figs. 3.1(a), 3.1(b) e 3.1(c);

(b) Compdsitos particulados = sao formados por particulas nao tao pequenas de um

material suspenso na matriz de outro conforme mostra a Fig. 3.1(d);
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(¢) Compdsitos laminados = sdo compostos pela formacao de camadas de diferentes

materiais, incluindo os dois primeiros tipos de composito, Figs. 3.1(e) e 3.1(f).
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(a) Composito de fibra longa (b) Composito de fibra curta

(d) Composito particulado (e) Lamina unidirecional (f) Laminado
Figura 3.1: Tipos de compositos.

Fara parte do escopo deste trabalho os compésitos laminados reforcados com
fibras unidirecionais, pois se trata do tipo mais utilizado na industria. A ldmina representa
o bloco fundamental da estrutura e consiste de fibras envoltas na matriz. No caso das
fibras unidirecionais, a lamina apresenta elevada resisténcia e moédulo de elasticidade na
direcao da fibra, mas baixos valores dessas propriedades na dire¢ao ortogonal as fibras.
Ja o laminado é o conjunto de laminas empilhadas orientadas sob diversas direcoes a fim
de promover o aumento das caracteristicas fisicas e mecanicas que somente uma lamina
teria. A seqiiéncia de empilhamento das laminas segundo as varias dire¢oes é chamado
de esquema de laminagcao. A orientacao das fibras em varias direcoes e a seqiiéncia
de empilhamento das laminas que garantem aos compoésitos laminados a otimizacao da

estrutura conforme um dado carregamento.

Por exemplo, para estruturas sujeitas ao cisalhamento, as fibras devem ser orien-
tadas a 30° e 45°. Com isso, o esquema de laminacao auxilia o projetista, pois apresenta
um leque de opgoes de configuracao para cada tipo de solicitacao. Mas os compositos
laminados apresentam desvantagens, dentre elas a delaminac¢do. A delaminacao ocorre
principalmente devida a tensao de cisalhamento produzida entre as laminas, especialmente
nos bordos do laminado. Além disso, problemas de manufatura e processos de fabricacao

podem ocasionar delaminacao.

3.3 Transformacao de Coordenadas

As relagoes constitutivas de um material ortotropico sao escritas em termos das

componentes de tensao e deformacao que estao referenciadas num sistema de coordenadas.
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E importante destacar que os compésitos laminados possuem varias laminas (camadas),
cada uma delas com fibras em diferentes orientagoes. Com isso, geralmente, o sistema de
coordenadas do material é diferente do sistema de coordenadas do problema. Dessa forma,
é necessario estabelecer uma relagao de transformacao entre as tensoes e deformacoes para

os dois sistemas coordenados.

Quando o plano formado pelos eixos x125 é paralelo as fibras da lamina e a direcao
z normal ao plano do laminado coincide com o eixo coordenado do material x3, tem-se
um tipo especial de tranformagcao entre as coordenadas do material e as coordenadas do

problema.

Sejam xyz as coordenadas de solu¢ao do problema e x;x523 as coordenadas prin-
cipais do material desde que z1x2x3 seja obtido de xyz pela rotacao do plano xy por um
angulo # em torno do eixo z, ver Fig. 3.2. A tranformacao de coordenadas de um ponto

qualquer de um sitema para outro com z = x3 é dada por:

T cosf) senf 0 T T
Ty p = |—senf cosf 0|y =1[A4y (3.1)
T3 0 0 1 z z

Ou a forma inversa da Eq. (3.1):

T cosf) —senf O T1 1
Yy = |senf cos® 0| < aep=I[A"< 2, (3.2)
z 0 0 1 T3 r3

onde [A] representa a matriz dos cossenos diretores. Tal matriz ¢ dita ortogonal, isto é,
[A]7" = [A]".

Figura 3.2: Sistema de coordenadas global e do material.

As relagbes de tranformagao das Egs. (3.1) e (3.2) também sao vélidas para os
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vetores unitarios associados aos sistemas de coordenadas. Dessa forma,

él ém éz él
& p=1[A4]<é,p e <&, =[A" 6 (3.3)
€3 €. € €3

onde {&; &, &3} ¢ o vetor de base ortonormal nas coordenadas do material e {&, &, &.}"
sao as componentes do mesmo vetor, porém nas coordenadas do problema. Observando
a Eq. (3.3), percebe-se que as componentes da matriz dos cossenos diretores sao obtidas
pelo produto interno entre as componentes dos vetores ortonormais de ambos sistemas

coordenados.

Considerando que [o] seja o tensor de tensoes e que suas compontentes o1y, 712,
Ti3, - - -, 033 representem o sistema de coordenadas do material e que as componentes no

sistema do problema sejam 0,4, 04y, 02, Tay, Taz € Ty.. OU seja,

Ozx Tey Taz o1 T2 T13
o], = Oyy  Tyz € [O]m = O22 T23 (3.4)
sim. 0. sim. 033

onde sim. indica simetria. E ainda, aplicando a Eq. (3.3) para relacionar as tensoes de

um sistema coordenado com o outro, obtém-se:

Portanto, a Eq. (3.5a) permite computar as componentes de tensao referidas as
coordenadas do laminado em termos das tensoes da lamina, enquanto que a Eq. (3.5b)
faz o contrario. Realizando o produto matricial em (3.5a) e (3.5b) e colocando os tensores

de tensao em notagao vetorial, tem-se:

(0,0 [ cos? 6 sen? 6 0 0 0 —sen20 | (o)
Oyy sen? 6 cos? 0 0 0 0 sen 20 099
o | 0 0 10 0 0 2] G
Tyz 0 0 0 cosf senf 0 To3
Taz 0 0 0 —senf cosf 0 T13
( Ty ) [senfcosf —senfcosf 0 0 0 cos®f —sen*6| (712

ou simplesmente,
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{o},=[T1{o},, (3.7)

A relagao inversa da Eq. (3.6) é dada por:

( ) r N ( 3

o1 cos® 0 sen’d 0 O 0 sen 20 o

099 sen? 6 cos’60 0 0 0 —sen 26 Tyy

o 0 0 1 0 0 0 O
B ! (3.8)

To3 0 0 0 cosf —senf 0 Tyz

T3 0 0 0 senf cosf 0 Tuz

[ 712 ) | —senfcos senfcosf 0 0 0 cos? 0 — sen? 0] 7oy )
ou ainda,

(o}, = 7] {0}, (3.9

Assim como as tensoes, as deformagoes também representam grandezas tensoriais.
Portanto, o procedimento para tranformacao de coordenadas é analogo ao que foi feito
para determinar as tensoes, isto é, as rela¢oes expressas por (3.5) também sao validas

para as deformagoes:

lelp = [A]" [e]m[A] (3.10a)
[€]m = [Alle],[A]" (3.10b)

onde [e] se refere ao tensor de deformagdes. Com isso, as deformagoes no sistema global

de coordenadas tém suas componentes (€44, Eyys €225 Vays Yoz € Vyz) dadas por:

(.0 ) [ cos?6 sen’d 0 0 0 —sen20 | ey
Eyy sen’d cos’f 0 0 0 sen 26 €99
€as _ 0 0 1 0 0 0 €33 (3.11)
Vyz 0 0 0 cosf send 0 Y23
Yz 0 0 0 —send cos6 0 Y13
(Ve ) | —senfcosf senfcosh 0 0 0 cos®f —sen®| (m2)

e, finalmente, a relacao inversa:
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(1)) [ cos?d sen’d 0 0 0 sen20 | [en)
E99 sen’d cos’0 0 0 0 —sen 20 Eyy
€33 0 0 1 0 0 0 €2z (3.12)
Yo3 0 0 0 cosf —senb 0 Vyz
Y13 0 0 0 sen€# cosf 0 Yz
(V12 | —senfcosf senfcosf 0 0 0 cos® 0 —sen* 6| | 7y |

3.4 Analise Mecanica de uma Lamina

Para estudar o comportamento mecanico de uma lamina, que é a estrutura basica
e fundamental do laminado, duas hipoteses devem ser consideradas:
(i) A lamina ¢é continua, ou seja, nao existem vazios;
(ii) O comportamento da lamina ¢ linear eléstico.

Com isso, o comportamento da lamina sera apresentado nas proximas se¢oes sob

os aspectos da micromecdinica e da macromecdnica.

3.4.1 Micromecanica de uma Lamina

O estudo das interagoes microscopicas entre os elementos constituintes da lamina

é denominado micromecanica. Esta analise é utilizada para determinar as constantes de
engenharia do material composito e é baseada nas seguintes hipoteses:

1. Uniao perfeita entre fibra e matriz;

2. As fibras sao paralelas e uniformemente distribuidas na matriz;

3. A matriz é livre de tensoes iniciais;

4. Tanto a matriz como a fibra sao isotropicas e obedecem a Lei de Hooke;

5. Os carregamentos sao paralelos ou perpendiculares a dire¢ao da fibra.

Os modulos de elasticidade longitudinal e transversal e o coeficiente de Poisson

nas diregoes principais 1 — 2 da lamina sao dados por:
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Ey, = E;V; + E,V,,
_ EE,
N EVo + EnVs
GG
- GV + GV

Vg = l/fo + l/me

(3.13a)

2

G12

onde:
E; = Modulo de elasticidade longitudinal da fibra;
E,, = Modulo de elasticidade longitudinal da matriz;
vy = Coeficiente de Poisson da fibra,
v, = Coeficiente de Poisson da matriz;
V¢ = Fracao de volume da fibra;
V,n = Fracao de volume da matriz.

Os modulos de elasticidade transversal sao dados por:

Ly
2(1 —l— Vf)
Em
2(14+vy)

Gy =
(3.13b)

m —

Gy e Gy, representam o modulo de elasticidade transversal da fibra e da matriz,
respectivamente. Outra maneira de se determinarem as constantes de engenharia Ey, Fs,
G1o e v é experimentalmente. A Fig. 3.3 mostra um ensaio de tragao simples com os

sensores, chamados de strain gages, colocados ortogonalmente entre si para avaliar tais

RN

sensores

parametros.

P
—

O OO OO0 OOO

oo oo OoOooOo
=Xl 2=E=2=)

Figura 3.3: Ensaio de caracterizacao mecéanica de um laminado.
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3.4.2 Macromecanica de uma Lamina

O termo comportamento macromecdanico, segundo Mendonga [21], refere-se ao
comportamento da lamina apenas quando propriedades mecanicas aparentes médias sao

consideradas. A Fig. 3.4 mostra esse tipo de comportamento para a lamina e para o

® — Matriz
% Fibra

=

% Macromecanica

laminado.

da lamina

Lamina

Macromecanica
do laminado

Figura 3.4: Niveis de analise de um compoésito laminado.

A restrigao bésica da teoria é assumir um comportamento linear elastico para os
materiais tratados. Portanto, a lei de Hooke generalizada é empregada para o desenvol-

vimento da relagao tensao x deformacao:

{o} =[Cl{e} (3.14)

onde [C] é a matriz constitutiva do material. Para materiais anisotropicos a relagao dada

pela Eq. (3.14) fica:



3.4 Analise Mecanica de uma Lamina 23

(on]  [Cu G Cu Cu G Cil [en)

022 Co Coz Cay Cas U €22

033 _ Css Oz O35 Cse €33 (3.15)
T23 Cu Cis Cy Y23

T13 Css Cse Y13
[ T12 ) | sim. Cos | 712

Para materiais que possuem dois planos ortogonais de simetria de propriedades do
material, existe necessariamente simetria relativa ao terceiro plano mutuamente ortogonal
aos outros dois. Caso isso ocorra, o material possui triplice simetria e é chamado de
ortotropico — que serd o foco de estudo deste trabalho. A Eq. (3.16) mostra a relagao

tensao x deformagao desse tipo de material:

(011\ -Cn Cia Ci3 0 0 0 ] (€11\
022 Coy Cy 0 0 0 €99
o33 | Cy 0 0 0 €33 (3.16)
T23 Cu O 0 Y23
T13 Cs5 0 Y13
wry | sim. Ces | |72

As diregbes principais de propriedades do material sao paralelas as intersegoes
dos trés planos ortogonais de simetria do material. Com isso, um material ortotrépico
possui pelo menos um sistema de coordenadas em cada ponto em que as tensoes normais
provocam apenas deformacoes normais e que as tensoes cisalhantes provocam apenas
deformagoes cisalhantes na direcao do carregamento. Os coeficientes elasticos de Cj; na

Eq. (3.16) sao relacionados as constantes de engenharia E;, G;; e v;; por:

1 — o339 Vo1 — V3193 Vig — V3213
Oqul'— ClQZEl'—:EQ'—

A ’ A A
V31 — 21V32 V13 — V121723 1 — 3031
Cig=F, 2t 72172 _p Z8 7278 o g, - 1373
13 1 ; 3 A ) 22 2 ;
V3 — V12V31 Vo3 — V2113 1 — vy (3.17)
— .22 72wl p 728 7278 — F,. 12721
Cas 2 f 3 ; , CUss 3 ;

Cu = Ga, Cs5 =Gz, Ces = G2
A =1 — vigvy — Va3lzy — V31V13 — 210132013
onde Fy, Fy e F3 sao os modulos de elasticidade longitudinal, ou de Young nas dire¢oes

principais 1 — 2 — 3; G2, Gaz e (31 sao os modulos de elasticidade tranversais nos planos

1-2,2—3e3—1, respectivamente; e v;; sao os coeficientes de Poisson obtidos da relacao
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entre a deformacao na direcao 7 quando um elemento diferencial de volume é carregado

apenas na direcdo ¢ (v;; = —¢;/e;), ou seja:
Vij  Vji .

A matriz [C] é nao singular com nove constantes independentes o que significa

que ela é inversivel:

€11 ] [ Su Siz S13 S Sis 316_ (011 ]
€22 Soz Saz Sas Sas Sae 022
€33 _ Ssz S3s S35 Sse 033 (3.19)
723 Sia Sas Sas T23
713 Ss5 Ss6 T13
(712 | stm. Ses | | 12

onde [S] é a matriz de flexibilidade do material. Para materiais ortotropicos, essa relagao

fica simplificada por:

() r T (. )

€11 Su Sz Sz 0 0 0 011

€92 Sog Soz 0 0 0 099

€33 Sz 0 0 0 033 (3.20)
V23 Su 0 0 To3

713 Ss5 0 Ti3
(712 | stm. Ses | | 12

Os coeficientes de S;; na Eq. (3.20) também sdo obtidos a partir das constantes

de engenharia E;, G;; e v;; por:

1 Vo1 V12 V31 V13 1
Si=—, Sp=-—2o Sig = — 2 = Sop = —
W= =8 E, B8 Es B PR (3.21)
G B2 _ V2 g 1 Sy = 1 - 1 S — 1 .
23 E3 E27 33 E37 44 G23’ 55 G317 66 012

3.5 Relacoes Constitutivas no EPT

O Estado Plano de Tensoes, EPT, é definido como sendo aquele em que cada
ponto esta sujeito as tensoes num tnico plano, ou seja, ele ocorre em solidos cujas di-
mensoes na dire¢ao z sao muito pequenas. O exemplo mais comum é o de uma chapa ou

lamina solicitada em seu plano médio, sem carregamento atuando perpendicularmente a
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ele, como mostra a Fig. 3.5.
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Figura 3.5: Lamina no estado plano de tensoes.
Para esse problema, as tensoes 011, 099 € T sao diferentes de zero. Entretanto, as

tensoes o3 e T3 sao nulas na superficie média enquanto o33 é nula ao longo da espessura.

Apesar de 033=0, isso nao implica na nulidade da deformacao 33, ou seja, para uma

lamina ortrotoépica:

€33 = 513011 + 523022 (3.22)
J& as condicoes de que To3=T713=0 implicam em:

73 =0
” . (3.23)
V23 =

Com isso, a relacao deformagao x tensao no estado plano de tensoes se reduz a:

€11 S S 0 011 E% —VE—lf 0 011
€92 ¢ = |S12 S22 0O 02 ( — —';3—1? EL2 0 022 (3-24)
Y12 0 0 Ses Ti2 0 0 GL12 Ti2
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A Eq. (3.24) pode ser invertida para se obter a relagao tensao x deformagao:

011 Qn Q12 0 €11
092 ¢ = |Qi2 (22 0 €22 (3-25)
T12 0 0 QGG Y12

onde ();; sao os termos da matriz de rigidez reduzida expressos em funcao das constantes

de engenharia por:

- Sao B Ey
Qll — 5
S11522 — 512 1 —viavay
. S12 . v12Es
Q12 — 5
S11522 — 512 1 — viavy (3 26)
TP |
S11520 — 5% 1 — vpovm
1
= — = G
Qs6 Ses 12

E importante perceber que a matriz de rigidez reduzida, [Q], envolve apenas

quatro constantes independentes do material: Fy, Es, v15 € Gis.

Quando a tensdo normal transversal ¢ negligenciada (o3= 0), mas as tensoes
cisalhantes tranversais sao consideradas (713 # 723 # 0), a Eq. (3.25) pode ser acrescida

pela seguinte relacao constitutiva:

{7'23} _ [Q44 0 ] {723} (3.27)
T13 0 Qs Y13
onde Quu= Cu= Gz e Q55— Cs5= Gi3.

Como ja foi visto na secao 3.3, é mais interessante para a analise trabalhar nas
coordenadas globais ou do problema. Sendo assim, a relagao tensao x deformacgao de uma

lamina ortotropica sob o EPT nas coordenadas globais sao:

Ozx Qll QlZ Qlﬁ Exx
Tyy = Q12 Qn Qx Eyy (3.28a)
Ty Qlﬁ QQG Q66 Yy

{Tyz} _ [Q44 Q45] {’sz} (328b)
Txz Q45 Q55 Vaz

onde os termos ();; sao dados por:
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Q11 = Q11 08" 0 + 2(Q12 + 2Qgs) sen® § cos” 0 + Qo sen’ 0

Q12 = (Q11 + Q2 — 4Qss) sen?  cos® O + Q1o (sen § + cos* )

Q16 = (Q11 — Qa2 — 2Qgs) sen f cos® O + (Q11 — Qoo + 2Qss) sen® O cos 0

Qa2 = Qr1sen® 0 4 2(Q12 + 2Qgs) sen? # cos® 6 + Qs cos* 0

Qa6 = (Qu1 — Q22 — 2Qe6) sen” 0 cos f + (Q11 — Q22 + 2Qgs) sen 6 cos® 0 (3.28¢)
Qo6 = (Q11 + Qa2 — 2Q12 — 2Q¢6) sen® 0 cos® O + Qgs(sen § + cos™ 0)

Qus = Qa4 €082 0 + Q55 sen> 6

Qus = (Qs5 — Quq) cosfsen

Qs5 = Q5508 0 + Quqsen 0

A matriz [Q] é chamada de matriz de rigidez tranformada e esta no sistema
global de coordenadas. A Eq. (3.28a) define as tensoes normais e de cisalhamento no

plano, enquanto que a Eq. (3.28b) define as tensoes cisalhantes tranversais.

3.6 Tipos de Laminados

Em geral, laminados sao construidos segundo determinados padroes na seqiiéncia
das laminas, propriedades mecénicas, espessuras e orientacoes das fibras. Nesse contexto,
esta secao apresenta a terminologia relativa ao esquema de laminacao e condigoes de

simetria (simetria, assimetria e antisimetria) de um composito laminado.

Primeiramente, a seqiiéncia de empilhamento das laminas também chamada de
esquema de laminagao pode ser descrita como |a/F/7v/- -+ /w|, onde « é a orientacao, em
graus, das fibras da primeira camada, § é a orientacao das fibras da segunda lamina, e
assim por diante (ver Fig. 3.6). Essa nomenclatura é empregada no caso das laminas
possuirem a mesma espessura. Caso isso nao ocorra: [t1,a/ty, B/ts, v/ -+ /ty,w], onde
t; se refere a espessura da primeira lamina, t5 a espessura da segunda camada e assim
sucessivamente até a espessura da tltima lamina ¢,. Com isso, a numeragao das camadas

é feita de baixo para cima, isto é, no sentido positivo de z.

Em termos da orientacao da fibra de um laminado, o angulo é compreedido entre
—90° e 90°. Quando houver apenas fibras orientadas & 0° ou 90°, o laminado ¢ chamado
de cruzado ou cross-ply. Por exemplo, [0/90/90/0/90] ¢ um laminado cruzado com cinco

laminas. Por outro lado, quando a fibra tiver qualquer orientacao, inclusive a mencionada
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para os laminados cruzados, o laminado pode ser classificado como angular ou angle-ply.
Exemplo deste tipo de configuracao é [-15/30/90/-60].
<

(5 )
2
b

et

Y

Figura 3.6: Seqiiéncia de empilhamento de um laminado qualquer.

Quando o laminado apresentar uma disposicao simétrica em relagao a superficie
média, o compoésito é chamado de laminado simétrico. Com isso, a metade superior da
espessura do laminado é um espelho da parte inferior. Devido a simetria, nao ocorre
o acoplamento de membrana, mas esse assunto sera mais detalhado na secao 4.2. Para
este tipo de laminado, o ntimero de camadas pode ser impar ou par. Para indicar que

o laminado é simétrico, utiliza-se o subindice s apés a referéncia dos angulos, isto é,

[0/90,/0], = [0/90/0/0,90/0].

Outro tipo especial de laminado é o anti-simétrico. Este tipo de simetria é muito
util quando se deseja um laminado torcionado apds a cura, como por exemplo, as pas
de uma hélice. A caracteristica desse tipo de laminado é apresentar sinais alternados
entre as camadas, duas & duas, ou laminas orientadas & 0° e 90° também aos pares. Isso
faz com que apenas um numero par de laminas sejam conferidas aos laminados anti-
simétricos. Por exemplo, [0/90]2 = [0/90/0/90| ou [45/-45|3 = [45/-45/45/-45/45 /-45],
onde o subindice indica a quantidade de repeticoes do esquema mencionado. Uma vez

que nao ocorra simetria ou anti-simetria, o composito é dito assimétrico.

As Figs. 3.7(a)—(f) apresentam os tipos mais comuns de compositos laminados
¢ algumas combinagoes de esquema de laminagdo. Inicialmente, as Figs. 3.7(a) e 3.7(b)
se referem aos laminados assimétricos cruzados e angulares, respectivamente. Posterior-
mente, as Figs. 3.7(c) e 3.7(d) mostram os laminados cruzados e angulares simétricos.
E importante observar que a simetria deve ocorrer na seqiiéncia de empilhamento, nas

espessuras, orientagoes das fibras e propriedades mecanicas. Por altimo, as Figs. 3.7(e) e
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3.7(f) apresentam os laminados anti-simétricos cruzados e angulares, respectivamente.
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(¢) Laminado simétrico cruzado (d) Laminado simétrico angular
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o) ]
| s .
o) | |2 R
) . ) .
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. h .
D) ) |2 ) |2
( (
y Y
(e) Laminado anti-simétrico cruzado (f) Laminado anti-simétrico angular

Figura 3.7: Exemplos de esquemas de laminacao.

Este capitulo apresentou os principais conceitos sobre analise mecanica de uma
lamina, bem como, o seu equacionamento. Foram mostradas as tranformacgoes de coor-
denadas de um sistema local para o sistema global. Também foi discutido o estado plano
de tensoes e, finalmente, a terminologia para o estudo dos laminados foi introduzida.
Com isso, para dar continuidade ao trabalho, o proximo capitulo ird abordar as principais

teorias para anélise de placas laminadas.



4 Teoria de Analise de Placas
Laminadas

4.1 Introducao

As estruturas laminadas, como jé foi descrito no Capitulo 3, sao formadas pelo
empilhamento de duas ou mais camadas, também chamadas de ldminas, de materiais
compositos sob diferentes orientacoes da fibra. O objetivo deste capitulo é descrever
as teorias de laminados compositos mais comumente utilizadas. Dessa forma, para um
melhor entendimento desta secao sobre a andlise de placas compositas laminadas sera

apresentado um pequeno resumo consolidado conforme as seguintes teorias mostradas

por Reddy [27]:

1. Teoria da Lamina Equivalente, ESLT — Fquivalent Single Layer Theory (2-D)

(i) Teoria Classica de Placas Laminadas, CLPT — Classical Laminated Plate The-

ory

(ii) Teoria de Primeira Ordem de Mindlin, FSDT — First-order Shear Deformation
Theory

(iii) Teoria de Ordem Superior, HSDT — High-order Shear Deformation Theory

2. Teoria da Lamina Discreta, LWT — Layerwise Theory (3-D)

Por ser bidimensional, a Teoria da Lamina Equivalente é a mais simples. O que
diferencia os trés modelos da ESLT ¢é a consideracao ou nao dos efeitos de cisalhamento
transversal. Portanto, as proximas secoes irao apresentar mais detalhadamente as teo-
rias baseadas na ESLT. Entretanto, a Teoria da Lamina Discreta nao sera contemplada,
principalmente, porque a formulacao dos elementos finitos empregados nesta dissertagao
utiliza o modelo FSDT baseado no campo dos deslocamentos. Resumidamente, o que a

LWT considera ¢ a continuidade das tensoes 0., 7,. e 7,. nas interfaces das laminas, além
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de apresentar resultados mais precisos, principalmente, para a tensao transversal normal,

Oy

4.2 Analise via CLPT

A primeira teoria aplicada ao estudo das estruturas laminadas foi a CLPT, que
¢ uma extensao da Teoria Classica de Placas — CPT. Ou seja, ela é uma adaptacao da
Teoria de Kirchhoff para laminados, de tal maneira que obedece as mesmas hipoteses do

modelo para placas:

1. O laminado consiste da uniao de laminas ligadas perfeitamente entre si. A camada
de resina que é utilizada para unir as camadas é fina e indeformavel por cisalhamento,

portanto, nao é considerada na anélise;

2. Secoes planas, ou seja, as linhas perpendiculares a superficie média na configuracao
indeformada, permanecem planas e perpendiculares apos a deformagao, pois o la-
minado é considerado delgado. Isso é quantificado de maneira bastante arbitraria,

variando de autor para autor, mas segundo Reddy [27]:

(a) Laminados delgados = a relagdo do comprimento do laminado pela sua espes-

sura, a/h, deve ser maior ou igual a 50
(b) Laminados semi-espessos = 20 < a/h < 50

(c) Laminados espessos = a/h < 20

3. Os segmentos normais a superficie de referéncia sao considerados inextensiveis, por-
tanto, de comprimentos constantes. Em outras palavras, nao ocorre deformacao na

direcao transversal da placa.

A primeira hipdtese impoe a condicao de que nao ocorre deslizamento ou desco-
lamento entre as laminas além dos deslocamentos serem continuos através das camadas.
A segunda hipotese se refere & nao consideracao dos efeitos de cisalhamento transversal,
ou seja, tanto 7,. e 7,. sao desprezados e, por fim, a terceira hipotese implica em que o
deslocamento transversal ¢ independente da espessura e que a deformagao linear, ¢,,, é
nula. Na formulacao deste modelo, em decorréncia de algumas hipoteses surgem certas

restricoes, a saber:

1. O material de cada lamina é linear eldstico, conseqiientemente, as deformacoes e

rotacoes sao pequenas;
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2. O modelo apresenta dois planos de simetria, ou seja, é ortotropico.

O campo dos deslocamentos segundo as hipoteses de Kirchhoff sao dados pela

expressao:
a’wo
5 7t — s ,t —Zz —
u(z,y, z,t) = up(x,y,t) — 2 o
0
/U(.Z',y, Zat) = Uo(ﬂf,y,t) —Z % (41)
Y

w(z,y, z,t) = wo(z,y,t)
onde ug, vy, wy sao os deslocamentos da superficie média ao longo dos eixos z, y e z,
respectivamente e dwg/0z e dwy/Jy sao as rotagoes em torno de y e x, respectivamente.
A Fig. 4.1 mostra as configuracoes indeformada e deformada conforme as hipoteses de
Kirchhoff no plano zz. Como o plano de referéncia é o plano médio (z = 0), um problema

que originalmente deveria ser tratado como 3D, passa a ser bidimensional.

Figura 4.1: Configuragao da placa deformada e indeformada segundo as hipdteses de
Kirchhoff.

Conseqilientemente, o campo das deformagoes é dado por:

o _ 0w du
o= 5x " 0r 0a?
o ov o 61}0 6211)0
8yy—a—y—a—y—za—y2 (42)
ou ov 8u0 31}0 62?1)0
=+ =) =22+ -2
Ty (83/ * 8:6) dy e - 00y
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onde €, e g, sao as deformagoes normais no plano e v,, ¢ a deformacao cisalhante
no plano, ou distor¢ao angular no plano xy. Neste ponto, sao definidas as deformacoes
coplanares da superficie de referéncia como deformacoes de membrana. Essas deformacoes
sao aquelas que sao independentes de z na Eq. (4.2) e se relacionam aos deslocamentos

de membrana ugy e vy por:

% Ouo
0 .y
(o} =qep = (4.3)
0 U V)
~9 %—;Jr%

Os termos dependentes de z na Eq. (4.2) sao deformagoes associadas a flexao
da superficie média e sao denominadas curvaturas e representam a derivada segunda do

deslocamento transversal por:

8(1) 82w9
T ax2
211}
{ 61} =t —— aay20 (4.4)
(1) 82w
Ty 2 Saby

Portanto, representa-se o vetor de deformacgoes como:

(0) (1)

Exx Exa Exx

Eyy ( = eg(,oy) + z 5&} (4.5)
0 1

Yoy 79 ~)

ou, na forma compacta:
{5} = {50} + 2 {el} (4.6)

Conhecendo os valores dos deslocamentos de membrana (ug, vy € wy), é possivel

determinar as deformagdes em qualquer ponto (z,y, z) da placa utilizando a Eq. (4.5).

Como na CLPT todas as deformagoes transversais (¢,., V4. € 7y-) sdo nulas por
definicao, para um laminado formado por laminas ortotropicas as tensoes cisalhantes
transversais (7, e 7,.) também sdo nulas. Apesar de €., ter valor nulo, a tensao o,
nao é nula, entretanto, ela é desprezada no modelo de Kirchhoff. Com isso, aplicando a

Eq. (4.5) em (3.28a) a relagao tensdo x deformagcdo da k-ésima lamina seré:

® 5.5 ® (0 )

Oz Qn Q12 @16 Exx Exx
Tyy = |Quz Qn Qx 85(3),) +z 5%) (4.7)

Try Q16 QZG QGG %(cg/) %(ci/)
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ou simplesmente,
(o} =[a)" ({2} = =) (49

Apesar dos valores de {€} serem constantes ao longo da espessura do laminado, os
valores de {&!} variam linearmente. Dessa forma, as deformagoes variam de maneira linear
e continua ao longo da espessura. Contudo, os valores de tensao mesmo sendo lineares,
apresentam descontinuidades ao longo da espessura h do laminado, pois as propriedades
elasticas variam de uma lamina para outra conforme mostrado nas Eqgs. (4.7) e (4.8). A
Fig. 4.2 também mostra essa variagao, além de apresentar a numeracao das laminas que

geralmente ¢é feita na analise de placas laminadas.

g

\ e o
h
2 (@

No ) Y L

Figura 4.2: Numeragao tipica de um laminado com a variacao de sua deformagao e
tensao normais ao longo da espessura segundo a CLPT.

Os valores de tensao obtidos pelas Eqs. (4.7) e (4.8) podem ser avaliados a partir
das resultantes de tensao no laminado. Essas resultantes de tensao sao definidas pela
integragao das tensoes através da espessura do laminado. Dessa forma, a Eq. (4.9a)
apresenta os esfor¢os normais resultantes numa placa, enquanto a Eq. (4.9b) mostra os

momentos resultantes, ou seja:

h
2

(Noo Ny N} = [ {00as0p07s0) (1.99)
2

h
(Moo, My, Moy} = / (G Oy Ty} 2 (4.9)

[Ny
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Tanto { N} quanto {M} sdo dados por unidade de comprimento da placa e suas

orientacoes estao exibidas na Fig. 4.3.

z

Nyy Mxy

X ' p Txy

Oxx Ny

Figura 4.3: Elemento diferencial de placa sujeito a flexao com as resultantes de tensao
e distribui¢ao das tensoes segundo a CLPT.

As integrais definidas pela Eq. (4.9) podem ser convertidas num somatoério de

integrais ao longo da espessura de cada lamina k, ou seja:
(k)

Nxm N Zhit Oz
Ny ¢ = / oy ¢ d2 (4.10)
Ny = Ty
e7
u (k)
T N Zhg1 Ozx
My 0= / Oy ¢ 2d2 (4.11)
M,, k=1 Tay

onde zj4 se refere a cota superior da lamina e z; é a cota inferior (ver Fig. 4.2).

Substituindo as tensoes laminares dadas pelas Eqs. (4.10) e (4.11) pela relacao

tensao x deformacao da Eq. (4.7), tém-se para os esfor¢os normais:

_ _ _ a (k)
Neo N Qu Q12 Qs 5§c(:)r) 8(xlx)
5 A A 1 o ()
Nyy ¢ = Z Rz Q22 Q2 Eyy ¢ T 79 €uy dz (4.12)
k=11 A A A “k (0) (1)
Ny Qe Q26 Qes Vzy Yy

Efetuando o somatoério e resolvendo a integral, vem:
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Nga An Ay Al [ By B Big| [l
Nyy = |Ajp Az Ags 53(/(3);) + | Bi2 B DBags 5%) (4~13)
Ny A Ass Ass %(cy) Bis Bz B %%)

Analogamente para as resultantes de momento, tém-se:

(k)

an: N Qll Q C_216 Ea(nom) 5(x1x)
S A A e (0) ()
My, 0 = Z Rz Qa2 Qo ey ¢ T2 4 €y zdz (4.14)
k= ~ = ~ Zk
Mmy ' Qs Q Qs6 vfc?) %%/)
e finalmente,
My, By Bia Bis 63(22 Dy Dy Dis 69(6130)
Myy = | Bia By B Eg(;%) + [ D12 Doy Do 535? (4-15)
sz Bis By DBes ’YaS:(g)/) Dis Dy Des P)/a(c;)

E possivel colocar os esforgos normais e momentos resultantes expressos por (4.13)

e (4.15) num tnico vetor, isto é:

( Ny \ [ A A A B B BlG- ( 8502;) \
Nyy Ay A By By Bu| |ey)
Ny _ Ags Big DBas DB %(UZ) > (4.16)
My, Dy Dz Dig 6%) ‘
My, Dy Dag| | by

(| M.y | | sim. D | \%%) )

ou, de maneira compacta:

[A] [B]
[B] D]

Lo ~ Lo ] Lo} o

onde os termos de A;;, B;; e D;; sao definidos em termos da rigidez da lamina Qz(f) (para
i,7=1,2,6) por:

(Aij, Bij, Dij) = th (1,2, 2> dz—Z/ QY (1,2,2%) dz (4.18a)

ou,
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WE

Ay = ng)(zkﬂ — 2k)
k=1
1 N
~(k
Bi; = B Z ng)(zlgﬂ - z) (4.18Db)
k=1
1 N
A (k
Dy =52 Q3 (sl = 2)

B
Il

1

A parcela da for¢a normal resultante causada pela deformacao normal é descrita
na matriz [A] também chamada de matriz de rigidez extensional. Enquanto que a matriz
[D], ou matriz de rigidez a flexao, como o proprio nome diz representa a parcela do
momento resultante causado pela flexao do laminado. E por fim, o acoplamento entre os
modos de deformagao, isto é, a parcela da for¢a normal resultante causada pela flexao e a
parte do momento resultante causada pela deformacao normal é representada pela matriz
|B|, ou matriz de rigidez de acoplamento extensao—flexao. Conforme o angulo 6 formado

entre a dire¢ao das fibras da lamina e o eixo do problema, a matriz |B] podera ser nula.

4.3 Andalise via FSDT

Na analise empregando a FSDT (First-ordem Shear Deformation Theory), a hi-
potese de Kirchhoff de que as se¢Oes normais transversais permanecem perpendiculares
a superficie média apoés a deformagao, nao é considerada. Com isso, sao incluidas as
componentes cisalhantes. De fato, essas tensoes além de nao serem nulas, assumem valo-
res importantes nas interfaces das laminas dos materiais compositos laminados, podendo
causar a delaminacao. Entretanto, a CLPT nao contemplava o célculo de tais tensoes.
Foi quando Mindlin [22] e Reissner [34| propuseram o estudo das tensoes cisalhantes em
placas isotropicas homogéneas. Por isso, a FSDT é também conhecida como Teoria de
Primeira Ordem de Mindlin. Posteriormente, estes estudos foram estendidos para analise

de laminados por Yang [45] ¢ Whitney [44].

Considerando que o equacionamento fundamental da FSDT é analogo ao apresen-
tado na se¢ao 4.2, a seguir serd mostrado apenas as expressoes relevantes e que diferenciam
um modelo do outro. Com isso, o campo dos deslocamentos dados pela Eq. (4.1) agora

fica:

Uo(ﬂf, yat) + Z¢x(x7 Y, t)
U($7y7zat) :’Ug(ﬁ,y,t)—FZQby(.’L',y,t) (419)

w(xayVZat) - wo(%%t)

u(z,y, z,t)
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onde ug, Vo, Wy, ¢z, ¢, sao funcoes a serem determinadas, também chamadas de desloca-
mentos generalizados. Exatamente como na CLPT, ug, vy, wg sao deslocamentos de um
ponto qualquer na superficie de referéncia, ou seja, no plano z = 0. As rotacoes ¢, e ¢,
podem ser expressas por:

ou B ov

st:% € ¢y _&

e indicam as rotagoes em torno dos eixos y e x, respectivamente. A Fig. 4.4 mostra uma

(4.20)

dessas rotacoes em relagao a configuragao indeformada no plano xz, ou seja, em torno de
y. Apesar de nao aparecer na formulagao, ¢, representa a rotacao ao redor de z e sera

utilizada na notacao strain gradient.

Figura 4.4: Configuragao da placa deformada e indeformada segundo a Teoria de
Primeira Ordem de Mindlin.

Assumindo que o material trabalhe no regime linear elastico, portanto, nao sendo

consideradas as parcelas de nao linearidade das deformagoes e aplicando (4.2) em (4.19):

O _dw 06
9 Ox - ox
dv  Ovg 0o,
Eyy ay = oy +z oy

~Ou  Ov  Qug  Oug 0p, 0o,
=t o oy T o e (ay + = (4.21)
8u 8w (’9w0
z
ov 8w 8w0

VYyz = 9 Z = ¢y + Ay
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ou, vetorialmente:
0 1 K] 0
Eyy Ezgy) Ezgy) 3%) aiyy
Ype 0 = 4D L 42D Gy + B0 bz 0 (4.22)
Vo o e ¢ + Q0 0
(0) (1) o ) by | 0
Ty ) Ty ) Ty \Biyo_}_%) \ Jy +8_:ch)

onde o primeiro vetor contém as deformagoes de membrana e o segundo as curvaturas.

Aplicando o conceito das resultantes de tensao, isto é, integrando as tensoes
cisalhantes em termos da espessura do laminado, como foi feito nas Eqgs. (4.9a) e (4.9b),

tem-se:

(Qn.Q)) = / e} d: (4.23)

onde {Q.} e {Q,} sdo chamadas de resultantes de tensio devido ao cisalhamento.

E importante observar na Eq. (4.22) que as deformacoes &, Eyy € Yy Sa0 lineares
ao longo da espessura do laminado, enquanto que 7,. e 7,. sao constantes. Com isso, as
tensoes correspondentes (7, e 7,.) também serdo constantes. Entretanto, sabe-se pela
Teoria da Elasticidade, que a tensao cisalhante ao longo da espessura da placa varia
parabolicamente. Assim sendo, a FSDT nao consegue representar esta caracteristica.
Essa incoeréncia entre teoria e modelo numérico é solucionada por meio de emprego de

fatores de corregao para tensao de cisalhamento na Eq. (4.23), de tal maneira que:

o N (2 ™
IR S

onde K é chamado de fator de cisalhamento. Porém, este tipo de correcao nao é necessaria

(4.24)

para elementos de ordem elevada, como serd mostrado na se¢ao 4.4. Muitos autores |26,
25, 1, 34, 22| preconizam e comparam tais coeficientes, avaliando a melhor aproximagao.
Neste trabalho, sera utilizado o valor K = 5/6. Entretanto, muitos sao os fatores que
devem ser considerados para analise dessa constante em compositos laminados, entre
elas a seqiiéncia de empilhamento, a geometria do laminado, o angulo das fibras e o
tipo de carregamento. Para cargas estéticas, por exemplo, a determinacao de K ¢é mais
simples que em andlises dinamicas devido & presenga de forgas inerciais. Reissner [34]
para determinar o fator de cisalhamento, considerou a distribuicao da tensao cisalhante

ao longo da espessura de uma viga dada pela Resisténcia dos Materiais:
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30 22\ 2 h h
rm _ 2% |11 _ (22 <<= 4.2
Tz 2bh[ (h)] 5 S7S3 (4.25)

onde () é o esforco cortante, b é a largura da viga e h a sua altura. A mesma tensao para

vigas via FSDT é dada por:

rlsdt — % (4.26)

Aplicando o conceito de energia de deformacao cisalhante nas duas teorias, tem-

se:
1 ) 3Q?
rmo__ rmAZIA = 4.27
S 2G13 /:4(7—:02 ) 5G13bh ( a>
plst — 1 / (T34 dA = o’ (4.27b)
S 2G13 A :vz 2G13bh ‘

O coeficiente de cisalhamento ¢ obtido pela razao entre as Eqs. (4.27b) e (4.27a),
isto &, 5/6.

Retornando a Eq. (4.22) e substituindo em (3.28b), a relagao tensdo x deformacao

Y 0w 061" (-©
Yz 44 45 Yz
{sz} - [Q45 Q5J {%ﬁ?} (4:28)

Lembrando que os coeficientes de sz foram apontados pela Eq. (3.28¢), substi-

da k-ésima lamina seré:

tuindo a Eq. (4.28) em (4.24) e resolvendo a integral e o somatorio, vem:

Q 7ol
{QZ} =K {%(g)} (4.29)

onde a rigidez extensional [A;;] é definida, fazendo (i, j = 4, 5), por:

A44 A45
A45 A55

N Zk+1
=3 / Qi dz (4.30)
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E finalmente, relacionando as resultantes de tensao para a teoria de primeira

ordem com os deslocamentos generalizados, obtém-se:

Ny Ay A Agg %
Nyy = | A Agx Ay %L;
Ngy _A16 Ao Ass \ %Uyl + %
B (
0¢s
By Bz Big %o
9
+ |Bia Ba By %
. 0
| Bis Bas  Bio \8;; + ¢y
M (B, By, Byl [ 2=
zz 11 D12 Dig oy
Myy = | Bi2 B2 Bag %—?
My, | Bis B Bes| | 8@1;0 + 8v0
o oo
Diy Dy Dig e
d
+ | Dy Dy Dy G
Ods 0
| Die Do Dee bo 4 00y
Ay Ags

-+l e
Qu by + 20

As orientagoes de {N}, {M} e {Q} s@o apresentados na Fig. 4.5.

A45 A55

z
Qx
M, N, Relacéo constitutiva
Q, My~ ~
O
ny_L/ ,,,,, Tyz,,_i,y

M,y , ' i
Nyy / \' Nyy

7 M.

44 . ny >
Ak R B Equagoes de equilibrio
! Ty Q
x Tes” ~— T, J

Oxx  Txz xz >/ Mxy v

(4.31)

(4.32)

(4.33)

Figura 4.5: Elemento diferencial de placa sujeito a flexao com as resultantes de tensao

e distribuicao das tensoes segundo a FSDT.
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4.4 Analise via HSDT

A teoria cléassica de laminados e a teoria de primeira ordem sao as teorias mais
simples que existem dentro da teoria da lamina equivalente. Mesmo assim, elas mostram
satisfatoriamente o comportamento mecéanico para a maioria dos laminados, mas nao
o correto. Neste contexto, surgiu a teoria de ordem superior que é baseada nas mesmas
hipoteses das teorias apresentadas nas secoes 4.2 e 4.3, exceto pela expansao do polinémio
do campo dos deslocamentos para ordens mais elevadas. A teoria de ordem superior
descreve o comportamento mecanico do laminado de forma mais acurada e precisa, e
distribui melhor as tensoes ao longo da espessura do laminado, principalmente para as

tensoes interlaminares, além de ser desnecessaria a utilizagao de fatores de cisalhamento.

Inicialmente, poderia se expandir o campo dos deslocamentos para um polindémio
de qualquer ordem, porém, o caso mais comum é a expansao para um polindmio de
terceira ordem, uma vez que nao ha necessidade de ordem superior a esta, pois tornaria
o modelo numérico extremamente ineficiente e custoso para um ganho muito pequeno
nos resultados. Além disso, a principal razao para expandir o campo dos deslocamentos
cubicamente é a de se obter a variacao quadratica das deformacoes e tensoes cisalhantes
através de cada lamina. Dessa forma, a Eq. (4.34) apresenta o campo dos deslocamentos
definidos pela HSDT de Reddy [27]:

8w0

o5, = ot 42 |ontr0) = (7) (ot + 52 )

B 4 r2\? dwg 4.34
U(I7yvzat> _UO(xvy’t)—i_z |:¢y(l‘,y,t)_§ <E> (¢y($7yat)+a_y):| ( )
w(z,y, z,t) = wo(z,y,t)

Aplicando a Eq. (4.34) para analise das deformagoes lineares e distor¢oes angu-

lares no regime linear eléstico, resulta na seguinte expressao:

o Ouyg 09, 3 (8% i 321110)

z

e or 7 oz 0x?
e 0o, 3 (09, P wy
Eyy = y +z oy az oy + 012
8u0 8?)0 &bx 8¢y 3 8¢x 8¢y 82'11}0
=— 4+ — — ) - 2 4.35
Ty oy i ox e <8y * ox @ oy + ox * oxdy ( )

(1 a2 9w
Yor = (1 ﬂz)(¢x+ 83:)

0
Yyz = (1 - 522) <¢y + aiyo)
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onde o = 4/(3h?) e 8 = 4/h?. Com isso,

(0) (1) (3)

Exx Exx Exx Exx

ey (= Ew ¢t Ew T e (4.36)
0 1 3

’ny ’Yé y) ’Yé y) 73(3 Zl)

5 7(2) 7(?
R S T R (4.37)

(0) (2)

Yz Yz Yz

Na Eq. (4.36) o primeiro vetor contém as deformagdes de membrana, o segundo
as curvaturas de primeira ordem e o terceiro as curvaturas de terceira ordem. Ja na
Eq. (4.37) as deformagoes de membrana estao contidas no primeiro vetor, enquanto que

o segundo vetor computa as curvaturas de ordem superior. Dessa forma,

el Bug el o

0 _ Bun : el = % (4.38a)
e;?;? A % + %
@ ~0 %y | Pun (4.38b)
2 % 4 90 4 90w

0 w 2 w
O CAS A A G CR (4.350)
~9 g + 0 | ~2) h? | ¢, + 90

Assim como foi feito no equacionamento das teorias de Kichhoff e Mindlin para
laminados, integrando as tensoes através da espessura — Egs. (4.9a), (4.9b) e (4.23);
obtém-se as resultantes de tensao de ordem superior { P} e {R}:

3

{Pxxapyyapa:y} = / {O-xacao-yy;Ta;y}Zg dz (439&)

SENI

{Ry> Rl‘} = {Tyza sz} 22 dZ (439b)

[Nl

Integrando as Eqgs. (4.39a) e (4.39b), vem:

Pa::z: N Oz

Zk+1 3
P, ¢ = Z/ Tyy 22 dz (4.40)
2 k=1 "%k



4.4 Analise via HSDT 44

¢,

(4.41)

N (k)
Y / T 2
Ra: k=1 Y %k Tez

Aplicando a relagao tensao x deformacdo das Eqs. (3.28a) e (3.28b) para a k-
¢sima lamina e retornado em (4.36), (4.37), (4.40) e (4.41), obtem-se:

(0) (1)

Pry Ey Eiy Eig| | €as Fii Fia Fig| | €as
Py o= |Ei2 Eyn FEig 52(;%) + | Fl2 Fy Fy Eg%)
Pyy Eis Ez  Ees %(c(;];) Fie Fas  Fos ’Y:g/) (4.42)
Hy His Hig 55831’) .
+ | Hiz Ha Hag 81(/?;/)
Hy Has Hes| |15
{Ry} _ [D44 D45] {%52’} L P B {vﬁ)} (043
R, Dys  Dss V:J(coz) Fys  Fss %(:22)

Retornando aos esforcos resultantes de primeira ordem e somando as resultantes

de ordem elevada, chega-se a:

( 3 B

N, Ay A
Nyy Az
Ny
Mxx
My, =
Mxy
PZECE
Py
L P, ) i sim.
e, N
Qy
Q0.
R,
R,
\ )

A44

stm.

Ags

( 0 )
2
0
9
2
2

(2)
ey

( 6:(201) 3\
0
€ z(Jy)
0
’Yﬂ(cy)

el
1
€ 3(41/)
1
’Yﬂ(cy)
&)
3
€ g/y)
(3)

L Tzy

(4.44a)

(4.44D)
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As Eqgs. (4.44a) e (4.44b) podem ser escritas na forma compacta como:

{N} [A] [B] [E] {7}
{M} = | [B] [D] [F] {eW} (4.45a)
{P} (E] [F] [H] {9}
{{@}}_ 4] (D) {{v@}} (4.45b)
{Rr} (D] [FI] [{¥?}
(Aij, Bij, Dij, Eij, Fij, Hij) i/%l@ (1,2,2%, 23 2%, 25) d= (4.46a)
(45, Dij, Fyj) i / o Q1,22 2% d2 (4.46D)

Os termos de A;;, B;; e D;; ja foram definidos em termos da rigidez da lamina
ng) pelas Eqgs. (4.18b) e (4.30). A Eq. (4.46a) é definida para i,j = 1, 2, 6; enquanto a
Eq. (4.46b) é obtida computando i, j = 4, 5. Dessa forma, os outros termos das rigidezes

adicionais sao obtidos por:
L N
~ (k
Ei; = 1 Zng)(ZéH - Zli)
| N
~(k
=2 Q5 (2 — 2) (4.47)
| N
~ (k
Hi; = - ZQEJ‘)(Z/ZH - z,Z)

As matrizes |E|, [F| e |H]| envolvem ordem superior & quarta através da espessura,
conseqilientemente, a contribuicao destes termos para a solucao de laminados delgados é
pequena. Até mesmo para laminados semi-espessos essa ajuda é pequena, entretanto,
para laminados espessos a presenca desses termos é de fundamental importancia para a

correta distribuigao das tensoes ao longo da espessura do laminado.
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4.5 Comparacao entre as Teorias da Lamina Equiva-
lente

Na tentativa de mostrar o comportamento mecanico de um laminado e, princi-
palmente, na busca de se obter uma teoria de placa que produza uma variacao correta da
solugao dos deslocamentos e tensoes através da espessura do laminado, as teorias apre-

sentadas nas secoes 4.2, 4.3 e 4.4 sao as mais empregadas para tal anélise.

As teorias de primeira ordem exigem elementos com menos graus de liberdade
por no (cinco sao suficientes). O modelo de Kirchhoff é o mais antigo para anéalise de
placas. J& o modelo de Mindlin necessita do mesmo ntamero de graus de liberdade por
n6 que a CLPT, mas é mais satisfatoria por conseguir representar as tensoes cisalhantes
tranversais. Além disso, a FSDT ¢é mais facilmente implementavel em elementos finitos,
pois exige funcoes de continuidade C°. Entretanto, para laminados delgados, os elementos

apresentam uma rigidez excessiva também conhecida como shear locking ou travamento.

Essa inconsisténcia numérica aparece na matriz de rigidez do elemento. Para
elementos de placa, tal matriz é obtida a partir da soma de uma parcela de rigidez
devida a flexdo e outra devida ao cisalhamento. Com o aumento da relacdo a/h, ou
seja, laminados delgados, a parcela devida ao cisalhamento nao deve ser considerada na
analise em virtude da diminuicao excessiva na espessura. Entretanto, o modelo numérico
considera essa parcela e isso é exatamento o oposto ao que ocorre na pratica, onde apenas a
parcela devida ao esforgo de flexao deve ser computada. Dessa forma, o elemento apresenta
aumento artificial da sua rigidez. Tal efeito pode ser amenizado, aplicando corretamente
a técnica da integragao reduzida ou seletiva [14], ou ainda, eliminando corretamente os
termos espurios causadores desse enrijecimento artificial empregando a notacao strain

gradient.

Dentre as intimeras teorias de ordem superior, neste trabalho foi apresentada a
teoria de ordem superior de Reddy. Essa teoria representa de forma adequada o com-
portamento dos deslocamentos e tensoes em termos da espessura do laminado. Contudo,
para o caso de laminados espessos e semi-espessos a CLPT e FSDT obtém resultados
satisfatorios e com menos esforco computacional. Além disso, é necessario implementar
elementos de continuidade C'. Também é importante destacar que o elemento HSDT
exige um nimero elevado de graus de liberdade por no, sete no minimo. O Capitulo 2

descreveu elementos com onze graus de liberdade por no, dificultando o seu emprego.

Outras teorias de ordem superior sao mais eficazes computacionalmente, pois
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necessitam de elementos de continuidade C°. Um exemplo disso, é a teoria de ordem
superior de Kant. Entretanto, empregando a teoria de Reddy, a facilidade em se obter a
solucao analitica de ordem elevada é maior. Além disso, como o objetivo deste trabalho
é a validacao de elementos de primeira ordem, procurou-se mostrar a teoria de ordem

superior que estid mais consolidada.

Finalmente, a Fig. 4.6 apresenta uma comparacao entre as teorias até aqui expli-
cadas.

zZ,W

indeformada

CLPT - Kirchhoff

FSDT - Mindlin

HSDT - Reddy

(uo,wo)

Figura 4.6: Comparagao da deformagao conforme as teorias classica, primeira ordem
de Mindlin e terceira ordem de Reddy.

Sendo assim, este capitulo apresentou as teorias mais empregadas na analise
de materiais compositos. Inicialmente, foram avaliadas as teorias de primeira ordem,
CLPT e FSDT, bem como a descricao das suas hipoteses e de seus equacionamentos.
Posteriormente, foi apresentada a teoria de ordem superior de Reddy [27] e, finalmente,
realizou-se a comparacao entre as teorias abordadas neste trabalho. O Capitulo 5 ira

descrever os elementos finitos utilizados empregando a notacao strain gradient.



5 A Notacao Strain Gradient para
Compoésitos Laminados

5.1 Introducao

Quando um elemento finito é formulado de maneira tradicional, os deslocamentos
sao representados por expansoes polinomiais com coeficientes a determinar. Uma forma
de escrever esses coeficientes é empregando a chamada notacao strain gradient. Esse
nome é dado em virtude dos modos de deformagao que podem ser representados, ou seja,
movimentos de corpo rigido, deformagoes e as suas derivadas (ou gradientes de deforma-
¢ao). Essa semiografia permite visualizar os acoplamentos entre modos de deformagao,
bem como a existéncia de termos espurios que causam o enrijecimento artificial (locking)
inerentes as formulagoes tradicionais. A identificacao e eliminacao desses termos pode
ser feita a-priori, gerando elementos livres de erro na modelagem. Além disso, torna o
conteudo fisico das equacoes mais claro e transparente, portanto, fisicamente interpretéavel

quando se tratar de derivadas de primeira e segunda ordem.

Este capitulo tem por objetivo descrever elementos finitos retangulares de 4 e 8
noés empregando a notacao strain gradient para a analise de laminados compositos. Esses

elementos foram originalmente desenvolvidos por Abdalla [2].

5.2 Formulacao dos Elementos Finitos

5.2.1 Aspectos Gerais

O aspecto central na formulagao de elementos finitos via notagao strain gradient
esta na determinacao de um conjunto de vetores deslocamento linearmente independentes
que correspondem a um conjunto especifico de modos de deformagao cujo elemento é capaz
de representar. Esses estados de deformacgao devem servir como uma base linearmente

independente para o conteiido de deformacao do elemento. Isso quer dizer que qualquer
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distribuicao geral de deformacao representada pelo elemento pode ser descrita como uma
combinacao linear de estados de deformacao bem definidos, que constituem a base da
técnica da formulacao strain gradient. Dessa forma, avaliando as expressoes do campo
dos deslocamentos em termos dos gradientes de deformacao para cada um dos nos do
elemento, pode-se obter uma relagao entre os deslocamentos nodais e o vetor contendo os

gradientes de deformagao segundo os autores |2, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 24, 36| por:

{d} = [¢l{es} (5.1)

onde {d} é o vetor dos deslocamentos nodais, [¢] é a matriz que contém as coordena-
das nodais e relaciona os deslocamentos do elemento finito com os possiveis estados de

deformacao, {es,}, de cada elemento.

De maneira analoga, as deformacoes normais e as distor¢oes angulares sao rela-

cionadas com os estados de deformagao por:

{e} = [Tyl{ese} (5.2)

onde [T,] é a matriz que contém as coordenadas nodais e associa o vetor de deformacoes
{e} com os gradientes de deformagao. Portanto, tanto a matriz [¢] da Eq. (5.1) quanto a

matriz [Ty,] da Eq. (5.2) sdo matrizes de transformagao.

Supondo que o sistema seja conservativo, isto é, apenas forcas conservativas efe-
tuam trabalho fazendo com que a energia mecanica permaneca constante, a energia de

deformagao pode ser definida como:

U - % /Q (o}{c} a0 (5.32)

onde € é o volume do corpo. Aplicando a lei de Hooke na Eq. (5.3a) para expressar as

tensoes em termos das deformagoes, vem:
1
U= / (7O} dO (5.3b)
Q

Mas a energia de deformagcao para um laminado é a soma das energias de cada

lamina k, isto é:
N LN )
=300 =33 [ & @ e o (5.4)
k=1 k=1 "

onde Q ¢ o volume de cada lamina. Aplicando as expressoes (5.1) e (5.2) na Eq. (5.4)
a energia de deformacao para o laminado utilizando a notacao strain gradient seré dada

por:
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— {9 (Z | mr@err, dszk) 6 {a) (5:5)

O termo entre parénteses da Eq. (5.5) contém as quantidades de energia associ-

adas aos modos de deformacao do elemento, e é definida por:

N

it

1

/ LTI, d) aA (5.6)

Com isso, a Eq. (5.5) pode ser escrita na forma compacta:
1 _ _
U = S{d}" (o] " [Unm[6] ' {d} (5.7)

Comparando as expressoes (5.5) e (5.6), percebe-se que a integral de volume foi

substituida por uma integral de area e outra ao longo da espessura do laminado.

Finalmente, lembrando que os termos da matriz de rigidez reduzida transformada
da k-ésima lamina, Qg-c), podem ser associados aos termos das rigidezes extensional, aco-
plada e flexional obtidos pelas Eqgs. (4.18a) e (4.18b). Dessa forma, os coeficientes da

matriz [Uy] sdo dados por:

Ul = A, / f1(xy) dA (5.82)
A

Usr,, = Bij / fo(z,y) dA (5.8b)
A

Uty = Dy [ fala,y) a4 (5.80)
A

onde os subindices p e ¢ representam a variacao de 1 até o numero total de graus de
liberdade do elemento. Ja os termos fi(z,y), fa(x,y) e f3(x,y) representam fungoes das
coordenadas x e y. Essas fungdes sao constantes ao longo da espessura do laminado,

portanto, integradas sobre a area A.

Ainda, a energia de deformacao do elemento pode ser relacionada a matriz de

rigidez do elemento pela expressao:

U = S{a)"[K]{d) (5.9)

onde [K] é a matriz de rigidez do elemento. Avaliando as Egs. (5.5) e (5.6) na Eq. (5.9),

obtém-se:
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K] =[¢] " /A (Z / RCBLGICIN d2k+1> dA[g] (5.10a)
= [¢] " [UM][g] (5.10b)

Observando a matriz de rigidez na Eq. (5.10) e comparando com a matriz obtida
pela formulacao tradicional de elementos finitos, fica evidente que empregando a notacao
strain gradient ¢ desnecessaria a utilizacao de integragao numérica para o calculo da matriz
de rigidez, conferindo a este método uma de suas principais vantagens: a capacidade de
modelar um elemento de forma precisa e acurada. Vale destacar que a integragao analitica
de [K], principalmente em laminados finos, propicia ao elemento finito modelado via
notacao strain gradient maior precisao de resultados, considerando também que os termos
espurios que provocam a rigidez artificial sao facilmente removidos durante o processo de

formulacao.

5.2.2 Quadrilatero de 4 nés

O objetivo deste topico é apresentar, detalhadamente, a formulacao de um ele-
mento finito strain gradient baseado na teoria de Mindlin para compoésitos laminados
conforme as hipoteses descritas na segao 4.3. Com isso, o elemento possui cinco graus de
liberdade por né, a saber: wug, vy, wo, ¢, € ¢, — totalizando vinte graus de liberdade por

elemento, conforme mostra a Fig. 5.1.

Figura 5.1: Graus de liberdade do quadrilatero de 4 nos.

Comparando o campo dos deslocamentos dados pela Eq. (4.19) e adontado a

convengao de sinais mostrada na Fig. 5.1, obtém-se:



5.2 Formulagao dos Elementos Finitos 52

u(z,y, z) = ug(x,y) + 2 du(x, y)
v(z,y,2) = vo(z,y) — 2 dy(x,y) (5.11)

U}(IL', Y, 2) = wO(l‘7 y)
As rotacoes ¢, e ¢, para um elemento tridimensional sao definidas por:

ou Ow ow Ov

%:%—% e %Zﬁ_y_& (5.12)

Porém, no modelo de Mindlin essas rotacoes nao dependem do deslocamento

tranversal w, resultando numa expressao semelhante a dada pela Eq. (4.20), ou seja:

0 0
_Ou_ 0y Ou _0yp _ov_ v (5.13)
%_82 r Oz ¢ %_% dz 0z

Avaliando a Eq. (5.11), percebe-se que os termos ug, vg € wy sdo constantes ao
longo da espessura, pois representam os deslocamentos de superficie. Portanto, suas
expansoes polinomiais serao em fungao de 1, z, y e xy. J& as rotagoes ¢, e ¢, apresentam
linearidade em z, com isso, os seus termos serao expansoes polinomiais de z, xz, yz e xyz.

Dessa forma, os polindémios que descrevem o campo dos deslocamentos em (5.11) ficam:

w(z,y,2) = a1 + asx + azy + agxy + a5z + agrz + a7yz + agryz
v(x,y, z) = by + box + b3y + byxy + bsz + bgrz + bryz + bgryz (5.14)

w(z,y, 2) = ¢1 + 2T + 3y + c4xy

Aplicando a expressao (5.13) e a Tab. A.2 do Apéndice A na Eq. (5.14), resulta

em:
Vaz
u(wy.2) = fulo + [exlor + [ 22— 6]yt lealory + [ 524 6] 2
+ [ea,2om2 + [Enyzlomyz + {%“ Yoza ¥ %Z’y} (5.15a)
_ Vay Vyz
v(z,y,2) = [v]o + [ 9 + ¢z] z + [gyloy + [eyalory + [ 5 ¢y}oz
5.15b)
TY,2 + z,x — Jxz (
+ [éy,z]oyz—i- [8%“]0332/2_‘_ {7 Ys %2, . ,y} s
0
Tz z —z z+ z:r+ Tz
w(z,y) = [wlo + [7 - @] P; +¢y]0y+ { S R ’y} vy (5.150)
0
Tz Y,z 2,X + Tz
¢$($,y) - [72 + ¢x]0 + [@c,z]ol' + |:7 Y ’}/y2, i ,y:| Y + [5$7yz]0xy (515d)
0
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Vyz Vay,z — Vyz,x + Vaz,
by(x,y) = [¢y B %]o * [ ; Qy How = [eyeloy — [Eyazlory (5.15€)
0

As partes (a) e (b) da Eq. (5.15) representam os deslocamentos no plano xy nas
diregoes x e y, respectivamente. A Eq. (5.15¢) calcula o deslocamento transversal ao plano
xy, ou seja, na diregdo z, enquanto que as partes (d) e (e) avaliam as rotagoes ao redor
de y e x, respectivamente. Além disso, a Eq. (5.15) contém os modos de deformacgao que
o elemento pode representar, ou seja:

= Movimentos de corpo rigido: [u]y [v]o [w]o [¢z]o [@y]o [P:]o0

= Deformacoes constantes: [e.]0 [eylo [Vaylo [Vazlo [Yyzlo

= Deformacoes por flexao: [e,4]0 [€22]0 [eyzlo [Enzlo [Exyzlo [Eyazlo
= Deformacoes por cisalhamento: [yuy.]o [Yezwlo [Yyzzlo

Esses modos de deformagao constituem os graus de liberdade do elemento. Dessa

forma, o vetor gradiente de deformacao apresentado pela Eq. (5.1) fica:

{es}" = {[ulo [v]o [#:]o wlo [¢y)o [Palo [ealo [Eaylo [Exclo [Exy=lo [Ey)o [Eyalo

(5.16)
[€y7z]0 [gy,:cz]() [’ny]() [’7:1:3/,2]0 [7&02]0 [’sz,y]o [’sz]o h/yz,x]O}
e o vetor de deslocamentos nodais sera dado por:
N6 1 N6 2 N6 3 N6 4
~ ~ ~ (5.17)

T 7z Y 7 N 7
{d} - {uol Vo, Wo, ¢y1 Qbml Up, Vo, Wo, ¢y2 (;512 Up3 Vo5 Wos4 ¢y3 ¢m3 Uo, Vo, Wo, ¢y4 ¢z4 }

Assim, relacionando os deslocamentos nodais e os gradientes de deformacao chega-
se a matriz [¢] também mostrada por (5.1). Em outras palavras, para se obter tal matriz
¢ necessario dispor os termos em x e y da Eq. (5.15) em forma matricial até o nimero
de no6s do elemento. Ou seja, atribuir para o i-ésimo subindice da Eq. (5.18) valores de
1 até 4, de tal maneira que o resultado obtido seja o de uma matriz de mesma ordem
do ntimero de graus de liberdade do elemento, neste caso, 20x20. Os valores acima da
matriz se referem aos graus de liberdade do né ¢, enquanto que os valores & esquerda se
reportam ao vetor strain gradient {cs,} dado pela expressao (5.16). Tal procedimento foi
realizado para melhor visualizar a obten¢ao e manipulacao dos dados necessarios para se

montar a matriz [¢|. Logo,
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Ug, Vo, W, by, Po,

[ulo [ 1 0 0 0 0 T

[v]o 0 1 0 0 0

(9]0 —Yi T 0 0 0

[wolo 0 0 1 0 0

[@y]o 0 0 n 1 0

[D2]o 0 0 —z; 0 1

[ez]o Z; 0 0 0 0

lexylo | ziyi O 0 0 0

[€2,2]0 0 0 0 0 z;

[MT: Eaelo | 0 0 0 0 TiYi (5.18)

[ey)o 0 i 0 0 0

[ey.2]o 0 zy; 0 0 0

[ey,2]o 0 0 0 —y; 0

[Eyazlo | O 0 0 —ziy; 0

Dwlo |2 % 00 0

Mageo | 0 0 —mw  _mowm

[VezJo 0 0 & 0 %

Mazglo | 0 0 oz mowm

[Vyzlo 0 0 % 1 0

Malo | 0 ¥ El -5 -5 4 2020

Agora, empregando a Eq. (5.15) e efetuando as respectivas derivadas a partir das

Egs. (4.21) ou (4.22) da Teoria da Elasticidade, as deformagdes em notagao strain gradient

ficam:
Exz = [E2)o + [ExyloT + [€x2]0z + [Eay:loy2 (5.19a)
eyy = [eylo + [Eyzloy + [ey,2loz + [Ey,22]0r2 (5.19Db)
Yoy = Vaylo + [Exylo® + [€yz)oy + [Vay,z)02 + [Eyaz]oy?z + [Eayz]onz (5.19¢)
Vo= = [Vyelo + yzalor + [ey,:]oy + [eyazlory (5.19d)
Yoz = [Vazlo + [Vezyloy + 220w + 2 y:]oy (5.19¢)

Por inspecao dessas equacoes de deformagao, pode-se notar que os termos que
constituem as deformagoes normais estao associados a esse tipo de deformacao. Portanto,

tais termos sao considerados legitimos — Egs. (5.19a) e (5.19b). Porém, ao observar as
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Egs. (5.19¢), (5.19d) e (5.19¢) que se referem as deformagoes cisalhantes, percebe-se a
presenca de termos relacionados aos modos normais de deformagao, portanto, nao perten-
centes as respectivas séries de Taylor. Esses termos com primeira e segunda derivadas da
deformagao normal surgem na formulagao devido & incompatibilidade entre os polinomios

empregados para aproximar o campo dos deslocamentos do elemento.

No caso da distorcao angular no plano ,,, sao necesséarios polindmios de segunda
ordem em z e y para representar o comportamento de membrana. Entretanto, isso nao
ocorre, surgindo termos espurios para a deformacao cisalhante no plano. J& para as
distorcoes angulares transversais 7. € 7,., a inconsisténcia estd na discordancia do grau
do polinémio que define as rotacoes, ¢, e ¢, ¢ as derivadas primeiras do deslocamento

transversal ‘?)—7“; e g—;’. Quando isso ocorre, os polindmios sao chamados de inconsistentes.

Os termos espurios causam a rigidez artificial (ou locking) do elemento e, por-
tanto, devem ser eleminados [2, 6, 7, 8, 9, 24, 36]. A presenga desses termos ilegitimos
é denominada cisalhamento parasitico. As parcelas que nao pertencem as Egs. (5.19¢),

(5.19d) e (5.19e), respectivamente, sao:

[Ezylo [Eyzlo [Ey.ezlo [Exyzlo (5.20a)
[ey,lo [Eyazlo (5.20D)
[gx,z]o [Ex,yz]o (520(})

Com isso, removendo os termos dados pela Eq. (5.20) na Eq. (5.19) resultam nas

deformagoes do elemento corrigido, isto é, sem parcelas esptirias conforme:

vz = [Exlo + [Exylo® + [EaJ02 + [Exy:zloyz (5.21a)
Eyy = [Eylo + [eyaloy + [ey2loz + [eyalozz (5.21b)
Yoy = [Vaylo + [Vay.zJoz (5.21¢)
Yz = [Vyzlo + [Vyzzlo (5.21d)
Yoz = [Yezlo + [Vezyloy (5.21e)

Finalmente, é possivel relacionar as deformagoes com o vetor de deformacao strain
gradient apresentado pela Eq. (5.2), empregando os termos dados por (5.19) e (5.21), que
representam as deformacoes com e sem termos espirios, respectivamente. Analogamente
ao que foi feito para formulac¢ao da matriz [¢], com intuito de facilitar o entendimento do
significado fisico da matriz [Ty,], os valores acima da matriz se referem as deformacoes

normais no plano, distor¢oes angulares tranversais e distor¢ao angular no plano, enquanto
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que os valores & esquerda indicam o vetor strain gradient {es,}. Dessa forma,
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(5.22)

onde a matriz [T fg”} representa a matriz de transformagao com o efeito do cisalhamento

parasitico. A matriz [T,] nao possui termos espurios, portanto, livre de erro de formula-

¢ao. Vale ressaltar que a presenca de tais termos é inerente ao processo de formulagao do

elemento, porém a sua devida identificacao e remocao é assegurada empregando a notacao

strain gradient.

Assim, fica claro que a notagao strain gradient possibilita uma andlise anteci-

pada da capacidade de modelagem de cada elemento. Com isso, garante-se uma grande

vantagem ao se empregar este método para a formulagao de um elemento finito.
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5.2.3 Quadrilatero de 8 nés

Analoga a formulagao de um elemento finito strain gradient retangular de 4 nos,
o elemento serendipity possui os mesmos graus de liberdade por no6 (ug, vo, wo, ¢z € ¢y),

totalizando quarenta graus de liberdade por elemento, conforme mostra a Fig. 5.2.

Graus de liberdade em cada né

Figura 5.2: Graus de liberdade do quadrilatero de 8 nos.

Comparando o que foi realizado para se obter o campo dos deslocamentos na

Eq. (5.14), para o retangulo de 8 nds a mesma expressao resulta em:

(

u(z,y, 2) = ay + apw + asy + agxy + asx® + agy® + arx’y + agry?
+ a9z + a0z + a11yz + a0xyz + a138%2 + a1y’ 2 + a1525°yz + agry’z
v(x,y,2) = by + box + by + bywy + bsa? + bey® + bray + bswy? (5.23)

+ bgz + bigrz 4+ b11yz + bisxyz + bisz’z + b14y22 + bl5x2yz + blﬁxyzz

w(z,y,2) = c1 + e + 3y + caxy + sz + ey’ + errty + cswy?

Nesta andlise, ao observar os termos ug, vy € wy da Eq. (5.23), percebe-se que
estes sao expansoes polinomiais de 1, z, v, zy, 22, y%, 2%y e xy?, enquanto que as rotacoes
¢z € ¢, (lineares em z) apresentam expansoes polinomiais de z, zz, yz, ryz, 2%z, %z, ayz
e xy%2. Dessa forma, empregando a Tab. A.2 do Apéndice A para obter os coeficientes
a;, b; e ¢;, os polindbmios que descrevem o campo dos deslocamentos na notagao strain

gradient sao dados por:

Yoy v’ v
(ZE Y,z ) [ ]0 + [5:6]0I + [ 9 - sz] ) + [51 :B]O? + [%cy,y - 5y,:c]0 ?
2%y
+easlony + eanlo 5o + Eamlo T + |52+ 6] 2+ leacdoaz  (5.240)
Vay,z — Vyzw + Yoz, x%z Y2z
+ |: L y2 y:| Yz + [5x acz]OT + [’yxy,yz - 5y,acz]0 T
0
r2yz xy’z

+ [Eayz)0Ty2 + [Exayzlo—— [5:c7yyZ]OT
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Vay z’ y?
v(r,y,2) = [v]o + [7 + qbz} 0 T+ [eyloy + [Vayx — €zl 9 + [5y,y]0§
z? nyQ Vyz
+ [eyzlory + [5y,m]07 + [5y7ry]07 + [ ; - ¢y]0 z+ [eyloyz
(5.24Db)
Vay,z + zx — Yaz, yQZ %z
+ [ . y2 y} Tz + [5y,y2]07 + Nayar — €ayely o
0
r2yz 2y’
+ [ey.ezloTyz + [5y,mz]OT + [5y,wy2]OT
2
Vaz Yyz xT
w(:v,y) = [w]o + [ 2 - ¢x]0$+ |: ?24 + ¢y]0y + h/xz,m - 5:1:,2]0 ?
Yz 2 + 8 2,x + sz, y2
+ { Y 2y y} LY + [Vyzy — €2l ) (5.24c)
0
ZL’2y xyZ
+ h/xz,xy - gz,yz]o — + [fyyz,zy - gy,wz]o a
2 2
2
Yz Yy xr
¢x(x7 y) = [ + be] + [gm,z]ﬂx + [’ny,z - ’sz,a: + ’yxz,y](] =+ [Ecc,a:z](] -
2 0 2 2 5.24d
2 2 2 ( . )
Y -y Ty
+ h/xy,yz - Sy,:cz]o E + [Ex,yz]oxy + [6x,ccyz]0 7 + [5x,yyz]0 T
2
Vyz T T
(by(xa y) = |:¢y -2 i| + [_PYzy,z - f)/yz,:p + ’Yzz,y]o -+ [5x,yz - f)/my,:vz]o a
2 ny ny ( : e)
— [ey,2loy — [5y7yZ]0 5 - [ey,azlomy — [5y,zx2]o N [5y,xy2]o BN

A Eq. (5.24) contém todos os modos de deformagao que o elemento pode repre-

sentar, a saber:

= Movimentos de corpo rigido: [u]y [v]o [w]o [¢z]o [@y]o [P=]o
= Deformacoes constantes: [e.]0 [eylo [Vaylo [Vazlo [Yyzlo

= Deformagoes por flexao: [e,.]0 [Exylo [Ex.z)o [Exaylo [Exazlo [Exyzlo [Exwylo [Exayzlo

[5w,yyz]o [%z]o [gy,y]o [Ey,z]o [%m]o [Ey,wy]o [é‘y,xz]o [5y,yz]0 [Ey,xyZ]O [Ey,mz]o

= Deformagoes por cisalhamento: [%cy,x]o ['ny,y]o [’ny,Z]f) [%cz,y]o h/xz,x]o [’ny,yZ]O

[’Yzy,xz]o [fyxz,wy]() h/yz,:p]() h/yz,y]o [fyyz,zy]()

Além disso, o nimero de modos de deformacao coincide com o niimero de graus

de liberdade do elemento, conforme mostrado no item 5.2.2.

Aplicando a Teoria da Elasticidade na Eq. (5.24), obtém-se as deformagoes na

notacao strain gradient:
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2
Exa = [5:10]0 + [595,1]096’ + [sx,y]oy + [Ex,a:y]o'%y + [gx,yy]oy_ + [€x,z]02

ygz
+ [Ex22)0%2 + [Exyz)oyz + [Exayz]oTyz + [ewyz]oT (5.25a)
.T}Q
Eyy = [eylo + [Eylom + [y )0y + [5y,xx]0? + [eyaylory + [Ey,:]02
1?2z
+ [eyzz]orz + ey yzloyz + [Ey,mz]oT + [ey.ayz]oryZ (5.25b)
Yoy = [7:01;]0 + [%y,x]ol‘ + h/:cy,y]oy + [%cy,z]oz + [%cy,:vz]omz + [%cy,yz]oyz
x? 2 %z
+ [5337:811]0? + [eayy + Eyaslozy + [5y,fcy]03 + [5%901/2]0? (5.25¢)
y*z
+ [5a:7yyz]0xyz + [5y,:m;z]0xyz + [5y,a:yz]07
2 .CEQ
/sz - [/sz]o + ['sz,ac]o-r + h/yz,y]oy + ['sz,xy](]xy + h/my,acz]og + [sz,acy]O?
2 2 2
- [5x,yz]0x2 + [5y,yz}0% + [5y,wz]0% + [5y7wy2]0% (5.25d)
2 2
Yoz = [sz]o + h/:cz,m](]x + [’Ya:z,y]()y + [’Ya:zxy]oxy + ['Ym/,yz]o% + h/yz,a:y]o%
2 2 2
+ [51,272']0% - 8y,wz]0y2 + [5x,zyz]0% + [gr,yyz]o% (5256)

Assim como no retangulo de 4 noés, inspecionando a Eq. (5.25) percebe-se que
as Eqgs. (5.25a) e (5.25b) contém termos associados aos respectivos tipos de deformagao,
dessa forma, pertencentes as séries de Taylor. Entretanto, para as deformagoes cisalhantes
contidas em (5.25¢), (5.25d) e (5.25e) surgem termos que nao correspondem as respectivas
deformagoes, portanto, espurios. Esses termos causam o enrijecimento artificial (locking)
do modelo e devem ser eliminados. Porém, a eliminacao desses termos deve ser cuida-
dosa. Por exemplo, para a deformacao cisalhante no plano, ~,,, aparecem oito termos
relacionados com deformagoes normais que nao devem fazer parte da expansao polino-
mial. Contudo, as equacoes de compatibilidade da Teoria da Elasticidade representadas

pela Eq. (5.26) devem ser obedecidas:

VYeyay = Exyy + Eyaa (5.26a)
f)/xy,:ryz = gx,yyz + gy,a:a:z (526b)

Dessa forma, os termos espurios da Eq. (5.25¢) s@o:

Eaaylo  leyaylo  [Emayslo legaslo (5.27)
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Analogamente para a deformacao cisalhante transversal, v,,, representada pela
Eq. (5.25d), aparecem quatro deformagoes por flexdo e uma deformagao cisalhante no
plano z — z que estao associadas aos modos de deformacao do elemento. Entretanto,

considerando a seguinte equacao de compatibilidade:

1 1

§7yz,a:w = 5 (’y:cy,xz + ’Yzz,:cy) - Ex,yz (528)

Os termos espurios na Eq. (5.25d) sao:

Eypzlo [eyanzlo leymyelo (5.29)

Finalmente, para a Eq. (5.25¢) também surgem quatro deformagoes por flexao e
uma deformacao por cisalhamento no plano y — z. Considerando a equagao de compati-

bilidade:
1 1
§'sz7yy = b (Yoyyz + Vyzzy) — Eyz (5.30)

Para a Eq. (5.25¢e), os termos espirios sao:

€2,22)0 [e2,2y=)o [ (5.31)

Dessa forma, as deformacoes sem erros de formulacao sao obtidas a partir da
remocao dos termos dados por (5.27), (5.29) e (5.31) na Eq. (5.25), isto é:

2
Y
Exa = [5:1:]0 + [gx,z]ox + [Ex,y]oy + [gm,:py]oxy + [gx,yy]o_ + [€m,z]02

2
Y’z
+ [€x w2022 + [Exy2]0YZ + [Exayz]oTyz + [ewyz]oT (5.32a)
xQ
Eyy = [yl + [eyzloT + [Eyyloy + [53/,3:9:]0? + ey aylory + [gy.2]02
%z

+ [eyzz]orz + [Eyyloyz + [5y,mz]07 + [ey.ayz]oTyZ (5.32b)
Yoy = h/acy]o + h/acy,a:]ox + h/acy,y]oy + h/xy,z]oz + h/acy,:vz]oxz + h/acy,yz]oyz

+ [&E,yy]oxy + [gy,:mv](]xy + [gw,yyz]oxyz + [gy,:mvz]oxyz (532C>

:L,2
Yyz = h/yz]() + [7yz,a:]0x + [7yz,y]0y + ['Vyz,my]()xy + [%cy,xz]og
$2 2
+ ['sz,a:y]()? — [ezyzlox (5.32d)

2

Yy
Yoz = h/mz]o + ['sz,x](]x + [’sz,y]()y + [’sz,zy]Oxy + [’7zy,yz]0§

2
y
+ [z anlo g — Eyasloy” (5.32¢)
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Comparando com o procedimento de obtencao dos deslocamentos nodais do ele-
mento de 4 nos, ou seja, Eq. (5.17), tem-se para o retangulo de 8 nos:
N6 1 N6 2 N6 3 N6 4

T 7 N N 7 N 7
{d} = {u01 Vo, Wo, ¢y1 ¢x1 Up, Vo, Wo, ¢y2 ¢x2 U5 Vo3 W05 ¢y3 ¢x3 Up, Vo, Wo, ¢y4 ¢x4

(5.33)

U5 Vo5 Woy ¢y5 beg yOG Vo Wog Qby(; ¢x§ y07 Vo, Wo, ¢y7 ¢$3 Upg Vog Wog Qbyg gb:v%}

WV Vv Vv WV
N6 5 N6 6 No 7 No6 8

Como foi apresentado pela Eq. (5.16), os modos de deformagcao que o elemento é

capaz de representar forma o vetor strain gradient, ou seja:

C

ulo [v]o [¢:lo [w]o [Dy]o [@x]o [€x]o [Exlo [Exylo [Ex.2lo [Exwylo [Exuylo

E2,e2)0 [Exyz)o [Exayzlo [Exyyzlo [Eylo [Eyalo [Eyulo [Eyzlo [Eyaylo [Eyaalo

(5.34)

Q)

y,acz]() [5y,yz]0 [ey,:cxz]O [5y,:cyz]0 [%y]o h/wy,:c}[) h/a:y,y]O [’yxy,z]() [’7acy,a:z]0

—_— o e

%ﬂy,yZ]O [Vaz]o [’sz,x}o [%z,y]o [%cz,my]ﬂ [7@/2]0 ['Vyz,m]o h’yz,y]o [%z,ry]O}

Assim sendo, a Eq. (5.34) apresentou ordenadamente os quarenta graus de liber-

dade do elemento retangular de 8 nos.

Neste ponto da formulagao, é importante relacionar as Eqgs. (5.33) e (5.34). Exa-
tamente analogo ao retangulo de 4 nos, esta conexdo é feita empregando a matriz [¢],
descrita pela Eq. (5.35). A ordem de tal matriz é 40x40, uma vez que representa a ordem
do ntimero de graus de liberdade do elemento. Neste caso, o subindice i varia de 1 até 8

que é o nimero de nés do elemento.

Assim como foi feito no item 5.2.2, os valores acima da matriz se referem aos
graus de liberdade do i-ésimo n6. J4 os valores & esquerda indicam o vetor strain gradient
{esy} dado pela Eq. (5.34). Com este procedimento, tanto a visualizagdo como a obtengao
e manipulagao dos dados necessérios para se montar a matriz [¢] sao feitos de forma clara

e transparente, ou seja:
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(5.35)
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uma vez relacionados os deslocamentos nodais com o vetor strain gradient, pode-se rela-
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cionar este iltimo vetor com as deformacoes, isto é:
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A Eq. (5.36) indica que a matriz de transformacgao com o efeito do cisalhamento
parasitico é representada por [ng], enquanto que a matriz livre de erro de formulacao é

obtida por [T,].

A formulacao de elementos finitos empregando a notacgao strain gradient foi apre-
sentada. Num primeiro momento, foram apontados os aspectos gerais da notagao que sao
utilizados para a formulacao de qualquer elemento. Posteriormente, os elementos que fa-
zem parte do escopo deste trabalho foram deduzidos e apresentados, isto é, os retangulos
de 4 e 8 nos, respectivamente. O proéximo capitulo ird apontar os resultados nimeéricos

pertinentes ao estudo dos materiais compositos laminados e discuti-los.



6 Aplicacoes Numeéricas

6.1 Introducao

Neste capitulo, os elementos cujas formulagoes foram descritas no capitulo ante-
rior sao aplicadas na solugao de varios problemas. Os resultados produzidos comprovam as
vantagens da notacao strain gradient mencionadas. Para verificar a eficiéncia do método,
a solugao proposta neste trabalho serd comparada com solugoes formuladas por elementos

finitos isoparamétricos e solugoes analiticas.

Para analise dos resultados, sera validado primeiramente o quadrildtero de 4 nos
e, posteriormente, o quadrilatero de 8 nés. Os problemas sao resolvidos inicialmente com
os termos espirios e, depois, com a sua eliminacao. Essa comparacao é feita para mostrar

o efeito do enrijecimento artificial causado pelo elemento contendo os termos ilegitimos.

A implementagao computacional foi desenvolvida no aplicativo LAMFEM escrito
em linguagem Fortran®. A solucao numérica para o elemento retangular de 4 nos é
determinada empregando malhas uniformes: 2 x 2, 4 x 4, 8 x 8, 16 x 16 e 32 x 32. Para
o elemento serendipity, utilizam-se malhas 2 x 2, 4 x 4, 8 x 8 e 16 x 16, respectivamente.

Os materiais utilizados para os estudos de caso estao descritos na Tab. 6.1.

Tabela 6.1: Materiais empregados nas analises numeéricas.

Material Propriedades Elasticas

Material 1  Aluminio E =75GPa ¢ v =0.3

Material 21 Grafite-epoxi E; = 25Es; Gia = Gi3 = 0.5F5;
G23 == 02E2 € Vg = 0.25

t By = TGPa

Com intuito de avaliar o desempenho do modelo, foram escolhidas diferentes
relagoes a/h para abranger todos os tipos de laminados, isto é, os espessos, semi-espessos e

delgados. No caso dos laminados simplesmente apoiados (SS—1), as condigdes de contorno



6.2 Analise Numérica com o Quadrilatero de 4 Nos 66

sao dadas por: emz = 0eax =a — vy = wy = ¢, = 0 emy = 0ey = b —
uy = wo = ¢, = 0. Para os laminados (SS-2) essas condigoes mudam para: em xz = 0 e

rT=a—=Uu =wy=¢,=0jemy=0ey=0— vyg=wy= ¢, =0.

6.2 Analise Numérica com o Quadrilatero de 4 Noés

6.2.1 Placa Isotrépica Simplesmente Apoiada

O primeiro problema a ser analisado é uma placa quadrada isotropica simples-

mente apoiada com uma carga concentrada no seu centro, conforme mostra a Fig. 6.1.

Figura 6.1: Geometria da placa isotropica simplesmente apoiada sujeita & uma carga
concentrada no seu centro.

O valor da carga concentrada )y é de 10N, enquanto que a = b = 1lm. As

propriedades elasticas se referem ao material 1 da Tab. 6.1.

Nesta primeira analise, sera observado apenas o comportamento do deslocamento
transversal méaximo, ou seja, no centro da placa. A Tab. 6.2 apresenta esses valores obtidos
empregando a notacao strain gradient, com e sem cisalhamento parasitico, e a solugao

analitica. A unidade utilizada ¢ o mm.

Para a anélise das placas espessas, os resultados numéricos obtidos foram pouco
aceitaveis. Entretanto, vale ressaltar que para esse tipo de placa, o modelamento tradici-
onal de elementos finitos também apresenta resultados com pouca precisao. Outro ponto
importante é que com o aumento da espessura da placa, a remogao dos termos espirios
tém pouca influéncia no resultado final. Porém, com a diminuicao da espessura, a remo¢ao

daqueles termos ¢ de fundamental importancia na acuracia do resultado. Dessa forma,
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Tabela 6.2: Comparacao de resultados obtidos para o deslocamento tranversal, w, para
uma placa isotropica quadrada sujeita a carga concentrada.

Solucao Malha

a/h analitical 2 X2 4 x4 8 X 8 16 x 16 32 %X 32
2 0.000024  0.000097  0.000112  0.000128  0.000144  0.000144
(0.000095) (0.000112) (0.000128) (0.000144) (0.000144)

4 0.000189  0.000348  0.000381 0.000414  0.000447  0.000447
(0.000315) (0.000219) (0.000412) (0.000446) (0.000446)

5 0.000368  0.000574  0.000616  0.000660  0.000701 0.000701
(0.000487)  (0.000590) (0.000653) (0.000699) (0.000699)

10 0.002946  0.003394  0.003488  0.003607  0.003706  0.003706
(0.001869) (0.002869) (0.003419) (0.003656) (0.003656)

20 0.023570  0.024562  0.024686  0.025055  0.025384  0.025384
(0.005592) (0.012940) (0.020303) (0.023966) (0.023966)

50 0.368286  0.372085  0.370535  0.372085  0.373837  0.373837
(0.016582)  (0.055057) (0.150426) (0.272009) (0.272009)

100 2.946286  2.963164  2.946400  2.952242 2957830  2.957830
(0.034102) (0.123088) (0.429235) (1.188999) (1.188999)

t Ver Apéndice B.1, Eq. (B.1a)

() — Valores entre parénteses se referem aos deslocamentos com os termos espurios

para as placas semi-espessas e delgadas, os erros foram pequenos, chegando a 0.004% para
malha 4 x 4 com rela¢ao a/h = 100 sem cisalhamento parasitico e 95.822% para a mesma

malha, mas com termos espurios.

Além disso, para as placas delgadas, com o refino da malha contendo os elementos
legitimos, percebe-se que a precisao ¢ mantida, apesar da convergéncia nao ser monotonica.
Entretanto, com a presenca dos termos espurios, o resultado estabilizou para as malhas
mais refinadas longe da solugao analitica. Isso mostra que a remocao dos termos espirios
gera um elemento com bastante acuracia, inclusive para placas delgadas, onde o problema

do locking causa erros acentuados em elementos em geral.

As Figs. 6.2(a) a 6.3(b) apresentam a convergéncia do deslocamento central, w,
dos elementos com o cisalhamento parasitico, indicado por ¢/CP, e sem cisalhamento

parasitico — s/CP; comparados com a solu¢ao analitica.

E importante notar que para as placas semi-espessa e delgada — Figs. 6.2(b), 6.3(a)
e 6.3(b), respectivamente; um refino pequeno na malha (2 x 2), ja mostrou resultados

proximos ao analitico para os elementos sem cisalhamento parasitico. Ja para a placa
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espessa, a Fig. 6.2(a) indica que o modelo empregando a notacao strain gradient é um

tanto flexivel, ou seja, os resultados convergem para uma solugao acima da analitica.

Com isso, o elemento finito de 4 n6és empregando a notacao strain gradient para

analise dos deslocamentos de placas foi validado para os exemplos deste trabalho.

0.004
g et »—~:;“L/ ******
g | ;
3 0.003 o -7 . a
= ] e r
CG 4
> ] e '
=) ] s .
© 0.002 — s a
D ] L
S ]
o
) ]
g ] :
S 0.001 — -
= 1 r
$ Sol. analitica —e—
A Elemento ¢/CP — = —
] Elemento s/CP - > -
0 I : | | |
2x2 4 x4 8x8 16x16 32 x 32
Malha
(a) a/h =10
0.03
g 0.025 e — — === X == === = = X I
= : X X . :
3 ] -
< 0.02 /% -
o .
> g /
3 0.015 - g
§ %00 e
o 1 -
E 001 o i
@ 01 - 2
g ] // 1
® s
=4 /
S 05 o g
$ 00 Sol. analitica —e—
A . Elemento ¢/CP — = —
] Elemento s/CP - > -
0 I : | | |
2x%x2 4 x4 8 x8 16 x 16 32 x 39
Malha
(b) a/h =20

Figura 6.2: Convergéncia do deslocamento tranversal, w, para as relagoes a/h = 10 e
20.
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Figura 6.3: Convergéncia do deslocamento tranversal, w, para as relagdes a/h = 50 e
100.

6.2.2 Laminado Cruzado Simplesmente Apoiado (SS—1)

O préximo exemplo corresponde a um laminado quadrado simétrico formado
por laminas de mesma espessura e seqiiéncia de empilhamento [0/90/90/0]. A placa
esta simplesmente apoiada e o carregamento considerado ¢ o uniformemente distribuido,

conforme mostra a Fig. 6.4.
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Figura 6.4: Geometria e condigoes de contorno do laminado [0/90,/90/0] simplesmente
apoiado (SS—1) com carregamento uniformemente distribuido e a/b = 1.

Para a anélise numérica, é empregado o material 2 da Tab. 6.1. A intensidade da
carga ¢ gy = 10N/m? e as dimensoes da placa sdo a = b = 1m.

Neste exemplo, serao analisados os deslocamentos e as tensoes maximas. Por
isso, para simplificar a visualizacao dessas grandezas nos graficos e nas tabelas, as mesmas

foram adimensionalizadas conforme as relagoes:

- E,h? _ h? B h?
w = w, s Opx — Ogp —_ s g = 0. —_—
’ a4q0 a’qo W W a’qo

_ h? _ h _ h
Tey = Tx > | Tez = Tgz | — € Tyz = Tyz | ——
Y Y aqo ado Y Y aqo

Outra vantagem em se trabalhar com grandezas adimensionais esta na entrada dos

(6.1)

dados. Por exemplo, os valores de carregamento e dimensoes da placa podem ser quaisquer
de tal maneira que os valores adimensionalizados permanecem os mesmos. Entretanto,
¢ importante destacar que a localizacao dos deslocamentos méximos depende do tipo
de carregamento e das condigoes de contorno. Ja, para as tensoes, além do padrao de
carregamento e condi¢oes de contorno, o que determina a posicao das tensoes méaximas
é o esquema de laminagao. Portanto, para facilitar o entendimento do posicionamento,
pricipalmente das tensoes, em cada estudo de caso serao apresentadas as coordenadas

r —y — z para a Eq. (6.1), quando estes valores nao forem evidentes.

Com isso, a Tab. 6.3 apresenta os resultados para as diversas malhas dos deslo-
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camentos e das tensoes adimensionais para as relagoes a/h = 10 e 20.

Tabela 6.3: Resultados obtidos via MEF para deslocamento e tensoes adimensionais, w
e o, para um laminado espesso e semi-espesso [0/90,/90/0], submetido ao
carregamento uniformemente distribuido.

a/h Fonte w x 10? O g Oyy Taz Tyz

10
Solucao via MEF 2 x 2 0.9283  0.4491 0.3777 0.1791 0.4878

(0.6837) (0.2846) (0.2175) (-0.1786) (0.1245)

4x4 1.0259 07175 05283 0.2044  0.6352
(0.9237) (0.6257) (0.4551) (0.0336)  (0.4671)

8 x 8 1.0334  0.7537 05116 0.2779  0.7264
(1.0051) (0.7272) (0.4954) (0.2107)  (0.6750)

16 x 16  1.0382  0.7656  0.5080  0.3235  0.7811
(1.0310) (0.7587) (0.5042) (0.3021)  (0.7670)

3232  1.0422 07706 05084  0.3526  0.8147
(1.0404) (0.7689) (0.5075) (0.3466) (0.8110)

Solucdo analitica  Navier 1.0247  0.7578 0.5005 0.3497 0.7980
Reddy™™  1.1055  0.8094  0.5436 0.4015 0.9260

20
Solucao via MEF 2 x 2 0.6152 0.4905 0.2926 0.1448 0.5268

(0.2453) (0.1547) (0.0886) (-0.4215) (-0.2391)

4x4 0.7538  0.7600  0.4234  0.1703  0.6667
(0.5136) (0.4945) (0.2768) (-0.2289) (0.1562)

8 x 8 0.7684  0.7967  0.4054  0.2485  0.7536
(0.6872) (0.7041) (0.3684) (0.0467)  (0.5649)

16 x 16  0.7740  0.8074  0.4006  0.2953  0.8061
(0.7518)  (0.7819) (0.3923) (0.2218)  (0.7515)

32x32  0.7780  0.8127  0.4005  0.3259  0.8396
(0.7723) (0.8062) (0.3985) (0.3039)  (0.8251)

Solugao analitica Navier! — 0.7693  0.8045  0.3967 0.3226 0.8298
Reddy'™ 0.7923  0.8178  0.4105 0.3648 0.9984

T Solugao de Navier conforme a FSDT, ver Apéndice B.2.1
11 Solugao de Navier conforme a HSDT de Reddy, ver Apéndice B.3

() — Valores entre parénteses se referem aos elementos com termos espurios

No estudo deste caso, as tensoes normais no plano foram avaliadas nas seguintes
coordenadas: 7,,(a/2,b/2,h/2) e T,,(a/2,b/2,h/4). Foram utilizadas as relagoes consti-
tutivas para o calculo das tensoes cisalhantes transversais. Para 7,., os valores méaximos

estdo no ponto (z,y) = (0,b/2) nas laminas 1 e 3. Enquanto que para 7, esses valores
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foram computados no ponto (z,y) = (a/2,0) das laminas 2 e 4.

E importante destacar que nao fez parte da analise a tensdo cisalhante no plano,
0y, POT ser cerca de 10 vezes menor que as outras tensoes, nao influenciando, portanto, no
dimensionamento. Além disso, foram apresentadas a solucao analitica de primeira ordem
de Mindlin obtida através de séries trigonométricas em funcao de parametros desconhe-
cidos chamada de solu¢ao de Navier e a solucao analitica de ordem superior de Reddy.
A primeira é utilizada para efeito de comparacao de resultados, uma vez que emprega a
mesma teoria do modelo gerado pelo LAMFEM, e a segunda esta presente para enriquecer

a comparacao e o trabalho, pois apresenta os valores proximos a solugao de Navier.

Ao observar os valores obtidos para o laminado espesso, nota-se que o modelo
com termos espurios apresenta resultados mais proximos do analitico para a malha mais
refinada. Entretanto, o modelo sem termos espurios apresenta uma taxa de convergén-
cia maior. Além disso, para este modelo os resultados sao satisfatorios. Esse tipo de

comportamento se repete para o laminado semi-espesso.

Agora, para visualizar o problema do travamento (locking), a relagao a/h = 100

foi escolhida, conforme mostra a Tab. 6.4.

Tabela 6.4: Resultados obtidos via MEF para deslocamento e tensoes adimensionais, w
e g, para um laminado delgado [0/90/90/0], submetido ao carregamento
uniformemente distribuido.

a/h Fonte w x 102 o Tyy Tz Tyz

100
Solucao via MEF 2 x 2 0.5079  0.5087  0.2564 0.1303 0.5440

(0.0127)  (0.0095) (0.0048) (-0.6299) (-0.2473)

4x4 0.6617  0.7763  0.3814  0.1583  0.6766
(0.0504)  (0.0559) (0.0281) (-0.8023) (-0.7547)

8 x 8 0.6783  0.8127  0.3632  0.2363  0.7608
(0.1652) (0.1938) (0.0961) (-0.7622) (-0.5679)

16 x 16  0.6830 0.8214 0.3581  0.2822  0.8102
(0.3847) (0.4590) (0.2204) (-0.4493)  (0.0041)

3232  0.6859 08257 0.3577  0.3082  0.8383
(0.5756) (0.6913) (0.3161) (-0.0489) (0.5344)

Solucdo analitica Navier’  0.6833 0.8227  0.3558 0.3137 0.8413
Reddy™  0.6843  0.8233  0.3564 0.3524 1.0274

1 Solugao de Navier conforme a FSDT, ver Apéndice B.2.1
11 Solugao de Navier conforme a HSDT de Reddy, ver Apéndice B.3

() — Valores entre parénteses se referem aos elementos com termos espurios
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Quando a solucao via MEF é comparada com a solucao analitica de Navier,
percebe-se que o elemento finito utilizando a notacao strain gradient é preciso também
para a andalise de tensoes. Para a malha mais refinada, por exemplo, o erro para os
elementos sem os termos espurios foi de 0.35% e 0.55% para as tensdes normais no plano
Oz € 04y, Tespectivamente. Ja para as tensoes cisalhantes transversais 7,, e T,., 0 erro

ficou em 1.75% e 0.36% para a mesma malha.

Como ja foi mencionado no exemplo da placa isotropica, os resultados sem ter-
mos espirios ficam evidenciados com a diminui¢ao da espessura do laminado. Por esse
motivo, sao mostrados graficamente apenas os valores referentes a Tab. 6.4, ou seja, para
laminados delgados (ver Figs. 6.6 & 6.8). Em geral, os resultados mostram uma taxa de
convergéncia pobre para os modelos com termos esptrios; enquanto que os modelos sem
termos espurios convergem mais rapidamente. As Figs. 6.5(a) e 6.6(a) apontam para a
demora na convergéncia nas tensoes normais no plano; mesmo nas malhas mais refinadas
o resultado esta longe da solucao analitica de primeira ordem. Por outro lado, com a re-
mo¢ao dos termos espurios, as Figs. 6.5(b) e 6.6(b) mostram que com um refino pequeno,

4 x 4, o resultado ja é satisfatorio.

As Figs. 6.7(a) e 6.8(a) mostram que os termos espiurios na analise das tensoes ci-
salhantes tranversais geram resultados completamente equivocados em relagao a solugao
analitica via FSDT. Entretanto, removendo tais termos o comportamento é completa-
mente diferente. As Figs. 6.7(b) e 6.8(b) mostram este efeito e a concordancia com a

solugao analitica ¢ plena.

Com a finalidade de visualizar o efeito da deformacao cisalhante transversal no
deslocamento, que para a CLPT é constante (pois nao sao consideradas as deformagoes
cisalhantes transversais), a Fig. 6.9(b) mostra que para relagoes a/h maiores que 20 tal
efeito pode ser desconsiderado. Entretanto, na Fig. 6.9(a) os termos espirios degradam

a solucao mesmo onde o refino é maior.

A fim de avaliar a precisao do elemento ao longo do refino da malha, a Tab. 6.5

apresenta os erros para as tensoes adimensionalizadas.

Ao comparar os valores apresentados na Tab. 6.5, nota-se que a remocao dos
termos espurios faz a diferenca nas malhas menos refinadas para uma relagao a/h = 10,
pois os valores dados para as malhas 8 x 8, 16 x 16 e 32 X 32 sao praticamente os mes-
mos. Porém, a partir da relagdo a/h = 20, os elementos sem o cisalhamento parasitico

apresentam uma taxa de convergéncia mais satisfatoria e rapida.

A convergéncia das tensoes normais e cisalhantes para o laminado com relacao
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Figura 6.5: Tensoes normais no plano, .., computadas ao longo da espessura do
laminado [0/90,/90/0] para rela¢ao a/h = 100.

a/h = 100 podem ser visualizadas graficamente nas Figs. 6.10 e 6.11. A linha continua

representa a solugao analitica de Navier, e observando o comportamento dos elementos sem
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Figura 6.6: Tensoes normais no plano, o,,, computadas ao longo da espessura do
laminado [0/90,/90/0] para rela¢ao a/h = 100.

termos esptrios, percebe-se que tal solucao apresenta resultados extremamente proximos

aos obtidos pela solugao de Navier. Observa-se esse comportamento tanto para as tensoes
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Figura 6.7: Tensoes cisalhantes transversais, 7,., computadas ao longo da espessura do

laminado [0/90,/90/0] para rela¢ao a/h = 100.

normais quanto para as tensoes cisalhantes. Por outro lado, os resultados com os termos

espurios nao apresentam nenhum padrao evidente de convergéncia, além desses valores
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Figura 6.8: Tensoes cisalhantes transversais, 7,., computadas ao longo da espessura do

laminado [0/90,/90/0] para rela¢ao a/h = 100.

estarem mais afastados da solucao analitica, mesmo na malha mais refinada.
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Figura 6.9: Deslocamento tranversal maximo adimensional (W) versus razao
lado-espessura (a/h) para o laminado [0/90/90/0].

6.2.3 Laminado Angular Simplesmente Apoiado (SS—2)

O terceiro exemplo corresponde a um laminado anti-simétrico [—45/45] quadrado

com laminas de mesma espessura e o carregamento assumido ¢é o senoidal:
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q(z,y) = qosen % sen ™Y (6.2)

a b
A Fig. 6.12 apresenta a distribuigdo do carregamento na placa laminada e as
condicoes de apoio consideradas, isto ¢, simplesmente apoiado (SS-2). E empregado o
material 2 da Tab. 6.1. A intensidade da carga ¢ gy = 10N/m? e as dimensoes da placa

sao a = b = 1m. Neste exemplo, as grandezas também foram adimensionalizadas segundo

a Eq. (6.1).

Por se tratar de um laminado anti-simétrico, as tensoes normais no plano, 7.,
e 0, sao iguais. Isso também ¢ valido para as tensoes cisalhantes tranversais, ou seja,
Tz = Tyz- E importante observar este comportamento, pois a anélise numérica fica sim-
plificada. Além disso, a tensao cisalhante no plano, 7,,, sera considerada nesta aplicagao,
uma vez que os valores obtidos para tal tensao sao vistos como significativos, portanto,

influenciando em anélises de dimensionamento.

No estudo deste exemplo, as tensoes normais e cisalhante no plano serao avaliadas
no centro da placa, isto é, ,,(a/2,0/2,h/2) = T,,(a/2,b/2,—h/2) e T4,(0,0,—h/2),

Tabela 6.5: Erros percentuais apresentados pelos elementos com e sem termos espirios
para as tensoes adimensionais do laminado [0/90/90/0] simplesmente
apoiado.

a/h  Malha Oz Tyy Tuz Ty=

10 2x2  (6244) 40.73 (56.54) 24.52 (84.39) 38.87 (151.08) 48.78
Ax4  (1743) 532  (9.06) 557 (41.46) 20.39 (90.38) 41.54

8x8  (4.03) 054 (1.01) 223 (1541) 897 (39.74) 20.50
1616 (0.12) 1.03 (0.76) 1.52  (3.87) 211 (13.60) 7.46

32x 32 (147) 170 (141) 160 (1.64) 209 (0.85)  0.84

20  2x2 (80.77) 39.02 (77.65) 26.24 (128.82) 36.52 (230.64) 55.09
Ax4 (3853) 553 (30.22) 6.72 (81.18) 19.65 (170.95) 47.20

8x8 (1248) 096 (7.13) 220 (31.92) 9.8 (85.51) 22.96

16 x 16 (2.80) 037 (1.11) 098  (9.44) 2.86 (31.25) 8.46

32x 32 (0.21) 103 (046) 096 (0.57) 118  (5.78)  1.04

100 2x2 (98.84) 3817 (98.65) 27.94 (173.48) 35.34 (300.77) 58.46
Ax4  (93.20) 5.64 (92.10) 720 (189.71) 19.58 (355.74) 49.53
8x8 (76.44) 122 (72.98) 207 (167.51) 9.56 (342.96) 24.66
16 x 16 (44.21) 035 (38.05) 0.65 (99.50) 3.70 (243.21) 10.05
32x 32 (15.98) 0.16 (11.14) 055 (36.48) 036 (115.61) 1.75

() — Valores entre parénteses se referem aos elementos com termos espurios
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Figura 6.10: Convergéncia das tensoes normais adimensionalizadas para relacao

a/h =100 do laminado [0/90/90/0].

respectivamente. As tensoes cisalhantes tranversais serao calculadas no ponto médio das

bordas, dessa forma, 7,.(0,0/2,k = 2) = 7,.(a/2,0,k = 1).

Como foram escolhidos

os angulos —45° e 45°, as tensoes cisalhantes serao constantes ao longo da espessura do
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Figura 6.11: Convergéncia das tensoes cisalhantes adimensionalizadas para relagao

a/h =100 do laminado [0/90/90/0].

laminado. Assim como no caso anterior, as relagoes constitutivas serao utilizadas para o

calculo das tensoes cisalhantes transversais.

A Tab. 6.6 apresenta os resultados para as diversas malhas dos deslocamentos e
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Figura 6.12: Geometria e condigoes de contorno do laminado [—45/45] simplesmente
apoiado (SS-2) com carregamento uniformemente distribuido e a/b = 1.

das tensoes adimensionais para as relagoes a/h = 10, 20 e 100.

Analogamente ao laminado cruzado, ao analisar os deslocamentos, percebe-se
para a placa laminada espessa que a remocao dos termos espirios tém pouca influéncia
no resultado, principalmente com o aumento do refino. Entretanto, a taxa de convergéncia

¢ maior para os elementos corrigidos.

Para visualizar graficamente os niimeros mostrados pela Tab. 6.6 para o caso de
a/h = 100, as Figs. 6.13(a) a 6.15(b) apresentam a distribuicao das tensoes ao longo da

espessura do laminado.

Ao observar as Figs. 6.13(a), 6.14(a) ¢ 6.15(a), nota-se o enrijecimento artificial
(locking) causado pelos termos espurios. Além disso, esta tultima figura mostra que o
cisalhamento parasitico gera resultados totalmente inadequados. Apoés a devida remocao
dos termos espurios, as Figs. 6.13(b), 6.14(b) e 6.15(b) mostram boa aproximacao dos

resultados dos elementos strain gradient com a solugao analitica.

Com o intuito de avaliar a precisao do elemento strain gradient para o deslo-
camento e para as tensoes, as Figs. 6.16(a) a 6.17(b) apresentam a convergéncia para
o laminado com relagao a/h = 100. A linha continua representa a solugao analitica de
Navier enquanto que as linhas tracejadas com triangulos e circulos indicam a solucao com

e sem termos espurios, respectivamente.

Avaliando os erros das solucoes obtidas pelos elementos corrigidos na malha mais

refinada e relagao a/h = 10, determinou-se 10.97% para o deslocamento transversal,
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Tabela 6.6: Resultados obtidos via MEF para deslocamento e tensoes adimensionais
para os laminados espesso, semi-espesso e delgado [—45/45] submetidos ao
carregamento senoidal.

a/h Fonte w X 102 5-;p;p 7_—zy Txz

10
Solucao via MEF 4 x 4 0.3906 0.1526 0.0505 0.1350

(0.3364) (0.0741) (0.0713) (0.0372)

8x8 05197 02252  0.1851  0.1723
(0.4712)  (0.1509) (0.1157) (0.1841)

16 x 16 0.6366  0.2386  0.2319  0.2098
(0.6178) (0.2104) (0.1241)  (0.2658)

32x32 0.7375 02587 02386  0.2437
(0.7314)  (0.2506) (0.1322)  (0.2946)

Solucdo analitica Navier!  0.8284 0.2498 0.2336 0.2728

20
Solucao via MEF 4 x 4 0.2460 0.1526 0.0505 0.1350

(0.1292) (0.0430) (0.0414) (-0.0917)

8x8 03980 02314 01813  0.1825
(0.2607) (0.1061) (0.0943) (0.1170)

16 x 16 04996  0.2356  0.2168  0.3319
(0.4299) (0.1822) (0.1138)  (0.3545)

32x32 05821 02548 02133  0.2526
(0.5577) (0.2380) (0.1178) (0.4338)

Solucdo analitica Navier’  0.6981 0.2498  0.2336 0.2728

100
Solucao via MEF 4 x 4 0.1997  0.1526 0.0505 0.1350

(0.0075)  (0.0029) (0.0028) (-0.2576)

8x8 03500 02366 0.1782  0.1909
(0.0275) (0.0120) (0.0131) (-0.2618)

16 x 16 04549 02324  0.1899  0.2164
(0.1018)  (0.0443) (0.0430) (-0.0482)

32x32 05313 02527  0.2055  0.2587
(0.2687) (0.1186) (0.0867) (0.8091)

Solucdo analitica Navier!  0.6564 0.2498 0.2336 0.2728

1 Solugao de Navier conforme a FSDT, ver Apéndice B.2.2

() — Valores entre parénteses se referem aos elementos com termos espurios

enquanto que a tensao normal no plano apresentou erro de 3.56%. As tensoes cisalhantes

no plano e transversal assinalaram erros de 2.14% e 10.67%, respectivamente.
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Figura 6.13: Tensoes normais adimensionais maximas, 7,,, analisadas ao longo da
espessura do laminado [—45/45] para relacao a/h = 100.

Para a/h = 20, o comportamento da convergéncia é semelhante. O erro gerado
pelos elementos sem termos espirios foi de 16.62% para w, 2.00% para 7,,, 8.69% na

tensdo cisalhante no plano, 7,,, e 7.40% para 7.

Mesmo na analise do laminado delgado, onde surge o problema do locking, o
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Figura 6.14: Tensoes cisalhantes adimensionais méaximas, 7,,, analisadas ao longo da
espessura do laminado [—45/45] para relacao a/h = 100.

elemento strain gradient se mostrou eficiente e preciso no calculo das tensoes. Entretanto,

para o deslocamento o erro computado pelo elemento sem termos espurios aumentou para

19.06%. A tensao normal apresentou erro de 1.16%, a tensao cisalhante no plano 12.03%

e a tensao cisalhante transversal 5.17%. Esses erros foram obtidos pela malha 32 x 32.
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Figura 6.15: Tensoes cisalhantes adimensionais maximas, 7,., analisadas ao longo da
espessura do laminado [—45/45] para relacao a/h = 100.

Dessa forma, o elemento de 4 noés também foi validado para analise de tensoes e

deslocamentos nas placas laminadas cruzadas e angulares.
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Convergéncia do deslocamento transversal e das tensoes normais
adimensionalizadas para relagdo a/h = 100 do laminado [—45/45].

6.3 Analise Numérica com o Quadrilatero de 8 Noés

6.3.1 Placa Isotréopica Apoiada nos Cantos

O primeiro problema empregando o quadrilatero de 8 nos é o de uma placa

isotropica apoiada apenas nos cantos. Esta placa corresponde ao material 1 da Tab. 6.1 e
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Figura 6.17: Convergéncia das tensoes cisalhantes adimensionalizadas para relagao
a/h =100 do laminado [—45/45].

o carregamento considerado é o uniformemente distribuido em todo o dominio da placa.

A Fig. 6.18 apresenta a geometria e as condigoes de contorno deste exemplo.

Assim como no laminado analisado no item 6.2.2, as dimensoes da placa sao
a=b=1m e a intensidade da carga ¢ ¢y = 10N /m?.

Com intuito de avaliar o comportamento do elemento, foram escolhidas varias
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Figura 6.18: Geometria da placa isotropica simplesmente apoiada nos cantos
submetida ao carregamento uniformemente distribuido.

relagoes a/h, a saber: 10, 20, 50 e 100. Entretanto, é importante destacar que é para
as placas mais delgadas que ocorrem incoeréncias nos elementos finitos isoparamétricos.
Além disso, esta condigao de contorno foi escolhida, pois segundo Gruttmann [13], os

problemas acontecem também para as placas espessas e semi-espessas.

A Tab. 6.7 apresenta os resultados referentes a analise do deslocamento trans-
versal adimensionalizado pela Eq. (6.1) para as diversas malhas geradas pelo elemento
strain gradient. Esses resultados sao comparados com a solucao analitica para verificar a

acuracidade e precisao do elemento.

Para facilitar a visualizagao do enrijecimento artificial causado pelo cisalhamento
parasitico, as Figs. 6.19(a) a 6.19(h) mostram o comportamento do deslocamento nodal

tranversal do modelo com termos esptrios e apds a sua remog¢ao.

Como ja era de se esperar, os elementos sem termos espurios apresentaram co-
eréncia com a solucao analitica, tanto para placas mais espessas quanto para as mais
delgadas. Entretanto, quanto maior a espessura da placa, melhor foi o resultado ob-
tido, contrariando assim, as andalises que até entao foram realizadas, onde os melhores

resultados vinham das placas mais finas.

Este tipo de comportamento fica mais claro quando se quantificam os erros per-
centuais nas diversas relagoes a/h. Por exemplo, para a/h = 10, o erro apresentado pelo
elemento strain gradient sem cisalhamento parasitico foi de 8.58% para a malha mais

refinada, contra 61.0% considerando tal efeito. Entretanto nas placas delgadas, o erro
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Tabela 6.7: Comparacao de resultados obtidos para o deslocamento tranversal
adimensional, w, para uma placa isotréopica quadrada apoiada nos cantos
submetida ao carregamento uniformemente distribuido.

Solucao Malha
a/h  analitical 2x2 4 x4 8% 8 16 x 16

10 6.613E-04 3.821E-04  5.506E-04  5.863E-04  6.045E-04
(2.195E-05) (2.582E-04) (1.815E-04) (2.579E-04)

20 6.613E-04 3.814E-04 5495E-04  6.029E-04  6.168E-04
(8.039E-05) (1.656E-05) (4.402E-04) (5.942E-04)

50 6.613E-04 3.869E-04  5.583E-04  6.004E-04  6.156E-04
(3.608E-06) (9.034E-05) (4.883E-04) (1.767E-05)

100 6.613E-04 4.039E-04 5.855E-04  6.460E-04  6.538E-04
(9.056E-07) (4.235E-06) (6.506E-05) (6.418E-05)

t Ver Apéndice B.1, Eq. (B.2)

() — Valores entre parénteses se referem aos deslocamentos com os termos espurios

apresentado pelo elemento corrigido diminui satisfatoriamente, ou seja, 6.91% e 1.13%

para a/h = 50 e 100, respectivamente.

Tal fato ¢ visualizado, graficamente, nas Figs. 6.20(a) a 6.21(b) que mostram
a convergéncia do elemento finito formulado através da notacao strain gradient para as

quatro razoes a/h.

6.3.2 Laminado Cruzado Simplesmente Apoiado (SS—1)

O proximo exemplo a ser tratado consiste de uma placa quadrada com 1lm de
lado, formada por trés laminas de mesma espessura, simplesmente apoiada (SS—1), sub-
metida ao carregamento uniformemente distribuido com esquema de laminagao [0/90/0],
conforme apresenta a Fig. 6.22. As propriedades mecénicas correspondem as do material

2 da Tab. 6.1 e a intensidade do carregamento é gy = 10N /m?.

Todas as grandezas foram adimensionalizadas conforme a Eq. (6.1). As tensoes
normais no plano serao avaliadas em: 7,,(a/2,0/2,h/2) e 5,,(a/2,b/2,h/3). Para T, os
valores maximos estao no ponto (z,y) = (0,b/2) nas laminas 1 e 3. Enquanto que para
Tyz, €sses valores sao computados no ponto (z,y) = (a/2,0) da lamina 2. As relagoes

constitutivas serao utilizadas para o calculo das tensoes cisalhantes transversais.

Os resultados de deslocamento e tensoes adimensionalizadas para as diversas

malhas sao fornecidos pela Tab. 6.8. Sao avaliados os laminados espessos, semi-espessos
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Figura 6.19: Deslocamento transversal adimensionalizado para relagao a/h = 100.

e delgados, ou seja, as relagoes a/h = 10, 20 e 100.

Neste exemplo, os resultados obtidos pelo modelo strain gradien corrigido foram
precisos tanto para o deslocamento quanto para tensoes. Analoga a analise do laminado
cruzado usando o quadrilatero de 4 nés, para o laminado mais espesso, a remocao dos ter-
mos espirios tém pouca influéncia no resultado final, principalmente, dos deslocamentos.

Entretanto, os elementos corrigidos apresentam uma sutil melhora na precisao e na taxa
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Figura 6.20: Convergéncia do deslocamento tranversal adimensional, w, para as
relagoes a/h = 10 e 20.

de convergéncia.
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Analisando os erros na malha mais refinada da relagao a/h = 10 para os desloca-

mentos e tensoes adimensionalizadas, os modelos corrigidos apresentam erros de 0.36%,
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Figura 6.21: Convergéncia do deslocamento tranversal adimensional, w, para as

relagoes a/h =50 e 100.

0.26%, 0.72%, 0.60% e 2.64% para o deslocamento transversal, tensées normais no plano,

cisalhante e cisalhantes transversais, respectivamente. Os modelos sem remocao dos ter-

mos espirios apresentam erros na mesma ordem, sendo que para 7, o valor é o mesmo.
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Figura 6.22: Geometria e condigoes de contorno do laminado [0/90/0] simplesmente
apoiado (SS—1) com carregamento uniformemente distribuido e a/b = 1.

Com a diminui¢ao da espessura do laminado, a eliminagao dos termos espurios
torna-se mais importante. Nesse caso, a remocao de tais termos é o que faz a diferenca.
Verificando os erros para relagao a/h = 100, obtém-se 0.31% (w), 0.28% (G..), 0.78%
(Gyy)s 0.54% (7,2) e 3.03% (7..) para o modelo corrigido. Sem a eliminacdo dos termos
espurios os erros ficam em 14.83%, 14.82%, 0.83%, 36.88% e 158.83% para W, G4, 0y,

Tpz € Tyz, T€Spectivamente.

A distribuicao das tensoes normais no plano ao longo da espessura do laminado,
para o caso de a/h = 100, é ilustrada nas Figs. 6.23 e 6.24. As Figs. 6.23(a) e 6.24(a)
mostram o enrijecimento artificial (locking) causado pelo modelo contendo os termos
espurios, mesmo para a malha mais refinada. Entretanto, com a eliminacao desses termos,
as Figs. 6.23(b) e 6.24(b) mostram que o resultado é muito proximo da solu¢ao de Navier,
inclusive para a malha 2 x 2. Vale destacar que as soluc¢oes analiticas obtidas pela FSDT

e HSDT sao praticamente as mesmas.

A seguir, as Figs. 6.25 e 6.25 apresentam a distribui¢ao das tensoes cisalhantes
transversais. Os resultados apontados pelas Figs. 6.25(a) e 6.26(a) sao totalmentes an-
tagdnicos com a solucao analitica de primeira ordem devido ao efeito dos termos espurios.
Removendo tais termos, as Figs. 6.25(b) e 6.26(b) mostram que para uma malha 8 x 8 o
resultado praticamente coincide com o analitico de primeira ordem. Melhorando o refino
na malha, a resposta do modelo corrigido ¢ a mesma obtida pela solucao de Navier para

Toz-



6.3 Analise Numérica com o Quadrilatero de 8 Nos 95

Tabela 6.8: Resultados obtidos via MEF para deslocamento e tensoes adimensionais, w
e 7, para um laminado [0/90/0], submetido ao carregamento
uniformemente distribuido para as diferentes relagoes a/h.

a/h Fonte  w x 10? Oz Tyy T Ty

10
Solucao via MEF 2 x 2 1.0284  0.7256  0.3608 0.6226 0.1593

(0.9259) (0.6322) (0.3130) (0.4557) (-0.0142)

Ax4  1.0229 07611 03209  0.6857  0.2277
(0.9969) (0.7356) (0.3174) (0.6375)  (0.1420)

8x8 10232 07700 03110  0.7266  0.2746
(1.0168) (0.7635) (0.3110) (0.7137)  (0.2449)

16 x 16 1.0256  0.7739  0.3094  0.7503  0.3025
(1.0240) (0.7723) (0.3094) (0.7469)  (0.2939)

Solucdo analitica Navier!  1.0219 0.7719 0.3072 0.7548 0.3107

20
Solucao via MEF 2 x 2 0.7500 0.7587  0.2761 0.6455 0.1377

(0.5130) (0.4953) (0.1851) (0.1455) (-0.2669)

Ax4 07548 07888 02349  0.7015  0.2067
(0.6805) (0.7029) (0.2306) (0.5258)  (-0.0343)

8x8 07574 0.7968 02258  0.7416  0.2538
(0.7381) (0.7743) (0.2289) (0.6925)  (0.1537)

16 x 16 0.7759  0.8005  0.2242  0.7651  0.2818
(0.7549)  (0.7949) (0.2254) (0.7523)  (0.2504)

Solucdo analitica Navier! — 0.7572 0.7983 0.2227 0.7697 0.2902

100
Solucao via MEF 2 x 2 0.6576  0.7718  0.2450 0.6538 0.1315

(0.0504)  (0.0559) (0.0187) (-0.7503) (-0.8136)

4x4 06660 07983 02035  0.7078  0.2002
(0.1651) (0.1944) (0.0634) (-0.5652) (-0.8088)

8x8  0.6694 08057 01954  0.7468  0.2475
(0.3835)  (0.4593) (0.1426) (-0.0162) (-0.5435)

16 x16 0.6718  0.8095  0.1940  0.7702  0.2756
(0.5704) (0.6868) (0.1941) (0.4888) (-0.1672)

Solucdo analitica Navier’  0.6697  0.8072 0.1925 0.7744 0.2842

T Solugao de Navier conforme a FSDT, ver Apéndice B.2.1

() — Valores entre parénteses se referem aos elementos com termos espurios

A Fig. 6.27 apresenta a convergéncia das tensoes normais para o laminado com

relagdo a/h = 100. A linha continua representa a solugao analitica de Navier segundo a
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Figura 6.23: Tensoes normais no plano, 7,,, computadas ao longo da espessura do
laminado [0/90/0] para relagao a/h = 100.

FSDT. A convergéncia das tensoes cisalhantes tranversais pode ser observada na Fig. 6.28.

Observa-se que a taxa de convergéncia das solugoes fornecidas pelo modelo cor-

rigido é elevada. Nota-se também que as malhas 4 x 4 ja apresentam resultados muito

proximos dos analiticos.
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laminado [0/90/0] para relagao a/h = 100.

6.3.3 Laminado Angular Simplesmente Apoiado (SS—2)

A terceira aplicacao utilizando o quadrilatero de 8 nés corresponde a um laminado

quadrado anti-simétrico formado por 8 laminas de mesma espessura e com o seguinte

esquema de laminagao: [—45/45],. O laminado esta simplesmente apoiado (SS-2) sujeito



6.3 Analise Numérica com o Quadrilatero de 8 Nos 98
0.5
‘o P T
< 0° + x 4 AN - 0.333 svg b
N ] | | | ! N T A
< 025 - Pk 4 4 s F 1 T
5 ] | | D WU S A
+ - Xemem ek X * o & — r
@ N s 0 1.2
[«b] [ A L
2, I S -
3 o ! ‘ | C
o 0 90° MR B -
=] le * ! l C
= SRR :
g to e X >&< & B4 ——p [
3 1 b | 4 i FSDT —e—
s ] ‘ r
5 025 P Jﬁ D G HSDT —-=—
S 0° ¢ x « s w B 2x2c/CP - -+ -
© ;o | ik [ 4x4c/CP
roX foo_ae [ 8x8¢/CP —»-
! o7 T 16x16¢/CP — »—
-0.5 IR I IS A
-1.2 -0.6 0 0.6 1.2
Tensao cisalhante, T,, (0, b/2, 2)
(a) com cisalhamento parasitico
0.5 II\I\I IIIII I IIIIIIIII ll‘ll‘l‘l‘lllll IIIIIIII N ,,,,,‘,‘,,,
T T —s_ £k g 1w %fs
\\\ b - 4 N
< ~ % x4 0° £0.333 4 W [
N ] | :\‘\ N T N
g 025 +ik e - ] T
- (G — ] S S M.
2 LR I 0 1.2
=3 T ! -
% I \ L
< 0 i P 90° —
P oo :
g Gl -
g ] - i : TT‘ 777/7/{] - FSDT
g 0% - T 2 HSDT — -
S 1 e 0 C 2x2s/CP - -+ -
© P [ 4x4s/CP <
e ok T 8x8s/CP — -
1 - u 16 x16s/CP — »—
_0.5 '/'"""'l""""'l"' L | TTTTTTTTT
0 0.3 0.6 0.9 1.2
Tenséao cisalhante, T, (0, b/2, 2)

(b) sem cisalhamento parasitico

Figura 6.25: Tensoes cisalhantes transversais, 7., computadas ao longo da espessura

do laminado [0/90/0] para rela¢ao a/h = 100.

a uma carga uniformemente distribuida, conforme mostra a Fig. 6.29.

E utilizado o material 2 da Tab. 6.1. A intensidade da carga ¢ ¢y = 10N/m?
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Figura 6.26: Tensoes cisalhantes transversais, 7,., computadas ao longo da espessura
do laminado [0/90/0] para rela¢ao a/h = 100.

e as dimensoes da placa sao a = b = 1m. Neste exemplo, as grandezas também foram

adimensionalizadas segundo a Eq. (6.1).
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Figura 6.27: Convergéncia das tensoes normais no plano adimensionalizadas para
relagao a/h = 100 do laminado [0/90/0].

Assim como no item 6.2.3, as tensoes 0, ¢ 0y, sao iguais. Isso também é va-
lido para as tensoes cisalhantes tranversais, portanto, 7,, = 7,,. As tensoes normais

e cisalhante no plano serdo avaliadas no centro da placa, isto ¢, ,.(a/2,b/2,h/2) =
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Figura 6.28: Convergéncia das tensoes cisalhantes transversais adimensionalizadas

para rela¢ao a/h = 100 do laminado [0/90/0].

Gyy(a/2,b/2,—h/2) e 7,,(0,0,—h/2), respectivamente. As tensoes cisalhantes tranversais
serao calculadas no ponto médio das bordas, dessa forma, 7,.(0,b/2,k = 2,4,6,8) =

Ty-(a/2,0,k =1,3,5,7).
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Figura 6.29: Geometria e condi¢oes de contorno do laminado [—45/45]4 simplesmente
apoiado (SS-2) com carregamento uniformemente distribuido e a/b = 1.

A Tab. 6.9 apresenta os resultados para as diversas malhas dos deslocamentos e

das tensoes adimensionais para as relagoes a/h = 10, 20 e 100.

Analogamente ao laminado cruzado, ao analisar os deslocamentos, percebe-se
para a placa laminada espessa que a remocao dos termos espurios tém pouca influéncia no
resultado, principalmente com o aumento do refino. Entretanto, a taxa de convergéncia é
maior para os modelos corrigidos. Outro fendémeno importante relacionado a convergéncia
esté no fato do elemento sem cisalhamento parasitico convergir de cima para baixo. Esse
tipo de comportamento acontece também na analise da tensao normal no plano. J& para
as tensoes cisalhantes, o desempenho da convergéncia é normal, ou seja, de baixo para

cima.

O erro computado no deslocamento transversal foi de 1.04% para malha 16 x 16,
enquanto que a tensao normal no plano apresentou erro de 3.11%. As tensoes cisalhantes
no plano e transversal assinalaram erros de 8.49% e 3.03%, respectivamente. Todos esses
valores se referem aos erros fornecidos pelos modelos corrigidos na malha mais refinada e

relagao a/h = 10.

Para a/h = 20, o comportamento da convergéncia é semelhante nas tensées. O
erro gerado pelos elementos sem termos espirios foi de 1.29% para w, 2.82% para 7.,
7.29% na tensao cisalhante no plano, 7,,, e 3.39% para 7,.. Ou seja, os resultados também

sao coerentes com a solugao analitica para o laminado semi-espesso.

Mesmo na anélise de um laminado angular delgado, onde surge o problema de

locking, o elemento strain gradient se mostrou eficiente e preciso. Num refino pequeno,
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Tabela 6.9: Resultados obtidos via MEF para deslocamento e as tensoes adimensionais
para um laminado [—45/45]; submetido ao carregamento uniformemente
distribuido.

a/h Fonte  w x 10? o Ty Trs

10
Solucao via MEF 2 x 2 0.6510 0.2544 0.0842 0.2250

(0.5541) (0.1236) (0.1189) (0.0621)

Ax4 06463 02489  0.1946  0.2909
(0.6158) (0.2016) (0.2258)  (0.2277)

8x8 06337 02123 02453  0.3319
(0.6263) (0.2015) (0.2728) (0.3104)

16 x 16 0.6318  0.2018  0.2672  0.3611
(0.6300) (0.1994) (0.2909)  (0.3554)

Solucdo analitica Navier!  0.6366 0.1957 0.2463 0.3724

20
Solucao via MEF 2 x 2 0.4099  0.2544  0.0842 0.2250

(0.2153)  (0.0717) (0.0690) (-0.1528)

Ax4 04466  0.2495  0.1943  0.2927
(0.3570)  (0.1679) (0.1865) (0.0847)

8x8 04425 02128  0.2488  0.3272
(0.4171)  (0.1940) (0.2611) (0.2501)

16 x 16 0.4425  0.2040  0.2736  0.3561
(0.4358)  (0.1997) (0.2930)  (0.3349)

Solucdo analitica Navier!  0.4483 0.1988 0.2550 0.3686

100
Solucao via MEF 2 x 2 0.3327 0.2544 0.0842 0.2250

(0.0125)  (0.0049) (0.0047) (-0.4294)

4x4 03826 02501  0.1939  0.2946
(0.0479)  (0.0261) (0.0286) (-0.5022)

8x8 03815 02130 02511  0.3248
(0.1394)  (0.0780) (0.0979) (-0.3553)

16 x 16 0.3821  0.2054  0.2782  0.3536
(0.2669) (0.1467) (0.2039) (-0.0067)

Solucdo analitica Navier!  0.3883 0.2005 0.2630 0.3664

1 Solugao de Navier conforme a FSDT, ver Apéndice B.2.2

() — Valores entre parénteses se referem aos elementos com termos espurios

4 x4, o erro computado pelo modelo sem termos espurios foi de 1.47% para o deslocamento

transversal. Com o refino, a tensao normal apresentou erro de 2.44%, a tensao cisalhante
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no plano 5.78% e a tensao cisalhante transversal 3.49%. Esses erros foram obtidos pela
malha 16 x 16.

Para visualizar graficamente os niimeros mostrados pela Tab. 6.9, as Figs. 6.30 e
6.32 apresentam a distribuicao das tensoes ao longo da espessura do laminado delgado,

ou seja, com relagao a/h = 100.

Com o intuito de avaliar o desempenho do elemento strain gradient, a convergéncia
do deslocamento transversal e da tensao normal no plano para o laminado com relacao
a/h = 100 pode ser visualizada graficamente na Fig. 6.33, enquanto as tensoes cisalhantes
sao mostradas pela Fig. 6.34. A linha continua representa a solugao analitica de Navier
enquanto que as linhas tracejadas com triangulos e circulos indicam a solu¢ao com e sem

termos espurios, respectivamente.

O padrao de convergéncia obtido é satisfatorio, principalmente para o desloca-
mento e para a tensao cisalhante transversal. Com isso, o elemento retangular de 8 nos
também foi validado para anélise de tensoes e deslocamentos nos laminados cruzados e

angulares.

6.4 Elemento Strain Gradient X Isoparamétrico

Nesta secao, sera feita a comparacao numérica entre os elemento finitos utilizando
a notacao strain gradient e os elementos isoparamétricos. Estes tltimos, terao as tensoes
computadas nos pontos de Gauss empregando-se a técnica da integracao completa, redu-

zida e seletiva [14].

Este exemplo corresponde a um laminado quadrado simétrico de mesma espessura
composto de 4 laminas [0/90/90/0|, simplesmente apoiadas (SS-1), ver Fig. 6.35, e o
carregamento assumido é o senoidal dado pela Eq. (6.2). O material utilizado é o grafite-

epOxi, portanto as suas propriedades elésticas constam do material 2 da Tab. 6.1.

Nesta anélise, serao avaliadas apenas as malhas 4 X 4 e 8 X 8 dos elementos strain

gradient, pois sdo as malhas apresentadas na literatura [27] dos elementos isoparamétricos.

Com isso, a Tab. 6.10 apresenta a comparacao dos resultados obtidos via MEF
para o quadrilatero de 4 nos isoparamétrico e strain gradient para as diversas relacoes
a/h. Na tabela, a semiografia nQQ4 significa uma malha uniforme de ordem n x n para o

elemento linear retangular de 4 nos.

Para o laminado espesso (a/h = 10), a andlise do deslocamento mostrou que o
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Figura 6.30: Tensoes adimensionalizadas maximas, 7,,, analisadas ao longo da
espessura do laminado [—45/45], para relacao a/h = 100.

elemento formulado via notacao strain gradient obteve resultados piores que os elementos

isoparamétricos. Entretanto, ao examinar as tensoes normais e cisalhantes, o desempenho
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Figura 6.31: Tensoes adimensionalizadas maximas, 7,,, analisadas ao longo da
espessura do laminado [—45/45], para rela¢ao a/h = 100.

do elemento strain gradient (ESG) foi mais satisfatorio. O erro obtido pelo ESG foi de

4.57% na malha 8 x 8 para 7, contra 9.56% do elemento obtido pela integragao completa,
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Figura 6.32: Tensoes adimensionalizadas maximas, 7,., analisadas ao longo da
espessura do laminado [—45/45]4 para relacao a/h = 100.

6.43% do elemento isoparamétrico com integracao reduzida e 6.45% do elemento com inte-

gragao seletiva. Fazendo a comparacao na malha menos refinada, 4 x 4, o comportamento
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Figura 6.33: Convergéncia do deslocamento transversal e da tensao normal 7,

adimensional para rela¢do a/h = 100 do laminado [—45/45],.

do ESG ¢é ainda melhor. Os erros ficaram em 7.32%, 33.07%, 23.85% e 23.91% para os

elementos strain gradient, isoparamétrico com integracao completa, integracao reduzida e

integracao seletiva, respectivamente.
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Figura 6.34: Convergéncia das tensoes cisalhantes adimensionais para relagao
a/h =100 do laminado [—45/45],.

Para analise de erro nas tensoes normal, 7,,, ¢ cisalhante, 7., mais uma vez o
ESG se mostrou melhor que os elementos isoparamétricos. Entretanto, é observando a

tensao cisalhante, 7., que é possivel perceber a capacidade de modelagem do elemento
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Figura 6.35: Geometria e condi¢oes de contorno do laminado quadrado [0/90/90/0]
simplesmente apoiado (SS—1) submetido ao carregamento senoidal.

finito strain gradient. O erro desse elemento nesta tensao na malha mais refinada foi de
0.24%, contra 6.71% para o elemento com integracao completa, 5.28% com integracao
reduzida e 4.08% com integracao seletiva. Isso mostra a eficiéncia numérica do ESG na

analise de qualquer tipo de tensao.

Para a relagdo a/h = 20, os elementos strain gradient obtiveram resultados um
pouco melhores que os apresentados para os laminados espessos, corroborando com o que
foi mostrado até aqui, ou seja, os resultados melhoram com a diminui¢ao da espessura do

laminado.

Esta tendéncia fica mais clara ao se analisar o laminado delgado. Em contra-
posicao ao elemento isoparamétrico, o quadrilatero de 4 nés via notagao strain gradient
mostrou que o seu comportamento nao foi afetado pelo locking. Para &,,, por exemplo, o
erro foi de 0.07% para o ESG versus 77.68%, 6.26% e 6.21% dos elementos com integragao
completa, reduzida e seletiva, respectivamente. Esses valores se referem a malha 8 x 8.
Ao observar as outras tensoes, os resultados obtidos via notagao strain gradient também
sao melhores e, portanto, com menos erro que os elementos isoparamétricos. Além disso,
nota-se que ao analisar a tensao cisalhante transversal, 7,., o elemento com integracao
completa nos pontos de Gauss diverge com o refino. Os erros obtidos em todas as analises,

referem-se a solucao analitica de Navier.

Com a finalidade de visualizar graficamente os resultados obtidos na Tab. 6.10, as
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Tabela 6.10: Comparacao de resultados obtidos via MEF entre os quadrilateros de 4
nos para deslocamento e tensoes adimensionais (w, ¢ e 7) para um

laminado [0/90,/90/0] sujeito a carga senoidal.

a/h Fonte — wx 10> &, Tyy Ter  Tys
10 Solucao via MEFT  4Q4-C 0.5901 0.3339 0.2454 0.316 0.125
4Q4-R 0.6508 0.3799 0.2838 0.335 0.107
4Q4-S 0.6655 0.3796 0.2882 0.353 0.114
4Q4-SG  0.6289  0.4627 0.3376 0.391 0.122
8Q4-C 0.6427 0.4512 0.3280 0.389 0.128
8Q4-R 0.6599 0.4668 0.3406 0.395 0.123
8Q4-S 0.6632 0.4667 0.3419 0.400 0.125
8Q4-SG  0.6950 0.4761 0.3556 0.418 0.132
Solucdo analitica’™ Navier 0.6627 0.4989 0.3614 0.417 0.129
Pagano  0.7370 0.5590 0.4010 0.301 0.196
20 Solucao via MEFT  4Q4-C 0.3236  0.2645 0.1491 0.303 0.139
4Q4-R 0.4712 0.4036 0.2289 0.353 0.089
4Q4-S 0.4760 0.4043 0.2308 0.373 0.094
4Q4-SG  0.4636  0.4896 0.2752 0.411 0.102
8Q4-C 0.4346 0.4365 0.2451 0.395 0.123
8Q4-R 0.4863 0.4940 0.2777 0.415 0.103
8Q4-S 0.4874 0.4942 0.2782 0.420 0.105
8Q4-SG  0.5035 0.5056 0.2868 0.440 0.109
Solucdo analitica’™ Navier 0.4912  0.5273 0.2956 0.437 .109
Pagano  0.5128 0.5430 0.3080 0.328 0.156
100 Solucdo via MEFT 4Q4-C  0.0315 0.0299 0.0151 0.230 0.211
4Q4-R 0.4107 0.4129 0.2076 0.360 0.082
4Q4-S 0.4120 0.4140 0.2082 0.381 0.086
4Q4-SG 0.4081 0.4999 0.2512 0.418 0.095
8Q4-C 0.1034 0.1203 0.0604 0.298 0.221
8Q4-R 0.4281 0.5045 0.2535 0.422 0.098
8Q4-S 0.4284  0.5048 0.2537 0.428 0.097
8Q4-SG  0.4573  0.5386 0.2708 0.468 0.105
Solucdo analitical™ Navier — 0.4337 0.5382 0.2704 0.445 0.101
Pagano  0.4347 0.5390 0.2710 0.339 0.139

t C — Integracdo completa; R — Integragdo reduzida; S — Integracao seletiva; SG — Elemento strain

gradient sem termos espurios.

1 Solugéo de Navier — ver Apéndice B.2; Solugdo de Pagano — corresponde & solugao da Teoria da

Elasticidade 3D — ver Mechanics of Laminated Composite Plates: Theory and Analysis |27].

Figs. 6.36(a) a 6.37(b) mostram o comportamento das tensdes normais no plano adimen-

sionalizadas para as malhas 4 X 4 ¢ 8 x 8 dos elementos isoparamétrico e strain gradient.
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Para verificar o problema do travamento, o laminado delgado com relagao a/h = 100 foi
selecionado. A linha continua com circulos representa a solu¢ao de Navier, portanto, na
malha menos refinada, o ESG apresenta resultado mais proximo ao analitico para as duas
tensoes. Com o refino, a resposta ¢ ainda melhor, pois a solugao analitica e a solugao via

notacao strain gradient ficam sobrepostas.

Finalmente, as Figs. 6.38 e 6.39 compararam graficamente as tensoes cisalhantes
transversais adimensionalizadas entre os elementos isoparamétricos obtidos através da

integracao completa, reduzida e seletiva e o elemento strain gradient.

Na malha 4 x 4, o resultado obtido pelo ESG para tensao cisalhante transversal,
Te», € mais proximo da solugao de Navier que o elemento isoparamétrico, Fig. 6.38(a).
Entretanto, ao avaliar a malha 8 x 8, o elemento isoparamétrico se mostrou mais preciso

que o ESG, Fig. 6.38(b).

A seguir sera apresentada a comparagao de resultados entre elementos de 8 nos,
conforme mostra a Tab. 6.11. Anélogo ao quadrilatero de 4 nos, a notacao nQ8 implica
numa malha uniforme de ordem n xn para o elemento quadratico retangular de 8 nés. Vale
destacar que o autor Reddy [27] apresentou apenas o resultado do elemento obtido com

integracao seletiva para a malha mais refinada, dificultando assim, qualquer comparacao.

Diferente do quadrildtero de 4 nés, para a anélise do laminado espesso e semi-
espesso, o elemento strain gradient obteve resultados mais distantes da solugao analitica
que os elementos isoparamétricos na malha 4 x 4. Entretanto, na malha mais refinada, os

erros sao praticamente os mesmos para os elementos com integracao seletiva e o ESG.

Para relagao a/h = 100, o erro para ., foi de 0.07% para o ESG contra 0.71%
do elemento com integracao reduzida. Para a tensdo normal ,, o erro ficou em 0.11%
e 0.70% nos elementos strain gradient e isoparamétrico, respectivamente. Na analise das
tensoes cisalhantes, para 7., o erro foi quase nulo para o ESG contra 0.90% do elemento

com integracao reduzida. Ja para 7,., o erro foi o mesmo para ambos elementos.

Na analise do elemento serendipity, nao serd mostrada a comparagcao grafica entre
as tensoes normais e cisalhantes, pois o elemento isoparamétrico e o ESG apresentaram
valores muito proximos. Dessa forma, a curva dos graficos de ambos os elementos ficaram

sobrepostas, dispensando tal visualizagao.

Com isso, este capitulo apresentou as analises numéricas com o elemento strain
gradient de 4 e 8 n6s. Primeiramente, foi analisada uma placa isotropica simplesmente

apoiada sujeita a uma carga concentrada no seu centro. Em seguida, um laminado cruzado
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Figura 6.36: Comparagao entre a tensao normal adimensionalizada 7,, obtida via
MEF para relagao a/h = 100 do laminado [0/90/90,/0] submetido ao
carregamento senoidal.

simplesmente apoiado (SS—1) submetido ao carregamento uniformemente distruibuido foi
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Figura 6.37: Comparagao entre a tensao normal adimensionalizada &, obtida via
MEF para relagao a/h = 100 do laminado [0/90/90/0] submetido ao
carregamento senoidal.

estudado. Por ultimo, foi avaliado um laminado angular anti-simétrico simplesmente
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Figura 6.38: Comparagao entre a tensao cisalhante adimensionalizada 7,, obtida via
MEF para relagao a/h = 100 do laminado [0/90/90/0] submetido ao
carregamento senoidal.

apoiado (SS—2) sujeito ao carregamento senoidal. Essas trés aplica¢oes foram realizadas
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Figura 6.39: Comparagao entre a tensao cisalhante adimensionalizada 7. obtida via
MEF para relagao a/h = 100 do laminado [0/90/90/0] submetido ao
carregamento senoidal.

empregando o elemento retangular de 4 nés. Para validar o elemento, os resultados obtidos
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Tabela 6.11: Comparacao de resultados obtidos via MEF entre os quadrilateros de 8
nos para deslocamento e tensoes adimensionais (w, ¢ e 7) para um

laminado [0/90,/90/0] sujeito a carga senoidal.

a/h Fonte — wx 10> &, Tyy Ter  Tys
10 Solucdo via MEFT  4Q8-C 0.6605 0.4831 0.3492 0.404 0.126
4Q8-R 0.6615  0.4842 0.3509 0.404 0.126
4Q8-S 0.6613  0.4844 0.3509 0.405 0.126
4Q8-SG  0.6229 0.4635 0.3356 0.381 0.118
8Q8-S 0.6626  0.4954 0.3589 0.414 0.128
8Q8-SG  0.6882 0.4771 0.3534 0.407 0.128
Solucdo analitical™ Navier 0.6627 0.4989 0.3614 0.417 0.129
Pagano  0.7370 0.5590 0.4010 0.301 0.196
20 Solucao via MEFT  4Q8-C 0.4876  0.5082 0.2828 0.424 0.106
4Q8-R 0.4901 0.5117 0.2870 0.424 0.106
4Q8-S 0.4901 0.5120 0.2870 0.424 0.106
4Q8-SG 0.4620 0.5344 0.2685 0.400 0.100
8Q8-S 0.4911 0.5236 0.2936 0.434 0.108
8Q8-SG  0.5017 0.5059 0.2861 0.429 0.106
Solucao analitical™  Navier 0.4912  0.5273 0.2956 0.437 .109
Pagano  0.5128 0.5430 0.3080 0.328 0.156
100  Solucao via MEFT  4Q8-C 0.4143  0.4900 0.2435 0.430 0.100
4Q8-R 0.4319 0.5214 0.2621 0.435 0.102
4Q8-S 0.4319 0.5214 0.2620 0.433 0.102
4Q8-SG 0.4080 0.5000 0.2512 0.407 0.092
8Q8-S 0.4336  0.5344 0.2685 0.441 0.100
8Q8-SG  0.4372 0.5386 0.2707 0.445 0.102
Solucdo analitica’™ Navier — 0.4337 0.5382 0.2704 0.445 0.101
Pagano  0.4347 0.5390 0.2710 0.339 0.139

T C — Integragdo completa; R — Integracdo reduzida; S — Integracdo seletiva; SG — Elemento strain

gradient sem termos espurios.

t Solugdo de Navier — ver Apéndice B.2; Solucio de Pagano — corresponde a solugdo da Teoria da

Elasticidade 3D — ver Mechanics of Laminated Composite Plates: Theory and Analysis [27].

utilizando a notacao strain gradient foram comparados com a solucao analitica de Navier.

Posteriormente, o quadrilatero de 8 nos foi avaliado. A primeira analise com esse

elemento foi uma placa isotropica apoiada nos cantos.

Na seqiiéncia, foi avaliado um

laminado cruzado simplesmente apoiado (SS—1) sujeito & uma carga uniformemente dis-

tribuida. O terceiro exemplo empregando o quadrilatero de 8 nos foi um laminado angular

anti-simétrico simplesmente apoiado (SS—2) sujeito & uma carga uniforme distribuida em

todo o dominio da placa. Também foram realizadas comparagoes com a solucao analitica
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de Navier com o intuito de validar o elemento.

Finalmente, com ambos elementos validados, foi realizada uma comparagao entre

os elementos isoparamétricos e os elementos strain gradient.

Sendo assim, o préoximo capitulo discute as consideragoes finais do trabalho e
norteia os proximos estudos na area de compoésitos laminados empregando a notacao

strain gradient.



7 Consideracoes Finais

7.1 Introducao

Este trabalho mostrou uma maneira alternativa de formulacao em elementos fi-
nitos, ou seja, utilizando a notagao strain gradient para analise de compésitos laminados.
Inicialmente, foi realizada uma revisao teérica e bibliografica dos modelos utilizados no
estudo das placas laminadas. Os artigos analisados contemplavam o modelo de placa
delgada — Kirchhoff, o modelo de placa espessa — Mindlin e o modelo de ordem superior.
Além disso, alguns elementos empregavam a notacgao strain gradient, enquanto outros
foram formulados por meio de elementos isoparamétricos empregando a técnica da inte-

gracao reduzida para diminuir o efeito do travamento.

Em seguida, o embasamento tedrico para o devido entendimento do trabalho foi
apresentado nos Capitulos 3 e 4, que mostraram os conceitos preliminares de materiais

compositos e as teorias de analise, respectivamente.

No Capitulo 5 a metodologia de implementacao computacional utilizando a no-
tagao strain gradient foi mostrada. Foram formulados elementos retangulares de 4 e 8
nos. Foram apresentados e detalhados o desenvolvimento destes elementos e das suas

respectivas matrizes.

Por tltimo, analises numéricas com os elementos formulados foram apresentadas
no Capitulo 6. Os resultados foram comparados com os obtidos analiticamente através
de expansoes trigonométricas em séries de Fourier. Para enfatizar o problema do locking,
a relagdo a/h = 100 foi escolhida para demonstracao grafica dos resultados, embora
diferentes espessuras tenham sido analisadas para demonstrar a precisao e a acuracia dos
elementos implementados através da notagao strain gradient. Além disso, foi realizada

uma anélise comparativa com elementos isoparamétricos.

A secao seguinte tem por objetivo apresentar as principais conclusoes a respeito

desta dissertacao, bem como sugerir linhas de pesquisa para trabalhos futuros.
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7.2 Conclusoes

Esta dissertacao propds o modelamento de placas de compésitos laminados via
elementos finitos baseado na Teoria da Lamina Equivalente segundo o modelo de Mindlin

empregando a notacao strain gradient.

A implementacao computacional dos elementos foi concluida e a validacao foi
feita com sucesso, de acordo com a comparac¢ao com os resultados analiticos. O elemento
foi implementado em uma plataforma de software criada em Fortran® e utilizada pelo
Programa de Pos-graduagao em Engenharia Mecénica da PUCPR chamado LAMFEM. A

formulagao dos elementos retangulares de 4 e 8 nds foi apresentada e detalhada.

A utilizacao do ambiente para formulacao dos elementos, LAMFEM, permite a
reutilizacao dos estudos desenvolvidos neste trabalho entre alunos e professores deste
Programa em futuras pesquisas, contribuindo de maneira significativa para integracao e

sinergia entre as linhas de pesquisa que estao sendo desenvolvidas.

Um conjunto de analises numéricas foi realizado. Esse conjunto nao contempla
todos os tipos de carregamento e condicoes de contorno, mas alguns dos mais importantes
encontrados na literatura. Baseado nas aplicagoes numéricas, as principais conclusoes

obtidas sobre o desempenho dos elementos finitos strain gradient foram:

1. Apé6s a remocao dos termos espirios, nenhum dos elementos apresentou problemas

de locking em todas as condigoes de contorno e carregamento analisadas;

2. Ambos elementos, retangulos de 4 e 8 nos, foram capazes de representar correta-

mente os modos de corpo rigido e de deformacao constante;

3. O célculo das tensoes mostrou que o elemento com termos espurios foi afetado pela
rigidez artificial gerada no modelo. Os termos espiirios ou de cisalhamento parasitico
sao responsaveis pela rigidez artificial (ou shear locking) do modelo. No entanto,
com o emprego da notagao strain gradient, pdde-se facilmente identificar e remover

tais termos;

4. Com relagao a convergéncia, os elementos com cisalhamento parasitico se mostraram
ineficientes e com taxa de convergéncia pequena. Porém, ao comparar os elementos
corrigidos, isto é, sem termos espurios, os resultados foram préximos ao analitico em
todas as situacoes de contorno e carregamento para todas as grandezas envolvidas.
Genericamente, os erros nao foram maiores que 9% para as malhas mais refinadas,

sendo que em alguns casos o erro ficou proximo de zero. Ainda no que se refere a
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convergéncia, alguns casos convergiram monotonicamente para os elementos corrigi-
dos. Além disso, a taxa de convergéncia foi mais rapida. Para os deslocamentos, por
exemplo, alguns casos analisados mostraram que para uma malha 2 X 2 o resultado

obtido ja estava satisfatorio;

5. Com a comparagao entre os resultados obtidos pelos elementos strain gradient e
a solucao analitica de Navier, os mesmos foram validados. Apo6s a validacao dos
elementos, foram apresentadas analises comparativas entre os elementos isoparamé-
tricos obtidos pela formulacao tradicional em elementos finitos e os ESG. Mais uma
vez o resultado foi satisfatorio. Para o retangulo de 4 noés, ao avaliar uma mesma
malha, o ESG apresentou resultados melhores que os isoparamétricos, principal-
mente para os laminados delgados. Isso mostra que a formulagao via notacao strain
gradient é capaz de remover os modos espurios de energia durante a formulacao, dei-
xando o elemento livre de travamento. Para os elementos isoparamétricos, o efeito
do locking é mais evidente e a sua remocao ¢é feita utilizando artificios que nao tém

embasamento no fenémeno fisico;

6. Para o retangulo de 8 nos, tanto o ESG quanto o elemento isoparamétrico apresen-
tam resultados proximos e satisfatorios. Isso mostra que na formulagao tradicional,
com o enriquecimento do polinémio do campo dos deslocamentos o elemento apre-
senta resultados melhores. Entretanto, com a utilizacao da notacao strain gradient,
o elemento pode ter o polinémio mais incompleto e ainda gerar resultados satisfato-
rios. Esse fato é corroborado pela proximidade dos valores obtidos pelos elementos

strain gradient de 4 e 8 nos;

7. E importante destacar que foram apresentadas e implementadas as solugoes analiti-
cas conforme as teorias de primeira ordem e de ordem superior para comparar com

os resultados numéricos obtidos;

8. Por tltimo, o emprego da notagao strain gradient oferece algumas vantagens que
foram discutidas ao longo do trabalho, mas a principal esta na capacidade de identifi-
cacao qualitativa do elemento durante a sua formulacao. Isso faz com que o elemento
gerado por esta técnica de remocao de termos espurios seja eficaz e preciso. Muitos
autores apresentam maneiras alternativas para tal solugao [3, 14, 15, 19, 46]. A que
foi utilizada nesta dissertacao é apenas mais uma, porém a facilidade em remover
os termos espurios de energia entendendo o que acontece fisicamente no modelo é a

principal vantagem em se aplicar o método apresentado nesta dissertagao.
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7.3 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Este trabalho permitiu o conhecimento sobre a formulacao de elementos de placa
empregando a notagao strain gradient. O desempenho do modelo gerado foi apresentado
de maneira satisfatoria. Entretanto, o modelo ficou limitado a Teoria de Primeira Ordem
de Mindlin. Para dar continuidade a este trabalho, é interessante tentar empregar a
técnica de formulacao de um elemento de placa via notacao strain gradient para teorias de
ordem superior. Outra extensao interessante, seria o desenvolvimento e a implementagao
de elementos de casca. J& que para a analise de cascas ainda nao foi possivel obter uma
formulagao que permita a comprovagao mateméatica de convergéncia, como é o caso das
placas. E finalmente, avaliar a viabilidade do uso da notacao strain gradient em anélises

nao lineares.
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APENDICE A - A Notacao Strain Gradient

A.1 Tabela de Coeficientes

Como foi mencionado no item 5.2.1, a questao principal na formulagao de elemen-
tos finitos utilizando a notagao strain gradient estd na determinagao de um conjunto de
vetores deslocamento linearmente independentes que correspondem a um conjunto especi-
fico de modos de deformacao cujo elemento é capaz de representar. Em alguns elementos,
como por exemplo, no retangulo de 8 nés e em outros também, as relacoes de compatibili-
dade devem ser obedecidas para a correta formulagao. Dessa forma, a Tab. A.1 apresenta
os coeficientes em funcao das deformacgoes e a compatibilidade entre alguns modos de

deformagao dados pela Teoria da Elasticidade.

Tabela A.1: Coeficientes em fungao das deformagoes.

Termo  eo(x,y,2) &y, y,2) €:(2,9,2) Yay(2,9,2) Y:(2,9,2)  Yax(2,9,2)

1 Ex Ey €z Vay Vyz Vxz

x Ex.a Eyx Ez Vay,x Vyz,x Vaz,x

Y Eay Eyy Ezy Tzy,y Tyzy Vzzy

< €,z Ey,z €2,z Vay,z Vyz,z Vaz,z
z? 1/2590,3[::1: 1/25y,a:a: 1/25z,xx 1/2’7xy,a:a: 1/2’7yz,oc:c1” 1/27xz,a:a:
xry Ex,xy Ey,zy Ezxy Yoy, zyt Vyz,xy Vaz,zy
Tz Exaz Ey,zz Ezxz Vay,zz Vyz,xz Vaz,zt
Y 1/2¢e44, 1/2€y,4, 1/2¢. 4y 1/ 2%y, 129y 1/ 2% gyt
y= Cayz Eyyz CERTE Vay,yz Vyz,yzt Vez,yz
22 1/2646722 1/25%22 1/2€Z,ZZ 1/2’)/zy,zz”r 1/27yz,zz 1/27%2,22

1 Relacoes de compatibilidade dadas por:

Yay,xy = Ex,xy + Ey,ax Yzy,zz = Yoz,yz + Vyz,xz — 2€z,zy

Vyzyz = €y,zz T Ez,yy Vyz,zx = Yoy,zz T Yoz,oy — 2€z,yz

Voz,wz = €a,22 + Ex,mm Vezyy = Veyyz + Vyzay — 26y,0z

Fonte: ABDALLA, J. E. Qualitative and discratization error analysis of laminated composite plate models.

Tese (Doutorado) — Faculty of the Graduate School of the University of Colorado, 1992 [2].
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O processo detalhado de determinacao dos coeficientes para um polinomio de
terceira ordem é dado pelos autores |2, 6, 7, 36|, respectivamente. Neste trabalho, houve

a necessidade de determinar os coeficientes até a quarta ordem. Portanto, a Tab. A.2

apresenta os coeficientes para um elemento tridimensional de até quarta ordem.

Tabela A.2: Coeficientes para um elemento 3D de quarta ordem.

1 Termo a; para u(x,y, z) b; para v(z,y, 2) ¢; para w(zx,y, z)
1 1 U v w

2 € Ex 'Yzy/2+¢z 'Yzz/Q_ o

3 Y Yoy /2 — @2 €y Vyz/2 + by

4 z Yoz /2 + Gz Vyz/2 — by €z

5] ? Exw/2 (Vayz — Exy)/2 (Vezz — €2,2)/2
6 Ty Exy Ey,x (_P)/ry,z + Yyz,x + ’Yzz,y)/z
7 re €x,z (’Yscy,z + Vyzz — 'sz,y)/Q €2,z

8 y2 ('ny,y - 5y,:}c>/2 gy,y/2 (’sz,y - 5y,z)/2
9 Yz (’Y:cy,z — VYyz,z T ’sz,y)/Q €y,z Ezy
10 22 (’sz,z - Ez,x)/Q ('sz,z - 5z,y)/2 Ez,z/2

1 a2t Ex,22/6 (Yay,oz — Ex,2y)/6 (Vazoz — Ex,22)/6
12 2%y Exmy/2 Eyzz/2 (Vozay — Ezyz)/2
13 x2z Ex,xz/Q (’ny,a:z - Ew,yz)/2 Ez,xx/Q

14 y? (Yay.yy — Ey.ay)/6 Ey,yy/0 (Yyzay — €yz)/6
15 ay? Ea,yy/2 Eyay/2 (Vyzay — Ey.ez)/2
16 y*z (Yay,yz — Ey,az)/2 Eyyz/2 €zy/2

17 23 ('Yzz,zz - 5z,atz>/6 (’sz,zz - 5z,yz)/6 Ez,zz/G

18 Tz 5x,zz/2 (’sz,xz - 5z,xy)/2 5z,a¢z/2

19 Yyz (’sz,yz - €z,ry)/2 Ey,zz/Q 8z,yz/2

20 xyz Ex.yz Ey,zz Ez,ay

21 ' Ex,mmx/24 ('ny,ra:x - Ex,:m:y)/24 (’sz,mm: - Er,:pxz)/24
22 a:3y 5x7mcy/6 Ey,xxx/G ('Yzz,:ca:y - E:L‘,J;yz)/G
23 3z 5w,xzz/6 ('me,xzz - 5:p,xyz)/6 Ez,x:m:/6

24 332?/2 5x,xyy/4 Ey,:ca:y/4 (’sz,xyy - Ex,yyz)/4
25 z?2? 5:E,xzz/4 (’Vyz,mxz - 5z,wmy)/4 5z,:m:z/4

26 2%yz - Eyzwz/2 E€2,zay/2
27wy’ Exyyy/ 6 Ey,ayy/6 (Yyzayy — Ey.ayz)/6
28 xz3 5z,zzz/6 ('sz,a:zz - 5z,acyz)/6 Ez,zzz/G

29 ay’z Exyyz/2 Ey,ayz/2 Exayy/2

30 zyz? Exyzz/2 Eyzzz/2 €2 ,myz/2

31 y* (Veyyyy — Eyayy) /24 Ey,yyy/ 24 (Yyzyyy — Ey.yyz)/24
32 y’z (Yay,yyz — Ey.ey=) /0 Ey,yyz/6 €2yyy/0

33 ?/222 ('Ya:y,yzz - Ey,avzz)/4 Ey,yzz/4 5Z,yyz/4

34 yZS ('YZz,yzz - Ez,xyz)/6 Ey,zzz/6 Ez,yzz/6

35 24 (’Yzz,zzz - €Z,$zz)/24 (’sz,zzz - Ez,yzz)/24 gz,zzz/24

Fonte: ABDALLA, J. E. Qualitative and discratization error analysis of laminated composite plate models.

Tese (Doutorado) — Faculty of the Graduate School of the University of Colorado, 1992 [2].
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APENDICE B - Solucoes Analiticas

B.1 Solucao Analitica para Placas

Para o caso apresentado pela Fig. B.1, o deslocamento tranversal maximo segundo

Szilard [39] é dado por:

4Q0 ) (m) mmx nmy
v = s 12 s gy (e (R o
onde, 3
Eh
P=na_m (B.1b)

Neste trabalho, m e n variaram de 1 até 71. Pois a partir deste valor, a tolerancia

obtida foi satisfatoria.

Simplesmente
apoiado

Figura B.1: Placa retangular simplesmente apoiada submetida ao carregamento
concentrado.

A proxima solugao analitica para os deslocamentos transversais maximos se refere
ao caso apresentado pela Fig. B.2. Segundo Gruttmann [13], tal grandeza é dada por:

QOG

Weentro = 5 s [11 — 6v — 7] (B.2)
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Figura B.2: Geometria da placa isotropica simplesmente apoiada nos cantos
submetida ao carregamento uniformemente distribuido.

B.2 Solucao Analitica para Laminados via FSDT

Neste trabalho, foi escolhida como solugao analitica a solu¢ao de Navier devido
a sua aplicabilidade aos laminados retangulares simplesmente apoiados. Outras solugoes
consagradas, como a de Pagano, foram apenas citadas, pois tratam os casos de geometria

e condigoes de contorno de maneira genérica.

B.2.1 Solucao de Navier para Laminados Cruzados Simplesmente
Apoiados (SS—1)

As condig¢oes de contorno SS—1 foram apresentadas pela Fig. 6.4 e sao dadas pela

teoria de primeira ordem de Mindlin por:

uo(z,0) =0, ¢.(x,0) =0, up(z,b) =0, ¢u(z,0) =0

w(0,y) =0,  $,(0,9) =0,  wla,y) =0,  dylay) =0

wo(x,0) =0, wo(x,b) =0, wo(0,y) =0, wo(a,y) =0 (B.3a)
Neo(0,9) =0,  Ny(a,y) =0,  Ny(z,00=0,  Ny(z,b)=0
M (0,y) =0,  My(a,y) =0, My (z,00=0,  My(z,b)=0 (B.3b)
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As condigoes de contorno em (B.3) sdo satisfeitas por:

up(z,y) = i i U, cOs iz sen By

m=1n=1

vo(z,y) = i i Vinn sen o cos By

m=1 n=1

wo(z,y) = f: i": Wonn sen ax sen By

m=1n=1

¢z(T,y) = i ian cos ax sen By

m=1 n=1
co 00

g Y,un sen ax cos By
1 n=1

Oy(,y)

mm nm
ondea=——¢ =—.
a b

O carregamento pode ser expandido numa série dupla de Fourier:

q(z,y) = i i Qmn sen ax sen Gy

onde,

m=

m=1n=1

4 a b
Qmn = — / / q(z,y) sen ax sen By dxdy
ab Jo Jo

(B.5)

(B.6)

A Tab. B.1 apresenta os coeficientes de carga, Q),,,, para alguns casos especiais

de carregamento.

Dessa forma, a solugao de Navier para anéalise estatica é obtida calculando os

coeficientes (Upnn, Vinn, Winns Xmn € Yimn) que serdo utilizados para computar a solugao

(uo, vo, wo, ¢ € ¢y) da Eq. (B.4) através da matriz:

511 812 0
512 S22 0
0 0 833

S14  S24 534

S15 S25 S35

onde os termos 5;; sao dados por:

S14
§24
S34
§44

S45

S15
S5
535
S5

S55

(

3

<~ < ==
A

(B.7a)
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$11 = Ana® + Agg8, 12 = (A2 + Ags)af3, $14 = Buia® + Bgg/3

815 = (B2 + Bgs)af3, 800 = Agea” + Ags 3, S24 = 815

825 = Bge + 322527 S33 = K(A55Oé2 + A4452)7 31 = KAssa (B.7b)
S35 = K Auf, 841 = D110” + D3> + K Ass, 845 = (D12 + Des) a3

855 = Dgo” + Do 3> + K Au

Deve-se lembrar que K ¢ o fator de cisalhamento, e que os termos A;;, B;; e D;;

sao obtidos pela Eq. (4.18b). A solucao da Eq. (B.7a) pode ser adquirida empregando o

Tabela B.1: Coeficientes do carregamento dado pela expansao da série trigonométrica
de Fourier empregando o método de Navier.

Carregamento ¢(z,y) Coeficiente Q,n

16(]0
m2mn

an =

(m,n=1,3,5,...)

8qp cosnm
Quin = — 0T
m™mn

(m,n=1,3,5,...)

4
Qrn = __Cio sen auxrg sen [y
a

(m,n=1,2,3,...)

Fonte: Theory and Analysis of Plates: Classical and Numerical Methods [39].



B.2 Solugao Analitica para Laminados via FSDT 133

método da condensacao estatica que consiste em dividir a matriz e os vetores dados por

RIS
{A%} {F?}

(B.7a) da seguinte maneira:

[[Kll] [KlQ]
[K12]T [K22]

onde,
U Wmn
1 - mn 2 —
(o) = {mh {2} - ] B)
Ymn
PR 0 . 3 S33 S3a S35
[Kll] = [AH AIQI g [Kw} - [ AM A15] ) [KQQ} = |834 S Sas (B.9b)
512 S99 0 824 Sos U
S35 S45 555
O an
(=} =0 90
0
A Eq. (B.8) representa o seguinte sistema:
(KM {AY} + [K72] {A%} = {F'} (B.10a)
[KIQ]T {Al} 4 [K22] {AQ} — {FQ} (BlOb)
Isolando {A'} em (B.10a), tem-se:
{A"}y = [k ({F') = [KP]{A%}) (B.11)
e substituindo a Eq. (B.11) em (B.10b), vem:
(IK2) — (KT K K) {A2) = {F2) — (K27 (K () (B.12a)
ou simplesmente,
(K] {A%} = [F? (B.12b)
onde,
W] = (%) — (K2R ) (B.12¢)
={F*} — [K®)" K" {F"} (B.12d)

Outra maneira de resolver a Eq. (B.7a) é utilizar a solugdo simbolica do pro-
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grama computacional MarLas®. De qualquer forma, ou resolvendo pelo método da

condensacao estatica ou empregando o software, obtém-se:

Upnn = (—522515544535 — 592555514534 F 22515534545 + S$22514545535
+ 512525535544 + 555512524534 — S14524525535 — 515534524525 (B.13a)

A A A A A A A2 A A A A A AD A
— 512524545535 + 514534555 — 512525534545 + 815824835) X (—an)/bmn

A~

Vin = (811825544835 + 511555524534 — 511524535545 — 511525545534
— 512515535544 + S25534514515 + S12514545535 + S12515534545 (B.13b)
A A A A A A A A A AD A A AD A
+ 524514515535 — S55512514534 — 524515534 — 525314535) X an/bmn
Winn = (5115228448 §1189982% — 81184482 — 81185582 2511854558945
mn = (511522544555 — 511522545 — 511544555 — 511555594 + 2511545524525
A A A2 A A A2 DG00ias 8148 A A a2 95 115055108
— 592844575 — 522855574 1 2522545514515 — 544555579 T 2544525512515
(B.13c¢)
940 8or 118 A2 A2 9318018108 9% ,-8108148 A2 A2
— 2894825514815 1+ Sy5S19 — 2545524512515 — 2545512514525 + 574595
A A A A A2 A2
+ 2824512514855 + 554515) X Qumn/bmn
(A A A A A A A A A oA A A A A2 4
Xonn = (—811822855834 + 511522835545 — 511535524525 + 522575534
A A A A A A A A A A A A AD A A
— 899835814815 — 2825812815834 + 835524512815 + 872855834 (B.13d)
A A A A A AD A A AD A
+ 535512514525 + 511855534 — 835579545) X Qumn/bimn
Yo = (811522544835 — 511522534545 + 511534524525 — 534524511515
A A A A A AD A A A A A A A A A
+ 592534514515 — S22574535 + 2594512514535 — 534512514525 (B.13e)
A A2 4 A A A2 A A2 A b
— 511594535 — 544535579 + 834814845) X (—an)/ mn
onde,
A a2 a2 A a2 a2 A a2 A2 A A2 A2 A A2 A2 A A2 A2
binn = 83354551 + 533514555 1 511534555 + 511524535 + 833554575 + 522514555
A AD A9 A AD A2 A A AD A2 A A A A2 A A A
+ 844835812 + 822834815 + 855834812 — 2834825812815 — 2812845834835
9482 5,555 A2 A A A A2 4 A A A2 A A A A2 A A A
— 4835524512514 — $15522533544 — 514522533555 — S45511522533 — 534511522555
A2 A A A A2 A A A A2 A A A DGt ar GonS10d
— 5355115228544 — 595511533544 — 554511533555 + 2534535524512515
(B.13f)
A A A A A A A A A A A2 A A A A A A A A
+ 2534535512514525 — 2533545524512515 — 512533544555 — 2833524525514515
+ 2533524512514555 + 2533544525512515 — 2533545512514525 + 2522533545514515
— 2599534535514515 + 511522533544 555 + 2511522545534 535

+ 2511533545524 525 — 2511534535524 525

Substituindo os valores encontrados em (B.13) na Eq. (B.4), obtém-se os desloca-

mentos generalizados (ug, vo, wo, ¢ € ¢,). Neste trabalho, o duplo somatorio foi resolvido
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fazendo m,n =1,3,5, ..., 21.

A solugao de Navier para laminados cruzados utilizando a FSDT existe somente
Se A16 = 0, A26 = O, A45 = O, B]_6 = O, BQG = O, D16 =0e D26 = 0. Isso 1mphca em
Q16 = Qa6 = Qu5 = 0. Dessa forma, as tensdes normais e cisalhantes no plano em cada

lamina sao dadas por:

(k) k

_ _ (k)

Tz o oo |@nn Q12 0 (RZZ 4+ 2SP ) sen ax sen 5y)

o =20, |Qi Qn 0 (R, + 25)7,) sen acr sen y) (B.14)

Tay mEELL 00 Qe (RZY + 2S* ) cos aux cos [y)
onde,

Rz —alUpn, Sre —aXmn
Empregando as relagoes constitutivas, as tensoes cisalhantes transversais serao

dadas por:

- ) x w Q 0 “ (Yin + BWnn) sen iz cos 3y)
o gsly o ) e

Txz s L0 Qs (Xmn + Wiy, cos a sen By)

Portanto, desenvolvendo as Eqs. (B.14), (B.15) e (B.16), tém-se:

o®) = i i( 2o, + QY BV,m) sen ax sen 3
m=1 n=1
-z f: f:( 7%’?04an + Qg)ﬁYmn) sen ax sen 3y (B.17a)
m=1 n=1
aé’;) = i i(@gg)aUmn + Qg’?ﬁvmn) sen ax sen 3
m=1 n=1
—z i i( 7%)04an + Qg)ﬁYmn) sen ax sen 3y (B.17b)
m=1 n=1
) = i i QW (BUnn + Vi) cos acz cos By
m=1 n=1
+z i N Qg’(? (BXimn + aYimn) cos ax cos (3 (B.17¢)

1 n=1

3

Q% (Yo + B W) sen o cos By (B.17d)

I
LR
hE

(k
Tyz)
1

i

T
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Z Z Qx5 ( an + W) cos ax sen By (B.17e)

B.2.2 Solucao de Navier para Laminados Angulares Simplesmente
Apoiados (SS—2)

Segundo a teoria de primeira ordem de Mindlin, as condi¢oes de contorno SS—2

(Fig. 6.29) para os deslocamentos generalizados e resultantes de tensdo e momento sao

dadas por:
uo(0,y) =0, ¢z (2,0) =0, uo(a,y) =0, ¢z(z,0) =0
vo(2,0) =0, ¢y(0,9) =0,  w(x;b)=0,  ¢yla,y)=0
wo(z,0) =0, wo(z,b) = 0, wo(0,y) =0, wo(a,y) =0 (B.18a)
N.y(0,y) =0, Nyy(a,y) =0, Nyy(2z,0) =0, Nyy(z,0) =0
M, (0,y) =0,  My(a,y) =0, My (2,00=0,  My(z,b)=0  (B.18h)

A Eq. (B.18) é satisfeita por:

8

NE

Z Upn sen oz cos By (B.19a)

1

vo(x,y) = Z Z Vinn COS aux sen By (B.19b)

1

uo(z,y)

8i
g i

m=1n

wo(z,y) Z Z Wn sen ax sen By (B.19¢)

1 n=1

m

8

Ou(x,y) Z Zan cos aur sen Jy (B.19d)

m=1 n=1

oy(z,y) ZZ " S€N ux cos By (B.19e)

m=1

g

Para determinar os coeficientes Uy, Vinn, Winn, Xmn € Yon, utiliza-se a Eq. (B.13).

Entretanto, os termos §;; ndo sao os mesmos apresentados por (B.7b), e sim:

$11 = Ana® + Agg8, 812 = (A1 + Ags)f3, 814 = 2B 3

$15 = Bisa” + Bag/3, 890 = Age” + A3, S24 = 515

S25 = 2Baysaf3, 833 = K(As50” + Auf?), 531 = KAz (B.20)
S35 = K Auf3, S41 = D110” + Deg 3 + K Ass, 845 = (D12 + Dgg )3

855 = Dgsa® + Do + K Ay
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Nos laminados angulares, ocorre acoplamento entre os modos de deformacao.

Com isso, as tensoes normais e cisalhantes no plano sao obtidas por:

(k) ~ ~ ~ k)
Oxx 0o 0o Qll Q12 Q16 (Rfrfn Gmn + Zanxn fmn)
Uyy = Z Z QlQ QQZ QQG <R7yr%/n Gmn + ZSyy fmn) (B21)
m=1n=1 A A A z Ty
Txy ' Qlﬁ Q26 Q66 (Rmyn fmn + ZSmn gmn)
onde,
Ry alUpy, S aXmn
R%Jn _(ﬁUmn + avmn) Sﬁ%z —(ﬁan + OzYmn)
e7
fimn = sen MY sen Y e GJmn = COS ML os 0¥ (B.23)
a b a b
As tensoes cisalhantes transversais provenientes das relagoes constitutivas sao
dadas por:

®) o w A A 1B
{Tyz} _ Z Z [Q44 Q45] { (Yin + BWn) sen ac cos 5y) } (B.24)

1o Q15 @ss (X + W) cos ar sen By)

Dessa forma, desenvolvendo e manipulando as Eqs. (B.22) — (B.24), chega-se a:

olt) = fj fj (O U goun + QL BV g = Q8 (B + Vi) ]
—z i f: [ 5 U o + Q8 BV Frm — O (B + Vi) gmn} (B.25a)
S i Q5 aUnn goun + Q85 BV G = Q) (B + Vi) |
—2 f: i {Qm W fran + Q% BV frun — Q5 (BUin + OVin) gn | (B25D)

(B.25d)
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0 — Z Z [ _fl’;)(Ymn + W) sen au cos By + Qé’? (Xmn + BWinn) cos ar sen ﬁy]
m=1 n=1
(B.25¢)

B.3 Solucao Analitica para Laminados via HSDT

Para solucao analitica de ordem superior, a implementacao foi realizada apenas
para os laminados cruzados simplesmente apoiados (SS-1). Com isso, as condigoes de
contorno sao as mesmas que as apresentadas pela Eq. (B.3). Portanto, os deslocamentos

generalizados sdo os mesmos que os computados por (B.4).

Comparando com a Eq. (B.7a), a solugao de Navier empregando a teoria de ordem

superior de Reddy é obtida através da resolucao da matriz:

B ~ T ( 3\ 4 )

511 S12 513 S14 S5 Umn 0
S12 S22 823 So4  Sos Vian 0
513 523 833 834 S35 Winn = Qmn (B.26a)
514 824 834 Saa Sus Xmn 0
| S15 S25 S35 Sa5 Ss5 | | Yo . 0

Neste caso, os termos 5;; sao dados por:

$11= Apo® + Agg8, 12 = (A1g + Ags)3

813 = —c1 [Ena? + (Eip + 2Eg6) 3% a, 414 = Bi1o? 4 B3’

415 = (Bi2 + Bes)a, 820 = Agea” + Agp /3, S24 = 815

803 = —¢1 [Enf? + (Br2 4 2Ee)a’] 5, $95 = Beoal® + B3

833 = Ass0® + A + ¢f [Hio + 2(Hys + 2Hes)a” 2 + Ha 3] (B.26b)

830 = Asza — ¢1 [Fia® + (Fip + 2Fs6) %)

835 = Aufb — a1 [F22ﬁ3 + (Fm + 2F66)0426]

844 = Ass + D11 + D5, 845 = (D12 + Dgg)afs

S55 = Ass + Desa® + Dop5°

onde,

Aij = Ayj — 2c2Dy; + 3 Fj (B.26¢)
Bij = Bij — &1 Ej; (B.26d)
Di; = Dij — 2, Fy; + 1 Hy; (B.26¢)
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A

Na Eq. (B.26¢) os valores de i e j valem 4 e 5; enquanto que para as partes (d),
(e) e (f) os mesmos sao avaliados em 7,7 = 1,2,6 e ainda,

4 4

C1

Por se tratar de uma matriz 5 x 5 completa, a determinacao dos coeficientes U,,,,

Vs Winns Xonn € Yn € feita empregando a solucgao simbolica do programa computacional
MarLAaB® na Eq. (B.26a). Entretanto, o exemplo estudado no item 6.2.2 pode ser
simplificado devido & sua simetria. Com isso, os termos Si1, $12, S13, S14, S15, S22, S23, So4
e So5 sao todos nulos. Isso implica na nulidade dos coeficientes U,,,, € V,,,. Dessa forma,

a solucao analitica fica bastante simplificada, resultando em:

W = 3om)
by
Xon = —Win (B.27b)
bo
b
Yon = =W (B.27¢)
bo
onde,
A ~ bl ~ b2 A A A9
b = 833 + 8347~ + S35, bo = 844555 — 815
b bo (B.27d)
b1 = 845535 — 534555, by = 834545 — 544535

A solugao de Navier para laminados cruzados utilizando a HSDT existe somente
se Aig, Ass, Aas, Bie, Bas, Dis, Das, Dus, Ene, Eas, Fis, Fa, Fus, Hig € Hag forem nulos.

Portanto, as tensoes no plano serao dadas por:

(k) - ~ (%)

O o s |Qun Q12 0 (28 + ¢, 23T ) sen e sen By)
Oyy = Z Q12 Qn 0 (28Y4 + ¢123TYY ) sen ax sen By) (B.28)
Tay "0 00 Qe (289 + ¢, 23T ) cos ax cos By)
onde,
Sz —aX,mn Tz aXmm + EWon
Sk (= —BY , vy b = BY i + 3*Wonn (B.29)
Sﬁ%l ﬁan + aYm" Tﬁ#z _(ﬁan + aYmn + ZCVHWmn)

As tensoes cisalhantes transversais empregando as relagoes constitutivas do ma-

terial serao dadas por:
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{Tyz}(k) ]- — CQZ Z [Q44 _O ] (k) { (Ymn . ﬁwmn) s ﬁy) } (BSO)
m=1 n=1

Tez 0 Q55 (an + ann) COS arr sen ﬁy)

Portanto, rearranjando os termos das Eqs. (B.28), (B.29) e (B.30), tém-se:

=~z Z Z QY X + Q1 BY ) sen az sen 5

(B.31a)

aan + Q22 BY ) sen ax sen 3

n

+¢2° Z Z [Q12 aXpn + W) + Q8 (B + 62Ymn)] sen ax sen 3y

&
giM8
Mg

g L

m=1 n=1
(B.31b)
ch’;) =z Z Z Qé? (BXmn + @Yimn) cos ax cos 3
m=1 n=1
B Z Z [Qgé) (BXn + Yo + 2046Wmn)] cos o cos 3y (B.31c)
m=1n=1
735’;) = (1 — )2 Z Z QY (Vyn + BWian) sen oz cos 3 (B.31d)
m=1 n=1
70 = (1 = ¢y)2? Z Z Q") (X pun + W) cos i sen 3 (B.31e)
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