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RESUMO

Este trabalho analisa vigas de materiais compokitoghados via elementos finitos,
formulados utilizando-se a notacadragn gradien{ que é uma notacdo fisicamente
interpretavel. A notacastrain gradientpermite avaliar as capacidades de modelagem de
elementos finitos, assim como identificar e remarens de modelagem a-priori.

Inicialmente , faz-se uma revisao bibliografica qimrda compdsitos laminados, o
meétodo dos elementos finitos e erros de modelagemlementos finitos. Subseqientemente,
desenvolve-se a fundamentacdo teodrica do métodoelmsentos finitos, de materiais
compositos laminados e da notagéain gradient

A formulacdo de um elemento finito de dois noss(sgaus - de — liberdade) para
analise de vigas de compositos laminados com adgudeide representar deformacao por
cisalhamento transversal é apresentada. Atravasotdgaostrain gradient identifica-se a
presenca de um termo espurio na expressao paoacdistangulagy,, ou seja, um termo de
cisalhamento parasitico. A remocéo desse term@easrelemento, permitindo a obtencao de
respostas fisicamente corretas.

O elemento finito € implementado em codigo FORTR&N suas duas versodes, com e
sem cisalhamento parasitico. Analises numéricasesflizadas visando a comparacédo entre
solugdes contaminadas pelos efeitos do cisalhanpanésitico e solugdes corrigidas.

Em geral, observa-se que ambas solu¢des conver@ano pnesmo resultado, porém a
solucdo corrigida para cisalhamento parasitico sapta taxa de convergéncia
significativamente mais elevada. Destaca-se, emt&enrijecimento artificial causado pelo
cisalhamento parasitico.

Nas solucdes para deformacéo e tenséo de cisaltmin@msversal, observa-se que a
representacdo gerada pelo modelo com cisalhamamn&sipco é qualitativamente erronea,
jamais convergindo para a solugao correta, mesmmoncaior refino de malha. Demonstra-se,
assim, a necessidade da remocéo a-priori do tespioie para obtencdo de solugdes corretas

para vigas de compadsitos laminados.

Palavras-chaves: Elementos Finitos, Compaésitos hamois, Notaca&train Gradient Viga
de Timoshenko, Analise de Vigas.



Abstract

This work analyzes laminated .composite beams usmig elements formulated in
strain gradient notation, which is a physicallyenpretable notation. Strain Gradient notation
allows for the evaluation of modeling capabilitiet finite elements, as well as for the
identification and elimination of modeling errorpaori.

Initially a literature review is performed on lamated composites, on the finite
element method an on finite elements modeling sr®ubsequently, fundamental aspects of
the finite element method, of the mechanics of tat@d composites and of strain gradient
notation are presented.

A two-node (six degree-of-freedom) element for éimalysis of laminated composite
beams which has the capacity of modeling trans\a&hear deformation is presented. Through
strain gradient notation, the presence of a spartetm in the transverse shear strginis
identified. This spurious term is a parasitic shieam. Its removal corrects the element, this
allowing for obtaining physically correct answers.

The finite element is implemented into a FORTRANean its both versions, that is,
with and without parasitic shear. Numerical anadyaee performed with the intent to compare
solutions contaminated by the effects of parasttiear with correct solutions.

In general, it is observed that both solutions esge to the same result. However, the
solution correct for parasitic shear presents aifsegntly higher rate of convergence. This
demonstrates the artificial stiffening effect calibg parasitic shear.

It is also observed that solutions for transvelssas strain and stress generated by the
model containing parasitic shear are qualitativetsoneous, and do not converge to the
correct solutions even with greater level of mesdinement. Therefore, it is demonstrated the
need for removing the spurious term a-priori fotaoting correct solutions for laminated

composite beam problems.

Key words: Finite Elements, Laminated Composites, Straind@&ra Notation, Timoshenko
Beam, Beams Analysis.
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Lista de Simbolos

d Vetor dos deslocamentos nodais

E Modulo de Elasticidade Longitudinal

G Modulo de Cisalhamento Transversal

K Matriz de rigidez

q Rotacao ao redor do eixo y

p Rotacado ao redor do eixo x

u, v, w Deslocamentos nas dire¢cdes X, Y e Z

A B, D Submatrizes da matriz de rigidez do lammad

U Energia de deformacéao

Um Matriz de energia de deformacdes

N, M Vetores das resultantes de tensdes (forgamsaie e momentos fletores)

\% Coeficiente de Poisson

€ Vetor de deformacdes elasticas

o Vetor de tensdes

0 Angulo entre coordenadas globais e materiaisiftacdes das fibras de cada
lamina do laminado

Q Volume do elemento

d Matriz de transformacéo entre coordenadas nedes®rdenadas Strain
Gradient

Esg Vetor Gradiente de deformagoes

C Matriz constitutiva

(_Q Matriz constitutva paraumalaminaemcoordenadsglobais

Q Matriz constitutiva para uma lamina em coordasadateriais

Tsg Matriz de transformacao entre gradiente de defodese deformacoes
elasticas

z Espessura do laminado

t Espessura da lamina

b Largura da viga

h Espessura de uma lamina genérica do laminado

Vi



m, n

Qu Q

Comprimento da viga

Matriz de transformacao entre tensdes/deformagdéesferencial global para o
referencial material

elementos da matriz T

Componentes de forgas cisalhantes

Matriz de rigidez associada aos efeitos do cisadéimdo transversal
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CAPITULO 1
1 INTRODUCAO

1.1 Consideracdes Iniciais

Materiais fabricados a partir da combinacao de daisnais materiais diferentes sao

chamados de materiais compostos, ou simplesmemedsitos.

Compdsitos sao formados a partir da combinacaoifdeedtes materiais, em escala
macroscopica, formando um novo material com prdpdes mecéanicas proprias, como, por
exemplo, mais leves e/ou mais resistentes que dsrimia homogéneos. Portanto, um
material € considerado composito somente se osediss materiais que o compde forem
avaliados em escala macromecanica, em contrasteosomateriais homogéneos, que em
escala molecular podem também ser formados poriaiatdiferentes. O concreto e alguns
tipos de pneus sdo exemplos de materiais compoBtstre as diferentes classes de
compoésitos, destacam-se 0os compositos laminadtas,dpenanda crescente nos projetos de
engenharia, em especial na industria aeronautas.niis diferentes estruturas mecanicas, €
cada vez mais frequente a utilizacdo de compodkitosados, em virtude das vantagens que

estes materiais apresentam em comparacao com amateymogéneos.

A utilizacdo de materiais laminados ndo é um @gid do mundo contemporaneo. As
laminas de papiro, fabricadas a partir da plantasndesmo nome, desde a Antiglidade pelos
egipcios, tratam-se de um exemplo de laminadoirAs ¢btidas do miolo da planta, depois
de esmagado por um rolo, sdo dispostas em camadas fibras orientadas
perpendicularmente entre si que, uma vez desidsuagin processo de prensagem, conferem

igual resisténcia nas diferentes dire¢cdes da es&ut

O compdésito laminado € uma das formas mais utdigade materiais compostos, e
consiste no empilhamento de duas ou mais lamira&ifamente ligadas entre si de forma
que, idealmente, ndo haja movimento relativo ezlase. Uma lamina tipica é confeccionada a
partir de fibras de alta resisténcia, orientadas meis diversas direcbfes e que estdo
mergulhadas num meio chamado “matriz”. A funcaonddriz é conferir protecéo as fibras e

monoliticidade ao conjunto, enquanto a fibra ofenessisténcia a estrutura.
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A estrutura mecanica resultante pode ser uma uiga, placa ou casca, dependendo
da geometria e do emprego. Além das iniUmeras vamsagstruturais deste tipo de material,
que possibilita ao engenheiro um dimensionamenie raaional e eficiente das solicitacdes
mecanicas da estrutura projetada, como por exemmalimy resisténcia e/ou rigidez, ha outras
de ordem econdmica e ambiental. E o caso da fghicde laminados de madeira para
confeccdo de moveis, onde uma fina camada de raaugre, cara e escassa como a imbuia
Ou mogno, quase sempre extraidas de reservas igatergeste laminas internas obtidas de

arvores cultivadas pelo homem, mais abundantesagalsacomo o pinus ou eucalipto.

Ha muitas teorias para explicar o comportamentoronaecanico dos compaositos
laminados, entre elas cita-se aqui a Teoria Clég#écPlaca Laminada, Teoria de Primeira
Ordem, e Teoria de Ordem Superior (MACHADO, 199R).Teoria Classica de Placa
Laminada despreza os efeitos cisalhantes. Ja & téerprimeira ordem inclui os efeitos
cisalhantes na analise, e seu nhome advém da oroemotndmios (lineares) que descreve o
campo de deslocamentos. Nas chamadas teorias da&m osliperior, 0 campo de

deslocamentos € expandido por polindmios de ordgrerr.

Para analisar numericamente o0s resultados das emliésr teorias, torna-se
indispensavel uma ferramenta matematica eficidbdea analisar problemas complexos da
pratica da engenharia e obter resultados com geaacdracidade elevado, empregam-se
métodos numérico-computacionais. O mais utilizaelotreé esses € o método dos elementos
finitos — MEF (HUEBNER, 1995), que é amplamenteitacpela comunidade cientifica, e
também nos meios comerciais, para solucdes aprdasnde problemas de engenharia. O
método dos elementos finitos tem sido largamentpregado em pesquisa e analise de
compoésitos, tal como se menciona em (YUAN, 198RQOCHE & ACCORSI, 1998),
(KRAWCZUK at al, 2000).

O estudo dos materiais compositos laminados commeese inicialmente em
estruturas do tipo placas e chapas. Os traballiwe s@as eram, até algum tempo, escassos
na literatura, (VINSON & SIERAKAWSKI, 1986). Emboeaaliteratura sobre analise de vigas
de compadsitos laminados atualmente ja seja ext¢R€ACHE et al, 1998), (ABDALLA,&
MACHADO, 1999), (ABDALLA, at al, 2000), existe espa para novas pesquisas que

deverdo trazer mais luz a compreenséo do compantarde compostos laminados.
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1.2 Objetivos

O objetivo desta dissertacédo € detalhar o desenveiio do elemento finito de viga
para anadlise de compdsitos laminados proposto fmlalle e Machado (ABDALLA &
MACHADO, 1999), e demonstrar, na medida do possigela aplicabilidade. Varios
problemas sdo modelados empregando o0 elemento, uzindd resultados para

deslocamentos, deformacgdes e tensdes.

Como o elemento é formulado através da not&téein Gradient que é fisicamente
interpretavel, a presenca de um termo espurio paessao para a distorcdo angularé
identificada. Também € objetivo deste trabalho stigar largamente os efeitos deletérios
deste termo espurio, interpretado como um termasd¢ghamento parasitico. O enrijecimento
artificial (erro qualitativo) € demonstrado nosigarproblemas analisados. A presenca de
erros qualitativos na representacdo da deformacmsfio de cisalhamento transversal é

explorada com a devida amplitude.
1.3 Motivagao

O meétodo dos elementos finitos tem sido largamempregado na andlise de
estruturas, gerando resultados que servem de g&ubsfdportante na fase de
dimensionamento. Na area de compositos laminadogeaquisas buscam a definicdo e
validacdo de elemento que possam modelar estrati@guadamente, gerando resultados com

niveis de precisédo aceitaveis.

Os trabalhos de (DOW & BYRD, 1988), (DOW & ABDALLAL994) mostram que
durante a formulacdo de elementos finitos em gerags de modelagem contaminam as
expressdes polinomiais, causando enrijecimentdicati Particularmente, em placas de
compoésitos laminados, (ABDALLA, 1995), termos espsircausam também representacdes
incorretas das deformacdes. Portanto, elementogosfinpara compdsitos laminados

apresentam erros qualitativos, além do enrijecimarttficial.

Trabalhos recentes, (ABDALLA, et al 2000), (ABDAAL et al, 2002) mostram erros

qualitativos presentes também em elementos de VAgaim, uma investigacdo mais
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aprofundada deve ser realizada a fim de se comgeeenfendmeno e buscar uma validagéo

desse tipo de elemento.
1.4 Escopo do Trabalho

A analise macromecanica da viga laminada, objettad#issertacdo, considera apenas
carregamentos mecanicos e estaticos, sendo, modastonsiderados efeitos térmicos, de
umidade, bem como vibracfes. As analises serétatlas ao regime elastico, ndo havendo
consideracfes quanto a plasticidade, nem a fen@memo fratura ou delaminacdo. Sera
utilizada a teoria de viga de Timoshenko, e o efgménito sera formulado utilizando-se a
notacadStrain Gradient que possibilita a identificacdo e remocao de ¢srespurios a-priori.

A implementacdo do elemento sera feita em um pnagrem linguagem Fortran. A validagéo
do modelo se fard através do confronto com dadosnérados na literatura, bem como com

valores obtidos analiticamente.

Em termos de estrutura, esta dissertacao estédidtx em cinco capitulos, a saber. 1)

Introducao, 2) Revisédo bibliogréfica, 3) Fundameateteorica, 4) Andlise, e 5) Conclusao.

A revisdo bibliografica tem como objetivo mostraewlucéo histérica e a situacao
atual do assunto pesquisado. A fundamentacdo &eoOf@rece a sustentacdo cientifica ao
trabalho, mostrando as diferentes teorias exisepéga 0 assunto em questdo. A analise
mostra o0s resultados numéricos encontrados, rdesltastes que validam a teoria. A
conclusdo mostra a eficiéncia da modelagem propiosta como sugere novas pesquisas para

melhorar os resultados obtidos neste trabalho.
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CAPITULO 2

2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 Introducao

Movida por necessidades econdmicas em otimizattag®s ou viabilizar projetos, a
indUstria contemporanea confiou a engenharia aabpst novas solucdes que pudessem
melhorar 0 desempenho de estruturas mecanicas eodiqurespeito, por exemplo, a
resisténcia e rigidez nas diferentes direcdeszewdurabilidade, entre outras caracteristicas.
Este desafio levou os engenheiros a conceber nmatsriais a partir de dois ou mais
materiais homogéneos, denominados compdsitos. ©eargr compdsitos, destacam-se 0s
laminados, que séo formados a partir de duas osi l&rainas perfeitamente coladas umas nas

outras de forma a haver solidarizagdo estrutural.

Neste capitulo serdo abordadas as diferentesase@xistentes para analise de
compésitos laminados, cada uma cumprindo finalisl@dpecificas de analise. Sera abordado
também o método dos elementos finitos, ferramentaénica adotada para analise dos
resultados teoricos deste trabalho. A questdo Wlos de modelagem é também tratada neste
capitulo, onde se procura mostrar que tais errodngientes a formulagdo do elemento, e,

portanto, presentes na analise.

Esta revisdo bibliografica pretende mostrar em egtado se encontra 0 assunto em
estudo, e sera feito na proxima sec¢do. A revisBliogréfica se inicia pela classificagdo dos
diferentes tipos de compadsitos, bem como descrevend presenca nos diferentes periodos
da historia da humanidade, passando pelo inicioatid@ises cientificas dos compadsitos
laminados, chegando até os dias atuais, onde sgegantes explicam comportamentos antes

nao considerados dos materiais em questéao.

Como este trabalho aborda a analise de vigas dpdsitos laminados via o0 método
dos elementos finitos, 0 método sera brevementerittiesassim como o desenvolvimento
analitico da viga de Timoshenko. O modelo de vigaTdanoshenko é empregado por ser

importante a consideracdo das deformacdes de amaltito transversal.
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2.2 Materiais Compostos

Um compdsito laminado pode receber diferentes meragdes em funcdes de sua
geometria, forcas atuantes e aplicacées mecaritasas, chapas e vigas, sdo exemplos de
estruturas confeccionadas pelo empilhamento dendsrde materiais compostos. Esta secdo
procura familiarizar o leitor com o assunto, priraaiiferenciando materiais compostos dos
homogéneos, depois descrevendo um material lamitiptbhm, para em seguida focar na
guestdo da viga laminada, objetivo deste trabalho.

Um material € considerado composto se for conoehidpartir de dois ou mais
materiais diferentes, avaliados em escala macrasgoportanto heterogéneos, (JONES,
1975). Varios povos da Antiglidade ja conheciameedagens de se combinar materiais para
suprir diferentes necessidades. Talvez tenham 8asc®piragdo na natureza. Algumas

arvores, por exemplo, desenvolvem fibras em dilediferentes em alguns pontos do lenho.

Do ponto de vista cientifico, o0s compositos passaa ser utilizados a partir do inicio
do século vinte, tendo no concreto armado o pral@pemplo. Mas foi por volta de 1950 que
a utilizacdo dos compositos ganhou escala, devidivango da inddstria aeronautica.

2.3 Compositos Laminados

Os esforgos iniciados na metade do século passadwusca de materiais avancados,
continuam ainda hoje, pois se percebe que, dodiadtifico, ha muito ainda a pesquisar, e do

lado econdmico, uma demanda crescente a suprir.

Estruturas mecéanicas laminadas sao as formasutiieaadas de materiais compostos,
e consistem no empilhamento de duas ou mais lampateitamente coladas, conforme
ilustra a figura 2.1. Uma lamina tipica € confeneida a partir de fibras de alta resisténcia,
orientadas nas mais diversas direcbes, posicionadequadamente num meio chamado
matriz. A funcdo da matriz € conferir protecao isab e unidade ao conjunto, enquanto a

fibra oferece resisténcia a estrutura.
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Figura 2.1 (A): Laminas tipicas de um laminado

Figura 2.1 (B) Laminado composto de trés laminas fibras em diferentes
orientacoes.

A necessidade de compreensdo do comportamentoivecis materiais laminados

fez surgir diversas teorias, das quais alguma® seldtadas sucintamente adiante. Importante
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registrar que tantas teorias se fazem necessadegug nenhuma delas é capaz de
isoladamente representar perfeitamente o compontam@ecanico dos laminados. Além
disso, cada teoria cumpre uma finalidade espeaificastudo de algum aspecto particular de
um laminado. Por exemplo, se 0 objetivo é avalidaroinado como uma Unica estrutura
homogénea, ndo ha necessidade de depreender ssfmgo uma teoria refinada, que
considera as contribui¢des individuais de cadariamApesar do objetivo deste trabalho ser a
analise de uma viga laminada, algumas teoriasballras citados fazem referéncia ao termo
Placa. Isto acontece em raz&o da literatura safrga@sitos laminados trazer inicialmente
uma quantidade maior de estudos sobre este tipesttetura. Trabalhos sobre vigas
laminadas eram até algum tempo escassos. Emboraaddgeorias de compadsitos laminados

estejam colocadas em termos de uma placa, servelpéma para vigas laminadas.
2.3.1Teorias sobre Placas

Alguns dos primeiros e mais importantes trabalhddigados sobre placas sdo o de
Reissner, (REISSNER, 1945), seguido pelo de MindMINDLIN, 1951). Reissner
trabalhou com expansfes de campos de tensdes,némddandlin atuou com campo de
deslocamentos. Ambos adotaram coeficientes deg&mrrdo cisalhamento constante, sendo
5/6, (aproximadamente 0,83) para os trabalhos desfRer, er®/12 (aproximadamente 0,82)
para os estudos de Mindlin. Outro pioneiro no estath questao foi Kirchhoff. Mindlin
considera em sua teoria as deformacdes transvecsaisadas pela deformacdo de
cisalhamento transversal. Importante registrarapurabalhos citados neste paragrafo foram

desenvolvidos para o caso de placas homogéneas.

Muitas das teorias sobre placas (laminadas ou s@m}itadas através de siglas, que
transmitem (em inglés) suas caracteristicas pramipAlgumas delas serdo relacionadas a
seguir, segundo Machado (MACHADO, 1992).

CPT — “Classical Plate Theory” — Teoria ClassicaPiecas, baseada no modelo de
Kirchhoff.

CST - “Constante Shear-Angle Deformation Theory’Teoria do angulo de

Cisalhamento Constante, baseada nos modelos denebidindlin.
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CLPT - “Classical Laminated Plate Theory” — Tearlassica de Placa Laminada.
Corresponde a CPT para o caso de placas laminadas.

FSDT — “First Order Shear Deformation Theory” — fi@aode Primeira Ordem.
Corresponde a CST para o caso de laminados. O cdenpgeslocamentos varia linearmente

ao longo da espessura.

HSDT - “High Order Shear Deformation Theory” - Tieode Ordem Superior ou
Teoria Refinada. Engloba a FSTD, uma vez que o oahepdeslocamentos é expandido por

polindbmios de ordem superior.

LCST - “Layer-wise Constant Shear Angle Theory” eofia do angulo de
cisalhamento constante para lamina discreta. Gmmele a CST, porém aplicada a cada

[amina individualmente.

GLPT - “Generalized Layer-wise Plate Theory” — Taageneralizada de placa por

lamina discreta. E um caso particular da LCST.

Segundo Reddy (REDDY, 1989), as teorias de pldaasnadas podem se

agrupadas em trés categorias:

a) Teorias tridimensionais (3 — D), que tém como bas®lecanica do

Continuo e da Elasticidade;

b) Teorias de Camada Simples Equivalente - (ESL) -ui&dent Single
Layer”;

c) Teorias do Tipo Camada ou Lamina Discreta - (LWl)ayerwise”.

As teorias tridimensionais consideram a geometriarda placa, ndo necessariamente
laminada, tal como ela é, ou seja, tridimensiokah termos préaticos as solucdes através

destas teorias sdo limitadas a poucos casos davidmplexidade de analise.

As teorias de camadas simples equivalentes (ESLfménulacdes especificas para

laminados, consideram a placa bi-dimensional, ereamm as trés suposicoes seguintes. Cada
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lamina é elastica; o laminado é considerado coma umica placa homogénea, e esta

submetido a um estado plano de tensoes.

O grupo de teorias do tipo Camada ou Lamina dsatetambém conhecido como
Multi-lamina. Nestas teorias o laminado é considertal como é: constituido por laminas
individuais empilhadas. Aqui 0 angulo de rotacdamdanal varia de lamina para lamina, e o
campo de tensdes interlaminares é precisamentseyiado.

Os trabalhos de Pagano e Whitney, (PAGANO, 1968HITNEY & PAGANO,
1970), que se baseiam na Elasticidade 3 — D, s@stariemente lembrados como de grande
importancia para determinar solugcbes analiticas martos tipos de placas ortotrépicas

laminadas.

A mais simples das teorias classificadas por Rettyategoria (ELS) € a Teoria
Classica de Placa Laminada — (CLPT). Trabalhos come Yang, Norris e Stavsky (1966),
figuram como pioneiros na modelagem da referidaadedrabalhos de Pagano (PAGANO,
1969) e Whitney & Pagano (WHITNEY & PAGANO, 197Q@Qjgeriram a ndo utilizacdo dessa
teoria para laminados, em virtude da mesma degposzafeitos cisalhantes. Na verdade, a

propria CPT é restrita para o caso de placas deepegespessura.

A teoria de primeira ordem FSDT inclui os efeitésathantes na analise, e seu nome
advém da ordem dos polindbmios (lineares) que desereo campo de deslocamento.
Interessante destacar que foi a teoria CPT quelpdes 0 surgimento da teoria FSDT.

As chamadas teorias de ordem superior — HSDT fativenicio a partir de trabalhos
de Whitney & Pagano (WHITNEY & PAGANO, 1970).

Dentre muitos nomes que contribuiram com as tealtagipo camada, cita-se 0s
pesquisadores Reissner (REISSNER,1984), e Reddy@RE1989).

Cho (CHO et al., 1997) classificam as teorias sddneinados em trés categorias:
teorias da camada simples equivalente, teoriagpdaamada, e teorias zig-zag. A diferenca
em relacdo a classificacdo de Reddy, € a introdde&ama nova categoria de teorias sobre
laminados, denominada de “zig-zag”, que por suaseedivide em duas sub categorias,

conforme descrito a seguir.
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FZZT — “first order zig-zag theory” — teoria ziggde primeira ordem, desenvolvida
por DiSciuva (DISCIUVA, 1985). Nesta teoria os @esimentos no plano do laminado séo
lineares e continuos ao longo da espessura; eabd®tgraus de liberdade é apenas cinco,
independente do numero de camadas. Segundo Cho @HD, 1997), esta teoria tem

demonstrado acuracia em muitos casos, especialparadaminados simétricos.

HZZT - “higher-order zig-zag theory” - teoria zigg de ordem superior. Dentre
aqueles que contribuiram para esta teoria, aparessmnomes de Cho (CHO &
PARMERTER, 1993), Averill (AVERILL & YIP, 1996), dre outros. Nesta teoria, foram
corrigidos alguns problemas verificados na teod@F, como por exemplo, ineficacia para

laminados ndo simétricos.

2.3.2 Uma teoria de ordem superior simplificada para compsitos

laminados

A teoria de ordem superior simplificada, propostar Reddy, (REDDY, 1984)
considera a deformacao cisalhante do laminado,andato nimero de variaveis dependentes
desconhecida igual ao caso de primeira ordem. Uswa teoria para laminados se justifica
em virtude da teoria classica tornar-se ineficieptendo a razdo do médulo de cisalhamento
transversal € muito grande (em torno de 25 a 40)vez de 2,6 para um tipico material
isotropico, (REDDY, 1984). Esta ndo foi a primeibeoria a considerar a deformacéao
cisalhante numa placa, outras teorias foram puddgantes, que serviram de base para o
trabalho de Reddy. A ineficiéncia destas teorigerares, por exemplo, Reissner-Mindlin,
residem no fato de que é introduzida uma variadali@nal desconhecida na teoria linear,
com uma forca adicional ao longo da espessuras Estaias de deformacgdes cisalhantes nao
satisfazem as condicfes de contorno para a temsdbante na base e no topo da placa, que
deveria ser nula, e com valores diferentes de gara qualquer outra parte ao longo de sua
espessura. Por conta disto, faz-se necessarioredugio de um fator de correcdo de

cisalhamento ao longo da espessura do laminado.

A teoria de Reddy, além de considerar a deformégdsversal cisalhante, considera
ainda que a mesma varia parabolicamente ao longsmsssura do laminado, ndo havendo
assim necessidade de introducdo do fator de corrégécisalhamento para o célculo das
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tensdes cisalhantes transversais. Reddy afirmasgjteorias que se baseiam em equacdes de
equilibrio de primeira ordem como as de LevinsobEMINSON, 1980) e Murthy,
(MURTHY, 1981) sé&o inconsistentes porque o campdeaidocamentos usado € derivado a
partir do principio dos deslocamentos virtuais. d®Redfirma ainda que a forma correta das
equacgOes diferenciais e condicdes de contorno pmEquer teoria de campo de
deslocamento ndo sdo conhecidas sem o uso dopividois trabalhos virtuais.

Assim a teoria de Reddy se diferencia em dois &spetaquelas por ele citadas
Primeiro, ao considerar na derivacao tanto cammoslaslocamentos, como equacdes de

equilibrio, e segundo, por desenvolver seu trabaéina compdsito laminado anisotrépico.
2.4 Solucdes Via o Método dos Elementos Finitos

Surgido nos anos 50 do século passado, o MétosicElmentos Finitos é um dos
mais difundido para a obtencdo de solucdes apradmgara problemas de valor de
contorno. De uma forma simplificada, o MEF, comsietn subdividir o dominio do meio
continuo numa quantidade finita de subdominios.aCadbdominio é considerado um
elemento finito que, uma vez conectado aos outi@ves dos chamados pontos nodais,
formam uma malha, cobrindo todo o dominio do camtiN&ao é dificil imaginar que estes
elementos podem assumir diferentes “tamanhos” mge@s, (ZIENKIEWICZ & TAYLOR,
1989).

Mesmo ndo havendo a menor pretensao de se fazemraguevisao bibliografica do
MEF, citam-se alguns autores que entre outros,riboitam para o desenvolvimento do
método. Bathe (BATHE, 1996) relaciona alguns noomegorme segue: (COURANT, 1943),
que trabalhou a questdo matematica do método; (EYNKB57), efetuou aplicacdo do
método a fisica; e (ARGYRIS, 1965), um dos piorseieon utilizar o MEF na engenharia.
Noor (NOOR, 1991) publicou uma coletanea de bilbbtibgs de livros e monografias sobre

Elementos Finitos.
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2.5 Modelagem via elementos finitos de materiais compitss

laminados

Sao inumeros os trabalhos publicados sobre apksade Elementos Finitos para
solucdo de laminados, de forma que seria impraiag@&visa-los todos neste trabalho. Assim,
alguns autores sao relacionados, cujos trabalh@gnfamportantes para esta pesquisa. O
assunto rendeu inclusive algumas teses de doutof@d&D, 1988), (ABDALLA, 1992), e
uma infinidade de artigos.

Tenek (TENEK, 1998) analisa, via elementos finitestruturas laminadas como

placas, cascas e vigas.

Muitos artigos exploraram um tipo especial de eletm finito triangular, denominado
de DST - “Discrete Shear Triangle”, elemento de més, com trés graus de liberdade em
cada nd. A caracteristica importante desta forndislaé que o elemento é livre do fenébmeno
conhecido por travamento ou ‘“locking” de cisalhatoetransversal. Lardeur e Batoz
(LARDEUR & BATOZ, 1989) foram os responsaveis plelanulacdo consagrada.

Abdalla publicou uma série de artigos nos ultides anos, sobre analise de placas e
vigas tendo sempre como caracteristica especificatagdo fisicamente interpreta\gtrain
Gradient (ABDALLA & DOW, 1994), (ABDALLA, 1995), (ABDALLA & MACHADO,
1999), (ABDALLA at. al., 2002).

2.6 Modelagem via elementos finitos de vigas laminadas

Existem trés métodos para resolucdo de probleefasentes a laminados, ou mais
especificamente, vigas laminadas, a saber: tedéssica da elasticidade, extensdo da
mecanica dos materiais, e aproximacao variacigvielAN, 1989).

Um novo elemento finito para vigas de compositmitedo, desenvolvido por
YUAN, considera graus de liberdade referente &;émtgara cada lamina, mas nao considera
graus de liberdade adicional para deslocamentoal axi transversal, além daqueles
necessarios para uma unica lamina. O presente rienmelui deformacdes cisalhantes, mas

nao considera escorregamento interfacial, nem deda@o. Pode ser usado em vigas curtas
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contendo muitas laminas. Na medida que a quantidad@minas aumenta, basta acrescentar
apenas graus de liberdade de rotacdo, ndo senessa€eo adicionar graus de liberdade axial
ou lateral. Isto permite aplicacdes para vigas oauitas laminas diferentes sem acréscimo no

numero de variaveis.

YUAN utiliza uma expressdo cubica para o deslocamdateral (v), € expressao
quadratica para o deslocamento axial (u) e rotégaamuma secdo perpendicular ao eixo z,

conforme as funcgdes de forma.

u=a +az+az (2.1)
Vg +az+ar+ar (2.2)
q=a+az+a (2.3)

Para uma lamina, o elemento possui cinco nds, seodd nas extremidades do
elemento, dois pontos interiores, e um quinto pgtaimbém interior) no meio do elemento.
Apenas o0s dois nés das extremidades do elemensoigrasgraus de liberdade referentes ao
deslocamento axial, lateral e rotacdo. Os doisim@siores possuem apenas deslocamentos
lateral, e 0 né central representa deslocamentd exiotacdo. Uma caracteristica do modelo
proposto por YUAN, é que o ndé ndo esta geometriotandeterminado por meio de um
ponto. Uma viga composta de n laminas possui 3igrads de liberdade.

Entre outros autores que publicaram trabalhos selbreentos finitos para anélise de
uma viga laminada aparecem 0s nhomes seguintes, Sai@AMPOS at al, 1999) e Abdalla
(ABDALLA & MACHADO, 1999).

Campos at al propde um elemento finito linear, ¢@s nds e oito graus de liberdade
para andlise estatica e dinamica de vigas laminadasopicas. Para deslocamento axial
utiliza elemento hermitiano de primeira ordem, eaieslocamentos vertical e rotacao utiliza
um elemento lagrangeano de segunda ordem. Uma roathan elementos possui 5n + 3
graus de liberdade. A equacgédo (2.4) mostra o wd¢sfocamento nodal, onde o0s sub-
escritos denotam os nés do elemento. O elementendasido por Campos é capaz de
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descrever flexao, cisalhamento e deformacgéao notmeah, como inclui efeitos inerciais para
problemas planos. A equacéo (2.4) apresenta os gealiberdade do elemento proposto por

Campos.

{d}={us w1 a 07) Uz Us ws g}’ (2.4)

Abdalla at al desenvolve um elemento de viga deoshrenko com dois nés e seis
graus de liberdade, a saber: deslocamento axglhaemento vertical e rotacéo, utilizando a
notacdo fisicamente interpretdv@lrain Gradient Termos espurios inerentes a formulagéo
sao eliminados a priori. A equacgéao (2.5) mostratond de deslocamentos nodais, onde os

sub-escritos representam os nos do elemento.

{di={us wp Up W, g}’ (2.5)

Este trabalho procura validar o elemento propostdAbdalla, de modo que se adota a
teoria proposta por ele. A escolha do elementogstoppor Abdalla em detrimento de outras
teorias de ordem superior, € que 0 objetivo doatheb € evidenciar os efeitos do
cisalhamento parasitico, quando a analise é feila € sem termos espurios. Efeitos estes
perfeitamente evidenciados através do elementadelsédo por Abdalla.

2.7 Erros de Modelagem

Uma importante preocupacdo na comunidade de pesigues e usuérios do método
dos elementos finitos ja ha varias décadas é analg@o ou reducéo de erros de modelagem,
que podem ser erros inerentes a formulacdo desceltmentos finitos ou erros devidos a
falhas na discretizacdo de um determinado probl@RD, 1988). Erros inerentes a
formulacdo surgem naturalmente e estdo associagopainéomios adotados como fungdes
aproximadoras. A causa imediata € o emprego de@mios incompletos e também de

polinbmios cujas ordens sejam inconsistentes cotaoda do problema que esta sendo
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modelado (ABDALLA, 1992). Como exemplo tipico, efta o caso do quadrilatero de quatro
nés para analise de problemas planos. Em malhapostas por este elemento, ocorre o
fendbmeno de enrijecimento artificial causado pantes espurios de cisalhamento parasitico.
Sendo o enrijecimento artificial uma deficiénciamagnitude dos resultados fornecidos, fica
classificado como erro quantitativo. Erros quatitites sdo geralmente reduzidos quase
integralmente pelo refino de malha.

O cisalhamento parasitico se manifesta pela prasgm¢ermos de deformacéo normal
nas expressoes de distorcdo angular de elementtss fformulados a partir de polindémios
incompletos. O enrijecimento artificial ocorre pedmmento de energia de deformagéo
associada a distorcdo angular durante a flexao (BOBYRD, 1988). Em quadrilateros de
quatro nds, este tipo de erro pode ser resolvidwved da subintegracdo da matriz de rigidez
(ZIENKIEWICZ & TAYLOR, 1989). No entanto, em qualiieros de oito nés, a
subintegracéo corrige os efeitos de cisalhamenmsfieco, porém introduz modos de energia
de deformacéo nula através da ndo integracao nmseessenciais na modelagem. Através
deste erro, modos de deformacéo fisicamente laggtinéo podem ser reproduzidos pelo
elemento (DOW & ABDALLA, 1994).

Na analise de compositos laminados, além de emwastigtivos, ou enrigecimento
artificial, cisalhamento parasitico também causasena forma de algumas solug¢des, assim
como na direcdo de deslocamentos e deformac¢destipstde erro, portanto, € classificado
como erro qualitativo

Erro qualitativo foi definido originalmente no cemto da analise de placas de
compésitos laminados (ADBALLA, 1992), onde obsergBuque nem sempre podem ser
removidos pelo refino de malha. Ao contrario, veoifi-se que erros qualitativos podem ser
aumentados pelo refino de malha. Posteriormenteificoel-se a presenca de erros
qualitativos na analise de vigas de compositosnadus (ABDALLA & MACHADO, 1999).

No presente trabalho, esse assunto é investigadarais profundidade.
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CAPITULO 3
3 DESENVOLVIMENTOS

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é propiciar o referend&drico necessario ao bom
entendimento deste trabalho, a saber: 1) eleméntwss; 2) materiais compdésitos laminados,

especificamente placas e vigas e 3) not&téamn Gradient

Cada um dos trés itens enumerados serao devidateenizados; para, em seguida, se
acrescentarem algumas consideracdes de ordemapespecifica para este trabalho. Em
relacdo aos laminados, uma teoria sera eleita grakse no proximo capitulo. Quanto aos
elementos finitos havera a descricdo da formulagixada. A notacéStrain Gradientsera
exemplificada através do estudo de uma placa. -dg@lgamportante esta ilustracdo preliminar
da notacdoStrain Gradient porque se acredita que um exemplo adicional afudex

compreensao do leitor ndo familiarizado com a rémaque € ainda pouco divulgada.
3.2 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técmieaanalise numérica para
obtencéo de soluc¢des aproximadas em problemadatedeacontorno, sendo aplicado a uma
grande variedade de problemas de engenharia. Umaraaeiras publicacdes sobre MEF
ilustra sua aplicacdo na analise de tensfes emtwgss aeronauticas, mas sua utilizacao
estendeu-se rapidamente para outros campos dahangetHUEBNER, 1995).

O MEF consiste em dividir (discretizar) o dominie sblucdo do continuo em uma
guantidade finita de subdominios simples, denonusagementos finitos. Estes elementos
sao representados matematicamente quase sempexgaosoes polinomiais, denominadas
funcdes de forma do elemento. O conjunto destemegltos, que podem assumir as mais
variadas formas, € denominado malha. A solucdcagblobtida pelo somatdrio das solugbes

locais de cada elemento.
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Um elemento finito pode ser unidimensional, bidisienal, ou tridimensional. A
figura 3.1, abaixo, ilustra alguns tipos de elemeninitos. Da esquerda para a direita:
unidimensional de dois ndés, triangular de trés gaagdrilatero de nove nds, e tridimensional
de oito nds. Uma classe especial de elementosdjrienominados isoparamétricos, permite

grandes distor¢cdes geométricas, inclusive com ocwewéo de lados.

— I Bt I

Figura 3.1 Elementos finitos

A fundamentacgdo do método dos elementos finitosacoem trés etapas distintas: sua
concepcdo matematica, aplicacées em analise fesga utilizagcdo na engenharia.

A formulacdo matematica do MEF surgiu, por volta O#3, do interesse em
solucionar problemas de valor de contorno. Maiscipagnente buscava-se solugdo
aproximada para limites inferior e superior em pepias de autovalores. Ja os fisicos
buscavam funcdes aproximadas para representarefsigipdcontinuo. Os engenheiros por sua
vez, estavam preocupados com a andlise de tensdessteuturas, por volta da primeira
metade dos anos 50 (HUEBNER, 1995).

Na segunda metade dos anos de 1960, o método dowrgbs finitos estava
consolidado como uma ferramenta eficaz na anabsestruturas, (OLIVEIRA, 1971 a,b).
Hoje o MEF é largamente empregado em diversos ralaangenharia, principalmente nas
engenharias civil, mecanica e aeroespacial. Atuaieas pesquisas do método concentram-
se em problemas néao lineares em geral, plasticidsidica e dinamica, modelamento micro
e macromecanico de materiais, entre eles os cotopppara citar algumas areas, (TENEK &
ARGYRIS, 1998).

A eficacia do MEF depende de se conceber uma boaifacdo para o problema a ser
analisado, j& que 0 mesmo jamais dara mais infaresagque aquelas contidas no modelo
matematico (BATHE, 1996).
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Uma vez escolhido um modelo, resta verificar seesmo converge para a solugcéo
correta quando se refina a malha do elemento. Rerahaja convergéncia com o refino da

malha, as trés condi¢des seguintes precisam senabss.

1) Os elementos podem ser tdo pequenos que cada gomdominio da solucéo

possa sempre estar dentro de um elemento.
2) Toda malha prévia possa estar contida nas malfiaadas

3) A interpolacdo das funcbes de forma podem mantdrregaveis durante o
processo de refinamento de malHRWEBNER, 1995).

A acuréacia da solugdo de um problema via ElemeRioisos pode ser verificada de duas
formas. Constatada a partir da convergéncia de rtohlgma cuja solucdo correta seja
conhecida. A desvantagem deste procedimento € mesmo exige que se conheca a solucdo
do problema. Outra maneira € conhecida como andéiserro a - posteriori, e que utiliza
apenas a solucéo via elementos finitos para detarmai acuracia da solucdo (BYRD, 1988),
(HUEBNER, 1995).

Alguns tipos de elementos produzem erros de moeelaguando se analisam seus
campos de deslocamentos e campos de deformacdsse Bsses elementos problematicos,
cita-se 0 quadrilatero de quatro nos, que causa&@aca umicidade das representacdes de
deformacfes em consequéncia de suas funcdes apdpias para deslocamentos serem
incompletas (DOW & ABDALLA, 1994).

A incompletude dos polinbmios aproximadores dos pmnde deslocamentos dos
quadrilateros causa deficiéncia de modelagem deramtai cisalhamento parasitico. Essa
deficiéncia se manifesta pela presenca de termosleflermacdo normal presentes nas
expressfes de distorcdo angular dos quadrildteEsses termos espuarios causam
enrijecimento artificial do modelo pelo aumento el@ergia de deformacédo associada a
distor¢cdo angular quando ocorre a flexdo. Esse atangeindevido do ponto de vista fisico, e,
portanto, € denominado cisalhamento parasiticogHadrilateros de 4 nés este tipo de erro
pode ser resolvido através da reducdo da ordemnidgracdo, (ZIENKIEWICZ and
TAYLOR, 1989).
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Em quadrilateros de 8 nés a reducdo da ordem dgragdo corrige os efeitos do
cisalhamento parasitico, mas introduz-se outrodperro, conhecidpor modos espurios de
energia. O emprego da nota¢dvain Gradientgarante a remocéo dos termos espurios sem
introduzir outras deficiéncias, (DOW & ABDALLA, 199 A notacacStrain Gradientsera

descrita posteriormente neste capitulo.

O elemento finito de viga descrito no capitulotou& formulado em notac&itrain
Gradient

3.3 Materiais Compaositos

A grande demanda mundial por materiais que cumplié@nentes exigéncias como,
por exemplo, serem a0 mesmo tempo resistentes es, leluraveis e baratos exigiu dos
engenheiros, mais acentuadamente nos ultimos citey@mos, o desenvolvimento de novas

solucdes.

Os materiais fabricados a partir da combinacdoai® @u mais materiais diferentes
sdo chamados de materiais compoésitos. Dentre @siaaicompaositos, existem os laminados
que devido suas caracteristicas mecanicas saorlanga utilizados na industria. Apenas para
citar dois exemplos, materiais compositos saozatilibs na confeccédo de varas para pesca, e

em componentes da indUstria aeronautica.

Compdsitos sao formados a partir da combinacaoifdeedtes materiais, em escala
macroscopica, formando um novo material com prdpdes mecanicas proprias. Uma classe
importante € a dos compositos fibrosos obtidos pelpregnacdo de fibras de um
determinado material em uma matriz de um outro mat&e laminas reforcadas com fibras
forem ligadas entre si através de empilhament@notse um tipo de compdsito largamente
utilizado denominado compadsito laminado reforcaoim ¢ibras, ou simplesmente compaositos
laminados. Assim, tornam-se praticamente ilimitadas combinacdes possiveis para se
produzir um material compdsito, possibilitando aoojgtista criar materiais com

caracteristicas mecanicas apropriadas a cada Emksgspecifica.

No Egito antigo, percebeu-se que os tijolos adagrmaior integridade estrutural se
fosse adicionado palha cortada ao barro. Os guesr8amurais do Japao também conheciam
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as vantagens de se fabricar espadas a partir dmakdms metalicos (VINSON &
SIERAKOWSKI, 1986), (JONES, 1975).

A prépria natureza utiliza-se de compdsitos quameessita otimizar as propriedades
mecanicas de certas estruturas. Cita-se como e@empktdmago humano, cuja parede é
composta por camadas distintas de tecido nas asimusculos possuem orientacdes
transversais (NETTER, 1998).

Dentre outras vantagens dos materiais compositeseia reducado de peso, aumento
da resisténcia e/ou rigidez, o desempenho, dulabi, isolamento térmico, condutividade
térmica, manutencdo das estruturas. Conclui-se gdai os compdésitos sdo Uteis em
praticamente todos os ramos da manufatura, em iespeas industrias aeronautica e
aeroespacial, pela necessidade de materiais levessistentes ao mesmo tempo. A
superioridade dos compdsitos em relacdo aos matékanogéneos abre novos campos de
trabalho para os engenheiros que, além de selecateriais, passam a ter a fungédo de

projeta-los de acordo com os requisitos especitieasada necessidade (JONES, 1975).

A primeira aeronave a utilizar material comp0siiod Boeing 707, que possuia em
torno de dois por cento de fibra de vidro. A pattif outros avides passaram a utilizar maior
porcentagem de material composto em sua fuselagenprevisao para este século 21 é que
os avifes contenham mais de 65% de compadsitos adasn¢TENEK & ARGYRIS, 1998).

Em relagdo a estrutura, os compa@sitos sdo estudadadsés niveis distintos. Nivel
basico ou elementar no qual é considerada a aagétt atbmica dos compodsitos. Nivel
microestrutural onde se considera a disposicdo aulale do material. Os compoésitos sao
estudados, nestes dois niveis, pela ciéncia doariaiat O terceiro nivel € o macroestrutural
onde interessa ao pesquisador apenas o comportamenénico do material, sem preocupar-
se com sua constituicdo molecular (VINSON & SIERAKSKI, 1986).

Neste trabalho considera-se o compdsito apenagroeirb nivel citado acima, ou
seja, o nivel macroestrutural. O que interessa @@penas o elemento estrutural resultante,

constituindo estruturas mecanicas diversas conasygacas, cascas, etc.
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Do ponto de vista macroestrutural, os compdésitas dassificados em fibrosos,
particulados, laminares, e floculados, que sdo titofttos respectivamente por fibras,

particulas, laminas e flocos.

Dos materiais compésitos descritos no paragraferiant um dos mais importantes,
do ponto de vista das aplicacdes, sdo os compdiitosos. Consegue-se com tais materiais
combinar alta resisténcia e/ou rigidez, e levezac@npaositos fibrosos sdo, do ponto de vista
da aplicacdo das fibras, classificados em commgi® aplicacdo simples e aplicagbes
multiplas. Considera-se compdésito de aplicacao Issnpquele no qual as fibras ou reforgos
sao aplicados em angulos especificos num meio ad@matriz, constituido de um material
diferente das fibras, e em geral de espessura der@minada lamina pré-impregnada. Os
compositos fibrosos de aplicagdo multipla sdo fawsgoelo empilhamento de duas ou mais
laminas, perfeitamente coladas uma nas outras,afadmm 0 que se chama de laminado
(VINSON & SIERAKOWSKI, 1986).

3.4 Compdsitos Laminados

Como foi descrito na secdo anterior, o laminadanétipo particular de compaosito,
formado pelo empilhamento de pelo menos duas |l&mra- impregnadas de um material de
reforco denominado fibra, de forma que n&do hajaresgamento entre as laminas. A
orientacdo angular das fibras pode variar em cagiénh, possibilitando que se obtenham as
propriedades mecanicas desejadas nas diferenegdelir do material, como, por exemplo,
resisténcia e/ou rigidez. As laminas quando emg#dba convenientemente formam
componentes estruturais, com propriedades mecamspsciais. Do ponto de vista da
macromecanica, um material laminado € consideradaeoféneo, comportando-se como se

fosse constituido de uma Unica lamina equivalente.
3.4.1Teoria Macromecanica de uma Lamina

Rigorosamente, um material laminado pode ser @raatlo, num primeiro momento,
para efeito de estudo de suas relagfes constgutteano um material anisotropico. Materiais
anisotrépicos sao aqueles que apresentam carticterisnecanicas direcionais, como por
exemplo, a madeira. A relacdo entre tensdo e dafgion € dada pela lei de Hooke

generalizada, e expressa através da equacao:
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o=Ce¢ (3.1

ondeg é o vetor de tensde§, a matriz constitutiva do materialeeo vetor de deformacdes
(JONES, 1975).

Na pratica, cada lamina pode ser constituida dematerial diferente, assim como
possuir orientacdes especificas para suas fibietando em ambos os casos as propriedades
materiais da matriz constitutiva. Supondo, uma f@m@m formato retangular de ladog b
cujas fibras tém uma orientacdo de um anguém relacdo ao lada, medidos no sentido
anti-horario. Esta estrutura tera propriedades nieaé diferentes, se avaliadas em dire¢cfes
distintas. Por exemplo, como avaliar as tensdasaterial citado, na direcdo paralela ao lado
a? Esta questdo exige que se faca uma transfornu@c@oordenadas entre as coordenadas
materiais da lamina e as coordenadas globais xjue\seria inclusive um referencial Unico

para todo o laminado, conforme, mostra a figura 3.2

A equacao (3.2) transforma as tensdes ou deforrmadd@eeferencial global para o
referencial material, através da matriz de tramségéo [T], definida pela equacao (3.3).

+ 4
Aa-yly N
g
y
+
2 +
Jyx
A + +
< adx—» Oy
d
O'X y 0_+
+ + X
0 L+ A
>0, X
+
O'yx
+
Jy

Figura 3.2 - Transformacgéao entre Coordenadas Gl@®lateriais
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0-1 O-X 81 gX
o, gy, & &y
O3 =[T] g, e & =[T] & (3.2
g, Oy, & &y,
0-5 UXZ 85 gXZ
Os Oyy & Exy
M n> 0 0 O 2mn |
n m 0 0 0 -2mn
[T]= 0 0 1 0 O 0
0O 0 0 m -n 0 (3.3)
0 0O On m 0
|-mn mn 0 0 0 (m-n%]|

Os elementosm en da matriz de transformacéao [T], sdo respectivae®g0 e send, sendo
0 o angulo formado pelo eixo da coordenada globab eixo da coordenada material,

considerando o sentido anti—horario.

Resolvendo as equacdes (3.2) para as coordenadhassgitem-se:

o, g, & &
Jy 0-2 ‘gy £2
g .| O & 1| &
L P R
Jyz g, £yz &, (34)
Oy, s & &
ny 06 ‘gxy ‘96

Apresenta-se a seguir a lei de Hooke, que relaciensédo e deformacao, para uma

[amina, em termos das coordenadas materiais.
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0, i Q11 Q12 Q13 0 0 0 &

0, Q12 Q22 Q23 0 0 0 &

O3 — Qs Qn Qs 0 0 0 &3

g, 0o 0 0 29, O 0 ||&: (3.5)
o8 0 0 0 0 205 0 ||&

o] [0 0 O 0 0 2Q4 ]|

onde

Qll = E11 (1_ V23V32)/A, sz = E22 (1_ V31V13)/A

Qu =Ex;(A-vpv,)/A, Q=G Qi=G,; Q=06
QL =Wy ¥V Vo )E A= (v, +V,V)E TA
Qi =Wy +V W) E A= (V3 +V,V,0)E, A
Qs = (Vg ¥V V3 )E, A= (Vs +V,V15)Egs A

A=1- ViV T VosVay =VgiVi5 — 2V21V32V13

Sendo que fe G; sdo médulos de elasticidade, longitudinais e #anssis respectivamente,
evj coeficientes de Poisson.

A matriz [Q] da equacao (3.5) € a mesma matrizd&€lequacao (3.1), sendo que a
notacdo conforme a equacdo (3.5) € amplamentezad#i para materiais compasitos,
(VINSON & SIERAKOWSKI, 1986).

Resolvendo a equacéao (3.5) para as coordenadzsgyltem-se
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O §11 ?12 §13 0 0 2§16 Ex

Iy 912 922 923 0 0 2926 £y

g, — Qi Qs Qg 9 9 2Q4 |) &2

gy, 0 0 0 2Q, 2Q, 0 |[éy (3.6)
Oy 0 0 0 2645 2655 0 |l&,

Oy Qs Q Qg 0 0 2Qq]|€ Xy

onde,

[Q]=[T]*[cllT]

ou, mais explicitamente,

Quu = Qum* +2(Q;; +2Qs)M’n? +Qypn*

Q1 =(Qu + Qs ~4Qu)M'n’ +Q,, (M +n*)

613 = Q13m2 + Q23n2

616 = _mnngz + mann - mr(m2 - nz)(le + Qes)
622 = an4 + 2(Q12 + 2Qes) m’n® + szm4

623n2Q13 + mZst

633 =Qs;

626 = _m3nQ 27t mnsQll + mr(mz - nz)(le + 2Q66)
636 = (Q13 - st)mn

644 = Qum’ +Qyn? (3.7)
645 = (Q55 - Q44)mn

655 = stm2 + Q44n2

Qo6 = (Q11 +Qy, - 2Q12)m2n2 + Qﬁe(mz - nz)z
3.4.2Teoria Macromecanica para Compdsitos Laminados
A teoria macromecanica do laminado adotado neatmltio é baseada em quatro

hipoteses, a seguir indicadas.
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a) Sec¢Oes planas normais a superficie média dmdami permanecem planas, mas nao

necessariamente normais apds ou durante uma flexao.

b) As laminas estdo perfeitamente coladas, de mjadmao ha deslizamento de uma lamina
sobre outra. Isto permite que se avalie o lamir@mno se o0 mesmo fosse composto de um
material homogéneo, embora com caracteristicazi@aspecomo por exemplo, a diferenca de

tensdes entre as laminas.

c) As componentes de tenséo e deformacdo nornsaisedficie média do laminado sdo muito
pequenas, portanto consideradas despreziveissitgtdica que o interior do laminado se
encontra sob um estado plano de tensdes.

7

d) A superficie média do laminado é extensivel, carazndo

comportamento de membrana. (JONES, 1975).

Neste trabalho € adotada a funcdo de ajuste f@ap pompensar o fato de que as
tensdes ndo sao continuas nas interfaces das EmMimaferida funcdo € descrita com mais

detalhes na proxima secéao.

3.4.3Estruturas de Compdsitos Laminados

A placa retangular laminada, (ver figura 3.3), éausstrutura plana de ladase b e
espessura, pequena em relacaaa b, formada por pelo menos duas laminas perfeitamente
coladas de modo que ndo haja qualquer escorregareetie as mesmas. Quando a placa é
submetida a um carregamento transversal, ocorréonmaecdes e deslocamentos transversais
constantes ao longo da espessura, e tensdes (am darlamina para lamina. Uma placa esta

sujeita ainda a rotacdes p e q em relacédo aos edardenados X e y, respectivamente.
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|
/ | ;
I
H
Figura 3.3 Placa retangular tipica

As componentes de deslocamentos que a placa psdevidver sao u(x,y, z), v(x, Y,
z) nas direcdes x e y do plano, e a componenteslechmento normal w(x, y) na direcéo da
espessura da placa (JONES, 1975).

As relacdes cinematicas de uma placa retangulandaia sdo as seguintes (VINSON
& SIERAKOWSKI, 1986).

u(x.y, z) = u(x, y) + 2 q(x, y) (3.8)
VXY, Z) = (X, y) +Z p(X, y) (3.9)
w(X, y) = w(X, y) (3.10)
plx,y) =22 -
a(x,y) = - 6u(>(<3,2y, 74 (3.12)

onde Y e w sdo deslocamentos da superficie média em seui@ndjno, que geram as
deformacdes de membrana do laminado. Os termapgdie as rotacdes em relacdo aos eixos
X e y respectivamente, e z é a altura da placa.
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A expressao 3.13, (VINSON & SIERAKOWSKI, 1986) repenta o vetor

deformacgdo de uma lamina tipica.

£, T ZK,
gyo + Zky
= £,
{e} y (3.13)
gXZ
SXYO + kXyZ K
onde as curvaturas sao dadas pelas expressdes abaix
_0q _op (Gq Gp)
T ox Yooy’ K 2 dy ox (3.14)

Observa-se que nao existe a componente de defasraagcéo vetor de deformacdes em
(3.13), pois a teoria classica das placas consiksparezivel a altura h da estrutura. Assim o
deslocamento vertical € w = w(x, y), ou seja € &inde x e y apenas. Loga, que seria a
derivada parcial de w em relacdo a variavel zuélig zero, (VINSON & SIERAKOWSKI,
1986).

Como as tensdes variam de lamina para lamina dindalm os calculos destas
tensdes teriam que ser efetuados para cada laeiceda um destes resultados teria de ser
analisado a fim de identificarem o0s pontos critic@omo isto acarreta um custo
computacional muito elevado, e o laminado podeceasiderado como uma placa de uma
Gnica lamina com propriedades especiais, podeHdszauts resultantes de tensées que agem
na superficie média do laminado, no lugar das @Eépensdes. A vantagem desta abordagem
€ que as resultantes de tensGes precisam seracksudpenas uma vez, independente do

namero de laminas da placa.

A placa laminada possui trés resultantes de tenslesQ e M que séao
respectivamente forcas existentes no plano do &doinforgas cisalhantes e momentos, por

unidade de comprimento, como mostra a figura 3.4.
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Figura 3.4. Direcdes positivas para resultantdeisies.

Para uma lamina, pode-se classificar as resultasiteplesmente em forgas

momentos, por unidade de comprimento, e expressadéematicamente conforme segue.

N, (o,
N, g, M, o,
h/2 h/2
INgt=[ dogidz M =] Jo, (zdz (3.15)
QX JXZ M Xy axy
LQY Uyz

onde o intervalo de integracdo € a espessura dadam

Para o laminado, os vetorlsM ; estdo expressos nas equacdes seguintes.

NX a-X
_N (™
N, _;J‘hm g, (uz (3.16a)
N,, O,
M o,
M, ‘K_ljhm a, (zdz (3.16b)
Iley ) axy
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onde n é o nimero de laminas que compde o laminas@mndo-se na equacdo (3.16) a
relacéo constitutiva (lei de Hooke), dada por (3.6)

k

X

NX gX X

LIS - _ N oh -
Ey _KZJMMK fdz Y 'KZJW-[QL : 202 (3.17)
Xy

Xy Xy Xy

=<2

onde[(_g] € a matriz de rigidez para cada lamina.

As forcas normaisl sdo dadas simbolicamente através da equacao.(3.18)
{N} = [A]{ o} + [B] {k} (3.18)

onde [A] é a matriz de rigidez extensional, e [B]matriz de acoplamento de rigidez
extensional e de flex&o.

O vetorM é calculado através da equacao (3.17), e o rdsuétparece na equacao
abaixo.

{M} = [B] { =o} + [D] {k} (3.19)
onde [D] é a matriz de rigidez a flex&o.

Para se determinarem as componentes de forcaharited, faz-se necessario a
inclusdo de uma funcdo de ajuste f(z), expressavédrda equacdo (3.20), onde z é a
espessura do laminado, uma vez que se consideraa deesdo cisalhante se distribui
parabolicamente ao longo da espessura do lamitstdcse faz necessario para compensar o
fato de que as tensbes ndo sao continuas nasaceterfdas laminas, (VINSON &
SIERAKOWSKI, 1986). A fungcdo em questéo € utilizadeexpressao (3.23).

f(z) = 5/4[1 — (z/(h/2)]] (3.20)

As componentes de forcas cisalhantes séo calculadiaglualmente, conforme segue

Q X = 2(A55£xz+ A45£yz) (3-21)
Qy: 2(A45£xz+ A445yz) (3-22)
onde
5& < 4 1
A :Z;(Qlj)K[hK ‘hK-l—g(hi _hl:z—l)?] i,j=4,5 (3.23)
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A equacéo (3.23) (VINSON & SIERAKOWSKI, 1986) exgsa a rigidez associada
aos efeitos do cisalhamento transversal, e comsal€listribuicdo parabdlica da resultante de
tensdes cisalhantes. O termo h é a espessura dwtlome os indices i e j assumem apenas

os valores 4 e 5, como pode ser observado nasssgg®(3.21) e (3.22).
3.5 Notacao Strain Gradient

Elementos Finitos sdo normalmente formulados pdo e expansdes polinomiais,

onde os coeficientes destes polinbmios ndo possigeificados fisicos aparentes.

A notacdo Strain Gradient fornece uma interpretd¢gioa para os coeficientes da
expansao polinomial. Esta notacdo foi desenvohpda John O. Dow, professor da
University of Colorado at Boulder, que apresenteussresultados pela primeira vez na 242
conferéncia de Estruturas, Dindmica Estrutural ¢eNts, em Nevada, Estado Unidos, no
ano de 1983, através do trabalho intituladm “Equivalent Continuum Representation of

Structutures Composed of Repeated Elerfents

No Brasil, a notacdo Strain Gradient vem sendolgada pelo professor Jodo Elias
Adballa, da PUCPR, que a utilizou em seu trabalaldutoramento (ABDALLA, 1992),
orientado por Dow.

Neste capitulo, a notacdo Strain Gradient é demamlestitravés da formulacdo de um
quadrilatero de quatro nés, onde se pode confiamiaterpretabilidade fisica dos coeficientes
da expansédo polinomial, bem como identificar outrlesnentos fisicos na matriz de rigidez
[KI.

3.5.1Desenvolvimento da Notacdo Strain Gradient

A notacdo Strain Gradient sera descrita nesta ssc¢aiees da formulacdo de um quadrilatero

de 4 nos para analise do estado plano. O campesflacdmentos para este elemento é:
u(x,y) = a + ax + ay +axy (3.24)
V(X,y) = by + X + gy +hbaxy (3.25)

Avaliando as equag0es (3.24) e (3.25) na origemletaento, temos:
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u(0,0) =a (3.26)
v(0,0) =h (3.27)
onde (3.26) e (3.27) sdo movimentos de corpo rigiddiados na origem.

As deformag8es normais séo obtidas através dasades primeiras de ev:
&x(X,y) = & + ay (3.28)
g(x,y) = by +hix (3.29)

As equacdes (3.28) e (3.29) quando avaliadas garoriesultam em:

€x(0,0) = a £(0,0) = by (3.30)

A rotacéo no plano e a distor¢do angular sdo daésgectivamente, pelas expressoes
abaixo:

r(x,y) = ¥%0v/0x - 0uldy) = Yo(by — & — ax + kuy) (3.31)
Y(X,y) = (Qu/oy +0v/0x) = & + ax + b + kuy (3.32)
Avaliando-se as expressoes (3.31) e (3.32) nararigesulta em:
r(0,0) = ¥2(b — &) (3.33)
¥(0,0) =a + bs (3.34)
Resolvendo (3.33) e (3.34) para os coeficientegnoise:
3 = [Yx/2 —1b b2 = [Yyy/2 + 1o (3.35)

Calculando as derivadasg, e &y,x, denominadas gradiente de deformages, encontra-

seaekby:
Ex,yz a4 Sy’)(= b4 (336)

Assim, foram determinados 0s conteldos fisicos aliobst os coeficientes das

expansodes de deslocameuntev.
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Exprimem-se agora os deslocamentos do meio congnudermos das grandezas

fisicas a eles associados:
u(x,y) = [ul +[exJoX + [Yxy/2 — rhy + [ex,yIXY (3.37)
V(X,y) = [V]o + [yxy/2 + rlox+[eyoy + [€yxIXY (3.38)

Torna-se oportuno registrar aqui nesta secao owdrdagem da notacaStrain
Gradient que é a questao da analise de convergénciagOsrimentos basicos para que haja
a convergéncia do método dos elementos finitogjg&ms polindmios possuam movimentos
de corpo rigido e deformagfes constantes. Estadigfi@s tornam se explicitas quando se
aplica a notaca8train Gradients expressoes de deslocamentos (ABDALLA, 1995).

As expansdes polinomiais para as deformac¢fesaastéio dadas por:

x(X,Y) = [Ex]o + [Exyloy (3.39)
gy(X.y) = [gy]o + [€y.doX (3.40)
Yiy(X,¥) = [Yaylo + [Exylo X + [€yx]oy (3.41)

A expresséo (3.41) apresenta dois termegy|d e [yxJo, que ndo pertencem a
expansdo em série de Taylor da distorcdo angylaPortanto sdo termos espurios naquela
expressdo. A causa do aparecimento destes ternpge éas expansdes polinomiais do
quadrilatero de quatro nos sao incompletas. Estlesos espurios sdo denominados por
cisalhamento parasitico e sdo responsaveis pefimimo de enrijecimento artificial. A
identificacdo destes termos espurios, na faserdeufacdo do elemento, s6 € possivel devido

a notacao Strain Gradient.

Pode-se remover os termos espurios da expressdistdecdo angulayy, porque 0s
estados de deformacdo representados pela notacam &radient formam uma base

linearmente independente.

Eliminando-se o erro da expressao (3.41), tem-se:

ny(X,Y) = [yxy]O (3-42)
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O proximo passo é obter uma relacdo entre os @eskrtos nodais e a base Strain
Gradient que governa as deformacodes do elemento:

d = ey, (3.43)

onded é o vetor dos deslocamentos nodabs,é a matriz de transformacdo entre as
coordenadas nodais e as coordenadas Strain Gradiematriz @ contém o0s vetores
linearmente independentes que representam matematite o deslocamento ou deformacao

do elemento finito associado a cada Strain Graghiersente ersg

A seguir descreve-se cada componente da equada): (3.

{d={us v w v w vz w v} (3.44)
{esg ={[ulo Vo [dlo [edo [¥olo [&do [Exylo [Eysdo}’ (3.45)
10 x 0y, 0 xy, O]
01 0 0 vy 0 XY,
10x 0 vy, 0 xy, O
®= 01 0 x, 0 Y, 0 %Y,
11 0 0 0 0
Y3 XY;3 (3.46)
01 0 x 0 vy, 0 xy,
10x, 0y, O xy, O
01 0 x, 0y, 0 XV

As deformacgdes elasticas do continuo estdo assscathase de Strain Gradient por
meio de uma matriz de transformacéag ,Tobtida através da derivada da matizonde as

linhas séo respectivamergesy e yy,. A expressao que representa tal relagao é:
€ = TseEsg (3.47)

onde
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001000y O

T,=[0 00001 0 x
(3.48)

000110 x vV

A energia de deformac¢do na notacdo Strain Gradiebtida através da expressao
seguinte (ADBALLA, 1997).

U=%Jad"® Ty CTeg® 1 d d (3.49)
ondeQ, é o volume do continuo e C a matriz constitutiwanaterial

A Matriz @ sempre podera ser invertida por conter vetoreatmente independentes
(ABDALLA, 1997).

Como os estados de deformacédo que o elemento eapesdependem de seu
volume, reescreve-se a expressao (3.49) conforguese

U=tdo Tuyd™d (3.50)

onde

A expressao (3.51) é conhecida como matriz de enele deformacéo, e contém as
quantidades de energia associadas aos modos dendefm do elemento. Cada termo da
diagonal principal representa a quantidade de energntida no elemento submetido a
deformacéo pura associada ao Strain Gradient pamdsnte. Ou seja, quantificam a energia
de deformacéo associada a cada modo separada@sniermos fora da diagonal principal
quantificam a energia de deformacdo associada aplacento de dois modos de

deformacéo, associados a dois Strain Gradienhtbsti

A seguir apresenta-se a matriz resultante da esame'ngC Tsy:
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00 0 0 0 O 0 0 |

00 0 O o0 O 0 0

o0 1 O 0 v Yi XY,

00 0 A A O XA YA

00 0 A A O XA YA

00 v O 0O 1 A% X, (3.52)
00 ¥y, XA XA yv AB+C xy(+A)

0 0 xv yA YA X xy(+A) AC+B |

onde A = (1v)/2, B = x? C=w

Por conveniéncia de notacéo, define-se a mat®2)ela letra P. Assim, a expressao
(3.51), passa a ter o formato:

Um = % E/(1 v3)o PAQ (3.53)

A energia de deformacado esta associada a matrigidez, e pode ser expressa por

meio da expressao:
U=%dKd (3.54)
Chega-se finalmente na matriz de rigidez, expresstorme segue:
K=o Tuyd™ (3.55)

Através da expressao (3.55) deduz-se a matrizgiber de qualquer elemento finito.
(ABDALLA, 1997).
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CAPITULO 4

4 Elemento Finito de Viga para Compositos Laminados

4.1 Introducao

Este capitulo descreve um elemento finito paraismale vigas de compdsitos
laminados baseado na nota@&aain Gradient (ABDALLA, 1999). A presenca de um termo
espurio responsavel por cisalhamento parasiti@odammnonstrada. Os efeitos de cisalhamento
parasitico serdo demonstrados na analise de vigags da comparacdo de modelos com e
sem o termo espurio. A ocorréncia de um erro @iald no calculo das tensbes de
cisalhamento transversal sera demonstrada, assno @ magnitude deste erro com o

aumento do refino da malha.

O elemento finito desenvolvido possui dois nos is geaus de liberdade; a saber:

deslocamento axial (u), deslocamento transvergalg(wotacao (q); conforme figura 4.1.

Z y . 7 02
* N, K .
< o] \ U,

Figura 4.1 Elemento finito de viga.

O elemento € baseado nas hipoteses de viga de femias descritas anteriormente
por ser importante a representacdo da distorcaolangtravés da espessura do laminado.
Essas hipbéteses sdo as seguintes: 1) Secdes plarmais a superficie média da viga,
permanecem planas, mas ndo necessariamente naptasa flexdo; 2) As laminas que
compdem a estrutura estdo perfeitamente coladdsyma que ndo ha escorregamento entre
elas. Isto implica que o comportamento do lamingolde ser definido pelo comportamento
de sua superficie média, e, 3) As componentesradgidenormal a superficie média da viga
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sao despreziveis, e, portanto ignoradas. Istofgigrque o interior da viga laminada esta sob
estado plano de tensdes (ABDALLA et al, 1999).

4.2 Viga de Timoshenko

A teoria de viga de Timoshenko tem como base aatetassica de viga, ou viga de —
Euler-Bernoulli, que por sua vez baseia-se em dmjpoteses basicas: 1) a secao transversal
da viga tem um plano longitudinal de simetria, fagd.2 (A); 2) o carregamento aplicado atua
sobre o plano longitudinal de simetria; 3) uma sqgana originariamente perpendicular ao
eixo da viga permanece plana e perpendicular ap daxviga apés uma deformacao, figura
4.2 (B); 4) ndo ocorre deformacdo no plano da ségawsversal, figura 4.2 (A); e 5) Um
elemento de linha dx da viga, sofre deslocamentiad a(x) na direcdo x, e w(x) na direcao

z, e sofre uma rotacdo no plano xz, que € a dexidadv em relacao a x, figura 4.2 (C).

A partir das hipé6teses citadas no paragrafo amfefiserva-se que a teoria classica de
viga ndo considera o efeito da deformacao de @sahto, efeito este que nem sempre pode

ser desprezado.

A diferenca entre a teoria classica de viga e a dg Timoshenko esta na terceira
hipétese. Na viga de Timoshenko, uma secao plagmaramente perpendicular ao eixo da
viga permanece plana apos uma deformacéo, masengenglicular como na teoria classica,
ver segmentdA” C” da figura 4.3. Ou seja, a teoria de viga de Theako, considera as
deformacgbes de flexdo e de cisalhamento. Assim, testria € que mais se aproxima da

realidade, e, portanto considerada neste trabalho.

Y

| )
«i ———————————————————————— ; ———————————————————— ““AVariag#o linear de u
J J

[
Plano da superficie média  Upasx

Figura 4.2 (A) Viga de Euler-Bernoulli: variacao
linear do deslocamento normal
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Figura 4.2 (B) Viga de Euler-Bernoulli: rotacdo

Figura 4.2 (C) Viga de Euler-Bernoulli

+— Superficie indeformada

=W x

Figura 4.3 Viga de Timoshenko

4.3 Formulacédo de uma Viga de Compadsito Laminado
A formulacéo tratada nesta secéo esta baseadgande/iTimoshenko.
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O campo de deslocamentos de uma viga, baseadarisade Timoshenko, contém o
deslocamento axial u(x, z), deslocamento transverég, e a rotacdo q(x), determinados

conforme segue
u(x,z) = w(x) + zq(x) (4.1)

W(X) = wo(X) 4.2

onde,

ug(X) € o deslocamento axiah superficie média da viga laminada, #&xyvé o deslocamento
vertical da superficie média, e

g(x) € a rotacéo da superficie média, em relacéo aoyeixo

O campo de deslocamentos pode ser determinadcéstdevexpansdes polinomiais.
No caso especifico deste trabalho, a interpolagdpogta € u(x,z) linear em x e z, e w(x) e
g(x) lineares em x. Tais expansdes Sdo expresséyc® segue

Uo(X) = & + ax (4.3)

w(X) = Iy + bx 4.4)
_du(x,z)

99 =", (4.5)

u(x,z) = @z + gxz (4.6)

Avaliando a equacdo (4.3) na origem, que pertercel@ninio da funcdo, obtém-se o
movimento de corpo rigido, para translacao horaont

Up = &

Valendo-se de uma tabela para coeficientes de ésngi@ deslocamentos, (ABDALLA,
1992), conforme anexo A, escrevem-se as equacies aam termos do gradiente de

deformacodes
Uo(X) = [ug] +[ex]ox (4.7)
W(X) =[wo] + [Wx/2 — qbx (4.8)
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u(x,z) = [q +¥x/2]oz + [ex]oxz (4.9)

a(X) = [q +Yxz/2]o +[Ex.z oX (4.10)

Assim, determinam-se 0s conteldos fisicos dos aemrfes das expansdes
polinomiais dos deslocamentase w. O vetor cujas componentes sdo 0s coeficientes das
equacdes (4.3) a (4.5), denomina-se gradiente ftentecdes, que contém os modos de

deformacfes mecanicas que o elemento pode assuénifefinido conforme segue

{esg={u]o Wlo [alo [edo [¥xlo [exdo}’ (4.11)

O subindice “ 0" refere-se a avaliagdo das quadged cinematicas em uma origem
pré-definida. Ou seja, as expressdes em série ylerT&io avaliadas na origem do elemento

finito, definindo assim os coeficientes de seusndohios.

Os elementos do vetor gradiente de deformacdes4eii)(podem ser agrupados
conforme seus modos de deformacdo mecanica, pedmitima melhor analise sobre se 0
elemento satisfaz algumas condi¢cdes basicas, cporogxemplo, possuir movimento de

corpo rigido e deformacdes constante (critériosaheergéncia).

[Ulo [wW]o [d]o movimentos de corpo rigido;
[&xlo  [Yxdo deformacdes constantes;
[ex 2o deformacéo de flexao;

O proximo passo € avaliar as expansdes definidasgugiacdo (4.7) a (4.10), para
cada no do elemento finito, a fim de obter umag@daentre os deslocamentos nodais e a base
dos gradientes de deformacdo que descreve as @efoesm do elemento. Para isso, é
necessaria uma matriz de transformacao entre asewmalas nodais e as coordenadas dos
gradientes de deformacdes, definida através dadeth referida relacdo € expressa atraves

da equacéo.
{d}=[@l{ &sgt (4.12a)
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onde

{di=fus w1 @ w g W' (4.12b)
e
1 0 x 0 0]
01 -x 0 x/2 0
00 1 0 12 x
[®]=
10 0 x, 0 O (4.13)
01 -x, 0 x,/12 O
00 1 0 12 x|

onde % e % sao as coordenadas nodais do elemento.
Calculando-se agora, as deformacfes elastigas, Yy, a partir das equacdes (4.8) e (4.9),

tém-se as seguintes expansodes polinomiais.
€ = 0U/OX = [gx]o + [ExZ0zZ (4.14)
Yxz = 0u/0z + dw/dXx = fiz]o + [€xzoX (4.15)

A equacédo (4.14) contém apenas termos legitimosxgansdo em Taylor. No entanto a
equacdao (4.15) contém o termg, que é estranho a expansdo em série de Taylastacdo
angularyy,. O termo &, representa a variacdo da deformacdo normal a® ldagaltura da
viga. Portanto, é o gradiente de deformacédo qu& @&ssociado a flexdo. Este modo de
deformacgdo é ativado em qualquer situacdo de flelkddarra, o qué indevidamente ira
contribuir ndo s6 para o valor dg mas também para o valor gg. Assim,&,, € um termo
espurio emyy,, sendo assim denominado de cisalhamento parasigte termo espurio é
responséavel pelo enrijecimento artificial do eletoefinito e, como serd demonstrado na
sequéncia, por um erro de natureza qualitativa.adsa do surgimento deste termo é a
utilizacdo de polinbmios incompletos como funcdpsorimadoras do elemento. O termo
espurio deve ser removido a-priori, de modo a guoro elemento finito. Assimy,, fica

expresso por

Yiz = [Yxz]o (4.16)

e o vetor de deformacdes elasticas
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{e}r={[edo* [exzdoz [Vsdo}' (4.17)

O vetor de deformages elastica}, fsta relacionado com o gradiente de deformafégs

através da matriz de transformacagjfTconforme segue

{e} = [Tsd {&sg (4.18)
onde
[T]_0001o z (4.19)
1”100 001 x

Eliminando-se o termo espurio da equagéo (4.12)=«, a matriz [T passa a ter a

seguinte configuragéo

[]_000102 (4.20)
39{000010}

Resolvendo-se a equagao (4.18) gagee substituindo-se o resultado na equagéo
(4.12 a), encontra-se o vetor de deformagde} {

{e}=[Tsllol{d} (4.21)

A energia de deformacdo da viga laminada é iguak@watério da energia de
deformacédo de cada lamina, e expressa atravésudads

k=1

=23 16} ol am,

(4.22)

onde k representa uma lamina qualquer do lamin@dcd a matriz constitutiva da lamina Kk,

Q 0 volume desta lamina genérica € ¥k o vetor de deformacdes para a lamina k.

A energia de deformacdo para o laminado, na not&téain Gradient é obtida
através da combinacdo das equacgfes anteriorepressa conforme abaixo (ABDALLA,
1992).
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(4.23)

= 2ol | S, ) ok ke fol 19

A parte da equacao (4.23) que esta entre parénéesesmhecida como matriz de
energia de deformacdes, definida pgf, dnde os elementos de sua diagonal principal oonté
os modos de deformacéo puros do laminado, e osisletementos da matriz contém as

quantidades de energia associadas ao acoplamemtodides de deformacgéao
Un =Jo [ Tsgl "I QIk[ Tsgl dQ (4.24)

Para a viga, a matriz [ Q ], referente a uma largareerica k, € definida conforme segue

Q. 0 (4.25)
[Qk]-[o QJ

onde,
Qu1 = Cum® + 2(Ciz + 2Ggm°r? + Coon”
Qss = Cssm” + Cuar?’, (4.26)
onde G é a matriz constitutiva da lamina k, m = €% = se®l, €0 é o angulo das fibras da
lamina em questédo, medido no sentido anti-hor&ieeguir, o detalhamento dos elementos

da matriz G que aparecem nas equagdes acima.

C11 = E11(1-v23 vai)/A, Ci2 = E1a(v21 +V31v23)/A,
Cus= Gp3 C22 = Exx(1-v3via)/A,
Css = Gi3 Cos = Gz, (4.27)

A =1 V1V21-V23V3-V31V13- 2V21V3V13

sendo E modulos de elasticidade longitudinaisyig coeficientes de Poisson, i,j = 1,2,3
(VINSON & SIERAKOWSKI, 1986).

A seguir, os elementos ndo nulos da matrig tefinida pela equacdo (4.24),
calculados para uma Unica lamina, através do tpplduto da matrizes seguido do célculo da

integral de volume sem e com termos espurios régpaente.
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U(4,4) = Q(1,1)*H*BL
U(5,5) = = Q(5,5)*H*BL (4.28)

U(6,6) = Q(1,1)*H3*BL/3.0

U(4,4) = Q(1,1)*H*BL
U(5,5) = = Q(5,5)*H*BL (4.29)
U(6,6) = Q(1,1)*H3*BL/3.0 + Q(5,5)*H*BL3/12.0
onde
BL = (YU-YL)*(XU-XL)
H = (ZU-ZL)
H3 = (ZU*ZU*ZU-ZL*ZL*ZL)
Sendo,
(YU-YL) a largura da viga laminada;
(XU-XL) o comprimento da viga laminada;
(ZU-ZL) a espessura da viga laminada.

Observa-se que as equacoes (4.28) e (4.29) serdii@m pelo elemento U(6,6), pois

na Ultima expresséo aparece o termo espurio Q{*B)*3/12.0.

A matriz de rigidez para o laminado, calculada’impda notacadstrain Gradient,
[K]1=[o@]"[U][@]® (4.30)

onde [U] é a matriz de energia de deformacdesnidefipela equacéo (4.24) @] é a matriz

de transformacgé&o entre as coordenadas nodaiso®@enadaStrain Gradient
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4.4 Validacéo do elemento

Nesta secao alguns resultados numéricos sdo afaé@ss, procurando-se demonstrar
a acuracia do modelo em questdo, ora comparandessdtados obtidos com valores
analiticos, ora analisando-se graficamente dades ogmfirmam expectativas teédricas. E
também objetivo evidenciar a rapida convergénciaérica quando a formulacédo esta livre

de termos espurios. Os efeitos dos termos espmamEMbém evidenciados nesta sec¢ao.

4.4.1Exemplo 1

O primeiro problema analisado é o de uma viga laddnengastada e livre, constituida de
duas laminas de material idéntico, com propriedatgssanicas e dimensdes conforme segue.
E: = 14,5 x10 MPa, G, = 4,5x16 MPa,0 = vy, = 0,21,v,; = 0,017; comprimento L = 4m,
largura b = 0,1m, espessura t = 0,2 m. Uma forgastrersal de 10,0 N é aplicada na

extremidade livre da viga. Ver figura 4.

P=10NM

0.2

A\

[ 4m >

Figura 4.4 Viga em cantiléver

A tabela 1 compara a flecha méxima calculada éeatitente, através da expressdo W
= -(PL%/(3EI), e o resultado obtido via Elementos Finitmsn malha de 128 elementos.

Tabela 1, Flecha maxima (W), em metros, para vigaamtiléver.

W
Analitico Elementos Finitos Diferenca (%)
2,2069x10 2,2271x10 0,91
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4.4.2Exemplo 2

Aqui a viga considerada é idéntica ao caso antegkoeto pela posicdo da carga e
condi¢cdes de contorno. A carga de 10,0 N estaaf@dicno meio da viga bi-engastada. A
tabela 2 compara a flecha maxima calculada aratiénte através da equacdo W = -
(PL3)/(192EI), e o resultado obtido via elementos digjtassim como o grafico 1 demonstra a
variacdo do deslocamento ao longo do comprimentaigis grafico este que foi gerado a
partir dos dados obtidos via elementos finitos.

lp=10N

-— L2 -—i- 2 >

= 4dm -

Figura 4.5 Viga laminada bi-engastada.

Tabela 2, Flecha maxima (W), em metros, para vigangastada.

w
Analitico Elementos Finitos Diferenca.(%)
-6,2545x10° -6,2539x10 0,01

Da comparacéo entre os resultados analiticos ele@muobtidos via elementos finitos
para os dois problemas anteriores, se conclui goenaulacdo proposta € valida para estes
casos. Mais adiante neste capitulo, serdo mostradoses calculados via elementos finitos
que coincidem exatamente com resultados analit@ografico 1, confirma expectativa
tedrica para o problema da viga bi-engastada sudlenet um carregamento estético
representado por uma forga aplicada em L/2.

59



Gréfico 1: Deslocamento transversal da viga bi-stagka, com carga concentrada aplicada no

centro do vao.

Deslocamento Vertical, malha ¢/ 128 elementos

o :\ T T T T T T T T T T T T /
-0,00001

-0,00002 -

-0,00003 -

‘ —&— Deslocamento Vertical

-0,00004 ~
-0,00005 +
-0,00006

-0,00007
1 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96 104 112 120 129

NO

4.4.3Exemplo 3
O problema agora considerado consiste numa vigalc0é9,0 mm de comprimento,

10,0 mm de altura, e 5,0 mm de base; engastadaee ¢ionstituida por quatro laminas de
grafite-epoxy, com empilhamento denominaahgle ply ou seja , orientacdo das fibras/-+

a, e propriedades mecanicas conforme segue: £89 x 10MPa, B, = 6,06 x 18 MPa, B3

= 6,06 x 16 MPa, G = 4,134 x 18, MPa,v; = 0,31,6 = [+3(, -3¢, +3(, -3]. Uma forca
vertical de 1,0 N é aplicada na extremidade livaeviha. Uma andlise de convergéncia é
realizada e os resultados obtidos estao tabeldmosoa comparando os modelos com e sem

lp=1N

1000 mm | e mm

cisalhamento parasitico.

I 10mm

Figura 4.6 Viga laminada engastada e livre coridtitpor 4 laminas.
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Tabela 3 — Maximo deslocamento vertical (w), paga\@ngastada e livrangle Ply.

Malha Com cisalhamento parasitico Sem cisalhanmarasitico | Diferenca (%

2 elementos -0,10686 x 10 -0,35689 x 10 3.239,79

4 elementos -0,39424 x 10 -0,37470 x 10 850,44

8 elementos -0,12031 x40 -0,37915 x 10 215,14

16 elementos -0,24702 x40 -0,38027 x 10 53,94

32 elementos -0,33530x40 -0,38055x 10 13,50

64 elementos -0,36819 x40 -0,38062 x 10 3,38

128 elementos -0,37745 x™0 -0,38063 x 10 0,84
1024 elementos -0,38059x°10 -0,38064 x 10 0,01

Grafico 2, Maximo Momento Fletor para viga engaatadivre

Momento Fletor Maximo (no engaste)

Malha

2 4 8 16 32 64
—&— Com Cisalhamento

0.00 e \
-0,50 Parasitico
-1,00 .\.\.\l\‘f\%I— —— Sem Cisalhamento

Parasitico
-1,50

O grafico 2 evidencia a necessidade de um esfanggpuotacional maior para analise

do momento fletor, quando este é avaliado com temspurios na formulacdo do elemento.

A tabela 3 mostra uma rapida convergéncia paraximo deslocamento vertical da
viga, quando este é avaliado sem os efeitos dthamsanto parasitico. Com cisalhamento
parasitico a convergéncia é sensivelmente maia,lerigindo maior esforco computacional.
A diferenca entre as eficiéncias de ambos os medéloguantificada pela diferenca
percentual, mostrada na quarta coluna da tabel@b3erva-se que s&o necessarios 64
elementos para que o modelo com cisalhamento pecefsirneca resultados aceitaveis. Esta
andlise mostra claramente o efeito de enrijecimemtificial causado pelo cisalhamento

parasitico.
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Tabela 4 — Maximo Momento resultante para viga daga<e livre (no engaste)

Malha Com cisalhamento Sem cisalhamento | Diferenca (%)
parasitico parasitico

2 elementos -.21056E+02 -.75000E+03 3.461,93
4 elementos -.90626E+02 -.87500E+03 865,51
8 elementos -.29633E+03 -.93750E+03 216,37
16 elementos -.62868E+03 -.96875E+03 54,09
32 elementos -.86711E+03 -.98438E+03 13,52
64 elementos -.95974E+03 -.99219E+03 3,38

A tabela 4 mostra valores de momento fletor maxfmmengaste) para as diferentes
malhas. O efeito do cisalhamento parasitico seafsarente, uma vez que os modelos
contendo o termo espurio apresentam convergéntia. I® grafico 2 ilustra claramente esse
comportamento, mostrando que o modelo com cisalh@nparasitico converge com malha
de 64 elementos. Importante registrar a importadeanotacacStrain Gradientpara se

eliminar a divergéncia dos resultados atraveés filmorde malha.

A tabela 5, mostra a divergéncia de resultadosdobtpara a tensdo cisalhante ao
longo da viga laminada, quando a analise € efetocamlacisalhamento parasitico. O grafico 3
evidencia a natureza qualitativa dos erros vedfisana tenséo cisalhante com cisalhamento
parasitico, avaliada ao longo do comprimento da.\@mo se observa, ao contrario do erro
quantitativo, o erro qualitativo ndo é minimizadmnco refino. Isto ocorre por tratar-se de
erro inerente a formulacéo do elemento, erro asteogefino de malha, além de nao eliminar,
maximiza. Deve ser observado também que quandélseé realizada com elementos sem

cisalhamento parasitico, a solugdo é correta,quiieide com a solucéo analitica.

O erro na solugdo da tenséo de cisalhamento é desdonqualitativo porque consiste
de uma representacdo errbnea da solucdo na sua.fadknrepresentacdo devida ao
cisalhamento parasitico é parabdlica quando a &olagrreta é constante ao longo da viga.
Este resultado demonstra a necessidade de se remdeemo espurio da formulagdo do
elemento uma vez que ndo se consegue corrigirug&@lnumérica através do refino de

malha.
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Tabela 5, Tensao Cisalhante para viga engastadeee li

Tenséo Cisalhante (malha com 16 elementos)

Com Cisalhamento

Sem Cisalhamento

NO Parasitico Parasitico
1 -0,28356 -0,28356
2 17,634 -0,28356
3 33,163 -0,28356
4 46,303 -0,28356
5 57,054 -0,28356
6 65,415 -0,28356
7 71,388 -0,28356
8 74,972 -0,28356
9 76,166 -0,28356

10 74,972 -0,28356

11 71,388 -0,28356

12 65,415 -0,28356

13 57,054 -0,28356

14 46,303 -0,28356

15 33,163 -0,28356

16 17,634 -0,28356

17 9,2727 -0,28356
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Grafico 3 tensao Cisalhante, com e sem cisalhanpamésitico

Tensao Cisalhante

120 —&— 8 elementos - ¢/ cisalhamento
100 s parasitico
80 /._’___.\.\ —m— 16 elementos - ¢/
60 /é:, % cisalhamento parasitico
—a&— 32 elementos - c/

40

0 /// /./’—__‘\‘\‘\\-\ cisalhamento parasitico
W 64 elementos - ¢/

0 - —H————H——H— —H— )K i

cisalhamento parasitico
20 0 0125 025 0375 05 0625 0,750,875 1 . .
—X¥— s/ cisalhamento parasitico

Comprimento da viga

A tabela 6 mostra divergéncia nos resultados daafaortante Qxz para viga
engastada e livre, com e sem cisalhamento pamsifiomo se observa, a divergéncia
aumenta com o refino, do que se conclui trataresertb inerente a formulacao, denominado

erro qualitativo, erro este nédo eliminado por mee refino. O comportamento da forca

cortante Qxz é analogo ao da tenséo de cisalhamgmtescrito anteriormente.

Tabela 6 — Maxima Forca Cortantexfppara viga engastada e livre

Malha Com cisalhamento Sem cisalhamento
parasitico parasitico
2 elementos 1,0663 x 10 -1.0x 10
4 elementos 4,2028 x 10 -1.0x 10
8 elementos 1,3031 x 10 -1.0x 10
16 elementos 2,6860 x10 -1.0x 10
32 elementos 3,6495 x40 -1.0x 10
64 elementos 4,0085 x10 -1.0x 16

A Tabela 7 mostra uma divergéncia significativaandlise da tensao normal Sigma X,
quando os dados sdo comparados sem e com cisalibapagasitico, para uma malha de 4
elementos.
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Tabela 7: Tensdo normalGMA-X, obtida comrmalha de 4 elementos

N6 Lamina Com Cisalhamento Sem Cisalhamento
1 1 .21724E+01 20975E+02
1 2 -.13585E-02 -.13116E-01
1 3 -.21802E+01 -.21050E+02
1 4 -43417E+01 -.41919E+02
2 1 .18621E+01 .17979E+02
2 2 -11644E-02 -.11242E-01
2 3 -18688E+01 -.18043E+02
2 4 -37215E+01 -.35931E+02
3 1 .12414E+01 .11986E+02
3 2 -77628E-03 -.74950E-02
3 3 -12458E+01 -.12029E+02
3 4 -24810E+01 -.23954E+02
4 1 .62070E+00 .59929E+01
4 2 -38814E-03 -.37475E-02
4 3 -.62292E+00 -.60143E+01
4 4 -12405E+01 -.11977E+02
5 1 .31035E+00 .29964E+01
5 2 -.19407E-03 -.18737E-02
5 3 -.31146E+00 -.30071E+01
5 4 -62024E+00 -.59885E+01

4.4.4 Exemplo 4

O problema agora avaliado é idéntico ao exempl@x@eto pela quantidade de

laminas, agora em numero de 10.

A tabela 8 mostra os valores das tensdes, nuno gixot do laminado, (no engaste),
calculadas sem os efeitos do cisalhamento pa@sQigrafico 4 mostra aquilo que era de se
esperar, ou seja, a tensado normal se distriblarimente ao longo da espessura do laminado.

=

10mm

e

|" 1000 mm "|

Figura 4.7 Viga laminada engastada e livre coridtitpor dez laminas
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Tabela 8, Valores de tensdes calculadas para cadzala

Lamina Sigma X Sigma Z Tau XZ

1 .95342E+01 .96986E+01 -.51282 E+00
2 .71387E+01 .72665E+01 -.51282 E+00
3 47591E+01  .48504E+01 -.51282 E+00
4 .23796E+01  .24344E+01 -.51282 E+00
5 -49498E-15 .18264E-01 -.51282 E+00
6 -.23796E+01 -.23978E+01 -.51282 E+00
7 -47671E+01 -.48219E+01 -.51282 E+00
8 -.71387E+01 -.72300E+01 -.51282 E+00
9 -.95342E+01 -.96620E+01 -.51282 E+00
10 -.11898E+02 -.12062E+02 -.51282 E+00

Grafico 4 Tensdo normal calculada para cada ladoriaminado

Sigma X

15

10

0 T T T T T T T T T ——@— Sigma X

-10

-15

4.4 5Exemplo 5

O problema aqui considerado consiste numa viga L@®0,0 mm de comprimento,
10,0 mm de altura, e 5,0 mm de base; engastadaee ¢onstituida por quatro laminas de
grafite-epoxy, com empilhamento e propriedades nieaé conforme segue; £ 2,89 x 16
MPa, B, = 6,06 x 16 MPa, B3 =6,06 x 16 MPa, G = 4,134 x 18, MPa,v; = 0,31,6 = [(°,

90, &, 90 (cross ply). Uma forca vertical de 1,0 N é apliaa extremidade livre da viga.
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Ou seja, é o exemplo 3, exceto pelo empilhamentie. i de empilhamento 2(090) é
denominadaross plypela literatura (TENEK, 1998).
l P=1H

1000 mm —I Sy

I 10mm

Figura 4.8 Viga laminada engastada e livre coridétpor duas laminasoss ply

A quarta coluna da tabela 9 mostra a diferencaahculo do maximo deslocamento
transversal para uma viga laminadeoss ply, quando a andlise é feita com e sem
cisalhamento parasitico. A diferenca torna-se aeelitsomente quando o refino € grande,
com esforco computacional enorme.

O grafico 5 mostra que a convergéncia para o maxiestocamento vertical da viga
laminada para analise feita com e sem cisalhamgarasitico somente acontece quando o
refino ultrapassa uma centena de elementos.
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Tabela 9 Mé&ximo deslocamento vertical (w) para eggastada e livrecioss ply

Malha Com cisalhamento | Sem cisalhamentg Diferenca (%)
parasitico parasitico

2 elementos -1,0761 x40 -4,8544 x 16 4.411,52

4 elementos -4,0518 x 10 -5,0968 x 16 1.157,91

8 elementos -1,3126 x 10 -5,1574 x 16 292,91

16 elementos -2,9822 x40 -5,1725 x 16 73,45

32 elementos -4,3728 x 10 -5,1763 x 16 18,38

64 elementos -4,9498 x 10 -5,1772 x 16 4,59

128 elementos -5,1187 x10 -5,1775 x 16 1,15
1024 elementos -5,1766 x'10 -5,1776 x 16 0,02

Grafico 5, Maximo deslocamento vertical, viga etada e livre, empilhamentoross Ply.

Maximo deslocamento vertical

0
_0’5 n
-1 4
1,5
2 | —&— c/ cisalhamento
parasitico
2,5 —— s/ cisalhamento
-3 4
3,5 1
4 s o =
45 L L

2 4 8 16 32

64 128 1024

NUmero de Elementos da Malha
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A tabela 10 mostra que a diferenga do maximo méorfgtor quando a analise é feita
sem e com cisalhamento parasitico é maior aindayarempilhamentoross plyque para o
empilhamentaangle ply. O gréfico 6 evidencia a diferenca constatadaabala 10, onde a

convergéncia acontece somente quando o refino ehégaelementos

Tabela 10 Maximo momento resultante para viga eada livre ¢ross ply)

Malha Com cisalhamento | Sem cisalhamento Diferenca (%)
parasitico parasitico

2 elementos -2,1926 x 10 -1,0550 x 16 4.711,64

4 elementos -9,6317 x 10 -1,2308 x 16 1.177,86

8 elementos -3,3430 x 10 -1,3187 x 16 294,47

16 elementos -7,8487 x40 -1,3626 x 16 73,61

32 elementos -8,6711 x40 -1,3846 x 16 59,68

64 elementos -1,3342 x10 -1,3956 x 16 4,60

Grafico 6, Maximo momento fletor para viga engaatadivre €ross ply

Maximo Momento Fletor (no engaste)

0,00
-500.00 - —e— Com Cisalhamento
Parasitico
—— Sem Cisalhamento
-1000,00 Parasitico
-1500,00

Malha

A tabela 11 mostra os efeitos do cisalhamento fiEm@sna analise da tensao
cisalhante avaliada ao longo do comprimento da ldganada, onde o refino de malha se
mostra ineficiente, por tratar-se de erro qualitatierro este inerente a formulacdo do
elemento, e, portanto ndo minimizado através doaef
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Tabela 11, Tenséo cisalhantg,) para viga engastada e livre

Malha (NO) Com Cisalhamento Sem Cisalhamento
Parasitico Parasitico

1 (Apoio) -0,28356 x 10 -0,28356 x 10
2 1,7497 x 16 -0,28356 x 10

3 3,0198 x 18 -0,28356 x 16

4 3,7819 x 1 -0,28356 x 16

5 4,0359 x 18 -0,28356 x 10

6 3,7819 x 1 -0,28356 x 16

7 3,0198 x 18 -0,28356 x 10

8 1,7497 x 16 -0,28356 x 10

9 (Extremidade

Livre) 9,8770 x 16 -0,28356 x 16

A tabela 12 e o grafico 7 mostram os valores paenséao cisalhante ao longo
do comprimento da viga laminadeross ply avaliados para diferentes malhas com
cisalhamento parasitico; e o valor constante, iedéente do refino, quando a tensado
cisalhante é avaliada sem cisalhamento parasitadajual o exemplo.3, o grafico 7 mostra a
natureza qualitativa do erro no calculo da tenssallante, quando esta € avaliada com o
cisalhamento parasitico. O grafico mostra que ar&oo do erro quantitativo que pode ser
minimizado com esforcos numeéricos computaciona&r@ qualitativo tende a aumentar com

o refino.
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Tabela 12, Tensao cisalhante ao longo da viga eadgastlivre ¢ross ply

Tensado Cisalhantgyz

8 elementos 16 elementos | 32 elementos| 64 elementos
s/ cisalhamentop
¢/ cisalhamentg c/ cisalhamentg c/ cisalnamentg c/ cisalhamentd
parasitico. parasitico. parasitico. parasitico. parasitico
Posicao (m
-0,28356 -0,28356 -0,28356 -0,28356 -0,2835¢
0
17,497 40,116 58,953 66,77 -0,28356
0,125
30,197 68,972 101,27 114,67 -0,28356
0,25
37,819 86,286 126,65 143,4 -0,28356
0,375
40,359 92,057 135,12 152,98 -0,28356
0,5
37,819 86,286 126,65 143,4 -0,28356
0,625
30,198 68,972 101,27 114,67 -0,28356
0,75
17,497 40,116 58,953 66,77 -0,28356
0,875
9,877 11,259 8,1789 4,506 -0,28356
1
Gréfico 7, Tensao cisalhante ao longo do comprimdatviga ¢ross ply
Tensao Cisalhante
200 —&— 8 elementos - ¢/ cisalhamento
parasitico
150 S S —m— 16 elementos - ¢/ cisalhamento
—aA— 32 elementos - ¢/ cisalhamento
50 \.\ parasitico
0 - X X X 23 K— T 64 elementos - ¢/ cisalhamento
50 0 0,125 025 0,375 05 0625 0,75 0,875 1 parasitico
. . —¥— s/ cisalhamento
Comprimento da viga
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Tabela 13, Resultante de forga cortante ao longogdaengastada e livrerpss ply.

RESULTANTE DE FORCA CORTANTE Qxz
16 elementos ¢/| 32 elementos ¢
8 elementos c/| cisalhamento cisalhamento | 64 elementos ¢
Posicdo (m) | cisalhamento cisalhamento | s/ cisalhamentd

-1,000 -1,000

0,000 -1,000 -1,000 -1,000
141,470 207,900

0,125 61,705 235,470 -1,000
243,230 357,120

0,250 106,490 404,370 -1,000
304,290 446,650

0,375 133,370 505,720 -1,000
324,640 476,490

0,500 142,330 539,500 -1,000
304,290 446,650

0,625 133,370 505,720 -1,000
243,230 357,120

0,750 106,490 404,370 -1,000
141,470 207,900

0,875 61,705 235,470 -1,000
39,705 28,843

1,000 34,831 15,891 -1,000

A tabela 13 mostra os valores da forca cortante &aliada num mesmo
ponto ao longo do comprimento do laminado, pardande 8, 16, 32 e 64 elementos, quando
a analise é feita com cisalhamento parasitico;valor constante, independente do refino,
obtido sem cisalhamento parasitico. Observa-seoquador para a forca cortantgfobtida
sem os efeitos do cisalhamento parasitico coirmde a expectativa analitica, que seria de —
1,0.

O gréfico 8 mostra a existéncia de erro qualitapiaca a for¢a cortante.£a0 longo
do comprimento da viga laminadaoss ply quando esta é avaliada com cisalhamento
parasitico. O grafico mostra que o erro qualitatarmde a aumentar com o refino, atingindo a

maior diferenca na metade do comprimento da viga.
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Gréfico 8, Resultante de forca cortantg & longo do comprimento da viga

600,000

-100,000

Forca Cortante Q ,,

500,000 -
400,000 -
300,000 -
200,000 -
100,000 -

0,000 -

0,000 0,125 0,250 0,375 0,500 0,625 0,750 0,875 1,000

—&— 8 elementos - ¢/ cisalhamento
parasitico

—l— 16 elementos - ¢/ cisalhamento
parasitico

—a— 32 elementos - ¢/ cisalhamento
parasitico

64 elementos - ¢/ cisalhamento
parasitico

—¥— sem cisalhamento parasitico

Comprimento da viga

4.4.6 Exemplo 6

O problema analisado nesta secdo consiste de wadavhinada ndo simétrica geral.

Um laminado nao simétrico geral pode possuir tadaformas de acoplamento possiveis. As

propriedades mecanicas, dimensdes e orientacOesssseguintes. Lamina 1y € 2,5E+07

psi, § = 1,0E+06 psi, E= 2,5E+07 psiyy,; = 0,25,vx, = 0,25,v,, = 0,25, G, = 2,0E+05 psi,

Gy, = 5,0 E+05 psi, 3 = 5,0E+05 psi = 3@, t = 0,10 polegadas. Lamina 2; £1,92E+07

psi, E = 1,56E+06 psi, E= 1,92E+07 psvy, = 0,30,V = 0,30,vx, = 0,30, G, = 5,23E+05

psi, G, = 8,2E+05 psi, Gz = 8,2E+05 psif = 3@, t = 0,12 polegadas. A dimens&o da base da
viga € de 1,0 polegada, e seu comprimento € depale@adas. Uma forga vertical de 5,0 Ibs

€ aplicada na extremidade livre da viga engastadare. A seguir sdo apresentados

resultados obtidos via elementos finitos.
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20 pol. —I ‘A—ﬂ-ﬂ-‘—-‘

Figura 4.9 Viga laminada engastada e livre ndotsicaégeral

A tabela 14 compara os valores do maximo deslocamertical de uma viga
laminada ndo simétrica geral, para varias malhgaliagos com e sem cisalhamento
parasitico.Observa-se que a convergéncia s6 aeonieando o refino atinge uma malha
acima de mil elementos. O grafico 9 mostra a leobavergéncia para 0 mMAaximo
deslocamento vertical de uma viga laminada naotstaéyeral, engastada e livre, submetida
a uma forca concentrada na extremidade livre da;vigiando a analise € feita com

cisalhamento parasitico, em comparacéo a anabsaaefa sem cisalhamento parasitico.

Tabela 14, Maximo deslocamento vertical (w), paga\engastada e livre (ndo

simétrica geral)

Malha Com cisalhamento Sem cisalhamento Diferenca (%)
parasitico parasitico

2 elementos -2,5310 x 0 -3,9903 x 168 15.665,71

4 elementos -9,9464 x f0 -4,1897 x 168 4.112,28

8 elementos -3,7179 x 10 -4,2396 x 18 1.040,32
16 elementos -1,1784 x40 -4,2520 x 18 260,83

32 elementos -2,5748 x40 -4,2551 x 168 65,26

64 elementos -3,6589 x40 -4,2559 x 18 16,32
128 elementos -4,0893 x“10 -4,2561 x 18 4,08
1024 elementos -4,2535 x%0 -4,2562 x 168 0,06
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Grafico 9, Maximo deslocamento vertical, viga engaa e livre, empilhamentdio
simétrico geral.

Maximo Deslocamento Vertical

—e— Com cisalhamento
parasitico

—m— Sem cisalhamento
parasitico

2 4 8 16 32 64 128 1024

NUmero de Elementos da Malha

A tabela 15 mostra uma diferenca acentuada pamdwimo momento
resultante de uma viga laminada ndo simétrica gguaindo a andlise é efetuada com e sem
cisalhamento parasitico. Os dados da coDifierenca da tabela em questdo sdo maiores que
aqueles obtidos para um laminamtoss ply conforme a tabela 10. Grafico 10 mostra a rapida
convergéncia do valor do maximo momento fletor parea viga laminada nao simétrica
geral, quando a analise € feita sem os efeitossdthamento parasitico; em contraste com os
resultados obtidos quando o elemento finito conténtermos espurios responsaveis pelos

efeitos do cisalhamento parasitico.

Tabela 15, M&ximo momento resultante para viga eada< livre

Malha Com cisalhamento | Sem cisalhamentp Diferenca (%)
parasitico parasitico
2 elementos -8,8821 x 10 -1,4834 x 16 16.601,00
4 elementos -4,0444 x40 -1,7306 x 16 4.179,00
8 elementos -1,6198 x 10 -1,8543 x 16 1.044,77
16 elementos -5,3048 x 10 -1,9161 x 16 261,20
32 elementos -1,1779x 40 -1,9470 x 16 65,29
64 elementos -1,6870 x40 -1,9624 x 16 16,32
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Gréafico 10, Maximo momento resultante.

Maximo Momento Fletor (no engaste)

0,00 C— ‘ ‘
-50,00 - .
—&— Com Cisalhamento
-100,00 \ Parasitico
-150,00 —— Sem Cisalhamento
m Parasitico
-200,00
-250,00
2 4 8 16 32 64
Malha

A tabela 16 e o grafico 11 mostram a tensao aséhcom cisalhamento parasitico
avaliada para um mesmo ponto ao longo do comprondatviga laminada nédo simétrica
geral, para cada lamina e diferentes malhas, ernasté com a tensdo cisalhante constante

para uma mesma lamina quando a analise é feitasefieitos do cisalhamento parasitico.
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Tabela 16, Tensé&o cisalhante ao longo da viga eadgastlivre — Laminado néo
simeétrico geral.

Tenséo CisalhantBy,
8 elementos 16 elementos
Posicéo 32 elementos 64 elementos .
) ) . . s/ cisalhamento
(m) ¢/ cisalhamento ¢/ cisalhamento ¢/ cisalhamento ¢/ cisalhamento parasitico
» » parasitico. parasitico.
parasitico. parasitico.
Laminal | Lamina 2 Lamina1l Lamina 2 Laminal | LAmina2| Laminal LaminaR Lamingl LéangEna
0 -33,803 59,314 -33,803 59,314 -33,803 -59,314 -33,803 -59,314 -33,803 -59,314
0125 2.557.6 4.487 8 8.179.4 14.352.2 17.913,0 | 31.432,0| 25.469,0 44.690,0 -33,808 -59,314
0.25 4.408.6 7.735.8 14.046.0 24.647.0 30.732,0 | 53.926,0| 43.685,Q 76.654,0 -33,80B -59,314
0.375 5.519,2 9.684,5 17566,0  30.823. 38.424,0 | 67.422,0| 54.615Q 95.833,0 -33,808 -59,314
05 5.889,4 10.334.0 187390 32.882.d 40.987,0 | 71.921,0| 58.258,0 102.230,0 -33,803 -89,31
0,625 5.519,2 9.684,5 17566,0 30.823. 38.424,0 | 67.422,0| 54.615Q 95.833,0 -33,808 -59,314
0.75 4.408.6 7.735,8 14.046,0 24.647.4 30.732,0 | 53.926,0| 43.685,0 76.654,0 -33,808 -59,314
2.557.6 4.487.8 8.179.4 14.352,0 17.913,0 | 31.432,0| 25.469,0 44.690,0 -33,808 -59,314
1 1.447.0 2.539,0 23128 4.058,3 2.530,0 4.439,4 1.787,8 3.137,1 -33,804 -59,314
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Grafico 11 - Tenséo cisalhante da lamina 2, a pdo8rdados da tabela 16

Tensao cisalhante T ,,

120000

100000 - ——3 eIen)gntos c/ cisalhamento

parasitico

80000 1 —l— 16 elementos c/ cisalhamento
parasitico

60000 -
—#— 32 elementos c/ cisalhamento

40000 parasitico

64 elementos c/ cisalhamento

20000 - parasitico

¥ ¥ ¥ ¥ ¥
0 0,125 0,25 0375 05 0625 0,75 0,875 1

—¥—s/ cisalhamento parasitico

Comprimento da viga

Tabela 17 - Resultante de forca cortante ao longogdaengastada e livre.

RESULTANTE DE FORCA CORTANTE Qxz
8 elementos c{ 16 elementos c/| 32 elementos c/ 64 elementos c/
Cisalhamento| Cisalhamento Cisalhamento Cisalhamento s/ Cisalhamento
Posicdo (m) Parasitico Parasitico parasitico Parasitico parasitico

0,000 -5,0000 -5,0000 -5,0000 -5,0000 -5,0000
0,125 378,31 1.209,9 2.649,6 3.767,3 -5,0000
0,250 652,11 2.077,6 4.545,88 6.461,8 -5,000(
0,375 816,38 2.598,3 5.683,5 8.078,4 -5,0000
0,500 871,14 2.771,9 6.062,7 8.617,3 -5,0000
0,625 816,38 2.598,3 5.683,5 8.078,4 -5,0000
0,750 652,11 2.077,6 4.545,8 6.461,8 -5,0000
0,875 378,31 1.209,9 2.649,6 3.767,3 -5,0000
1,000 214,04 342,11 3.74,23 2.64,45 -5,0000

O gréfico 12 confirma uma vez mais a distribuic@aoapdlica da resultante de forca
cortante ao longo do comprimento da viga quandarddise é efetuada com cisalhamento
parasitico, demonstrando que para uma viga laminadaimétrica geral também se observa

erro qualitativo na analise da referida forca.
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Grafico 12, Resultante de forca cortante com ed@esathamento parasitico.

Resultante de forca cortante Q ,
10000
8000 A —&— 8 elementos ¢/ cisalhamento
parasitico
6000 + —#— 16 elementos ¢/ cisalhamento
4000 parasitico
| —aA— 32 elementos ¢/ cisalhamento
2000 - parasitico
64 elementos ¢/ cisalhamento
0 - —k ¥ ¥ K HK— T — parasitico
2000 0 0,125 0,25 0,375 0,5 0,625 0,75 0,875 1 —¥— sem cisalhamento parasitico
Posicéo axial da viga

Tabela 18 - tensdes avaliadas num ponto fixo donlada para diferentes malhas.

TensOes avaliadas no meio do véo, da lamina 2rdiodalo geral ndo simétrico
Tens&o normal Sigma X Tens&o cisalhantgy,
N6 | Malha | C/cisalhamentg S/ cisalhamento C/ cisalhamento S/ cisalhamento
s s parasitico parasitico
parasitico parasitico
2 -23,154 -3.893,88 648,22 -59,314
3 4 -90,995 -3.893,88 2.721,2 -59,314
5 -340,13 -3.893,88 10.334,0 -59,314
9 16 -1.078,0 -3.893,88 32.882,0 -59,314
16 32 -2.355,6 -3.893,88 71.921,0 -59,314
33 64 -3.347,3 -3.893,88 102.230,0 -59,314

Grafico 13, tensao normal Sigma X, a partir dosodath Tabela 21.

Tensao normal Sigma X, avaliada em L/2
0 *
-1000 - -
—&— C/ cisalhamento
-2000 parasitico
-3000 - —— S/ cisalhamento
-4000 J = - - - - M parasitico
-5000
2 4 8 16 32 64
Malha
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Grafico 14, tensao Cisalharntg,, a partir dos dados da Tabela 18

Tensao Cisalhante, avaliada no meio do vao

120000
100000 -
80000 -
60000 -
40000 -
20000 A
0
-20000

—&— C/ cisalhamento parasitico
—l— S/ cisalhamento parasitico

N B
@

.S
[B5Y

Malha

Como mostra a tabela 18, e o grafico 13 evidemaciansdo normal Sigma X calculada
com e sem cisalhamento parasitico converge panmesmo resultado. O mesmo ndo ocorre
com a tensdao cisalhantgz, grafico 14, para a qual ndo se verifica converigénsto ja era
de se esperar, uma vez que na formulacdo do elerfenéncontrado (e removido) termo
espurio apenas nas componentes de deformacdoacialtAqui também se verifica erro
qualitativo na analise da tensdo cisalhante coralh@mento parasitico, erro este nao

minimizado através do refino.

4.4. 7Exemplo 7

O problema analisado nesta secdo consiste de wadavhinada ndo simétrica geral.
As propriedades mecanicas, dimensdes e orientsgfiesas seguintes. Lamina 1; £
2,5E+07 psi, E= 1,0E+06 psi, E= 2,5E+07 psiyy, = 0,25,vy;, = 0,25,vx = 0,25, Gy =
2,0E+05 psi, G = 5,0 E+05 psi, (7 = 5,0E+05 psif = 3@, t = 0,10 polegadas. Lamina 2:
Ex = 1,92E+07 psi, £= 1,56E+06 psi, E= 1,92E+07 psvy, = 0,30,vx, = 0,30,v4, = 0,30,
Gyy = 5,23E+05 psi, & = 8,2E+05 psi, ¢z = 8,2E+05 psif = 3@, t = 0,12 polegadas. A
dimensédo da base da viga é de 1,0 polegada, eosguimento é de 20,0 polegadas. Uma
forca axial de 10,0 Ibs € aplicada na extremidadle tHa viga engastada e livre. Ou seja, este
problema difere do 4.3.6 apenas em relagdo aogzamento. A seguir resultados obtidos via

elementos finitos.
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Figura 4.10 Viga laminada engastada e livre na@étsioa geral

.

Tabela 19 Mé&ximos deslocamentos para viga laminadal ghdo simétrica, com

carregamento axial.

Malha Sem cisalhamento parasitico Com cisalhamento piamasi
Deslocamento| Deslocamento vertical Deslocamento Deslocamento
axial axial vertical
2 0,00022624 0,021775 0,00015239 0,00012948
4 0,00022624 0,021775 0,00015369 0,00050886
8 0,00022624 0,021775 0,00015844 0,0019021
16 0,00022624 0,021775 0,00017252 0,0060285
32 0,00022624 0,021775 0,00019689 0,013173
64 0,00022624 0,021775 0,00021582 0,018719
128 0,00022624 0,021775 0,00022333 0,020921
1024 0,00022624 0,021775 0,0002262 0,021761

Além da rapida convergéncia dos dados quandolseaéfeita sem os efeitos
do cisalhamento parasitico, a tabela 19 mostraf@t® de acoplamento para o laminado
geral ndo simétrico, engastada e livre, onde seredsnclusive um deslocamento vertical

maior que o axial, para a viga laminada submetidima forca axial.
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Grafico 15, Maximos deslocamentos axial para \a@gaihada n&o simétrica geral.

Maximo deslocamento axial

0,00025
0,0002 +
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0,00005
0

2 4 8 16 32 64 128 1024
Malha

O gréfico 15 mostra o esforco computacional neégesspara que haja
convergéncia dos resultados do maximo deslocamaxil para a viga laminada nédo
simétrica geral, engastada e livre, submetida a canga axial na extremidade livre da viga,
quando os resultados sdo analisados com cisalharpardsitico; em comparacdo aos dados

sem cisalhamento parasitico.

Gréfico 16, Maximo deslocamento vertical para Vagainada ndo simétrica geral.

Maximo deslocamento vertical
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0,02 - :
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0 +—m= ‘

N
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0]

16 32 64 128 1024
Malha

O grafico 16, além de mostrar uma vez mais o esfaromputacional
necessario para que haja convergéncia dos valoegglq a analise € feita com cisalhamento

parasitico; evidencia a existéncia de deslocameattical para uma viga laminada néo
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simétrica geral, engastada e livre, quando estabéetida a um carregamento axial na

extremidade livre, ilustrando a presenca de acoghdorentre flexado e deformagéo axial.
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Capitulo 5

5 Conclusao

Este trabalho apresenta a formulacdo e implementsgdm elemento finito de viga
para analise de compdésitos laminados. Utiliza-seotacaoStrain Gradient que € uma
notacdo fisicamente interpretavel. Através dess#acho, € possivel determinar as
caracteristicas de modelagem do elemento a—pforos de modelagem, inerentes ao
processo de formulacdo, sdo identificados e recithbe como cisalhamento parasitico. Os
termos espurios sdo removidos facilmente, uma uezfaram precisamente identificados. O
elemento foi implementado nas duas versfes, coemeos termos espurios causadores de

cisalhamento parasitico.

Varios laminados sdo analisados usando modeloseceem cisalhamento parasitico.
Na comparacao dos resultados, observa-se que de gasdl 0 modelo com cisalhamento
parasitico converge lentamente devido ao fenbmerendjecimento artificial. No entanto, o

modelo corrigido mostra-se bastante eficiente, eagimdo rapidamente.

Um resultado bastante interessante é identificagoamalises. O modelo contendo o
termo espurio faz uma representacdo erronea do artempento de forcas e tensbes de
cisalhamento. Apresenta-se como uma distribuicdabgica ao longo do comprimento da
viga quando a solucdo correta ou € constante aarlindependendo do carregamento
aplicado. Este erro é classificado como um erro itgtigb, pois, além de errdneo
numericamente, apresenta distribuicbes segundodkeisariacdo nao condizentes com o

comportamento fisico.

Ao contrario do que seria esperado, o erro naillis¢do dos paréametros de
cisalhamento ndo é atenuado ou removido com oorefen malha. Surpreendentemente, o
refino maximiza esse efeito. Portanto, conclui1se ¢ necessario remover o termo espurio a—
priori para garantir resultados corretos em qualcuedlise. Esta conclusdo valoriza o

emprego da notac&strain Gradiente outras notacfes largamente utilizadas ndo coesegu
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indicar termos espurios precisamente, exigindoagtiicios numéricos, como subintegragcédo

sejam aplicados para remocéao de erros, nem semmprewcesso absoluto.

Finalmente, pode-se concluir que o elemento fiajpioesentado € uma contribuicdo
importante na area de analise de compositos lamsnadsguardando as limitacdes da teoria

macromecanica adotada.
Sugestdes para trabalhos futuros:

1) Desenvolver um elemento finito de viga tridimensiompara analisar
compoésitos laminados que possa representar deféemagportantes que

nao ocorrem no modelo bidimensional.

2) Utilizar uma teoria macromecanica mais sofisticad® modo que

fendbmenos localizados como delaminagéao e trincesano ser moldados.

3) Aplicar polinbmios de ordem mais elevadas paraessprtar a deformagao
associada ao cisalhamento conforme outros autBEBDY, 19884), (LO,

1977), usando a notac&train Gradient
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Anexo A

COEFICIENTES DE STRAIN GRADIENTS

Para polinbmio de até terceira ordem

ORDEM | TERMO | apara u(x,y,z) ppara v(x,y,z) garaw(x,y,z)
0 1 Ub Vip w
1 X Ex Yiy/2 o Yy/2 —q
Y Yy/2 Ty & V2 + p
z 0 +Ysl2 Y2 - p £
2 X? Yo € x Yo (fryx - Exy) (Ve -Ex2)/2
Xy Exy €y x (-Yxy.z + Yyzx + Yazy)/2
Xz £z (Vo + Vzox - Yoe)/2 »
v? 2 (Yyx ~€y) V2€yy Wzy - &y.2/2
YZ
ZZ
3 X 1/6 & xx 176y, - Exxy) (Vrzxx = Exx2)/6
X%y Yo &y xy Yo €y xx (Vizxy - Exy2)/2
Xy’ Yoexyy Y2y xy (Vyzxy - Ey.x2)/2
Y’ 176(Vxy.yy -Ey.xy) 1/6&y,yy (VWyzyy - Ey.y2)/6
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