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RESUMO 

 

 

O modelo matemático do problema de Plano Mestre de Produção (MPS), quando agregado ao 

longo de muitos períodos, torna-se, na prática, quase que numericamente intratável pelo 

grande número de variáveis de decisão que comporta, bem como pelo grande número de 

restrições presentes no modelo. Nesse trabalho estudou-se uma modelagem para o problema 

de MPS usando técnicas de decomposição em blocos, que permitem resolver de maneira 

simples e eficiente esse problema, com pouco armazenamento de dados e com ganho de 

tempo computacional, mesmo quando o número de variáveis de decisão e/ou número de 

restrições são muito grandes. A abordagem empregada tira vantagem do fato de que o modelo 

matemático do problema de MPS é estruturado e esparso, e torna viável sua solução mesmo 

no caso de problemas de grande porte. A principal contribuição trazida por este trabalho é 

como realizar, na prática, a decomposição em blocos, quando o MPS é relaxado para um 

Problema de Programação Linear. 

 

Palavras-chaves: MPS, Problema de Grande Porte, Decomposição.  



ABSTRACT 

 

 

The mathematical model of the problem of Master Production Schedule (MPS), when 

aggregated over many periods, becomes, in practice, almost numerically intractable by the 

large number of decision variables that includes, as well as the large number of restrictions in 

the model. In the present study is a model for the MPS problem using decomposition 

techniques in blocks, allowing a simple way to solve this problem efficiently and with little 

storage and gain in computational time, even when the number of decision variables and / or 

number of constraints are very large. The approach takes advantage of the fact that the 

mathematical model of the MPS problem is structured and sparse, and its solution becomes 

feasible even for large problems. The main contribution made by this work is how to 

accomplish in practice, the decomposition into blocks, when the MPS is relaxed to a Linear 

Programming Problem. 

 

 Keywords: MPS, Large problem, Decomposition. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

 

1.1 CONTEXTUALIZAÇÃO DO TRABALHO 

 

 

Na área de produção, os sistemas de suporte a tomada de decisões geralmente contêm 

um Plano Mestre de Necessidades de Materiais (MRP) e um Plano Mestre de Produção 

(MPS). O MRP consiste de um conjunto de regras, logicamente relacionadas, articuladas para 

suportar o MPS no que diz respeito às quantidades líquidas de materiais necessários à 

implementação do planejamento de produção. Já o MPS trata especificamente de quanto e 

quando produzir de cada um dos produtos demandados. Desse modo, podemos imaginar que 

o MRP pode ser completamente declarado em termos da lista de materiais (BOM) de cada 

produto. E essa é uma das principais entradas do MPS. Nos casos onde devem ser 

considerados um grande número de produtos, e cada produto com um grande número de 

componentes em sua BOM, a modelagem matemática e a solução do problema via 

programação inteira fica completamente fora de questão pela complexidade computacional. 

Por outro lado, como a execução do modelo é geralmente recorrente, para incorporar 

sempre novos períodos, faz sentido considerar resolver o problema como se fosse um 

problema de programação linear de grande porte, e não como um problema de programação 

linear inteira como, por exemplo, em Godinho Filho & Fernandes (2006); Sastim et al. (2006) 

e Takey & Mesquita (2006). Nesse caso, deve-se utilizar técnicas de programação linear de 

grande porte e, principalmente, aquelas de decomposição, dado que o número de variáveis de 

decisão e o número de restrições no problema de programação linear é muito grande. Esse 

problema foi parcialmente resolvido em Chu (1995), mas o autor teve que descartar todo um 

conjunto de restrições relacionadas com a capacidade de produção instalada e, portanto, 

implicitamente, teve que usar uma hipótese não realista de capacidade de produção infinita 

para um dado tipo de recurso. 

Nesse trabalho propõe-se uma abordagem para o problema de MPS, que incorpora 

suas restrições, considerando, inclusive, uma capacidade finita de recursos (mão-de-obra).  
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1.2 TEMA E QUESTÃO DE PESQUISA 

 

 

Nesse trabalho propõe-se a utilização da decomposição em blocos para resolver 

problemas de MPS de grande porte, de maneira simples e eficiente, através de um modelo de 

programação matemática.  

 

 

1.3 OBJETIVOS  

 

 

 O objetivo geral deste estudo é resolver o problema de MPS de grande porte através de 

um modelo de programação matemática, aplicando-se técnicas de decomposição. 

Especificamente, pretende-se obter ganho no tempo computacional com a utilização destas 

técnicas. 

 

 

1.4 JUSTIFICATIVA 

 

 

O modelo de programação linear para solução de MPS é um problema de programação 

linear de grande porte, esparso e estruturado. Neste caso, sem a relaxação da integralidade das 

variáveis, torna-se de difícil solução numérica, mesmo em casos relativamente simples, com 

médio número de variáveis e de períodos no horizonte de planejamento.  

Por outro lado, dada a robustez do modelo de programação linear, a solução inteira 

obtida da solução linear é bastante satisfatória, e em muitos casos, a única disponível. É 

importante observar que a chave dessa decomposição é não permitir restrições de 

acoplamento, e desse modo, não permitir problemas principais com variáveis de acoplamento 

(LASDON, 1968), mas apenas subproblemas independentes. Em Chu (1995), relaxando o 

conjunto de restrições relativas a disponibilidade de recursos em cada período j=1,2,3, .... T, 

e, também, relaxando a condição de integralidade, o autor mostrou, através de um número 

reduzido de experimentos, que a solução inteira obtida da solução linear permanece no 

entorno da solução ótima, o que justifica a relaxação da condição de integralidade. 
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Sendo assim, mostra-se relevante proceder um estudo sobre a solução do MPS de 

grande porte através de um modelo de programação matemática, aplicando-se técnicas de 

decomposição, buscando, inclusive, ganho no tempo de processamento.  

Aliado a isso, a abordagem de decomposição aqui apresentada permite resolver 

problemas de grande escala do MPS, que desempenha um papel fundamental no campo da 

Engenharia Industrial, ampliando nossa capacidade de resolver problemas práticos. 

 

 

1.5 DEFINIÇÃO DA ABORDAGEM METODOLÓGICA 

 

 

A fim de resolver o problema de MPS de grande porte, considerou-se o modelo 

matemático adotado em Chu (1995), acrescido da variável de restrição de capacidade. 

Sob algumas hipóteses realistas foi então formulado um teorema geral que assegura 

que a solução do problema obtida por meio da decomposição proposta é também uma solução 

ótima para o problema.  

A partir deste resultado, realizaram-se experimentos numéricos a fim de ilustrar o 

resultado (MPS de certa empresa), considerando diversos tipos de produtos e seus 

componentes, para um determinado horizonte de planejamento. Neste problema há um grande 

número de variáveis de decisão e de restrições funcionais. Além disso, foram supostos os 

rendimentos de cada produto fabricado em cada um dos períodos no horizonte de 

planejamento, as exigências correspondentes, o tempo padrão para a fabricação de cada um 

dos produtos, trabalhos manuais e os recursos disponíveis para cada período também.  

Os resultados numéricos estão exibidos em tabelas construídas mostrando a melhor 

solução para o problema, sem decomposição (1 bloco), e, em seguida, usando a decomposição 

em dois, três, quatro, seis e doze blocos, bem como mostrando o tempo teórico (2
n
, sendo n o 

número de variáveis, proporcional ao número de blocos) e o tempo real de processamento. 

  

 

 

 

 

 

 



9 

 

1.6 ESTRUTURAÇÃO DO TRABALHO 

 

 

Este trabalho está organizado em três capítulos. O primeiro capítulo contém uma 

introdução ao tema, incluindo a problemática, os objetivos e a justificativa. No segundo 

capítulo a pesquisa é apresentada em três artigos, selecionados de acordo com a finalidade 

deste trabalho. Finalmente, no terceiro capítulo, são apresentadas conclusões gerais e algumas 

questões que ficaram em aberto após a realização deste estudo. 
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2 DESENVOLVIMENTO 

 

 

2.1 ARTIGO 1 

 

 

 Este artigo foi aprovado no evento XVII SIMPEP, que aconteceu entre os dias 8 a 10 

de novembro de 2010, em Bauru – SP. 
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Resumo: O MODELO MATEMÁTICO DO PROBLEMA DE PLANO MESTRE DE PRODUÇÃO 

(MPS) QUANDO AGREGADO AO LONGO DE MUITOS PERÍODOS TORNA-SE, 

NA PRÁTICA, QUASE QUE NUMERICAMENTE INTRATÁVEL PELO GRANDE 

NÚMERO DE VARIÁVEIS DE DECISÃO QUE COMPORTA, BEM COMO PELO 

GRANDE NÚMERO DE RESTRIÇÕES PRESENTES NO MODELO. NESSE 

TRABALHO ESTUDOU-SE UMA MODELAGEM PARA O PROBLEMA DE MPS 

USANDO TÉCNICAS DE DECOMPOSIÇÃO, QUE PERMITE RESOLVER DE 

MANEIRA SIMPLES E EFICIENTE ESSE PROBLEMA, MESMO QUANDO O 

NÚMERO DE VARIÁVEIS DE DECISÃO E/OU NÚMERO DE RESTRIÇÕES SÃO 

MUITO GRANDES. A ABORDAGEM EMPREGADA TIRA VANTAGEM DO FATO 

DE QUE O MODELO MATEMÁTICO DO PROBLEMA DE MPS É 

ESTRUTURADO E ESPARSO, E TORNA VIÁVEL SUA SOLUÇÃO MESMO NO 

CASO DE PROBLEMAS DE GRANDE PORTE.  

 

Palavras-chaves: MPS, PROBLEMA DE GRANDE PORTE, DECOMPOSIÇÃO. 

 

  

AN APPROACH TO OPTIMIZATION OF  

LARGE SIZE MASTER PLAN FOR  

THE PRODUCTION  
 

 

Abstract: THE MATHEMATICAL MODEL OF THE PROBLEM OF MASTER PRODUCTION 

SCHEDULE (MPS) WHEN AGGREGATED OVER MANY PERIODS BECOMES, IN 

PRACTICE, ALMOST NUMERICALLY INTRACTABLE BY THE LARGE NUMBER 

OF DECISION VARIABLES THAT INCLUDES, AS WELL AS THE LARGE 

NNUMBER OF CONSTRAINTS PRESENT IN MODEL. THIS WORK IS STUDIED A 

MODEL FOR THE MPS PROBLEM USING DECOMPOSITION TECHNIQUES, 

WHICH ALLOWS TO SOLVE SIMPLY AND EFFICIENTLY THIS PROBLEM,  

EVEN WHEN THE NUMBER OF DECISION VARIABLES AND / OR NUMBER OF 

CONSTRAINTS ARE VERY LARGE. THE APPROACH TAKES ADVANTAGE OF 

THE FACT THAT THE MATHEMATICAL MODEL OF THE PROBLEM OF MPS IS 

STRUCTURED AND SPARSE, AND TAKES ITS VIABLE SOLUTION EVEN FOR 

LARGE SCALE PROBLEMS.  

Keywords: MPS, LARGE SCALE PROBLEM, DECOMPOSITION 
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1. Descrição do Problema  

Geralmente os sistemas de suporte a tomada de decisão na área de produção contém 

um plano mestre de necessidades de materiais (MRP) e um plano mestre de produção (MPS). 

O MRP consiste de um conjunto de regras, logicamente relacionadas, articuladas para 

suportar o MPS no que diz respeito as quantidades líquidas de materiais necessários à 

implementação do planejamento de produção, enquanto que o MPS trata especificamente de 

quanto e quando produzir de cada um dos produtos demandados. Desse modo, podemos 

imaginar que o MRP pode ser completamente declarado em termos da lista de materiais 

(BOM) de cada produto. E essa é uma das principais entradas do MPS. Nos casos onde devem 

ser considerados um grande número de produtos, e cada produto, com um grande número de 

diferentes componentes em sua BOM, a modelagem matemática, e solução do problema, via 

programação inteira fica completamente fora de questão. Por outro lado, como a execução do 

modelo é geralmente recorrente, para incorporar sempre novos períodos, faz sentido 

considerar resolver o problema como se fosse um problema de programação linear de grande 

porte, e não como um problema de programação linear inteira como, por exemplo, em 

Godinho Filho & Fernandes (2006); Sastim et al. (2006) e Takey & Mesquita (2006). Nesse 

caso, devemos utilizar técnicas de programação linear de grande porte e, principalmente, 

aquelas de decomposição, dado que o número de variáveis de decisão e o número de 

restrições no problema de programação linear agregado é muito grande. Esse problema é 

parcialmente resolvido em Chu (1995), mas o autor teve que descartar todo um conjunto de 

restrições relacionadas com a capacidade de produção instalada e, portanto, implicitamente, 

teve que usar uma hipótese não realista de capacidade de produção infinita para um dado tipo 

de recurso.  

Nesse trabalho nos propomos uma nova decomposição para o problema de MPS, que 

incorpora todas as restrições usadas na formulação do problema de MPS, de modo que se 

torna desnecessário qualquer hipótese do tipo daquela assumida em Chu (1995). Nesse 

sentido, este trabalho representa um avanço na solução do problema de MPS. O restante desse 

trabalho está organizado do seguinte modo. Na Seção 2, é apresentada a modelagem 

matemática do problema de programação linear agregado, e é discutida a questão da relaxação 

da integralidade do problema, para torná-lo, em geral, numericamente tratável. Na Seção 3, é 

apresentada a nova decomposição por blocos que incorpora todas as restrições do problema e 

é provado um resultado fundamental sobre essa decomposição. E finalmente na Seção 4, são 

apresentados e discutidos alguns resultados numéricos relativos a implementação da 

decomposição, as conclusões obtidas, e algumas questões em aberto.  

2. Modelagem Matemática do Problema  

Vamos considerar que temos um mix de produtos indexados por i= 1, 2, ..., n, e que a 

variedade de componentes utilizadas em todas as BOM dos n produtos sejam indexadas por 

k= 1, 2, ..., k. Seja bki a quantidade de componentes do tipo k utilizadas para produzir uma 

unidade do produto i, e seja hi a quantidade padrão de tempo, necessária para produzir uma 

unidade do produto i, i = 1, 2,..., n. Suponha que os períodos de nosso horizonte de 

planejamento sejam indexados por j = 1, 2, ..., T, e que gj seja a quantidade de recursos de 

mão de obra disponível no período j. Ademais, vamos supor que o recurso gj possa ser 

utilizado somente no período j, não podendo ser carreado para qualquer período seguinte, ou 

anterior. Vamos chamar de Skj o estoque disponível de componentes do tipo k no início do 

período j, e de di, a demanda máxima estimada do produto i em j=T. O rendimento aportado 

por cada unidade de produto i fabricado no período j será chamado de cij, e as variáveis de 

decisão de quantos produtos do tipo i fabricar no período j, serão chamadas de xij. 0 modelo 

matemático de nosso problema pode então ser formulado como sendo: 
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Observe que se T é um número finito inteiro de períodos, então deveríamos exigir que 

a variável de decisão Xjj fosse inteira. Todavia, como estamos considerando que T é apenas o 

alcance de nosso horizonte de planejamento, que se repete e se estende ao longo do tempo, 

isto é, cada vez que T é alcançado um novo T é definido, e assim sucessivamente, faz sentido 

então, relaxar essa condição de integralidade. De fato, essa decisão encontra suporte nos 

experimentos numéricos realizados em Chu (1995) e em Sampaio, Vieira e Favaretto (2009), 

dado que a solução linear ótima está, em geral, no entorno da solução inteira ótima.  

Vamos explicitar agora o modelo matemático (I), (II), (III), definido acima. Os 

sistemas de inequações (I) e (II), são agregados ao longo dos períodos, fazendo-se variar t=1, 

2, ..., T, isto é, as variáveis que aparecem na desigualdade obtida para t=1 se repetem para t= 

2,..., T, e é essa agregação que torna esse modelo um problema de grande porte. No sistema de 

inequações (I), para cada k=1, 2, ...,K, ∑ bkixij fornece os quantitativos líquidos de cada um 

dos tipos de componentes que aparecem nas BOM dos produtos a serem produzidos nos 

períodos j=1, 2, ..., T, ou seja, a solução de MRP do modelo.  

O problema (1), como formulado, é claramente um problema de grande porte, e a 

matriz das restrições é esparsa e estruturada como veremos adiante. Observe que esse 

problema tem NxT variáveis de decisão, e KxT+n+T restrições funcionais, além de nxT 

restrições de positividade. Mesmo casos triviais como o de uma empresa com, por exemplo, 

100 produtos, um horizonte de planejamento de 24 períodos e 150 diferentes tipos de 

componentes nas BOM(s), isso resultaria em um modelo de programação linear com 2400 

variáveis de decisão, 3724 restrições funcionais, e 2400 restrições de não negatividade. Do 

ponto de vista de programação inteira essa dimensão de problema está fora de questão com 

respeito a possibilidade de obtenção de solução ótima em tempo computacional razoável. 

Estes dois aspectos: complexidade computacional, e tempo de computação, requerem uma 

nova abordagem para o problema, de modo que, mesmo com n e T grandes, o problema 

continue sendo numericamente tratável. 

 3. Decomposicão por Blocos  

Primeiro vamos discutir como fazer a decomposição por blocos e, após, discutiremos 

as questões relacionadas com a otimalidade, bem como com o custo computacional de 

obtenção de uma solução ótima. Inicialmente divide-se o horizonte de planejamento T em 

blocos de tamanho fixo L, de acordo com nossa capacidade de computação. O tamanho L do 

bloco pode variar de L= 1 a L= T, isto é, os tamanhos de blocos podem variar de uma total 

decomposição,  L=1, a uma ausência de decomposição, L= T. É claro que sempre podemos 

supor T como um múltiplo inteiro de L. Mantendo-se fixo o tamanho dos blocos a matriz das 

restrições não sofre qualquer alteração durante todo o processo computacional, de onde pode-

se tirar proveito para reduzir o tempo computacional necessário para a solução do problema.  
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Assumindo as convenções definidas acima, esse problema de programação linear 

agregado pode ser escrito de forma matricial como sendo, 
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Trata-se claramente de um problema de grande porte, esparso, e estruturado. O modo 

de resolver esse problema aqui é o seguinte: inicialmente consideramos que os T períodos do 

horizonte de planejamento sejam particionados em p blocos de tamanho fixo L, e que as 

quantidades de materiais não utilizados em um período, bem como as demandas não 

atendidas, possam ser transferidas para o período seguinte, e assim sucessivamente, até o 

período T. Então a partir do segundo bloco, l = 2, 3, ..., p, ate o p-ésimo bloco de tamanho L, 

podemos atualizar os parâmetros para o modelo matemático de cada bloco do seguinte modo:  
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onde os )(ˆ l

ijx , l=1,..., (p – 1), que aparecem na formulação do 1-ésimo bloco são as soluções 

ótimas obtidas para os (p – 1) blocos anteriores, isto é, na solução ótima, todas as folgas do 

último período de cada bloco são acrescentadas as disponibilidades do primeiro período do 

bloco seguinte, e todas as folgas das restrições de demanda, são as novas demandas para o 

bloco seguinte. O problema a ser resolvido será então,  



15 

 

lLLlj  e  nix                    

lLLlj gxh                    

                                   nidx                    

lL.,...,)L-(lt  e  Kk                    

sxb     s/a          

xc  Maximizar

ij

n

i jiji

lL

L(lj

l
iij

t

Llj

l
ktijki

n

i

t

)L-(lj

ijij

n

i

pL

)L-(lj

,...,1)1(,...,2,1,0

,...1)1(,

(3),...,2,1,

11,...,2,1

1

1)1

)(

1)1(

)1(

111

111































 

Uma observação importante aqui é que a matriz das restrições permanece invariável ao 

longo de cada bloco de L períodos, como já tinha sido percebido em Chu (1995). Este fato 

será da maior importância, tanto no que diz respeito a resolução do problema, quanto no que 

diz respeito a proposta do modelo de decomposição para o problema. O resultado 

fundamental desse trabalho é um teorema que relaciona a solução do problema (1) com a 

solução dada pelas soluções obtidas por meio da decomposição por blocos no horizonte de 

planejamento de T períodos em k blocos de tamanho fixo de L períodos, sendo p x L= T. 

Usando as convenções até aqui adotadas, e fazendo ainda,  
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onde  
0

1 0)(q qhx . Cada subproblema (3) pode ser representado matricialmente como sendo 

o problema: 
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O resultado fundamental desse trabalho é o seguinte teorema que assegura que a 

decomposição proposta preserva a solução ótima do problema. 

 Seja x
*
 uma solução ótima para o problema (1), e seja )(ˆ lx uma solução ótima para o 

subproblema (Pl), onde (Pl) é definido como no problema (3), onde ) )(ˆ ix , i = 1, 2,3, ..., p – 1, 

é uma solução ótima para cada um dos blocos, e l é o número de blocos nos quais foi 

particionado o horizonte de planejamento T. Suponha, além disso, que a seguinte condição de 

regularidade seja satisfeita, 









l

i

i
l

i

i xx
1

)(*
1

1

)(ˆ  
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onde  x*
(i)

 é cada um dos blocos da partição do vetor em n blocos, dos quais os (l–1) 

primeiros coincidem com as partições )(ˆ ix , i =1, 2, 3, ..., (l-1).  Então x̂  é uma solução ótima 

para o problema (1). 

Prova: A prova dessa proposição pode ser feita facilmente usando-se a indução matemática, e 

não será apresentada aqui.  

É importante observar que essa proposição assegura que qualquer solução ótima do 

problema de programação linear agregado pode ser obtida por meio das soluções ótimas dos 

subproblemas decorrentes da decomposição por blocos proposta para o problema primal. Esse 

fato permite resolver problemas de programação linear agregados, mesmo quando de grande 

porte, dado que podemos tomar o número de blocos em conformidade com os recursos 

computacionais disponíveis. Esse resultado se mantém, mesmo sem a relaxação de 

integralidade.  

4.  Resultados Numéricos e Conclusões  

4.1 Resultados Numéricos  

Para efeito de exposição do uso da abordagem de decomposição em casos práticos, 

vamos considerar uma empresa que produz cinco tipos de produtos, usa seis tipos de 

componentes diferentes nas BOM(s) dos produtos, e tem um horizonte de planejamento de 

doze períodos, Anexo A. Vamos supor que conhecemos os retornos associados a cada produto 

fabricado em cada um dos períodos do horizonte de planejamento, os tempos padrões de 

fabricação de cada produto, e as disponibilidades de recursos de mão-de-obra e de cada um 

dos tipos de componentes por período. Os parâmetros do problema não serão apresentados 

aqui, mas poderão ser disponibilizados ao interesse de qualquer pesquisador. As tabelas do 

Anexo A mostram os resultados obtidos para a decomposição em um bloco, dois blocos, três 

blocos, quatro blocos, seis blocos e doze blocos, respectivamente, onde i indica o produto e j 

o período em que foi produzido. Desse modo, a primeira tabela apresenta a solução do 

problema sem decomposição, a segunda tabela apresenta a solução do problema usando 

decomposição em dois blocos, e assim sucessivamente. A última tabela apresenta a solução 

usando-se total decomposição, isto é, cada período é um bloco na qual o problema foi 

decomposto. Usando-se o método simplex para resolver esse tipo de problema, nós teríamos, 

no pior caso, que o custo computacional é proporcional a 
n2  unidades de tempo, onde n é o 

número de variáveis do problema. Assim o tempo de computação necessário para obter-se a 

primeira tabela é proporcional a 1.1529E+018, unidades de tempo. Para obter-se segunda 

tabela o tempo necessário é de 2.1475E+009, e assim sucessivamente, de modo que o custo 

computacional da obtenção da última tabela é proporcional a 384 unidades de tempo. Fica 

claro que a decomposição utilizada tem forte impacto sobre o tempo computacional 

necessário para obtenção da solução ótima do problema como alegado acima. 

4.2 Conclusões  

O modelo de programação de produção agregado é um problema de programação 

linear inteira de grande porte, esparso, e estruturado e, sem a relaxação da integralidade das 

variáveis torna-se de difícil solução numérica, mesmo em casos relativamente simples, com 

médio número de variáveis, e médio número de períodos no horizonte de planejamento. 

Resolver esse tipo de problema sem a relaxação da integralidade é um desafio enorme e na  
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maioria das vezes mal sucedido. Por outro lado, dada a robustez do modelo de programação 

linear, a solução inteira obtida da solução linear é bastante satisfatória, e em muitos casos, a 

única disponível. É importante observar que a chave dessa decomposição é não permitir 

restrições de acoplamento, e desse modo, não permitir problemas principais com variáveis de 

acoplamento (LASDON, 1968), mas apenas subproblemas independentes. Em Chu (1995), 

relaxando o conjunto de restrições relativas a disponibilidade de recursos em cada período 

j=1, 2,3, .... T, e, também, relaxando a condição de integralidade, o autor mostrou, através de 

um número reduzido de experimentos, que a solução inteira obtida da solução linear 

permanece no entorno da solução ótima, o que justifica a relaxação da condição de 

integralidade. Um intensivo estudo do comportamento numérico desse problema no que diz 

respeito ao tempo computacional necessário para obtenção de solução ótima está em curso, e 

com resultados sempre muito promissores. 
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ANEXO A – Tabelas de resultados obtidos no planejamento de 12 períodos 

Ordem das Tabelas: 1 bloco (sem decomposição), 2 blocos (Decomposição em 2 Blocos), 3 

blocos (Decomposição em 3 Blocos), 4 blocos (Decomposição em 4 Blocos), 6 blocos 

(Decomposição em 6 Blocos) e 12 blocos (Decomposição em 12 Blocos). 
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Abstract 

The Material Requirement Planing (MRP) and Master Production Scheduling (MPS) systems have gained a 

great deal of attention lately, see for instance [1], [5], [4], [3], and the references therein. However, they still 

need a lot of more research as soon as its aggregation aspects is the concern since it easily becomes a very 

large scale programming problem, hardly to be solved. In this paper a complete approach of decomposition, 
including all the constraints, is developed to deal with MPS problem, which mainly take into account its 

aggregation aspects, while preserving its mathematical tractability. 

 

Keywords   MPS, Large Scale Problem, Decomposition. 

 

 

1  The Problem 
 

In general the Decision Support Systems (DSS) in production engineering include a Material Requirement 

Planing (MRP) and a Master Production Scheduling (MPS) system. The MRP contain a set of rules, logically 

organized, articulated to support the MPS, related to the net quantities of material required to perform the 

production schedule. In this way we can imagine that the MRP may be completed declared in terms of Bill of 

Material (BOM) of each product. The mathematical problem resulting from the modelling of such a problem 

result in what we call aggregate optimization  model [2]. For the cases where we should consider a large quantity 

of products, and for each product, a large number of components, the mathematical modelling and solution to 

this problem, using integer programming, is completely out of  practical issue, since the complexity of the 

problem result in unacceptable computational time to reach an optimal solution [1]. However, since the 

execution of the model is periodically repeated to incorporate new periods, and if we think of it as one activity 
that must be repeated many times, it make sense to consider to solve this problem as a large scale linear 

programming problem, thus relaxing its integrality aspect. In this case, we must strongly use technics of 

decomposition to have its processing time acceptable. In [1], this problem was partially solved, but the author 

had to relax some constraints related to capacity, which brings some degree of unrealistic approach to this very 

real problem. In this work we propose a new decomposition schema for the MPS problem which consider all the 

constraints from the problem, and in this sense generalize the model presented in [1]. It is important to 

emphasize that the MPS defines the final products quantities, as well as when and where they will be made, and 

consequently, a good material planning scheduling is essential within the supply chain management. This work 

is organized as follows. In Section 2, we present the problem of aggregate model using linear programming, and 

the question of integer relaxation is discussed. In Section 3, we present a new block decomposition schema, and 

the main theorem of this paper is fully proved. Finally, in Section 4, the results are summarized, and some open 

questions are pointed out. 
 

2  Model and Structure of the Problem 
 

Lets suppose we have to consider the following product-mix problem. The products are indexed by i = 1, 2, ..., n, 

the component parts are indexed by k = 1, 2, ...,m, and the periods of planning horizon are indexed by j = 1, 2, ..., 

T. Let bki be the number of components of type k used to produce one unit of product i, and let hi be the standard 
time required to produce one unit of product i. Furthermore, suppose that gj is the labor resource (in units of 

standard time) available for period j. An important feature of resources gj is that it can not be carried out to the 

next period. Lets call skj the available supply of components k at period j, and di, the maximum demand for 

product i at  j=T. The profit income from each unit of product i produced at period j will be called xij. The 

mathematical modelling of the problem can be declared as, 
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Maximize    
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1
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1

CEq  Tj  gxh
n

i jiji  
  

 Tj  and nixij ,...,2,1;,...,2,1,0   

 
It can be seen that if  T is a finite integer number of periods, we should require the decision variable xij is to be 

integer. However, since we only will consider T as being the planning horizon, which will be repeated again and 

again, thus for practical uses it means that T last for ever, and then it make sense to relax the integrality condition 

to consider the problem as a large scale linear programming problem. In fact this strong assumption is also 

supported by some numerical experiments related by [1].  

Now let say a word about the mathematical model, that is, the set of equations (Eq-A), (Eq-B), (Eq-C), stated 

above. The system of equations (Eq-A), define the aggregation of the model, since for t = 1, 2, ..., T, it aggregate 

the production as well as the available stock of components skj . This aggregation turns the problem to be of large 

scale, but also sparse and structured. The set of equations (Eq-B), state that the production must not overpass the 

maximum predicted demand, and (Eq-C) gives bound for the resources of available labor at each period j. It is 

worth to say that such a resource can not be carried out from one period to another. 

In the system of equations (Eq-A), for each k = 1, 2, ...m, the i ijki xb gives the net requirements of each 

component k, necessary to produce the product i at period j, which means that it gives the MRP solution to the 

model. 
The way the problem is stated my suggest the possibility of a standard algorithm carry to the last period, j = T, 

the maximum quantity of requiring production, and then becoming infeasible. Against this filling we have to 

consider two arguments. First, the existence of solution (or not existence) for problem (1) depend only on the 

fulfillment of the hypothesis of Weierstrass theorem [7], which say that all continuous function defined on a 

closed and bounded set attains its maximum and minimum in the set,and the second: even when the solution 

exist can an standard algorithm always reach it? The answer for this last question comes from the fact that the 

problem is a maximizer problem, and due the signal of the constraints, the algorithm always tries to produce as 

much as it is possible by the resources. 

The problem (1) as formulate is certainly a large scale linear programming problem, even for some simple cases, 

since the problem has n×T decision variables, m×T +n+T linear constraints, and n×T variable constraints, where 

n, m, and T, stand respectively by the number of products, the number of different components, and the number 
of periods. Even for a simple case of an enterprize which manufactory a 100 different products, using 200 

different components, for a planing horizon of 24 months, would give rise a problem with 2400 decision 

variables, 5100 linear constraints, and 2400 variable constraints. It is ease to imagine the trouble this would 

cause if we have to solve it as an integer problem. This kind of computational complexity brought by the scale of 

the problem almost always require an appropriate approach to keep the numerical tractability of the problem in 

the right perspective. And here it means decomposition. 

The approach of decomposition that will be considered here brings some stimulating results from the point of 

view of the problem solution, and also from the point of view of computational feasibility as well. The 

application of the technic perform as a reduction in the planing horizon amount of periods, and so, diminishing 

arbitrarily, the problem scale. As a matter of fact, the question raised up by decomposition is if this such 

approach modify the solution of the primitive aggregate linear problem. This will be the main question addressed 

in the next section. 
 

1. x(j) = (x1j , x2j , ..., xnj)
T ,  j = 1, 2, ..., T; 

2. B = (bki), k = 1, 2, ...,m,  i = 1, 2, ..., n; 

3. s(j) = (s1j , s2j , ..., smj)
T ,  j = 1, 2, ..., T; 

4. d = (d1 , d2 , ..., dn)
T ; 

5. c(j) = (c1j , c2j , ..., cnj)  j = 1, 2, ..., T; 

6. h = (h1, h2, ..., hn); 

7. I is the correspondent identity matrix. 

 



22 

 

It is worth to explicit here an particular arbitrary case where the planing horizon is taken to be T = 2, the number 

of components are m = 2, and the total type os products are n = 2. This will allow us to have a better 

understanding about the problem we are addressing, its sparsity, and it structure as well. In this case the model is 
the following, 

 

Maximize  ;2222212112121111 xcxcxcxc   

s/t  

21121111 xbxb       ;11s  

21221121 xbxb       ;21s  

2212121121121111 xbxbxbxb     ;1211 ss   

2222122121221121 xbxbxbxb     ;2221 ss   

     11x       ;1d  

     1211 x                  x      ;1d  

21x                       ;2d  

2221 x                     x                     ;2d  

212111 xhxh       ;1g  

222121 xhxh                                   ;2g  

 0;0;0;0 22211211  xxxx    

 

It is quite obvious that the constraint matrix is structured and sparse. The approach of decomposition to be used 

here take advantage from this structure in the way described bellow, which include that one given in [1]. 

Assuming the above notation, this aggregate linear programming can be stated as, 
 

Maximize  )2()2()1()1( xcxc   

    s/t )1(Bx    ;)1(s  

 )2()1( BxBx     ;)2()1( ss                  

 )1(Ix     ;d  

 )2()1( IxIx     ;d  

 )1(hx    ;1g  

           )2(hx    ;2g  

 0;0 )2()1(  xx  

or more specifically, 

 

Maximize  )2()2()1()1( xcxc   

    s/t )1(Bx    ;)1(s  

 )1(Ix     ;d  

 )1(hx    ;1g  

 )2()1( BxBx     ;)2()1( ss                    

(2) 

 )2()1( IxIx     ;d  

 )2()1(0 hxx     ;2g  

 0;0 )2()1(  xx  

 

In general we can approach this problem in the following way. First, consider that the T periods are divided into 

blocks of size L, and that the components not utilized in one period my be utilized in the next, and that the 

demands not achieved can be transferred to the next period L, and so on until the last block. Then the 

mathematical model for two blocks will be, 
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1. For the first block of L periods.  

 

 Assign, 
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 Solve, 
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2. For the last block of L periods. 

 

 Assign, 
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 Solve, 
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where the ijx̂  that appear in the formulation of last block is a solution we have got in the first block. In general, 

for the pth block, p≥2, the subproblems can be formulate like: Assign, 
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where the )(ˆ l
ijx , l = 1,…,(p − 1), that appear in the formulation of pth

 block are the solutions we have got for the 

first (p − 1)th blocks. Then the problem to be solved will be, 
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A main observation to be made here is that the matrix of constraints remain unchangeable as long as the size of 

periods L is kept constant. This fact is important as long the solution of the problem is the concern and also 

because the approach of decomposition used here, as well. The main result we present here will be a theorem 

which relate the solution to problem (1) and the solutions obtained through the subproblems coming from the 
proposed decomposition. Before the statement of general theorem lets see it version for a particular case where 

the T periods are divided into two blocks of size L. This will help us to have a deep intuition on the process of 

decomposition and how to generalize it, as well. Using the notation adopted so far, and making, 
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)()( Tjhxgg
j
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j
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and  


0

1

)( 0
q

qhx , we my represent the problem (2) as being the problem, 

 

Maximize  )2()2()1()1( xcxc   

    s/t )1(Ax   )1(b  

 )2()1( AxAx   )2(b  

 0,0 )2()1(  xx    
 

Lets call problem (P1), the problem, 

 

Maximize  )1()1( xc  

 s/t    bAx )1()1(   

 ,0)1( x  
 

and lets call problem (P2) the problem, 

 

Maximize  )2()2( xc  

 s/t   (1)xA-bAx ˆ)2()2(   

          ,0)2( x  
 

where )1(x̂  is an optimal solution to problem (P1). As we can see, the problem (2) is a particular instance of 

problem (1), and the subproblems (P1) and (P2) are the decomposition of problem (2) into two blocks of size L. 
The main result of this work is a generalization of the following proposition, 

 

Proposition 1  Let (x*, y*) be an optimal solution to problem (2), and let x̂ be an optimal solution to problem 

(P1), where x̂   x*, y*. If ŷ is an optimal solution to problem (P2),then ( x̂ , ŷ ) is an optimal solution to problem 

(2). 
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Proof. If (x*, y*) is an optimal solution to problem (2) then, 

 

1. Ax*   b(1), and x* ≥ 0; 

2. Ax* + Ay* ≤  b(2), y* ≥ 0, and, 

3. (x, y) feasible, c(1)x* + c(2)y* ≥ c(1)x + c(2)y. 

 

Let suppose that x̂ ≥ 0  is an optimal solution to problem (P1), with x̂ ≤  x*+ y*. Latter we discuss this regularity 

condition which is essential to support the hypothesis that the existence of solution to problem (P1) does not 

imply the nonexistence of solution to problem (2).Then, 

 

1. A x̂    b(1),  x̂  ≥ 0,  and    (I) 

2.  x  feasible, c(1)
x̂  ≥ c(1) x 

 

Observe that since x̂  is a feasible solution to problem (P1), then x̂  is also feasible for the first set of  constraints 

of problem (2). Now let ŷ ≥  0 be an optimal solution to problem (P2), then, 

 

1. A ŷ    b(2) – A x̂ , y ≥ 0, and    (II) 

2.  y  feasible, c(2) ŷ  ≥ c(2) y 

 

Putting (I) and (II) together, we have that ( x̂ , ŷ )is a feasible solution to problem (2) and then c(1)x*+c(2)y* ≥  c(1)

x̂ +c(2) ŷ . Beside, since x* is a feasible solution to problem (P1), then c(1)
x̂ ≥ c(1)x*, and since y* is a feasible 

solution to problem (P2), then c(2) ŷ ≥ c(2)y*, and then c(1)x* + c(2)y* ≤ c(1)
x̂ + c(2) ŷ ,  from where we conclude 

that ( x̂ , ŷ ) is also an optimal solution to problem (2). Now we justify the required assumption of regularity 

condition x̂ < x*+ y*. 

Let suppose by the contrary that  x̂ > x*+ y* then,  c(1) ≥ 0, and  c(1) ≠ 0, c(1)
x̂ > c(1)x* + c(1)y*, where c(1) ≥ 0 

means that all the components of the vector are nonnegative, and at least one is positive. 

Furthermore, 

 

c(1)
x̂ + c(2) ŷ > c(1)x* + c(1)y* + c(2) ŷ ≥ c(1)x* +  c(1)y* + c(2)y* > c(1)x* + c(2)y*, 

 
from where we conclude that (x*, y*) can not be an optimal solution to problem (2).  

The general result is the following, 

 

Proposition 2 Let x* be an optimal solution to problem (1) and let )(ˆ nx be an optimal solution to subproblem 

(Pn), defined by, 

 

Maximize  )()( nn xc  

    s/t  xA-bAx
1-n

1i

(i)nn  
 ˆ)()(

                

(3) 

    ,0)( nx  

 

where )(ˆ ix ,c(i), b(i), i=1,2,…,n – 1,  are respectively an optimal solution, the cost vector, and the vector of 

resources, to the corresponding subproblems. Furthermore, suppose the following regularity condition is 
satisfied, 
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then, Tnxxx )ˆ,...,ˆ(ˆ )()1( , is an optimal solution to problem (1). 
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Proof. The proof of this proposition will be made using mathematical induction. First it must be proved that the 

result is true for two blocks (Proposition 1), and then, supposing the result is true for any k  blocks, we will prove 

it is true for k + 1. Thus the proposition is true for any integer number of blocks k, 2 ≤  k ≤ T. 

By the induction hypothesis the planing horizon T will become divided into k blocks, and if ,,...,2,1,~ )( knx n  is a 

given optimal solution to the subproblems (Pn), n=1, 2, ...,k, then  )~,...,~,~(~ )()2()1()( kn xxxx  , is an optimal 

solution to problem (1). Furthermore, the following regularity condition is in order, 

 


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
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
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i
k

i

i xx
1

)(*
1

1

)(~  

 

where x*(i) is the corresponding optimal solution to each one of the blocks from partition of x* into k blocks, in 

such a way that the (k − 1)th first blocks partitions coincide with those partitions of )(~ ix , i = 1, 2, ..., k-1. 

Lets suppose now that )ˆ...,ˆ,ˆ(ˆ )1()2()1(  kxxxx is a vector of optimal solutions to the subproblems (Pn), n = 1, 2, 

..., k+1, satisfying the corresponding regularity condition, 
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)(ˆ
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i xx  

 

where x*(i), i = 1, 2, ..., k + 1, are the corresponding partition of vector x*(i) into k + 1 blocks, in such a way that 

the first k blocks coincide with the partition of )(~ ix , i = 1, 2, ..., k. We will prove that one such a vector x̂  is an 

optimal solution to problem (1).  

First, lets suppose that the vector x~ , which by hypothesis of induction is an optimal solution to problem (1), be 

partitioned into k + 1 blocks, overall similar to the partitioning of the vector x̂ , then )~,...,~,~(~ )1()2()1(  kxxxx  , 

and  
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The resulting  blocks from the partitioning of x~ into (k+1) blocks clearly gives feasible solutions to the 

subproblems (Pn), n=1,2, ..., k+1. However, since )(ˆ nx , n = 1, 2, ..., k+1, are optimal solutions to subproblems 

(Pn), n = 1, 2, ..., k+1, then, 
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Thus, given that x~ is an optimal solution to problem (1), then so is x̂ . The requirement for fulfilments of 

regularity condition is similar to that one of Proposition 1. 

It is important to observe that this proposition assure that any optimal solution to the aggregate linear 

programming problem can be obtained by the rule of proposed decomposition, and that this fact allow to solve 

very large scale aggregate linear programming problems. 

 

4  Numerical Experiments and Conclusions 
 

4.1  Numerical Experiments 

 

In order to show how the approach of decomposition perform numerically, lets consider a Master Production 

Scheduling for an Company which manufacture three kind of products, using three kind of components, for a 

planing horizon of six periods. Furthermore, lets suppose we know the incomes from each product manufactured 

in each one of the periods in the planing horizon, the stand time for manufacture each one of the products, and 

the available handwork resources at each period. The tables below show the optimal solution for the problem 

with and without decomposition, where Product stands for the product to be manufactured and Period stands for 

the period where it is manufactured. 
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Table 1 – 1 Block (without decoposition) 

Product    /    Period 1 2 3 4 5 6 Total 

1 0 12 0 0 20 8 40 

2 16.43 1.75 6.25 3.57 52 0 80 

3 5.71 0 0 34.29 0 0 40 

 

 

Table 2 – 2 Blocks 

Product    /    Period 1 2 3 4 5 6 Total 

1 0 0 0 40 0 0 40 

2 25 0 0 5 3.57 46.43 80 

3 0 10 10 0 14.29 5.71 40 

 

 

Table 3 – 3 Blocks 

Product    /    Period 1 2 3 4 5 6 Total 

1 0 0 0 0 0 40 40 

2 25 0 0 12.5 7.5 35 80 

3 0 10 10 20 0 0 40 

 

 

Table 4 – 6 Blocks 

Product    /    Period 1 2 3 4 5 6 Total 

1 0 0 0 0 0 40 40 

2 25 0 0 12.5 12.5 30 80 

3 0 10 10 20 0 0 40 

 

 

4.2 Conclusions 

 

In general the Master Production Scheduling model is a large scale structured and sparse integer programming 
problem, which is hardly complex to be solved without integrality relaxation to linear programming problem. 

Even in modest cases, solve this integer problem is quite challenging, and we fail in most of the cases [1]. 

However in many cases we my consider this problem as being a large scale linear programming problem, and in 

these cases the problem can be solved using polynomial time algorithms. 

As soon we consider to solve the problem as being a large scale linear programming problem, decomposition is 

in order. First, because we reduce the needs of computational storage, and second, because we reduce 

computational time, which is obvious in general for decomposition approach. So, for resume, the approach of 

decomposition presented here allow to solve large scale problems of MPS, which perform a key role on the field 

of industrial engineering, enlarging our capacite to solve practical problems. Since this algorithm is polinomial 

time in the variables, it is easy to understanding the gain in terms of complexity brought by decomposition. Un 

intensive study about 
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An Approach of Mathematical Programming to Large 

Master Production Scheduling Problem 
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1
 

Pontifical Catholic University of Paraná - PPGEPS 
 

 

Abstract 
 

Only occasionally the Material Requirement Planing (MRP) and Master Production Scheduling (MPS) systems 

gain an approach of exact Mathematical Programming Optimization (MPO), see the survey [3] and references 

therein ([5],[10],[14],[21],[24],[40],[45]), for single-stage, and references ([5],[6],[18],[28],[29],[30],[34]), for 

multiple stage problems. It is eventually because the MPS is a very large integer programming problem, hardly 
to be solved, even when its integrality is relaxed. However, it is a key problem in industrial engineering and in 

fact deserve a lot of more attention. The mathematical model for this problem easily becomes a burden scale 

programming problem, even when applied to medium enterprizes ([4], [6]). In this paper the approach of 

mathematical decomposition used to solve the MPS mathematical model allow to solve optimally large scale 

MPS problems at the only cost of solving some small simple linear programming problems, which turn into our 

perspective to solve problems we did not could even consider before. The main contribution brought by this 

paper is how actually decomposition perform in practice, when the MPS is relaxed for Linear Programming 

Problem.  

 

Keywords: MPS, Aggregate Large Scale Problem, Model Decomposition. 

 

 

1  The Problem 
 

In general, Decision Support Systems (DSS) in production engineering include a MRP and a MPS system. The 

MRP contain a set of rules, logically organized, articulated to support the MPS, related to the net quantities of 

material required to perform the production schedule, and in this way we can imagine that the MRP may be 

completed declared in terms of the Bill of Material (BOM) of each product. The mathematical problem resulting 
from the modelling of such a problem result in what it was called an aggregate optimization model [7]. For the 

cases where we should consider a large quantity of products, and for each product, a large number of 

components, the mathematical modelling and solution to this problem, using integer programming, is completely 

out of practical issue, since the complexity of the problem require an unacceptable computational time to reach 

an optimal solution [6]. However, since the execution of the model is periodically repeated to incorporate new 

periods, and if we think of it as one activity that must be repeated many times, it make sense to consider to solve 

this problem as a large scale linear or nonlinear programming problem, thus relaxing its integrality aspect, see 

([4],[5],[6]). In the case of large scale linear programming problem we must strongly use technics of 

mathematical decomposition to have its computer processing time, acceptable. In [6], this problem was partially 

solved, but the author had to relax the set of constraints related to capacity. In this work we propose a 

mathematical decomposition schema for the MPS problem which consider all the constraints, and in this sense 

generalize the model presented in [6]. It is important to emphasize that the MPS defines the final products 
quantities, as well as, when and where they will be made and, consequently, a good material planning scheduling 

issued, which is essential within the supply chain management ([8], [11], [10]). This work is organized as 

follows. In Section 2, Model and Structure of the Problem, we present the problem of aggregating model for 

MPS using linear programming, and the question of integer relaxation is shortly discussed. In Section 3, Block 

Decomposition, we present a new mathematical block decomposition schema, and the main theorem of this 

paper is fully proved. Finally, in Section 4, Numerical Experiments and Conclusions, the results are summarized, 

and some open questions are pointed out.  
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2  Model and Structure of the Problem 
 

Lets suppose we have to consider the following product-mix problem. The products are indexed by i = 1, 2, ..., n, 

the component parts are indexed by k = 1, 2, ...,K, and the periods of planning horizon are indexed by j = 1, 2, ..., 

T. Let bki be the number of components of type k used to produce one unit of product i, and let hi be the standard 

time required to produce one unit of product i. Furthermore, suppose that gj is the labor resource (in units of 

standard time) available for period j. Lets suppose that an important feature of resources gj is that they can not be 

carried out to the next period. Lets call skj the available supply of components k at period j, and dij, the maximum 

demand for product i at period j. The income profit from each unit of product i produced at period j will be called 

cij, and the decision variable of how many products of the type i to be produced at period j will be called xij . The 
mathematical modelling of this problem can be declared as, 

 

Maximize    

T

j

n

i ijij xc
1 1

 

    s/t     


t

j

n

i

t

j kjijki Tt  Kk  sxb
1 1 1

,...,2,1;,...,2,1,  

   


t

j

t

j ijij Tt  ni  dx
1 1

,...,2,1;,...,2,1,                 

(1) 

  


n

i jiji Tj  gxh
1

,...,2,1,   

 Tj  nixij ,...,2,1;,...,2,1,0   

 

It can be seen that since T is a finite integer number of periods, then we should require the decision variable xij to 

be integer. However, since we only will consider T as being the planning horizon, which will be repeated shifted 

on, thus for practical uses it means that T will ever be reached, and then it make sense to relax the integrality 

condition to consider the problem as a large scale linear programming problem. In fact this strong assumption is 

also supported by some numerical experiments related in ([6],[4]). Now let say a word about the mathematical 
model of problem (1). The first and second set of constraints define the structure and sparsity of the 

mathematical model, since for t = 1, 2, ..., T, it aggregate the production and the available stock of components 

skj , from j = 1 to j = t, as well as the demands. This aggregation aspects turns out the problem to be of large 

scale, but also sparse and structured. The second set of constraints states that the production must not overpass 

the maximum predicted demand for each period, and finally the last set of constraints gives bound for the 

resources of available labor work for each period j. It is worth to say that such a resource can not be carried out 

from one period to another. 

 In the first set of constraints for each k = 1, 2, ...K, thei ijki xb gives the net requirements of each component k 

necessary to produce the demand of product i at period j, which means that adding on j = 1, 2, ..., T, gives the 

MRP solution to the mathematical model. 

The problem (1) as formulated is certainly a large scale linear programming problem, and even for some simple 

cases, it tends to be a large scale problem since it has n × T decision variables, K × T + n + T linear constraints, 

and  n × T constraints of positivity, where n, K, and T, stand respectively by the number of products, the number 

of different components, and the number of periods over the planing horizon. It is ease to imagine that if the 

number of products and components are large it is too hard to solve this problem for optimality as an integer 
problem. This kind of computational complexity always require an appropriate approach to keep the numerical 

tractability of the problem in the right perspective. And here it means mathematical decomposition. 

The approach of mathematical decomposition that will be considered here brings some stimulating results from 

the point of view of the problem solution, and also from the point of view of computational feasibility as well. 

The application of this technic performs as a reduction in the planing horizon, and so, diminishing the problem 

scale. As a matter of fact the question raised up by the mathematical decomposition used here is if this such 

approach modify the optimal solution of the mathematical model or not, and this will be the main question 

addressed in the next section. 

 

3 Block Decomposition 
 

First we discuss how to make the block decomposition, and then, we discuss the questions related to optimality 

and computational complexity as well. To discuss block decomposition we begin by dividing the planing horizon 

T, into periods of fix size L, accordingly available computational capacity. The size of the blocks may vary from 

L = 1 to L = T, that is, from a total decomposition (L = 1) to an absence of decomposition (L = T). It is obvious 

that we can always suppose T as a multiple of L, and in this case the jacobian matrices of the constraint systems 



32 

 

will remains of the same size during all the process. Furthermore, as we are going to see, these matrices remain 

unchangeable during all the blocks, which allow reducing computational complexity by saving matrix 

decompositions. 
From now on lets use the following notation, 

 

1. x(j) = (x1j , x2j , ..., xnj)
T ,  j = 1, 2, ..., T; 

2. B = (bki), k = 1, 2, ...,K,  i = 1, 2, ..., n; 

3. s(j) = (s1j , s2j , ..., sKj)
T ,  j = 1, 2, ..., T; 

4. d(j) = (d1j , d2j , ..., dnj)
T ,  j = 1, 2, ..., T; 

5. c(j) = (c1j , c2j , ..., cnj)  j = 1, 2, ..., T; 

6. h = (h1, h2, ..., hn); 

7. I is the correspondent identity matrix of size n. 

 

This will allow to write the problem (1) above in a matricial format, which is easier to manipulate. Just to show 

how the structure of the problem looks like, lets explicit here a particular case where the planing horizon is taken 
to be T = 2, the number of different components are K = 2, and the total type of products are n = 2. This will 

allow us to have a better understanding about the problem we are addressing, its structure, and its sparsity as 

well. In this case the mathematical model (1) becomes, 
 

Maximize  ;2222212112121111 xcxcxcxc   

    s/t 21121111 xbxb     ;11s  

 21221121 xbxb     ;21s  

 2212121121121111 xbxbxbxb    ;1211 ss   

 2222122121221121 xbxbxbxb   ;2221 ss   

      11x     ;11d  

      1211 x                  x     ;1211 dd   

 21x                     ;21d  

 2221 x                     x                  ;2221 dd   

 212111 xhxh      ;1g  

 222121 xhxh                            ;2g  

 0;0;0;0 22211211  xxxx    
 

It is quite obvious that the constraint matrix is structured and sparse, and using the mentioned notation the 

problem can be arranged as, 
 

Maximize  )2()2()1()1( xcxc   

    s/t )1(Bx    ;)1(s  

 )1(Ix     ;)1(d  

 )1(hx    ;1g  

 )2()1( BxBx     ;)2()1( ss                    

(2) 

 )2()1( IxIx     ;)2()1( dd   

 )2()1(0 hxx     ;2g  

 0;0 )2()1(  xx  

 

The model itself suggest how to decompose. First, consider that the T periods from the planing horizon are 

divided into blocks of fixed size L. Second, assume that the components not utilized in one block of L periods 

can be utilized in the next block and that the demands not achieved can be transferred to the next block of period 

L, as well. 

Then, the mathematical model for two blocks will be, 

 
 

 

 

 



33 

 

1. For the first block of L periods, assign, 

 

   ;,...,2,1,),...,,( 21
)( Ljssss T

Kjjj
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)( Ljdddd T

njjj
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and then solve, 
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2. For the second block of L periods, assign, 
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and then solve, 
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where )1(x̂ is an optimal solution for the first block. In general for the pth block, p   2, the subproblems can be 

formulate likewise; Assign, 
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where the ))((ˆ Llpx   is an optimal solution for the (p − 1)th block. Then, the problem to be solved will be, 
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A main observation to be made here is that the matrix of constraints remain unchangeable as long as the size of 

periods L is kept constant. 

An important result we present here is a theorem which relate the solution of problem (1) and the solutions 
obtained throughout the subproblems coming from the proposed decomposition. Before the statement of general 

theorem lets see its version for a particular case where the T periods are divided into two blocks of fixed size L. 

This will help us to shed some light on the process of decomposition as well as over the technic will be used to 

prove the general theorem. Using the notation adopted so far, and assuming, 
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where  


0

1

)( 0
q

qhx , problem (2) may be represented as, 

Maximize  )2()2()1()1( xcxc   

    s/t )1(Ax   )1(b  

 )2()1( AxAx   )2(b  

 0,0 )2()1(  xx    
 

Lets call (P1), the problem, 

Maximize  )1()1( xc  

    s/t )( 1
)1()1( P        bAx   

 ,0)1( x  
 

and lets call (P2), 

Maximize  )2()2( xc  

    s/t )(ˆ
2

)2()2( P        xA-bAx (1)  

 ,0)2( x  
 

where )1(x̂  is an optimal solution to problem (P1). As it can be seen, problem (2) is a particular instance of 

problem (1), and the subproblems (P1) and (P2) are the decomposition of problem (2) into two blocks of size L. 

The main result of this work is a generalization of the following proposition, 

 

Proposition 1  Let (x*, y*) be an optimal solution to problem (2), and let x̂ be an optimal solution to problem 

(P1), where x̂   x*, y*. If ŷ is an optimal solution to problem (P2),then ( x̂ , ŷ ) is an optimal solution to problem 

(2). 

 
Proof. If (x*, y*) is an optimal solution to problem (2) then, 

 

1. Ax*   b(1), and x* ≥ 0; 

2. Ax* + Ay* ≤  b(2), y* ≥ 0, and, 

3. (x, y) feasible, c(1)x* + c(2)y* ≥ c(1)x + c(2)y. 
 

Let suppose that x̂ ≥ 0  is an optimal solution to problem (P1), with x̂ ≤  x*+ y*. Then, 

 

1. A x̂    b(1),  x̂  ≥ 0, x̂ ≤  x* + y*, and    (I) 

2.  x  feasible, c(1)
x̂  ≥ c(1) x 

 

Observe that since x̂  is a feasible solution to problem (P1), then x̂  is also feasible for the corresponding set of 

constraints of problem (2). Now let ŷ ≥  0 be an optimal solution to problem (P2), then, 

 

1. A ŷ    b(2) – A x̂ , ŷ ≥ 0, and     (II) 
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2.  y  feasible, c(2)
ŷ  ≥ c(2) y 

Combining (I) and (II) we have that ( x̂ , ŷ ) is a feasible solution to problem (2) and c(1)x*+c(2)y* ≤  c(1)
x̂ +c(2)

ŷ , 

since (x*, y*) is a feasible solution for the problems (P1) and (P2), respectively. Since by hypothesis (x*, y*)  is 

an optimal solution to problem (2), c
(1)

x* + c
(2)

y* ≥ c
(1)

 x̂  + c
(2)

 ŷ ,  and then c
(1)

x* + c
(2)

y* = c
(1)

 x̂  + c
(2)

ŷ , 

from where we conclude that ( x̂ , ŷ ) is also an optimal solution to problem (2). Now we justify the required 

regularity condition x̂ < x*+ y*. 

Let suppose by the contrary, that  x̂ >  x*+ y*, then,  c(1) ≥ 0, and  c(1) ≠ 0, which means that all the 

components of the vector are nonnegative, and at least one is positive, c(1)
x̂ > c(1)x* + c(1)y*. Since c(2) )2(ŷ > 0, 

then,  c(1)
x̂ + c(2) )2(ŷ > c(1)x* + c(1)y* + c(2) )2(ŷ ≥ c(1)x* +  c(1)y* + c(2)y* > c(1)x* + c(2)y*,  from where we 

conclude that (x*, y*) can not be an optimal solution to problem (2). This contradiction complete the proof. The 

general result is the following, 

 

Proposition 2 Let x* be an optimal solution to problem (1) and let )(ˆ nx be an optimal solution to subproblem 

(Pn), n= 1, 2, ...,N, where (Pn) stands for, 
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N is the number of blocks, and )(ˆ ix , b(i), i=1,2,…,n – 1,  are respectively an optimal solution, the cost vector, and 

the vector of resources, to the corresponding subproblems, and  

0

1

)(ˆ
i

ixA = 0. Furthermore, suppose the 

following regularity condition is satisfied, 
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where x*(i) stands for the same partition accordingly )(ˆ ix . Then, Tnxxx )ˆ,...,ˆ(ˆ )()1( , is an optimal solution to 

problem (1). 

 

Proof. The proof of this proposition will be made using mathematical induction. First it must be proved that the 

result is true for two blocks (Proposition 1), and then, supposing the result is true for any integer number k of 
blocks, we will prove it is true for k + 1. Thus the proposition is true for any integer number of blocks N, 2 ≤  N 

≤ T. 

By our induction hypothesis the planing horizon T will become divided into k blocks, and let ,,...,2,1,~ )( knx n 

be a given optimal solution to the subproblems (Pn), n=1, 2, ...,k, satisfying the regularity condition 
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where x*(i) is the corresponding optimal solution to each one of the accordingly subproblems. Then, 

)~,...,~,~(~ )()2()1( kxxxx  , is an optimal solution to problem (1). Lets suppose now that )ˆ...,ˆ,ˆ(ˆ )1()2()1(  kxxxx  is a 

vector of optimal solutions to the subproblems (Pn), n = 1, 2, ..., k + 1, satisfying the corresponding regularity 

condition, 
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where x*(i), i = 1, 2, ..., k + 1, are the corresponding partition of vector x*(i) into k + 1 blocks, in such a way that 

the first k blocks coincide with the partition of )(~ ix , i = 1, 2, ..., k. We will prove that one such a vector x̂  is an 
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optimal solution to problem (1). First, lets suppose that the vector x~ , which by induction hypothesis is an 

optimal solution 

to problem (1), is partitioned into k + 1 blocks, and let also suppose that the vector x̂  have the same partition as 

x~ , and that the regularity condition is satisfied, that is, 
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Then, the resulting (k+1) blocks from the partitioning of x~ clearly gives feasible solutions to subproblems (Pn), 

n=1,2, ..., k+1. However, since )(ˆ nx , n = 1, 2, ..., k+1, are optimal solutions to subproblems (Pn), n = 1, 2, ..., k + 

1, then, 
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Thus, given that x~ is an optimal solution to problem (1), then so is x̂ , and the proof is complete. It is important 

to observe that this proposition assure that any optimal solution to MPS linear programming problem can be 
obtained by the rule of proposed decomposition, and that this fact allow to solve very large scale linear 

programming problems by means of small ones. Is is likely that the result of this proposition remains valid if the 

decision variables are constrained to be integer, and in particular boolean variables, since no explicit use of the 

continuity of the variables were made. 

 

4  Numerical Experiments and Conclusions 
 

4.1  Numerical Experiments 

 

In order to show how the approach of decomposition perform numerically, lets consider a Master Production 

Scheduling for a Company which manufacture 73 kind of different products, using 167 different kind of 

components, for a planing horizon of 12 periods. For this problem we have 876 decision variables and 2892 

functional constraints. Furthermore, lets suppose we know the incomes from each product manufactured in each 

one of the periods in the planing horizon, the corresponding demands, the standard time for manufacture each 

one of the products, and the available handwork resources for each period as well. The tables below show the 

optimal solution for the problem without decomposition (1 Block), and then using decomposition into two, three, 

four, six, and twelve blocks. And we also provide the tables related to the performing time required to solve the 

problem corresponding to each decomposition, one for the theoretical worst case and the other for the actually 
real time consuming. 
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Table 1 – 1 Block (without decomposition) 
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Table 2 – 2 Blocks 
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Table 3 – 3 Blocks 

 
 



40 

 

 

 

Table 4 – 4 Blocks 
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Table 5 – 6 Blocks 
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Table 6 – 12 Blocks 
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Table 7 – Results for Theoretical Time 

Blocks 1 2 3 4 6 12 

Time 5.04E+263 1.42E+132 2.38715E+88 3.37E+66 5.35218E+44 1.133E+23 

 

 

 
 

 

Table 8 – Results for Real Time (seconds) 

Blocks 1 2 3 4 6 12 

Time 38.69 12.32 5.35 4.1 2.22 0.96 

 

 

 

 

Figure 1 – Graph for Real Time (seconds) 
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4.2 Conclusions 
 

The approach of Linear Programming is still one of the most important framework in industrial engineering, see 

[1], [2], just to name a few recent papers. And this is not only because of its simplicity but also because it 

provide most of the useful informations its is needed to run the Master Production Scheduling. Furthermore, the 

approach of linear programming provide also useful informations for understand what happens when one or 

more parameters varies. In general the Master Production Scheduling model is a large scale structured and sparse 

integer programming problem, which is hardly complex to be solved without integrality relaxation to linear 

programming problem. Even in modest cases, solve this integer problem is quite challenging, and we fail in most 

of the cases [6], when we have limited computational capacity. However in many cases we my consider this 
problem as being a large scale linear programming problem, and in these cases the problem can be solved using 

polynomial time algorithms. This is the case in general when it is important to discuss the issues related to 

prices. As soon we consider to solve the problem as being a large scale linear programming problem, 

decomposition is in order. First, because we reduce the needs of computational storage, and second, because we 

reduce computational time, which is obvious in general for decomposition approach. So, for resume, the 

approach of decomposition presented here allow to solve large scale problems of MPS, which perform a key role 

on the field of industrial engineering, enlarging our capacity to solve practical problems. The table of real time 

performance of the decomposition using MATLAB may suggest the choice of the size of subproblems 

appropriated for each situation. 
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3 CONCLUSÃO 

 

 

 Este trabalho apresenta uma solução para um problema de Programação Linear Inteira 

de Grande Porte, no caso, o Problema do Plano Mestre de Produção (MPS), utilizando um 

modelo de Decomposição de Programação Linear. Especificamente, a utilização destas 

técnicas visou obter ganho de tempo no processamento. De fato, o problema de MPS 

realizado a partir do modelo mostrou que as previsões foram comprovadas de maneira 

satisfatória, tanto pelo aspecto prático quanto pelo ganho considerável no tempo de 

processamento a partir da decomposição em blocos. 

 A partir deste trabalho fica a proposta de aperfeiçoar este modelo, que pode ser 

realizada utilizando programação inteira mista (PIM), e também a inclusão de variáveis 

decisórias, permitindo, por exemplo, considerar restrições referentes à utilização de recursos. 

 Este trabalho é uma contribuição importante para os estudos relacionados à 

Engenharia Industrial, especificamente na solução do problema de MPS de grande porte, pois 

a ilustração numérica apresentada se refere a um problema real, o que significa que a 

modelagem teórica do problema se ajusta adequadamente à realidade do cotidiano, 

comprovando que a abordagem é prática e eficiente. 
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