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Resumo

Em várias situações precisa-se calcular os autovalores e os autovetores de uma

matriz dada por um produto de matrizes. Um exemplo particular desse problema ocorre

numa situação muito especial no âmbito daAnálise Multivariada, quando precisa-se me-

dir a relação linear entre dois conjuntos de variáveis aleatórias. Esse problema é deno-

minado, no campo da Estatística, deAnálise de Correlação Canônica,e é formulado

como um problema de determinação do autositema de um produto de cinco matrizes,

m = m1m2m3m4m5, ondem é uma matriz simétrica e definida positiva. Como este tra-

balho foi motivado pelo problema de análise de correlação canônica, será considerado aqui

o problema de achar o autosistema da matrizm = m1m2m3m4m5, ondem é simétrica e

definida positiva. Assumi-se também que todas as matrizes são quadradas não singulares,

mT
5 = m1, mT

4 = m2 e m3 é simétrica e definida positiva. Como é sabido da literatura,

sem é uma matriz simétrica e positiva definida, então o problema de calcular os autova-

lores é bem-condicionado. Infelizmente não se pode afirmar o mesmo quando se trata do

problema de calcular os autovetores. De fato pode-se mostrar que até mesmo para matri-

zes diagonais, a introdução de pequenas perturbações podem resultar uma grande variação

em seus autovetores. Isto ocorre frequentemente com autovetores associados com autova-

lores com algum tipo de agrupamento. Uma idéia, objetivo dessa dissertação, que parece

ser útil para contornar esse problema de mal-condicionamento é calcular o autovalor e o

autovetor associado, sem o resultado da multiplicação indicada emm = m1m2m3m4m5.

Experimentos numéricos aleatórios serão apresentados ao final.
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Abstract

In many situations we need to calculate the eigenvalues and eigenvectors of a

matrix which are given as a product of matrices. For instance, this happens, in particular, in

a very especial situation in the domain of multivariate analysis, when we need to measure

the linear relationship between two sets of random variables. This problem, that is called

in the field of statistic as the canonical correlation problem, is formulated as the problem

of finding the eigensystem of a product of five matrices,m = m1m2m3m4m5 wherem is

symmetric and positive definite.

Since the analysis that follows has been motivated by the problem of canonical cor-

relation, we are going to consider here the problem of finding the eigensystem of a matrix

m = m1m2m3m4m5 wherem is symmetric and positive definite. We also assume that

all the matrices are square nonsingular,mT
5 = m1, m4 = mT

2 , andm3 is symmetric and

positive definite.

It is well known from the literature that ifm is symmetric and positive definite, then

the condition number of the problem of finding an eigenvalue can be bounded, that is, the

problem is well-conditioned. Unfortunately, we do not have the same result for the cor-

responding eigenvector problem. In fact, it can be shown that even for diagonal matrix, a

little perturbation in the entries of matrix can result in a large variation of its eigenvectors.

This happens frequently with eigenvectors related to eigenvalues with some kind of clus-

tering. An idea that seems to be useful to get around this problem of ill-conditioning is to
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calculate the eigenvalue and the eigenvector associated without performing the indicated

multiplication inm = m1m2m3m4m5.

In this work we define a 5-block matrixM , a 3-block matrixW and a 2-block matrix

N , whose eigensystems are related to the eigensystem ofm and then we calculate the

eigensystem ofm using the eigensystems ofM,of W or of N . Furthermore, we reduce

m = m1m2m3m4m5 to m = AAT , whereA = m1m2m
1/2
3 , and then, we find eigensystem

of m using the singular value decomposition ofA.Numerical random experiments will be

reported in the end.
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Capítulo 1 - Introdução

1.1 Descrição do Problema

Em diversas situações reais tem-se o problema de determinar o autosistema de uma

matriz dada por um produto de matrizes. Um exemplo particular desse problema ocorre na

Análise Multivariada,mais precisamente naAnálise de Correlação Canônicaque tem por

objetivo identificar e quantificar as associações lineares entre dois conjuntos de variáveis

aleatórias. A formulação dessa análise culmina com o problema de achar o autosistema

de uma matriz, simétrica e definida positiva, resultante de um produto de cinco matrizes.

Como este trabalho foi motivado pelo problema de análise de correlação canônica, será

considerado aqui o problema de achar os autovalores e autovetores associados da matriz

m = m1m2m3m4m5,ondem é uma matriz simétrica e definida positiva. Será assumido

também que todas as matrizes são quadradas não singulares,mT
5 = m1, mT

4 = m2 e que

m3 é simétrica e definida positiva.

1.2 Objetivo

O objetivo desse trabalho é expor e contornar o problema de mal-condicionamento

do cálculo dos autovetores, determinando o autosistema dem, sem o resultado da mul-

tiplicação indicadam = m1m2m3m4m5. Será definida uma matrizM de cinco blocos ,

uma matrizW de três blocos e uma matrizN de dois blocos, cujos autosistemas estão
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relacionados com o autosistemam e, então, calcula-se o autosistema dem, usando os au-

tosistemas deM, We N . Além disso, o cálculo dem será reduzido param = AAT , com

A = m1m2m
1/2
3 , e o autosistema dem será calculado através da decomposição de valor

singular da matrizA.

1.3 Justificativa

Na Área de Gerência de Produção e Logística, quando se aborda a otimização de Siste-

mas Produtivos, é freqüente depara-se com problemas que envolvem grande quantidade de

dados. Assim, é provável que ocorram inexatidões na coleta desses dados, quer por peque-

nos erros de medida ou por arredondamentos. Uma vez introduzidos no método de cálculo,

esses erros podem trazer resultados bem diferentes daqueles que seriam obtidos, caso os

dados de entrada fossem de melhor qualidade, comprometendo a confiabilidade nos resul-

tados. No caso específico deste trabalho, embora se saiba que o problema de achar os auto-

valores de matrizes simétricas e definidas positivas é sempre bem-condicionado, o mesmo

não pode ser afirmado no que diz respeito ao problema de achar os autovetores, eis que pe-

quenas perturbações inseridas na matriz podem fazer com que os autovetores calculados

sejam bem diferentes dos reais. Além disso, o custo de processamento de grande quanti-
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dade de dados é alto e, assim, deve-se sempre procurar processos de cálculo que demandem

menor tempo de processamento.

1.4 Metodologia

Inicialmente foi feita uma pesquisa bibliográfica para se ter acesso aos principais e

mais recentes resultados sobre o método de cálculo do autosistema da matriz que define

o problema de correlação canônica. Após concluída a revisão bibliográfica, fez-se uma

análise crítica dos métodos utilizados e, então, foram introduzidos novos métodos. Com a

comprovação teórica dos novos métodos, elaborou-se uma estratégia para a experimentação

numérica e então confrontaram-se os resultados.

1.5 Organização

O trabalho está organizada em quatro partes. No segundo capítulo, desenvolve-se uma

Revisão de Literatura sobreTópicos da Álgebra Linearnecessários para a compreensão e

desenvolvimento do objetivo principal do trabalho e aborda-se aAnálise da Correlação

Canônica, que serviu como motivação para o desenvolvimento do tema principal desta dis-

sertação, pois aí surge um exemplo de aplicação do cálculo do autosistema da matriz que é

dada pelo produto de cinco matrizes com características peculiares. Uma nova abordagem,

para a resolução do problema de achar o autosistema daquela matriz, a qual é dada pelo

produto, é então proposta no terceiro capítulo, na seçãoUm Novo Método Numérico para o

Cálculo de Autovalor e Autovetor de Produto de Matrizes. Na seçãoExperimentos Numéri-
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cosdo terceiro capítulo é apresentada a elaboração dos experimentos numéricos aleatórios.

Ao final, são apresentados a conclusão e os resultados dos experimentos numéricos.



Capítulo 2 - Revisão de Literatura

2.1 Tópicos da Álgebra Linear

2.1.1 Normas de Vetores

A norma de um vetor emRné uma funçãof : Rn → R, representada comof

(x) = ‖x‖ , onde:

(i) ‖x‖ ≥ 0 ∀ x ∈ R n (‖x‖ = 0⇔ x = 0) ,

(ii) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ∀ x, y ∈ R n (desigualdade triangular) e

(iii) ‖αx‖ = |α| ‖x‖ ∀α ∈ R , ∀x ∈ R n.

Uma classe usual de norma de vetor são as normas-p definidas por

‖x‖p = (| x1| p + · · ·+ | xn| p)1/ p
1 ≤ p <∞.

Destas normas, as mais usadas são:

a norma-1:

‖x‖1 = | x1| + · · ·+ | xn| ;

a norma-2:

‖x‖2 =
(
| x1| 2 + · · ·+ | xn| 2

)1/ 2
=
(

xT x
)1/ 2

; (1)
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e a norma-∞:

‖x‖∞ = max
1≤ i≤ n

{| xi|} .

Outras propriedades de interesse são:

(iv) Desigualdade de Caushy-Schwartz :(xT y) ≤ ‖x‖2 ‖y‖2 .

(v) Todas as normas noRn são equivalentes, isto é , se‖·‖α e‖·‖ β são normas emRn,

então existem constantes positivas,c1 ec2 tal que c1 ‖x‖α ≤ ‖x‖ β ≤ c2 ‖x‖α para todo

x ∈ Rn.

2.1.2 Erros Absoluto e Relativo

Supondo quêx ∈ Rn seja uma aproximação dex ∈ Rn, então o erro absoluto come-

tido ao se representarx por x̂ é dado por:

ε abs = ‖x̂− x‖

e, sex 6= 0, o erro relativo correspondente será:

εrel =
‖x̂− x‖
‖x‖

.
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O erro relativo na norma-∞ pode ser traduzido em uma relação sobre o número de dígitos

significativos corretos em̂x. Em particular , se

‖x̂− x‖∞
‖x‖∞

≈ 10− p

então a maior componente dex̂ tem aproximadamentep dígitos significativos corretos.

2.1.3 Normas de Matrizes e de Transformações Lineares

SejaA uma transformação linear de um espaço vetorialV com uma norma‖·‖V em

um espaço vetorialW com uma norma‖·‖W . Para cada vetor não-nulov emV, o quociente

‖A (v)‖W
‖v‖V

mede a ampliação causada pela transformaçãoA. Verifica-se que, em um espaço qualquer

V de dimensãofinita, este quociente não se torna arbitrariamente grande e atinge seu

valor máximo para um determinado vetorv. Sendo assim, o referido quociente pode ser

limitado pelo número correspondente àquele valor máximo atingido, o qual denominamos

desupremo.Se osupremofor de valor baixo, então todo vetorv terá seu tamanho reduzido

porA , enquanto que se o supremo for de valor alto, alguns vetoresv terão seus tamanhos

muito aumentados porA. Por analogia com as normas de vetores que medem o tamanho de

um vetor, denomina-se este número, o supremo, denorma da transformaçãoA , ou seja,

‖A‖V,W = sup
v 6= o

{
‖A (v)‖W
‖v‖V

}
.

PROPRIEDADES:

SejamV, W e Z espaços vetoriais eA , B e C transformações lineares deV emW ,

deV emW e deW emZ, respectivamente, então:
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(i) ‖A (v)‖W ≤ ‖A‖V,W ‖v‖V ,

(ii) ‖A‖V,W ≥ 0 sendo‖A‖V,W = 0 se e somente seA (v) = 0 para todov ,

(iii) ‖k A‖V,W = | k| ‖A‖V,W para todos os escalaresk ,

(iv) ‖A+ B‖V,W ≤ ‖A‖V,W + ‖B‖V,W ,

(v) ‖C B‖V, Z ≤ ‖C‖W, Z ‖A‖V, W e

(vi) ‖ I ‖V,V = 1 , ondeI (v) = v para todov emV.

Aqui trata-se do espaço vetorialRn e das transformações linearesA definidas pelo

produto matricial A (x) = Ax. Assim, são consideradas as normas de transformações

induzidas pelas normas de vetores‖·‖1 , ‖·‖2 e‖·‖∞ sobre as transformações lineares defi-

nidas por matrizes.

Seja a matrizAm× n e a transformação linear deRnemRm definida porA (x) = Ax.

Representando-se por‖A‖1 , ‖A‖2 e ‖A‖∞ as normas correspondentes da transformação

A induzidas e usando as normas vetoriais apropriadas tanto para o domínioRncomo para

o contradomínioRm, é possível demonstrar que :

‖A‖1 = max
x 6= 0

{
‖Ax‖1
‖x‖1

}
= max

1≤ j ≤ n

m∑
i = 1

|ai j| , (2)

‖A‖∞ = max
x 6= 0

{
‖Ax‖∞
‖x‖∞

}
= max

1≤ i≤m

n∑
j = 1

|ai j| e (3)

‖A‖2 = max
x 6= 0

{
‖Ax‖2
‖x‖2

}
ou

‖A‖2 =
[
máx. autovalor de

(
AT A

)] 1 / 2
= valor singular máx.deA. (4)
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Como este último resultado é mais usual, será feita a seguir sua comprovação. Sejax o

autovetor deAT A associado a seu maior autovalorλmax. Então,

‖A‖ 2
2 = max

x 6= 0

{
‖Ax‖ 2

2

‖x‖ 2
2

}
= max

x 6= 0

{
xT AT A x

xT x

}
=

xT (λmax) x

xT x
= λmax ,

e nenhum outrox produzirá um valor maior para esta razão, como será mostrado. A matriz

simétricaAT A possui um conjunto{q 1, q 2, ..., qn} de autovetoresortonormaise todo vetor

x pode ser escrito como combinação linear desses autovetores. Assim,

xT AT A x

xT x
=

(c 1 q 1 + ... + c nq n)T (c 1λ 1 q 1 + ... + c nλ n q n)

(c 1 q 1 + ... + c nq n)T (c 1 q 1 + ... + c nq n)

e comoq T
i qj = 0, então,

xT AT A x

xT x
=

c 2
1 λ1 + ... + c 2

nλn

c 2
1 + ... + c 2

n

.

Esta razão é conhecida comoQuociente de Rayleigh. O Quociente de Rayleigh

atinge seu valor máximo, igual aλmax, quando todos os coeficientesc são iguais a zero

exceto aquele que multiplicaλmax e atinge seu valor mínimo, igual aλmin, quando todos os

coeficientesc são iguais a zero exceto aquele que multiplicaλmin. Portanto, para qualquer

vetorx 6= 0, obtém-se

λmin de
(
AT A

)
≤ xT AT A x

xT x
≤ λmax de

(
AT A

)
. (5)

Outra norma de matriz de uso comum na álgebra linear é a norma de Frobenius. A norma

de Frobeniusnão é induzida por norma de vetore sua definição é dada pela expressão

‖A‖F =

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

|ai j|2 (6)

ondeai j representa o elemento dai− ésima linha ej − ésima coluna da matrizA.
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2.1.4 Inversas de Matrizes Perturbadas

Sabe-se o quão importante é perceber que, em virtude da inexatidão de dados, pode-

se trabalhar com vetores ou matrizes que sofreram pequenas perturbações de seus valores

exatos. Um dos problemas que a introdução desses erros pode causar é que uma matriz

perturbada(A + δA) seja singular, quando de fato a matriz verdadeiraA não o é. Para

pequenas perturbações, pode-se identificar estas possibilidades, conforme será visto no

lema a seguir.

LEMA DE BANACH : SejaP uma matrizn×n e‖·‖ uma das normas de operadores.

Se‖P‖ < 1, entãoI + P é não-singular e

1

1 + ‖P‖
≤
∥∥(I + P )−1

∥∥ ≤ 1

1− ‖P‖
. (7)

DEMONSTRAÇÃO [NOB96]: Sabe-se queI + P é não singular se e somente se

a única solução para(I + P ) x = 0 é x = 0. Agora supondo que(I + P ) x = 0 com

x = −Px, neste caso, tem-se‖x‖ = ‖−Px‖ = ‖Px‖ ≤ ‖P‖ ‖x‖ , mas como‖P‖ < 1,

isto é uma contradição, a menos quex seja nulo, e portanto,(I + P )−1existe. Ainda, se

(I + P )−1 = B, tem-seI = B (I + P ) = B + BP e

1 = ‖I‖ = ‖B (I + P )‖ ≤ ‖B‖ ‖I + P‖ ≤ ‖B‖ (1 + ‖P‖)

então

1

1 + ‖P‖
≤ ‖B‖ .

ComoB = I −BP segue também que

‖B‖ = ‖I −BP‖ ≤ 1 + ‖BP‖ ≤ 1 + ‖B‖ ‖P‖
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e assim

‖B‖ ≤ 1

1− ‖P‖
.

TEOREMA : SejamA e δA matrizesn × n com A não singular e‖·‖ uma das

normas de operadores. Se‖(δA) A−1‖ < 1 ou (‖A−1 (δA) ‖ < 1), de maneira particular(
‖δA‖ < ‖A−1‖−1

)
, entãoA + δA é não singular e

∥∥(A + δA)−1
∥∥ ≤ (1− ∥∥(δA) A−1

∥∥)−1 ∥∥A−1
∥∥ . (8)

DEMONSTRAÇÃO [NOB96] : ComoA é não singular pode-se escreverA+ δA =

(I + P ) A, comP = (δA) A−1. Pelolema de Banachsabemos que(I + P ) é não singular

e ∥∥(I + P )−1
∥∥ ≤ (1− ‖P‖)−1 ou

∥∥(I + P )−1
∥∥ ≤ (1− ∥∥(δA) A−1

∥∥)−1
,

como

[A (I + P )]−1 = (I + P )−1 A−1,

então ∥∥[A (I + P )]−1
∥∥ ≤ ∥∥(I + P )−1

∥∥∥∥A−1
∥∥

e ∥∥[A (I + P )]−1
∥∥ =

∥∥(A + δA)−1
∥∥ ≤ (1− ∥∥(δA) A−1

∥∥)−1 ∥∥A−1
∥∥ .

2.1.5 Número de Condição de Matriz

Como é de conhecimento, erros de medida ou arredondamento podem trazer sérios

problemas na solução de sistemas lineares. Alguns sistemas são mais sensíveis à introdu-

ção desses erros (perturbações) que outros. Uma maneira de medir essa sensibilidade
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é determinar onúmero de condiçãoda matriz do sistema, sobre o qual versa o teorema a

seguir.

TEOREMA : SejaA uma matrizm × n e seja‖·‖ uma das normas de operadores

e sua norma vetorial correspondente. SejamA não-singular ex uma solução deAx = b.

Supondo uma perturbação da matrizA, mudando-a paraA+δA e uma perturbação no vetor

b mudando-o parab+ δb e que essas perturbações façamx mudar parax+δx. Considerando

ainda,‖(δA) A−1‖ < 1. Então,

‖δx‖
‖x‖

≤M · c (A) ·
(
‖δb‖
‖b‖

+
‖δA‖
‖A‖

)
(9)

onde

M =
[
1−

∥∥(δA) A−1
∥∥]−1

(10)

e

c (A) = ‖ A ‖
∥∥ A−1

∥∥é o número de condição. (11)

DEMONSTRAÇÃO [NOB96]: Considerando que‖(δA) A−1‖ < 1 e o teorema

enunciado sobre asinversas de matrizes perturbadas,podemos afirmar queA + δA é não-

singular, assegurando dessa forma que a soluçãox + δx do problema perturbado existe.

Agora, introduzindo erros na matrizA e no vetorb, tem-se

(A + δA) (x + δx) = b + δb,

que produz

(A + δA) δx = b + δb− Ax− δAx = δb− δAx,

então

δx = (A + δA)−1 (δb− δAx)
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e

‖δx‖ ≤
∥∥(A + δA)−1

∥∥ ‖(δb− δAx)‖ .

Mas pelo teorema enunciado sobre asinversas de matrizes perturbadas

∥∥(A + δA)−1
∥∥ ≤ [(1− ∥∥(δA) A−1

∥∥)]−1 ∥∥A−1
∥∥

ou no presente caso ∥∥(A + δA)−1
∥∥ ≤M

∥∥A−1
∥∥ .

Portanto, pode-se escrever

‖δx‖ ≤M ·
∥∥A−1

∥∥ (‖δb‖+ ‖δA‖ ‖x‖)

que dividindo por‖A‖ ‖x‖ resulta
‖δx‖
‖x‖

≤M · ‖A ‖ ‖A−1‖ ·
(
‖δb‖
‖A‖ ‖x‖

+
‖δA‖
‖A‖

)
. Como

Ax = b e‖A‖ ‖x‖ ≥ ‖b‖ então finalmente obtém-se

‖δx‖
‖x‖

≤M · c (A) ·
(
‖δb‖
‖b‖

+
‖δA‖
‖A‖

)
.

Se a perturbaçãoδA de A for suficientemente pequena, a constanteM estará próxima

de 1 e portanto a mudança global
‖δx‖
‖x‖

nas incógnitas, devida às pequenas perturbações

introduzidas emA e emb, será pequena, sec (A) não for demasiadamente grande. Portanto,

para um valor dec (A) moderado, as equações serãobem-condicionadas.Porém um valor

dec (A) grande não implica necessariamente que as equações sejammal-condicionadas.

Outra forma de observar o significado do número de condição é através do teorema

enunciado sobre asinversas de matrizes perturbadas.Como foi visto, seA é não-singular

entãoA + δA é não-singular para todoδA com‖δA‖ < ‖A−1‖−1
, ou seja, com

‖δA‖
‖A‖

<
1

‖A ‖ ‖A−1‖
.
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PortantoA + δA énão-singularsempre que

‖δA‖
‖A‖

<
1

c (A)

ou de outra forma, seA + δA ésingular,então

‖δA‖
‖A‖

≥ 1

c (A)

resultando uma cota inferior parac (A) . Na verdade pode ser mostrado que

1

c (A)
= min

{
‖δA‖
‖A‖

tal queA + δAé singular

}
. (12)

Logo c (A) é grande, se e somente se existe uma matrizsingular A + δA com
‖δA‖
‖A‖

pequeno.

2.1.6 Condição de Autosistemas

Aqui descreve-se o problema do tamanho das perturbações dos autovalores e autoveto-

res causado por perturbações emA como sendo um problema decondiçãodos autovalores

e autovetores deA. Assim será visto o importante teorema a seguir.

TEOREMA DO CÍRCULO DE GERSHGORIN : Cada autovalorλ de uma matriz

Bn× n satisfaz pelo menos uma das desigualdades

|λ− bi i| ≤ ri, onderi =
n∑

j = 1

j 6= i

|b i j| (i = 1, ..., n) . (13)

Ou seja, cada autovalor pertence a pelo menos um dos discos com centrob i i e raiori no

plano complexo (figura 1, Círculo de Gershgorin).

DEMONSTRAÇÃO [NOB96]: Sejaλ um autovalor da matrizB n× n e xn× 1 o

autovetor associado, entãoBx = λx e (B − λI) x = 0, ou seja,
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b11 − λ b12 · · · b1n

b21 b22 − λ · · · b2n
...

...
...

...
bn1 bn2 · · · bnn − λ




x1

x2
...

xn

 =


0
0
...
0

 ,

que produz


(b11 − λ) x1 + b12x2 + · · · + b1nxn = 0
b21x1 + (b22 − λ) x2 + · · · + b2nxn = 0
... +

... + · · · +
... =

...
bn1x1 + bn2x2 + · · · + (bnn − λ) xn = 0

ou
b12x2 + · · · + b1nxn = (λ− b11) x1

b21x1 + b2 n−1xn−1 + b2nxn = (λ− b22) x2
... +

... + · · · +
... =

...
bn1x1 + · · · + bn n−1xn−1 = (λ− bnn) xn

.

Somando as equações, obtém-se

n∑
j = 1

j 6= i

b i j x j = (λ− bi i) xi (i = 1, ..., n) .

Agora supondo quexk é o maior elemento do autovetorx, então

∣∣∣∣x j

xk

∣∣∣∣ ≤ 1 para todoj e

pode-se escrever

(λ− bk k) xk =
n∑

j = 1

j 6= k

b k j x j

que leva a

|λ− bk k| | xk| ≤
n∑

j = 1

j 6= k

|b k j| |x j | ,

dividindo ambos os membros por| xk| , obtém-se

|λ− bk k| ≤
n∑

j = 1

j 6= k

|b k j|
∣∣∣∣x j

xk

∣∣∣∣ ≤ n∑
j = 1

j 6= k

|b k j|
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ou

|λ− bi i| ≤ ri com ri =
n∑

j = 1

j 6= i

|b i j| , (i = 1, ..., n) ,

como ilustrado a seguir.

1.Círculo de Gershgorin

Além disso, é possível provar que se a união dep discos for disjunta dos restantes,

então há precisamentep autovalores deB nesta união dosp discos.

Para um estudo preliminar da condição de auto-sistemas, analisaremos um caso muito

particular, porém ilustrativo, quandoA é uma matriz diagonal. Seja a matriz

A =


a11 0 0 0
0 a22 0 0
...

...
...

...
0 0 0 ann

 ,

então seus autovalores serãoλ i = a i i parai = 1, 2, ..., n , com os autovetores corres-

pondentes iguais aos vetores coluna unitáriosei. Assim, o interesse é saber o que acontece

quando se perturba a matrizA mudando-a paraA + δA, sendo queδA representa uma

matriz compequenaperturbação. Aplicando o teorema deGershgorin,tem-se que os au-
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tovalores da matriz perturbadaA + δA pertencerão aos discos

|(ai i + δai i)− λ| ≤ ri =
n∑

j = 1

j 6= i

|δa i j| , (i = 1, ..., n) ,

mas como foi visto, os elementos diagonaisai i deA são os próprios autovaloresλi,ou seja,

ai i = λi , logo pode-se escrever

|(λi + δai i)− λ| ≤ ri e então|λi − λ| ≤ ri + |δai i| , (i = 1, ..., n) .

O valor deri + |δai i| pode ser limitado pelo máximo das somas dos valores absolutos de

linhas, que é a norma‖δA‖∞ . E assim pode-se concluir que

|λi − λ| ≤ ‖δA‖∞ , (14)

e, portanto,os autovalores de uma matriz diagonal são sempre bem-condicionados.Já no

que diz respeito aos autovetores de uma matriz diagonal, a análise é mais complexa. Os

exemplos práticos nos mostram que podemos esperar que uma matriz diagonal com auto-

valores distintos e bem separados tenha autovetoresbem-condicionados.Quando os au-

tovalores são repetidos ou muito próximos entre si, espera-se que a matriz diagonal tenha

autovetoresmal-condicionados.

Agora, será analisado um caso mais complexo, o de uma matrizn×n que possua um

conjunto den autovetores independentes.

TEOREMA : Seja uma matrizAn× n com o conjunto{x1, ..., xn} independente de

autovetores e com os respectivos autovaloresλ1, ..., λn. Supondo um númeroµ e um vetor

unitáriov (‖v‖ = 1, onde‖·‖ representa as normas‖·‖1 , ‖·‖2 , ‖·‖∞), como aproximações,

respectivamente, de um autovalor e de um autovetor da matrizA e considerando ainda,r a
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quantidade pela qualµ ev deixam de fazer parte do auto-sistema, ou seja,

Av = µv + r ou r = Av − µv. (15)

SendoP =
(

x1 · · · xn

)
a matriz dos autovetores, então pelo menos um dos autova-

loresλi deA satisfaz

|λi − µ| ≤ ‖r‖ ‖P‖
∥∥P−1

∥∥ . (16)

SeP é unitária(em particular, seA é real simétrica ou hermitiana ou normal), então pelo

menos um dos autovaloresλi deA satisfaz

|λi − µ| ≤ ‖r‖2 . (17)

DEMONSTRAÇÃO [NOB96]: ComoA tem um conjunto linearmente indepen-

dente den autovetores, entãoA = PΛP−1,ondeΛ é a matriz diagonal cujoi − ésimo

elemento diagonal éλi. Portantor = Av − µv pode ser reescrito como

r = PΛP−1v − µv =
(
PΛP−1 − I µ

)
v = P

(
ΛP−1 − P−1µ

)
v

ou seja,

r = P (Λ− µ I) P−1v.

Seµ for um autovalor deA, é imediata a verificação do teorema, uma vez que para algum

λi deA, |λi − µ| = 0.Seµ não for um autovalor deA, então(Λ− µ I) é não singular e

v = P (Λ− µ I)−1 P−1r,

que produz

‖v‖ ≤ ‖P‖
∥∥(Λ− µI)−1

∥∥∥∥P−1
∥∥ ‖r‖
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ou

1 ≤ ‖P‖
∥∥(Λ− µI)−1

∥∥∥∥P−1
∥∥ ‖r‖ .

Como(Λ− µ I)−1 é uma matriz diagonal, então

∥∥(Λ− µI)−1
∥∥ = max

i
|λi − µ|−1 =

[
min

i
|λi − µ|

]−1

e pode-se escrever

min
i
|λi − µ| ≤ ‖r‖ ‖P‖

∥∥P−1
∥∥ .

Logo |λi − µ| ≤ ‖r‖ ‖P‖ ‖P−1‖ se verifica para algumλi como pretendia-se demonstrar.

Além disso, seP é unitária,P−1será unitária e‖ P‖2 = ‖P−1‖2 = 1, e então|λi − µ| ≤

‖r‖2 , como também pretendia-se demonstrar.Este teorema pode ser utilizado para estudar

a condição de autovalores, ou seja, seµ for tomado como um autovalor associado a um

autovetorv da matriz perturbadaA + δA, com‖v‖ = 1, então

(A + δA) v = µv

Av − µv = −δAv

r = −δAv

‖r‖ ≤ ‖δA‖ ‖v‖

‖r‖ ≤ ‖δA‖ .

Pelo teorema, para algumλi deA, vale|λi − µ| ≤ ‖r‖ ‖P‖ ‖P−1‖ , então

|λi − µ| ≤ ‖δA‖ ‖P‖
∥∥P−1

∥∥ .

SeP é unitária(em particular, seA é real simétrica ou hermitiana ou normal), então pelo

menos um dos autovaloresλi deA satisfaz

|λi − µ| ≤ ‖δA‖ .
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E portantoos autovalores das matrizes hermitianas são sempre bem-condicionados.

2.1.7 Decomposição Espectral

Denomina-se espectro de uma matrizA ao conjunto de seus autovalores. A descrição

do espectro feita a seguir é conhecida comoteorema espectralpara matrizes simétricas, que

é demontrado em [NOB96]. SendoA n× n uma matriz simétrica, então pode-se enunciar as

seguintes propriedades:

(i) A possuin autovaloresreais ,contando com as multiplicidades;

(ii) O auto-espaço correspondente a cada autovalorλ tem dimensão igual à multipli-

cidade deλ como raiz da equação característica;

(iii) Os autovetores correspondentes a autovalores distintos são ortogonais, bem como,

os respectivos auto-espaços;

(iv) A matrizA é diagonalizável por matriz ortogonal.

Agora, suponhaA = P∧ P T tal que as colunas dePn× n = [ u 1 · · · u n] sejam

formadas pelos autovetores deA, e que os autovalores correspondentesλ1, · · · , λn, formem

a diagonal principal da matriz diagonal∧ . Assim, pode-se escrever

A = P ∧ P T

A = ( u 1 · · · u n )

 λ1 · · · 0
...

...
...

0 · · · λn

 u T
1
...

u T
n
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A = (λ1 u 1 · · · λn u n )

 u T
1
...

u T
n


ou

A = λ1

(
u 1 u T

1

)
+ · · ·+ λn

(
u n u T

n

)
, (18)

que representa adecomposição espectralde A, isto porqueA é decomposta em partes

definidas por seu espectro (autovalores). Os termosλi

(
u iu

T
i

)
, (i = 1, · · · , n), são ma-

trizesn × n deposto 1, a exemplo da matrizλ1

(
u 1u

T
1

)
, onde cada coluna é múltipla de

u 1. Observamos ainda que se‖ui‖ = 1, cada matriz
(
u iu

T
i

)
é uma matriz de projeção,

eis que, para cada vetorx emRn tem-se
(
u i u T

i

)
x como sua projeção sobre o subespaço

gerado poru i . A idéia que norteia a decomposição espectral pode ser estendida para ma-

trizes retangulares. Neste caso, os vetores usados na expansão deA seriam os autovetores

das matrizesAAT eAT A.

2.1.8 Decomposição de Valor Singular

A decomposição de valor singular é embasada na propriedade: “o valor absoluto de

um autovalorλ de uma matriz simétricaB mede a quantidade queB estica ou encurta um

determinado autovetor associado aλ”. SeB x = λ x e‖x‖ = 1, então

‖Bx‖ = ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ = |λ| .

Sendoλ1 o autovalor de maior módulo, então um autovetor unitário associadov1 indicará

a direção na qual o efeito de esticar deB é maior, ou seja, o comprimento deBx é máximo

quandox = v1, e será de‖B v1‖ = |λ1| .Uma descrição dev1 e λ1, similar a essa, será

feita a seguir para matrizes retangulares.
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Seja uma matrizAm× n (supondom > n), entãoAT A é simétrica e pode ser dia-

gonalizada por uma matriz ortogonal. Supondo{v1, ..., vn} uma base ortonormal paraRn

, consistindo nos autovetores deAT A e λ1, ..., λn , os autovalores associados. Então para

0 ≤ i ≤ n, tem-se

‖A vi‖2 = (Avi)
T (Avi) = vT

i AT A vi

comovi é um autovetor deAT A pode-se escrever

‖A vi‖2 = vT
i (λivi)

masvi é um vetor unitário, logo

‖A vi‖2 = λi

portanto os autovalores deAT A são todosreais e não-negativos.Assim, pode-se supor um

ordenamento decrescente dos autovalores deAT A, tal queλ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0, ou

dos quadrados dosvalores singularesdeA, σ 2
1 ≥ σ 2

2 ≥ · · · ≥ σ 2
n , eis que,σi =

√
λi.

TEOREMA : Supondo{v1, ..., vn} , uma base ortonormal paraRn , consistindo em

autovetores deAT A, ordenados de tal forma que seus respectivos autovalores associados

satisfaçamλ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn e queA possuar valores singulares não-nulos.

Então {Av1, ..., Avr}é uma base ortonormal para o espaço coluna deA (R(A)) e o

posto deA é r.

DEMONSTRAÇÃO [LAY97]: Como vi eλj vj são ortogonais parai 6= j, tem-se

(Avi)
T (Avj) = v T

i AT A vj = v T
i (λj vj) = 0

então {Av1, ..., Avn} é um conjunto ortogonal. Considerando que os comprimentos dos

vetoresAv1, ..., Avn são dados pelos valores singulares deA e que existemr valores sin-
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gulares não-nulos, sendoAvi 6= 0 se e somente se1 ≤ i ≤ r,entãoAv1, ..., Avr são vetores

linearmente independentes e pertencem ao espaço coluna deA.

Por último, qualquery pertencente aoR (A) , por exemploy = Ax, pode ser escrito

como

y = Ax = c1Av1 + · · ·+ crAvr + cr+1Avr+1 + · · ·+ cnAvn

ou

y = c1Av1 + · · ·+ crAvr + 0 + · · ·+ 0

portantoy pertence ao Span{Av1, ..., Avr} , mostrando assim que{Av1, ..., Avr} é uma

base ortogonal paraR (A) e conseqüentemente queposto de A = dim R (A) = r .A

forma mais confiável computacionalmente de se estimar o posto de uma matriz de gran-

des dimensões é contar o número de valores singulares não-nulos , neste caso, se o valor

singular for extremamente pequeno, este é considerado nulo.

TEOREMA : Seja Am× n uma matriz de postor. Então existe uma matrizΣm× n =(
D 0
0 0

)
tal que os elementos diagonais deDr × r são osr primeiros valores singulares

deA, σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0, e existem matrizes ortogonaisUm×m e Vn× n, tais que

A = U Σ V T .

DEMONSTRAÇÃO [LAY97]: Sejam λi e vi como no teorema anterior , de tal

forma que{Av1, ..., Avr} seja uma base ortogonal para o espaço coluna deA, R (A) .

Normalizando cadaAvi obtemos uma base ortonormal{u1, ..., ur} , como adiante

ui =
1

‖Avi‖
Avi =

1

σi

Avi

que resulta

Avi = uiσi , (i = 1, ..., r) .
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Estendendo para uma base ortonormal{u1, ..., um} deRm e considerando as matrizes or-

togonaisU = (u1 u2 · · · um) e V = (v1 v2 · · · vn) , tem-se

AV = (Av1 · · ·Avr 0 · · · 0) = (u1σ1 · · ·urσr 0 · · · 0) .

ConsiderandoD eΣ como define-se anteriormente , obtém-se

UΣ = (u1 u2 · · · um)



σ1 0 · · · 0 0 · · · 0
0 σ2 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · σr 0 · · · 0
0 0 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 0


ou

UΣ =
(

u1σ1 · · · urσr 0 · · · 0
)

= AV.

E então sendoV uma matriz ortogonal, obtém-se

UΣV T = AV V T = A (19)

Observa-se que as matrizesU e V não são unicamente determinadas porA, porém osr

primeiros elementos diagonais deΣ são seus valores singulares.

2.1.9 Decomposição de Valor Singular Reduzida

SeΣ possuir linhas ou colunas nulas, então pode-se obter uma decomposição mais

compacta paraA. Considerando a notação estabelecida anteriormente e particionando as
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matrizesU = (u1 · · ·ur · · · um) eV = (v1 · · · vr · · · vn) , obtém-se

A = UΣV T

A = (U r U m− r)

(
D 0
0 0

)(
V T

r

V T
n− r

)
A = U r D V T

r . (20)

Essa fatoração é denominadadecomposição de valor singular reduzida.

2.1.10 Inversa Generalizada ou Pseudo-Inversa

Suponha que a matrizAm×n de postor possua uma decomposição de valor singular

A = UΣV T , comσ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0. Então, representa-se porA+ e denomina-se

deinversa generalizadaoupseudo inversa de Moore-Penrosea matrizn×m, determinada

por

A+ = V Σ+U T , (21)

ondeΣ =

(
D 0
0 0

)
como definido anteriormente eΣ+ =

(
D−1 0
0 0

)
.Nestas con-

dições, observa-se queD −1
r × r é uma matriz diagonal, cujos elementos diagonais são os

inversos dosr primeiros valores singulares deA, 0 < σ −1
1 ≤ σ −1

2 ≤ · · · ≤ σ −1
r .

PROPRIEDADES :

(i) A A+A = A,

(ii) A+A A+ = A+ e

(iii) AA+ eA+A são hermitianas.
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Além disso, a inversa generalizadaA+é unicamente determinada porA , emboraU e

V, usados na decomposição de valores singulares, não sejam necessariamente únicos.

Agora, com a definição dapseudo-inversa,pode-se generalizar o número de condição

c = ‖ A ‖ ‖ A−1‖ , definido anteriormente. Para o caso deA ser uma matriz retangular,

tem-se

c = ‖ A ‖
∥∥ A+

∥∥ . (22)

Considerando osr primeiros valores singulares deA ordenados de tal forma queσ1 ≥

σ2 ≥ · · · ≥ σr > 0, obtém-se conseqüentemente os valores singulares deA+, seguindo

0 < σ −1
1 ≤ σ −1

2 ≤ · · · ≤ σ −1
r . Assim, levando em consideração os conhecimentos já

expostos neste trabalho, pode-se escrever

‖ A ‖ =
[
λmax deAT A

] 1 / 2
= σmax deA, (23)

∥∥ A+
∥∥ =

[
λmin deAT A

]−1 / 2
= σ−1

min deA e (24)

c = ‖ A ‖
∥∥ A+

∥∥ =

(
λmax

λmin

)1/ 2

=
σmax

σmin

. (25)

2.1.11 Formas Quadráticas e Autovalores

Denomina-se de forma quadrática emRn uma funçãoQ deRn emRn , definida por

Q (x) = xT Ax, ondex é um vetor deRn e An× n é uma matriz simétrica. Considerando

ai j a representação dos elementos deA, pode-se também escreverQ (x) =
n∑

i=1

m∑
j=1

ai j xixj.

É possível distinguir várias classes de formas quadráticas pelo tipo de valores que estas

assumem quandox varia emRn :

Positiva definidaseQ (x) > 0 para todox 6= 0,
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Negativa definidaseQ (x) < 0 para todox 6= 0 e

IndefinidaseQ (x) adquire valores tanto positivos quanto negativos.

Além disso,Q é denominadapositiva semidefinidase Q (x) ≥ 0 para todox, e

negativa semidefinidaseQ (x) ≤ 0 para todox .

TEOREMA : SejaA uma matriz real simétrican × n. Então,A é positiva definida

se e somente se todos os seus autovalores são positivos .

DEMONSTRAÇÃO [STR93]: SeA é positiva definida e seλ é um autovalor deA,

então, para qualquer autovetor deA associado aλ, tem-sexT Ax = λxT x = λ ‖x‖2 , que

produz

λ =
xT Ax

‖x‖2
> 0.

Reciprocamente, supondo agora todos os autovalores deA positivos e um conjunto orto-

normal de autovetores associados{x1, ..., xn}. Sendox um vetor não nulo emRn, entãox

pode ser escrito como

x = α1x1 + ... + αnxn

ondeαi = xT xi para i = 1, 2, ..., n e
n∑

i=1

(αi)
2 = ‖x‖2 > 0. Então,

xT Ax = (α1x1 + ... + αnxn)T (α1λ1x1 + ... + αnλnxn)

xT Ax =
n∑

i=1

(αi)
2 λi

logo,

xT Ax ≥ (min λi) ‖x‖2 > 0 (26)

e, portanto,A é positiva definida.Se todos autovalores damatriz simétricaA forem ne-

gativos, então−A será positiva definida e por conseguinteA seránegativa definida.Se os
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autovalores deA têm sinais diferentes, entãoA é indefinida, pois seλ1 for positivo com o

autovetor associadox1, tem-sex T
1 A x1 = λ1x

T
1 x1 = λ1 ‖x1‖2 > 0, em contrapartida se,

por exemplo,λ2 for negativo, entãox T
2 A x2 = λ2x

T
2 x2 = λ2 ‖x2‖2 < 0.

2.1.12 Raiz Quadrada de Uma Matriz

SejaΣ uma matrizp× p definida positivacom a decomposição espectral

Σ =

p∑
i=1

λieie
T
i

e a matriz dos autovetores normalizadosPp× p =
(

e1 e2 · · · ep

)
, então tem-se

Σ =

p∑
i=1

λi ei eT
i = P Λ P T , (27)

ondeP T P = PP T = I e Λ =


λ1 0 · · · 0
0 λ2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · λp

 comλi ≥ 0.

Assim,

Σ−1 = PΛ−1P T =

p∑
i=1

1

λi

ei eT
i , (28)

desde que

(
PΛ P T

) (
P Λ−1P T

)
=
(
P Λ−1P T

) (
PΛ P T

)
= PP T = I.

Considerando ainda que

Λ1/ 2 =


√

λ1 0 · · · 0
0
√

λ2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · ·

√
λp


p×p

,

então,

Σ1/ 2 =

p∑
i=1

√
λi ei eT

i = PΛ1/ 2P T . (29)

PROPRIEDADES :
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(i)
(
Σ1/ 2

)T
= Σ1/ 2 ( Σ1/ 2 é simétrica) ,

(ii) Σ1/ 2 Σ1/ 2 = Σ ,

(iii)
(
Σ1/ 2

)−1
=

p∑
i=1

1√
λi

ei eT
i = P Λ−1/ 2 P T ondeΛ−1/ 2 é diagonal com oi −

ésimo elemento
1√
λi

,

(iv) Σ1/ 2 Σ−1/ 2 = Σ−1/ 2 Σ1/ 2 = I e Σ−1/ 2 Σ−1/ 2 = Σ−1 ondeΣ−1/ 2 =
(
Σ1/ 2

)−1
.
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2.2 Análise de Correlação Canônica

2.2.1 Vetores e Matrizes Aleatórias

São denominados matriz aleatória ou vetor aleatório, a matriz ou vetor cujos elementos

são variáveis aleatórias. O valor esperado é dado pela matriz ou vetor cujos elementos são

os valores esperados de cada variável aleatória. Especificamente para uma matriz aleatória

X = {Xij}n×p , tem-se

E(X) =


E(X11) E(X12) · · · E(X1p)
E(X21) E(X22) · · · E(X2p)

...
...

...
...

E(Xn1) E(Xn2) · · · E(Xnp)

 ,

onde

E(Xi j) =


∫ ∞

−∞
xi fi(xi)dxi ,

seXié variável aleatória contínua
com função de densidade de probabilidadefi(xi).∑

todo xi

xi gi(xi) ,
seXi é variável aleatória discreta
com função de probabilidadegi(xi) .

Dois resultados importantes, envolvendo a soma e produto de matrizes, são obtidos di-

retamente da definição do valor esperado de uma matriz aleatória e das propriedades da

esperança de uma variável,

E (X1 + Y1) = E (X1) + E (Y1) e E (cX1) = cE (X1) .

SejamX e Y duas matrizes de variáveis aleatórias de mesma dimensão, eA e B matrizes

conformes, constituídas por constantes. Então, valem as propriedades:

E ( X + Y ) = E ( X ) + E ( Y )

E (A X B) = AE ( X ) B (30)
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2.2.2 Vetor de Médias, Matriz de Covariâncias e Matriz de
Correlação.

SupondoX = [X1,X2,...,Xp]
T um vetor aleatório e que cada um de seus elementos

Xi ( i = 1, 2, ..., p) seja uma variável aleatória com sua própria distribuição marginal de

probabilidade. As médias marginaisµi e variânciasσii são definidas como

µi = E ( Xi )

e

σii = E (Xi − µi)
2 ,

onde

µi =


∫ ∞

−∞
xi fi(xi)dxi ,

seXié uma variável aleatória contínua
com função de densidade de probabilidadefi(xi).∑

∀ xi

xi gi(xi) ,
seXi é variável aleatória discreta
com função de probabilidadegi(xi) .

e

σ2
i =


∫ ∞

−∞
(xi − µi)

2 fi(xi)dxi ,
seXié uma variável aleatória contínua
com função de densidade de probabilidadefi(xi).∑

∀ xi

(xi − µi)
2 gi(xi) ,

seXi é variável aleatória discreta
com função de probabilidadegi(xi) .

(31)

O comportamento de algum par de variáveis(Xi, Xk), componentes do vetorX, é descrito

por sua função de probabilidade conjunta e amedida da associação linearentre elas é dada

pela covariância,

σi k = E [(Xi − µi) (Xk − µk)] (32)
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ou seja,

σi k =



∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
(xi − µi) (xk − µk) fi k (xi, xk)dxi dxk , seXi eXk são variáveis

aleatórias contínuas com função de densidade de probabilidadefi k (xi, xk),∑
∀ x i

∑
∀ x k

(xi − µi) (xk − µk) gi k (xi, xk) , seXi eXk são variáveis

aleatórias discretas com função de probabilidadegi k (xi, xk),
(33)

sendoµi e µk (i, k = 1, 2, ..., p), as médias marginais. Quandoi = k , a covariância

torna-se a variância marginal.

Generalizando o comportamento coletivo das variáveis aleatóriasX1,X2,...,Xp ou, e-

quivalentemente, do vetorX =
(

X1 X2 · · · Xp

)T
é descrito pela função de densi-

dade de probabilidade conjuntaf (x) = ( x1, x2, ..., xp) .

Na prática, f (x) é freqüentemente uma função multivariada de densidade normal.

SeP [Xi ≤ xi eXk ≤ xk], probabilidade conjunta, pode ser escrita como produto das cor-

respondentes probabilidades marginais , tal que,

P [Xi ≤ xi eXk ≤ xk] = P [Xi ≤ xi] P [Xk ≤ xk]

para todos os pares de valoresxi, xk , entãoXi eXk são ditas estatisticamenteindependen-

tes.QuandoXi eXk são variáveis aleatórias contínuas com densidade conjuntafi k(xi, xk)

e densidades marginaisfi(xi) efk(xK), a condição de independência torna-se

fi k(xi, xk) = fi(xi)fk(xk)

para todos os pares(xi, xk). As p variáveis aleatórias contínuasX1,X2,...,Xp são, estatisti-

camente, ditasmutuamente independentesse a densidade conjunta pode ser fatorada como

f12...p ( x1, x2, ..., xp) = f1 (x1) f2 (x2) ...fp (xp)
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para todasp−nuplas ( x1, x2, ..., xp) . A independência estatística tem uma implicação im-

portante para a covariância, pois a fatoração anterior implica que a covariância de(Xi, Xk)

seja nula. Então,Cov (Xi, Xk) = 0 seXi eXk são independentes. A recíproca, em geral,

não é verdadeira pois existem situações em queCov (Xi,Xk) = 0 , mas Xi e Xk não são

independentes. Assim, pode-se definir ocoeficiente de correlação linear,entre um par de

variáveis(Xi, Xk) , como sendo o quocienteρik, dado por

ρik =
σik√

σii
√

σkk

,

onde

σik = Cov (Xi,XK) = E (Xi − µi) (Xk − µk) , (34)

σii = V ar (Xi) = E (Xi − µi)
2

e

σkk = V ar (Xk) = E (Xk − µk)
2 . (35)
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2.3 Correlação Canônica

2.3.1 Introdução

A análise de correlação canônica tem como objetivo identificar e quantificar as asso-

ciações lineares entredois conjuntosde variáveis aleatórias. No desenvolvimento dessa

análise, determina-se primeiramente o par de combinações lineares, uma de cada conjunto

de variáveis, com maior correlação; em seguida, determina-se um segundo par de combi-

nações lineares de maior correlação entre todos os pares não correlacionados com aqueles

selecionados inicialmente, e assim por diante até op − ésimo elemento sendop × p a

ordem da matriz de correlação. Uma aplicação dessa análise ocorre em processos de pro-

dução contínua, quando se-deseja prever o comportamento de um conjunto de variáveis

a partir do conhecimento prévio de um outro conjunto de variáveis. Considerando-se um

desses conjuntos como um conjunto de variáveis independentes, e o outro como um con-

junto de variáveis dependentes, e, se existe uma relação linear entre esses conjuntos, então

pode-se calcular a magnitude dessa relação, a qual denominamoscorrelação canônica.

2.3.2 Variáveis Canônicas e Correlações Canônicas

Para o desenvolvimento deste tema vai-se admitir, como exemplo, o estudo das medi-

das de associação entre dois conjuntos de variáveis aleatórias, cada qual com sua própria

distribuição de probabilidade marginal. O primeiro conjunto é denominado deX,composto

de variáveis aleatóriasXi, (i = 1, 2, ..., p), e o segundo deY, composto de variáveis ale-

atóriasYj, (j = 1, 2, ..., q). Assumindop ≤ q e representando os conjuntos como vetores
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aleatórios tem-se:

X =

 X1
...

Xp

 e Y =

 Y1
...

Yq

 .

Assim, os vetores dos valores esperados das variáveis aleatórias serão representados por

E(X) =

 E(X1)
...

E(Xp)

 e E(Y ) =

 E(Y1)
...

E(Yq)

 ,

onde para cada elemento, tem-se

E(Xi) =


∫ ∞

−∞
xi fi(xi)dxi ,

seXié variável aleatória contínua
com função de densidade de probabilidadefi(xi),∑

∀ xi

xi gi(xi) ,
seXi é variável aleatória discreta
com função de probabilidadegi(xi) ,

e o equivalente paraE(Yj). As médias marginaisµxi e µyj são dadas porµxi = E(Xi) e

µyj = E(Yj) e os vetores das médias marginais são então representados por

µx = E(X) =

 E(X1)
...

E(Xp)

 =

 µx1
...

µxp


e

µy = E(Y ) =

 E(Y1)
...

E(Yq)

 =

 µy1
...

µyq

 .

Como essa análise recai sobre dois conjuntos de variáveis aleatóriasX eY , para determi-

nar as medidas de dispersão de todas as interrelações entre as variáveis dos dois conjuntos,

é necessário considerar conjuntamente os vetoresX eY, em um único vetorZ, como segue,

Z =

(
X
Y

)
=



X1
...

Xp

Y1
...

Yq


=



Z1
...

Zp

Zp+1
...

Zp+q


.
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Logo o vetor das médias marginais fica

µ = E(Z) =

(
µx

µy

)
=

(
E(X)
E(Y )

)
, (36)

ou seja,

µ =



E(X1)
...

E(Xp)
E(Y1)

...
E(Yq)


=



µx1
...

µxp

µy1
...

µyq


=



µ1
...

µp

µp+1
...

µp+q


.

Como já vimos, a matriz das covariâncias das váriaveis componentes deZ será dada por

COV (Z) = E
[
(Z − µ) (Z − µ)T

]
, (37)

ou seja,

E





X1 − µx1
...

Xp − µxp

Y1 − µy1
...

Yq − µyq


(

X1 − µx1 · · · Xp − µxp Y1 − µy1 · · · Yq − µyq

)


que produz

ou, equivalentemente,
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ConsiderandoσIK = E [(ZI − µI)(ZK − µK)] e σII = E(ZI−µI)
2, obtém-se

COV (Z) = Σ =



σ11 · · · σ1p σ1,p+1 · · · σ1,p+q
...

...
...

...
...

...
σp1 · · · σpp σp,p+1 · · · σp,p+q

σp+1,1 · · · σp+1,p σp+1,p+1 · · · σp+1,p+q
...

...
...

...
...

...
σp+q,1 · · · σp+q,p σp+q,p+1 · · · σp+q,p+q


Como σIK = E [(ZI − µI)(ZK − µK)] é igual aσKI = E [(ZK − µK)(ZI − µI)], para

(I, K = 1, 2, ..., (p + q)), entãoΣ é uma matriz simétrica e pode-se escrever

COV (Z) = Σ =



σ11 · · · σ1p σ1,p+1 · · · σ1,p+q
...

...
...

...
...

...
σ1p · · · σpp σp,p+1 · · · σp,p+q

σ1,p+1 · · · σp,p+1 σp+1,p+1 · · · σp+1,p+q
...

...
...

...
...

...
σ1,p+q · · · σp,p+q σp+1,p+q · · · σp+q,p+q


.

Como já visto, o coeficiente de correlaçãoρIK é definido em função da covariânciaσIK e

das variânciasσII eσKK , por

ρIK =
σIK√

σII
√

σKK

.

O coeficiente de correlação mede a magnitude da associação linear entre as variáveis ale-

atórias componentes do vetorZ e por conseqüência entre as variáveis do vetorX, entre

as variáveis do vetorY e entre as variáveis do vetorX eY. Considerando-se a matrizρ de

coeficientes de correlação dada por
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ou

ρ =



1 · · · ρ1p ρ1p+1 · · · ρ1p+q
...

...
...

...
...

...
ρ1p · · · 1 ρpp+1 · · · ρpp+q

ρ1p+1 · · · ρpp+1 1 · · · ρp+1p+q
...

...
...

...
...

...
ρ1p+q · · · ρpp+q ρp+1p+q · · · 1


=

(
ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)

e a matrizD1/ 2 dos desvios padrão

D1/ 2 =



√
σ1 1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 · · · √ σp p 0 · · · 0
0 · · · 0

√
σp+1 p+1 · · · 0

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · √ σp+q p+q


,

então, é fácil verificar que

D1/2ρD1/2 = Σ

e

ρ =
(
D1/ 2

)−1
Σ
(
D1/ 2

)−1
.
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Isto é,Σ pode ser obtida deD1/2 eρ , assim como,ρ pode ser obtido deΣ. Reconsiderando

a matriz de covariânciasΣ particionada por quatro blocos, conforme a seguir

Σ =

(
Σ11 Σ12

Σ21 Σ22

)
observa-se que:

(i) As matrizesΣ11 eΣ22 são simétricas.

(ii) As matrizesΣ12 eΣ21 não são necessariamente simétricas ou quadradas.

(iii) A matrizΣ12 é igual transpostada matriz Σ21, ou seja,Σ12 = ΣT
21 .

(iv) As variâncias-covariânciasentre os pares de variáveis componentes do vetor

(conjunto)X estão contidas na matrizΣ11,ouseja, Cov (X) = Σ11 .

(v) As variâncias-covariânciasentre os pares de variáveis componentes do vetor

(conjunto)Y estão contidas na matrizΣ22,ouseja, Cov (Y ) = Σ22 .

(vi) As covariânciasentre os pares de variáveis de diferentes vetores (conjuntos), uma

variável deX e uma variável deY estão contidas na matriz de “covariância cruzada”

Σ12 ou, equivalentemente, emΣ21 , ou seja,Cov (X, Y ) = Σ12 ouCov (X, Y ) = Σ21.

Então, os elementos deΣ12 ou Σ21 medem a associação entre os dois conjuntos.

Quandop e q são relativamente grandes , a interpretação coletiva dos elementos deΣ12

ou Σ21 é normalmente difícil de ser feita. Isto ocorre freqüentemente nas combinações

lineares de variáveis que são de interesse e úteis para finalidade de previsão e compara-

ção. A principal tarefa da análise de correlação canônica é resumir as associações entre
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os conjuntos de variáveisX e Y em termos de uma escolha cuidadosa de poucas cova-

riâncias (ou correlações ) preferencialmente aspq covariâncias deΣ12. As combinações

lineares fornecem um resumo das medidas de um conjunto de variáveis .

SejamU = aT X e V = bT Y para algum par de vetores de coeficientesa e b .

Então tem-se

U = aT X ⇒ U =
(

a1 a2 · · · ap

) 
X1

X2
...

Xp


U = a1X1 + a2X2 + · · ·+ apXp

E(U) = E (a1X1 + a2X2 + · · ·+ apXp)

E(U) = (a1E (X1) + a2E (X2) + · · ·+ apE (Xp)) =
(
a1µx1 + a2µx2 + · · ·+ apµxp

)
E(U) = (a1 a2 · · · ap)


µx1

µx2
...

µxp

 = aT µx

V ar(U) = V ar (a1X1 + a2X2 + · · ·+ apXp)

V ar(U) = aT V ar (X) a

V ar(U) = aT Σ11a (38)

Equivalentemente, demonstra–se ainda que

V ar(V ) = bT Σ22b

e

Cov (U, V ) = aT Σ12b. (39)

Devemos procurar os vetores de coeficientesa e b tal que a correlação

Corr (U, V ) =
Cov(U, V )√

V ar(U)
√

V ar(V )
(40)
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ou

Corr (U, V ) =
aT Σ12b√

aT Σ11a
√

bT Σ22b
(41)

seja a maior possível.

Serão seguidas as seguintes definições:

(i) O primeiro par de variáveis canônicas é o par da combinação linearU1,V1, com

variâncias unitárias e que maximiza a correlaçãoCorr (U, V );

(ii) O segundo par de variáveis canônicas é o par da combinação linearU2,V2, com

variâncias unitárias, o qual maximiza a correlaçãoCorr (U, V ), entre todas as escolhas

não correlacionadas com o primeiro par de variáveis canônicas;

(iii) O K-ésimo par de variáveis canônicas é o par da combinação linearUk,Vk, com

variâncias unitárias, o qual maximiza a relaçãoCorr (U, V ), entre todas as escolhas

não correlacionadas com osK − 1 pares de variáveis canônicas anteriores .

A correlação entreK − ésimo par de variáveis canônicas é chamada deK − ésima

correlação canônica.

A demonstração do teorema a seguir dá o detalhamento necessário para a obtenção

das variáveis canônicas e suas correlações.

TEOREMA : Supondo os vetores aleatóriosX(p×1) e Y(q×1) conforme já definidos

anteriormente comp ≥ q, Cov(X) = Σ11, Cov(Y ) = Σ22, eCov(X, Y ) = Σ12. Supondo

ainda que a matrizCov(Z) = Σ temposto completo.Sejam as combinações lineares dadas

porU= aT X eV = bT Y , ondea(p×1) e b(q×1) são os vetores de coeficientes, então,
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max
a,b

Corr(U, V ) = ρ∗1 (42)

é atingida pelo primeiro par de variáveis canônicas,

U1 = a T
1 X e V1 = b T

1 Y (43)

ou

U1 = e T
1 Σ

−1/ 2
11 X e V1 = f T

1 Σ
−1/ 2
22 Y . (44)

O k-ésimo par de variáveis canônicas ,k = 2, 3, ..., p, dado por

Uk = e T
k Σ

−1/ 2
11 X e Vk = f T

k Σ
−1/ 2
22 Y,

maximizaCorr (Uk, Vk) = ρ∗k, entre aquelas combinações lineares não correlacionadas

com osK − 1 pares de variáveis canônicas anteriores. Aquiρ∗ 2
1 ≥ ρ∗ 2

2 ≥ ... ≥ ρ∗ 2
p são os

autovalores deΣ−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11 ee1, e2, ..., ep são autovetores associados (Os va-

loresρ∗ 2
1 , ρ∗ 2

2 , ..., ρ∗ 2
p são também osp maiores autovalores deΣ−1/ 2

22 Σ21Σ
−1
11 Σ12Σ

−1/ 2
22 com

os correspondentes autovetoresf1, f2, ..., fp sendo cadafi proporcional aΣ−1/ 2
22 Σ21Σ

−1
11

ei .

As variáveis canônicas têm as seguintes propriedades:

(i) V ar(Uk) = V ar(Vk) = 1;

(ii) Cov(Uk, UL) = Corr(Uk, UL) = 0, K 6=L;

(iii) Cov(Vk, VL) = Corr(Vk, VL) = 0, K 6=L;

(iv) Cov(Uk, VL) = Corr(Uk, VL) = 0, K 6=L
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paraK, L = 1, 2, 3, ..., p.

DEMONSTRAÇÃO [JON88]: SupondoΣ11 e Σ12 matrizessimétricas e não singu-

lares,e usando o conceito de raiz quadrada de uma matriz, obtém-se:

Σ11 = Σ
1/ 2
11 Σ

1/ 2
11

Σ−1
11 = Σ

−1/ 2
11 Σ

−1/ 2
11

c = Σ
1/ 2
11 a

a = Σ
−1/ 2
11 c,

e similarmente

b = Σ
−1/ 2
22 d . (45)

Deve-se, então procurara e b que torne a correlação

Corr (U, V ) =
aT Σ12 b√

aT Σ11a
√

bT Σ22b
(46)

a maior possível, ondeU = aT X e V = bT Y .Substituindo??e2.45 em2.46, obtém-se

Corr (U, V ) =
cT Σ

−1/ 2
11 Σ12 Σ

−1/ 2
22 d√

cT c
√

dT d
. (47)

Da desigualdade de Cauchy-Schwartz,

(
αT β

)2 ≤ (αT α
) (

βT β
)

obtém-se (
αT β

)
≤
(
αT α

)1/ 2 (
βT β

)1/ 2
.

Observando que a igualdade ocorre quandoα é proporcional aβ ou vice-versa e aplicando

essa desigualdade ao numerador em2.47, obtém-se
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cT Σ
−1/2
11 Σ12Σ

−1/2
22︸ ︷︷ ︸ d︸︷︷︸ ≤ (cT Σ

−1/2
11 Σ12Σ

−1/2
22︸ ︷︷ ︸ Σ

−1/2
22 Σ21Σ

−1/2
11 c︸ ︷︷ ︸)1/2 ( dT︸︷︷︸ d︸︷︷︸)1/2

αT β αT α βT β

que produz

cT Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ

−1/ 2
22 d ≤

(
cT

︷ ︸︸ ︷
Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11︸ ︷︷ ︸ c

)1/ 2 (
dT d

)1/ 2
. (48)

Desde que a matriz resultante do produto
(
Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11

)
é simétrica , de

ordem p , com autovaloresλ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λp ≥ 0 e autovetorese1, e2,..., ep , então

max
c 6= 0

cT
(

Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11

)
c

cT c
= λ1,

que produz

c T
(
Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11

)
c = λ1c

T c,

ondeλ1 é o maior autovalor de
(
Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11

)
, ec o autovetor normalizado

e1 correspondente, ou seja,

e T
1

(
Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11

)
e1 = λ1 e T

1 e1,

e portanto,

e T
1

(
Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11

)
e1 = λ1. (49)

Substituindo este resultado em2.48, tem-se

e T
1 Σ

−1/ 2
11 Σ12Σ

−1/ 2
22 d ≤ ( λ1)

1/ 2 ( dT d
)1/ 2

,

que por sua vez substituído em2.47, resulta

max
a,b

Corr( U1, V1) =
eT
1 Σ

−1/ 2
11 Σ12 Σ

−1/ 2
22 d√

eT
1 e1.
√

dT d
=

( λ1)
1/ 2 (dT d

)1/ 2

1 · (dT d)1/ 2
=
√

λ1,
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ou

max
a,b

Corr ( aT
1 X , bT

1 Y ) =
√

λ1 = ρ∗1. (50)

Verifica-se ainda que a igualdade em2.48 ocorre quando

eT
1 Σ

−1/ 2
11 Σ12Σ

−1/ 2
22 d = (λ1)

1/ 2 (dT d
)1/ 2

,

e isto assegura qued é proporcional a(
Σ
−1/ 2
22 Σ21Σ

−1/ 2
11 e1

)
. (51)

A maximização da correlação indicada por2.50 é atingida paraa = Σ
−1/ 2
11 , c = Σ

−1/ 2
11 e1

e b proporcional a
[
Σ
−1/ 2
22 Σ

−1/ 2
22 Σ21Σ

−1/ 2
11 e1

]
, uma vez queb = Σ

−1/ 2
22 d ed é propor-

cional a 2.51, onde o sinal é selecionado para dar uma correlação positiva. Considerando

b = Σ
−1/ 2
22 f1. Agora partindo expressão2.49, tem-se(

Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11

)
e1 = λ1e1,

se multiplicar ambos os membros por
(
Σ
−1/ 2
22 Σ21Σ

−1/ 2
11

)
, obtém-se(

Σ
−1/ 2
22 Σ21 Σ

−1/ 2
11

)(
Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21Σ
−1/ 2
11

)
e1 = λ1

(
Σ
−1/ 2
22 Σ21 Σ

−1/ 2
11

)
e1

Σ
−1/ 2
22 Σ21 Σ

−1/ 2
11 Σ

−1/ 2
11︸ ︷︷ ︸ Σ12 Σ−1

22←−→
Σ21Σ

−1/ 2
11 e1 = λ1

(
Σ
−1/ 2
22 Σ21 Σ

−1/ 2
11

)
e1

Σ
−1/ 2
22 Σ21 Σ−1

11︸︷︷︸ Σ12 Σ
−1/ 2
22 Σ

−1/ 2
22←−−−−−−−→

Σ21Σ
−1/ 2
11 e1 = λ1

(
Σ
−1/ 2
22 Σ21 Σ

−1/ 2
11

)
e1

[
Σ
−1/ 2
22 Σ21Σ

−1
11 Σ12Σ

−1/ 2
22

] (
Σ
−1/ 2
22 Σ21Σ

−1/ 2
11 e1

)
= λ1

(
Σ
−1/ 2
22 Σ21Σ

−1/ 2
11 e1

)
(52)

logo, se(λ1, e1) é um par de autovalor e autovetor de
(
Σ
−1/ 2
11 Σ12Σ

−1
22 Σ21Σ

−1/ 2
11

)
, então

(λ1, f1) é um par de autovalor e autovetor de
[
Σ
−1/ 2
22 Σ21Σ

−1
11 Σ12Σ

−1/ 2
22

]
, ondef1 é a forma

normalizada de
(
Σ
−1/ 2
22 Σ21Σ

−1/ 2
11 e1

)
, ao qual,d é proporcional; o sinal def1 é escolhido
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para dar uma correlação positiva. Assim tem-se demonstrado que

U1 = a T
1 X =

(
Σ
−1/ 2
11 e1

)T

X = e T
1 Σ

−1/ 2
11 X

e

V1 = b T
1 Y =

(
Σ
−1/ 2
22 f1

)T

Y = f T
1 Σ

−1/ 2
22 Y.

U1 eV1 constituem o primeiro par de variáveis canônicas e sua correlação é

ρ ∗1 =
√

λ1.

Conclui-se ainda que

U1 = aT
1 X

V ar (U1) = aT
1 V ar (X) a1

V ar (U1) = aT
1 Σ11a1

V ar (U1) =
(
Σ
−1/2
11 e1

)T

Σ11

(
Σ
−1/2
11 e1

)
V ar (U1) = eT

1 Σ
−1/2
11 Σ11Σ

−1/2
11 e1

V ar (U1) = eT
1 I e1 = eT

1 e1

V ar (U1) = 1

e de maneira similar

V ar (V1) = 1 .

Observa-se também queU1 e uma combinação linear arbitráriaaT X = cT Σ
−1/ 2
11 X não

são correlatas, se

0 = Cov
(
U1,
[
cT Σ

−1/ 2
11 X

])
= U1Σ11

[
cT Σ

−1/ 2
11 X

]T
= eT

1 Σ
−1/ 2
11 Σ11Σ

−1/ 2
11 c = eT

1 c

ou seja,eT
1 e c são ortogonais. Nak − ésima etapa requer-se quec ⊥ e1,e2,..., ek−1 .A

maximização

max
c⊥ e1,e2,...,e k−1

cT B c

cT c
= λk (c = ek, k = 1, 2, ..., p− 1)
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produz

cT
(
Σ
−1/ 2
11 Σ12Σ

−1
22 Σ21Σ

−1/ 2
11

)
c = λkc

T c

parac ⊥ e1,e2,..., ek−1 , e em2.47, obtém-se

Corr (U, V ) = Corr (aT X, bT Y ) =
cT Σ

−1/ 2
11 Σ12Σ

−1/ 2
22 d√

cT c.
√

dT d
≤
√

λ1

com a igualdade parac = ek ou a = Σ
−1/ 2
11 ek e b = Σ

−1/ 2
22 fk , como antes.

Portanto,Uk = eT
k Σ

−1/ 2
11 X eVk = fT

k Σ
−1/ 2
22 Y são ok− ésimo par canônico e eles

tem a correlação

√
λk = ρ ∗k .

Embora não seja requerido, explicitamente, queVk seja não correlacionado, tem-se

Cov (Vk, VL) = f T
k Σ

−1/ 2
22 Σ22Σ

−1/ 2
22 fL = f T

k fL = 0, sek 6= L ≤ p.

Também,

Cov (Uk , VL) = e T
k Σ

−1/ 2
11 Σ12 Σ

−1/ 2
22 fL = 0, sek 6= L ≤ p,

desde quefT
k é um múltiplo de

(
eT

k Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ

−1/ 2
22

)
por2.52.

Se as variáveis originais componentes do vetorZ forem padronizadas, obtemos o ve-

tor ZS . A determinação deZS pode ser feita efetuando-se o produto da inversa da matriz

dos desvios padrão
(
D1/ 2

)−1
pelo vetor(Z − µ) , já definidos anteriormente. Então,

ZS =
(
D1/ 2

)−1
( Z − µ) ,
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que produz,

ZS =



1
√

σ1 1

· · · 0 0 · · · 0

...
. ..

...
...

...
...

0 · · · 1
√

σp p

0 · · · 0

0 · · · 0
1

√
σp+1 p+1

· · · 0

...
. ..

...
...

...
...

0 · · · 0 0 · · · 1
√

σp+q p+q





X1 − µx1
...

Xp − µxp

Y1 − µy1
...

Yq − µyq


,

ou seja,

ZS =



X1 − µx1√
σ11

...
Xp − µxp√

σpp

Y1 − µy1√
σp+1p+1

...
Yq − µyq√

σp+qp+q


.

Irá se usar também as notações

ZS =



ZS
X1
...

ZS
Xp

ZS
Y1
...

ZS
Yq


=

(
ZS

X

ZS
Y

)
.

Assim, a matriz das covariâncias deZSserá dada por

Cov
(
ZS
)

= ρ =
(
D1/ 2

)−1
Σ
(
D1/ 2

)−1
,

que produz a matriz covariânciaCov
(
ZS
)
, dada por :
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ρ =



1 · · · ρ1p ρ1p+1 · · · ρ1p+q
...

...
...

...
...

...
ρ1p · · · 1 ρpp+1 · · · ρpp+q

ρ1p+1 · · · ρpp+1 1 · · · ρp+1p+q
...

...
...

...
...

...
ρ1p+q · · · ρpp+q ρp+1p+q · · · 1


=

(
ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)

Agora, as variáveis canônicas podem ser reapresentadas por :

Uk = a T
k Z S

X = e T
k ρ

−1/ 2
11 Z S

X (53)

e

Vk = b T
k Z S

Y = f T
k ρ

−1/ 2
22 Z S

Y .

Aqui, Cov
(
ZS

X

)
= ρ11, Cov

(
ZS

y

)
= ρ22, Cov

(
ZS

X , ZS
y

)
= ρ12 = ρT

21, e ek e fk são os

autovetores de
(
ρ
−1/ 2
11 ρ12 ρ−1

22 ρ21 ρ
−1/ 2
11

)
e
(
ρ
−1/ 2
22 ρ21 ρ−1

11 ρ12 ρ
−1/ 2
22

)
, respectivamente.

As correlações canônicas ,ρ ∗k , satisfazem

Corr ( Uk , Vk) = ρ ∗k , K = 1, 2, ..., p

ondeρ∗
2

1 ≤ ρ∗
2

2 ≤ ... ≤ ρ∗
2

p são os autovalores não nulos da matriz
(
ρ
−1/2
11 ρ12ρ

−1
22 ρ21ρ

−1/2
11

)
,

ou equivalentemente de
(
ρ
−1/2
22 ρ21ρ

−1
11 ρ12ρ

−1/2
22

)
. Nota-se que

aT
k (X − µx) = ak1 (X1 − µx1) + ... + akp

(
Xp − µxp

)
,

ou seja,

aT
k (X − µx) = ak1

√
σ11

(X1 − µx1)√
σ11

+ ... + akp
√

σpp

(
Xp − µxp

)
√

σpp

ondeσii = V ar (Xi), i = 1, 2, ..., p. Portanto, os coeficientes canônicos para as variá-

veis padronizadas,Z S
X i

=
(Xi − µxi)√

σii

, são simplesmente relacionados com os coeficientes

canônicos aderidos às variáveis originaisXi . Especificamente, seaT
k é o vetor de coe-
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ficientes parak − ésima variável canônicaUk , entãoaT
k D

1/ 2
11 é o vetor de coeficientes

para ak − ésima variável canônica construído a partir das variáveis padronizadasZS
X .

Aqui, D
1/ 2
11 é uma matriz diagonal comi − ésimo elemento diagonal igual

√
σii . Simi-

larmente,bT
k D

1/ 2
22 é o vetor de coeficientes para as variáveis canônicas construído a partir

do conjunto de variáveis padronizadasZS
Y . Neste caso,D1/ 2

22 é uma matriz diagonal com

i− ésimo elemento igual a
√

σii =
√

V ar (Yi). As correlações canônicas são inalteradas

com a padronização, embora a escolha dos vetores de coeficientes,ak e bk não será única

se ρ∗
2

k = ρ∗
2

k+1.

O relacionamento entre os coeficientes canônicos das variáveis padronizadas e os co-

eficientes canônicos das variáveis originais seguem a especial estrutura da matrizΣ
−1/ 2
11 Σ12

Σ−1
22 Σ21Σ

−1/ 2
11

(
ouρ

−1/ 2
11 ρ12ρ

−1
22 ρ21ρ

−1/ 2
11

)
. Por exemplo, seaT

k é o vetor de coeficientes

para ak− ésima principal componente obtida deΣ , entãoaT
k (Z − µ) = aT

k D1/ 2ZS, mas

nós não podemos inferir queaT
k D1/ 2 é o vetor de coeficientes parak − ésima principal

componente derivada deρ.



Capítulo 3 - Material e Método

3.1 Um Novo Método Numérico para o Cálculo de Autovalor
e Autovetor de Produto de Matrizes

3.1.1 Introdução

Como já foi visto na seção anterior,a ANÁLISE DE CORRELAÇÃO CANÔNICAre-

quer a determinação dosautovaloreseautovetoresdo produto de matrizes, antes represen-

tado por

Σ
−1/ 2
11 Σ12 Σ−1

22 Σ21 Σ
−1/ 2
11 (ou equivalentemente,Σ−1/ 2

22 Σ21 Σ−1
11 Σ12 Σ

−1/ 2
22 )

e no caso da padronização das variáveis originais, por

ρ
−1/ 2
11 ρ12 ρ−1

22 ρ21 ρ
−1/ 2
11 (ou equivalentemente,ρ−1/ 2

22 ρ21 ρ−1
11 ρ12 ρ

−1/ 2
22 ).

Em qualquer caso, o problema de correlação canônica é formulado como um problema

de determinar o autosistema do produto de cinco matrizes, o qual doravante passará a ser

representado porm = m1m2m3m4m5, ondem é uma matriz simétrica e definida positiva.

Sabe-se que se a matrizm é simétrica e positiva definida, o número de condição do proble-

ma de determinar um autovalor dem pode ser cotado superiormente, ou seja, o problema é

bem-condicionado. Infelizmente este resultado não é válido para o correspondente proble-

ma de determinar o autovetor, pois os autovetores não são funções contínuas das entradas

de uma matriz. De fato, pode-se mostrar que, até mesmo para uma matriz diagonal, a
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inserção de pequenas perturbações em seus elementos poderá causar uma grande variação

em seus autovetores. Isto ocorre freqüentemente com autovetores associados a autovalores

com algum tipo de agrupamento, porém observa-se que também pode ocorrer em casos em

que os autovetores estão associados à autovalores distintos e bem espaçados. Este fato pode

trazer sérios problemas na interpretação dos resultados da análise da correlação canônica

entre dois conjuntos de variáveis. A razão para tais problemas é que as componentesei

e fi (sendo cadafi proporcional aΣ
−1/2
22 Σ21Σ

−1
11 ei), respectivamente, dos autovetoreseT

k

e fk da matrizm, estão estreitamente relacionadas com as componentes dos vetores de

coeficientes das combinações lineares,a e b,eis que, como já visto

a = Σ
−1/ 2
11 ek e b = Σ

−1/ 2
22 fk.

E como, a máxima correlação desejada

max
a,b

Corr(U, V ) = ρ∗1,

é atingida pelo primeiro par de variáveis canônicas,

U1 = a T
1 X = e T

1 Σ
−1/ 2
11 X e V1 = b T

1 Y = f T
1 Σ

−1/ 2
22 Y ,

então, sendo o problema de calcular os autovetores mal-condicionado, pode-se encontrar

valores para os coeficientes das combinações lineares muito diferentes dos verdadeiros. Isto
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é, em sistema produtivo, a interpretação dos resultados poderia levar a potencializacão de

ações que na realidade deveriam ser reprimidas e vice-versa e dessa forma a tomar atitudes

de gerenciamento e controle, totalmente equivocadas. Sendo assim, apresenta-se a seguir

novas alternativas que procuram pelo menos minimizar o problema de mal-condicinamento

do cálculo dos autovetores da matrizm = m1m2m3m4m5.

3.1.2 Caracterização da Matriz Produto (m )

Tendo em vista a motivação deste trabalho estar centrada naanálise da correlação

canônica,será considerado aqui o problema de determinar o autosistema da matrizm =

m1m2m3m4m5, ondem é uma matrizsimétricaedefinida positiva.Será considerado ainda

que:

(i) a matrizm5 é igual transpostada matriz m1, m5 = mT
1 ,

(ii) a matrizm4 é igual transpostada matriz m2, m4 = mT
2 e

(iii) todas as matrizes sãonão singularesem3 é simétrica e definida positiva.

3.1.3 Construção da Matriz de Cinco Blocos (M )

Seja a matrizM de cinco blocos definida por

M =


m5

m4

m3

m2

m1

 ,
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ondem1, m2, m3, m4 e m5 são matrizes como definidas anteriormente, então existe um

estreito relacionamento entre os autovalores deM e os autovalores dem, como será de-

monstrado a seguir.

TEOREMA: Seλ é um autovalor deM, entãoλ5 é um autovalor dem.

DEMONSTRAÇÃO: Sendoλ um autovalor deM, então existe um vetor

xT =
(

x1 x2 x3 x4 x5

)
não nulo tal que

m5

m4

m3

m2

m1




x1

x2

x3

x4

x5

 = λ


x1

x2

x3

x4

x5

 .

Desde quem5x5 = λx1, m4x1 = λx2, m3x2 = λx3, m2x3 = λx4, m1x4 = λx5 ,

tomando a equaçãom5x5 = λx1 e multiplicando-a, à esquerda, consecutivamente porm4,

m3, m2 e m1, obtém-se

m4m5x5 = λ (m4x1)
m4m5x5 = λ2x2

m3m4m5x5 = λ2 (m3x2)
m3m4m5x5 = λ3x3

m2m3m4m5x5 = λ3 (m2x3)
m2m3m4m5x5 = λ4x4

m1m2m3m4m5x5 = λ4 (m1x4) ,

e finalmente

m1m2m3m4m5x5 = λ5x5.

RESULTADOS:

• A matrizM tem pelo menos um autovalor real.
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• Seλ é um autovalor deM, entãoλ5 é um autovalor dem. Como os autovalores de

m são todos reais, entãoλ5 é um número real e, portanto,λ é real.

• Comop (λ) = det (M − λI) tem grau5n, e como todo autovalor deM é real ,

entãoM tem no máximon autovalores distintos, cada um desses autovalores é um

real, e satisfaz e satisfaz a relaçãoλ5 = α, ondeα é um autovalor dem.

Uma questão natural que aparece é, se dado um autovalorα qualquer dem, existe um

autovalorλ deM tal queα = λ5. Se isso for verdade então, todo o autovalor dem pode

ser encontrado calculando-se os autovalores deM, Em particular, pode-se obter o máximo

autovalor dem por meio da matrizM. O teorema a seguir dá uma resposta a essa questão.

TEOREMA: Seα é um autovalor dem então existe um autovalor deλ deM tal que

λ5 = α.

DEMONSTRAÇÃO: Sejaα um autovalor dem e sejav o autovetor associado, isto

é,

mv = αv.

Agora, sejaλ um autovalor deM associado ao autovetorx = (x1, x2, x3, x4, x5) . Então o

vetorz =
(

z1 z2 z3 z4 z5

)T
definido como:

z1 =
1

λ
m5v;

z2 =
1

λ2m4m5v;

z3 =
1

λ3m3m4m5v;

z4 =
1

λ4m2m3m4m5v;

z5 = v,
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é um autovetor deM associado ao autovalorλ tal queλ5 = α,e portanto, dado qualquer

autovalorα dem, existe um autovalorβ deM, comβ5 = α.
m5

m4

m3

m2

m1




x1

x2

x3

x4

x5

 = λ


x1

x2

x3

x4

x5


Então

m5x5 = λx1;
m4x1 = λx2;
m3x2 = λx3;
m2x3 = λx4 e
m1x4 = λx5v.

Comom5v = λx1, então

x1 = 1
λ
m5v;

x2 = 1
λ2 m4m5v;

x3 = 1
λ3 m3m4m5v e

x4 = 1
λ4 m2m3m4m5v.

Fazendo-se as substituições adequadas, obtém-se

m4x1 = 1
λ
m4m5v ⇒ m4m5v = λ2x2;

m3x2 = 1
λ2 m3m4m5v ⇒ m3m4m5v = λ3x3;

m2x3 = 1
λ3 m2m3m4m5v ⇒ m2m3m4m5v = λ4x4 e

m1x4 = 1
λ4 m1m2m3m4m5v ⇒ m1m2m3m4m5v = λ5v.

Logo


m5

m4

m3

m2

m1





1

λ
m5v

1

λ2m4m5v

1

λ3m3m4m5v

1

λ4m2m3m4m5v

v


= λ



1

λ
m5v

1

λ2m4m5v

1

λ3m3m4m5v

1

λ4m2m3m4m5v

v


. (54)
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3.1.4 Invertibilidade deM

Outra boa característica da matrizM é a de que tendo seus blocos posto completo, a

matrizM também o terá e, então, seránão singular.Assim, matriz inversaM−1 deM será

dada por

M−1 =


m−1

4

m−1
3

m−1
2

m−1
1

m−1
5

 , (55)

onde a existência da inversa é uma conseqüência direta da invertibilidade de cada fator do

produto que resulta a matrizm = m1m2m3m4m5.

De outra forma tem-se:

MM −1 = I,

ou seja,


m5

m4

m3

m2

m1




m−1
4

m−1
3

m−1
2

m−1
1

m−1
5

 = I

tal que 
m5m

−1
5

m4m
−1
4

m3m
−1
3

m2m
−1
2

m1m
−1
1

 = I.
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3.1.5 Autosistema Relacionado com a Matriz M

Muitas propriedades da matrizM são compartilhadas com as matrizes obtidas a partir

deM, usando rotações de sentido horário. Assim, constrói-se a matrizM4

M4 =


m4

m3

m2

m1

m5


onde, dando um tratamento similar ao dado para matrizM, pode-se demonstrar que

m1m2m3m4m5x4 = λ5x4,

ou seja, tem-se a mesma relação autovalor-autovetor que antes, porém agora o autovetor é

x4 ao invés dex5.

Sendo a matrizM3,

M3 =


m3

m2

m1

m5

m4


obtém-se agora

m1m2m3m4m5 x3 = λ5 x3.

Considerando a matrizM2

M2 =


m2

m1

m5

m4

m3


de novo obtém-se o mesmo tipo de relação,

m1m2m3m4m5 x2 = λ5 x2.
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Finalmente, considerando a matrizM1,

M1 =


m1

m5

m4

m3

m2


obtém-se

m1m2m3m4m5 x1 = λ5 x1.

Será verificado, mais adiante, que os autovalores de todas as matrizesMi, i =1,2,3,4,5, são

sempre os mesmos e que somente os autovetores mudam. Este fato irá possibilitar obter

um melhor condicionamento para o problema de autovetor.

3.1.6 Decomposição de Valor Singular deM

A decomposição de valor singular deM pode ser obtida a partir da decomposição de

valor singular dos blocosmi com i =1,2,3,4,5. Sejami = UiΣiVi , parai =1,2,3,4,5, a

decomposição de valor singular de cada um dos blocosmi deM, logo pode-se escrever

M =


U5Σ5V5

U4Σ4V4

U3Σ3V3

U2Σ2V2

U1Σ1V1


então para a matrizU definida como

U =


U5

U4

U3

U2

U1
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e para a matrizV definida como

V =


V4

V3

V2

V1

V5


tem-se

M = UΣV T

ondeΣ é a matriz

Σ =


Σ1

Σ2

Σ3

Σ4

Σ5

 .

Desde queU e V sejam matrizes unitárias eΣ é diagonal, entãoM = UΣV T é a decom-

posição de valor singular deM. Assim, a decomposição de valor singular deM pode ser

obtida com um custo igual à soma dos custos para obter as decomposições de valor singular

de seus blocos. Agora, observa-se que

M T =


mT

4

mT
3

mT
2

mT
1

mT
5

 (56)

e entãoMM T será

MM T =


m5m

T
5

m4m
T
4

m3m
T
3

m2m
T
2

m1m
T
1

 .

Observa-se também que para cadai = 1, 2, 3, 4 tem-seMiM
T

i dado por

M4M
T

4 =


m4m

T
4

m3m
T
3

m2m
T
2

m1m
T
1

m5m
T
5

 ,
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M3M
T

3 =


m3m

T
3

m2m
T
2

m1m
T
1

m5m
T
5

m4m
T
4

 ,

M2M
T

2 =


m2m

T
2

m1m
T
1

m5m
T
5

m4m
T
4

m3m
T
3

 e

M1M
T

1 =


m1m

T
1

m5m
T
5

m4m
T
4

m3m
T
3

m2m
T
2

 .

Desde o espectro deMiM
T

i é dado por

λ(MiM
T

i ) =
5
∪

k =1
λ(mkm

T
k ), i = 1, 2, ..., 5,

então, todas as matrizesMiM
T

i , i = 1, 2, 3, 4, 5 têm o mesmo número de condição.

3.1.7 Redução do Produtom = m1.m2.m3.m4.m5 ao Produto
m = Bm3B

T .

Seja o produtom = m1m2m3m4m5 como anteriormente definido. Comom5 = mT
1 e

m4 = mT
2 , então pode-se escrever

m = m1.m2.m3.m
T
2 .mT

1 ,

ou seja,

m = (m1.m2) .m3. (m1.m2)
T ,

então,

m = B.m3.B
T ,
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onde,

B = m1.m2.

3.1.8 Construção da Matriz de Três Blocos (W ).

Com um procedimento similar ao usado na construção da matriz de cinco blocosM,

pode-se agora construir a matrizW,de três blocos:

W =

 BT

m3

B

 .

TEOREMA: Seλ é um autovalor deW, entãoλ3 é um autovalor dem.

DEMONSTRAÇÃO: Sendoλ um autovalor deW, então existe um vetor

xT =
(

x1 x2 x3

)
não nulo tal que  BT

m3

B

 x1

x2

x3

 = λ

 x1

x2

x3

 .

Desde queBT x3 = λx1, m3x1 = λx2, Bx2 = λx3, tomando a equaçãoBT x3 = λx1 e

multiplicando-a, à esquerda, consecutivamente porm3 eB, obtém-se

m3B
T x3 = λ (m3x1)

m3B
T x3 = λ2x2

Bm3B
T x3 = λ2 (Bx2)(

Bm3B
T
)
x3 = λ3x3

e finalmente

mx3 = λ3x3 . (58)
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3.1.9 Redução do Produtom = m1.m2.m3.m4.m5 ao Produto
m = AAT .

Seja o produtom = m1m2m3m4m5 como anteriormente definido, então usando o

conceito deRaiz Quadrada de uma Matriz(seção 2.12), pode-se reescrever este produto

como

m = m1.m2.m
1/2
3 .m

1/2
3 .m4.m5.

Mas como já foi observado anteriormente,m5 = mT
1 , m4 = mT

2 em3 é umamatriz simé-

trica e definida positiva, logo fazendo as substituições adequadas, obtém-se

m = m1.m2.m
1/2
3 .
(
m

1/2
3

)T

. (m2)
T . (m1)

T ,

ou seja,

m = m1.m2.m
1/2
3 .
(
m1.m2.m

1/2
3

)T

,

então,

m = A.AT ,

onde,

A = m1.m2.m
1/2
3 . (59)

3.1.10 Construção da Matriz de Dois Blocos (N )

Com a mesma idéia usada na construção da matrizM de cinco blocos e da matrizW

de três blocos, pode-se construir uma nova matriz simétricaN de dois blocos,

N =

(
AT

A

)
ondeA = m1.m2.m

1/2
3 , cujos autovalores e autovetores estão intimamente relacionados

com os autovalores e autovetores da matrizm = m1m2m3m4m5.
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TEOREMA: Seλ é um autovalor deN, entãoλ2 é um autovalor dem.

DEMONSTRAÇÃO: Sendoλ um autovalor deN, então existe um vetor

xT =
(

x1 x2

)
não nulo tal que (

AT

A

)(
x1

x2

)
= λ

(
x1

x2

)
.

Desde queAT x2 = λx1, Ax1 = λx2, tomando a equaçãoAT x2 = λx1 e multiplicando-a,

à esquerda, porA, obtém-se

AAT x2 = λ (Ax1)

AAT x2 = λ2x2

e finalmente

mx2 = λ2x2 . (60)

3.1.11 Decomposição de Valor Singular da MatrizA.

Como já foi visto nas seções 2.8 e 2.9, a decomposição de valor singular da matrizA

é dada por

A = UΣV T ,

então,

m = AAT =
[
U Σ V T

] [
U Σ V T

]T
= UΣ

(
V T V

)
ΣT U T = U

[
ΣΣT

]
U T

m U = U
[
ΣΣT

]
,

m [u1, ..., un] = [u1, ..., un]


σ2

1 0 · · · 0
0 σ2

2 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · σ2

n
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e

m ui = σ 2
i ui, (i = 1, 2, ..., n) ,

ondeσ 2
i são os autovalores dem, com os respectivos autovetoresui dados pelas colunas de

U. Esta abordagem permite achar o autosistema dem, usando apenasA e sua decomposição

de valor singular,A = UΣV T .

3.1.12 Relação entre o Autosistema deN e a Decomposição de Valor
Singular deA.

Existe uma estreita relação entre o autosistema deN e a decomposição de valor sin-

gular deA, conforme será verificado pelo teorema a seguir.

TEOREMA: SejaN =

(
AT

A

)
,ondeA é uma matriz quadrada com decom-

posição de valor singularA = UΣV T , ondeU = ( u1, ..., un), V = ( v1, ..., vn)e Σ =

diag ( σ1, ..., σn) . Então os2n autovalores deN são iguais a±σi com os autovetores uni-

tários correspondentes
1√
2

(
vi

±ui

)
.

DEMONSTRAÇÃO: ComoN é real e simétrica entãoN tem um conjunto com-

pleto de autovalores e autovetores e todos seus autovalores são reais. Seλi é um autovalor

deN com autovetor correspondentewi,então

Nwi = λiwi,

ou seja, (
At

A

)(
w

(1)
i

w
(2)
i

)
= λi

(
w

(1)
i

w
(2)
i

)
,

que produz, {
AT w

(2)
i = λiw

(1)
i

Aw
(1)
i = λiw

(2)
i

. (61)
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SendoA = UΣV T a decomposição de valor singular deA,então tem-se

Avi = σiui, i = 1, 2, ..., n e

AT ui = σivi, i = 1, 2, ..., n.

Logo pode-se obter uma solução para o sistema 3.61 , fazendo:

(a) w
(1)
i = vi, w

(2)
i = uieλi = σi,

(b) w
(1)
i = vi, w

(2)
i = −uieλi = −σi.

Donde se conclui que os autovalores deN são±σi e os autovetores correspondentes são

1√
2

(
vi

±ui

)
, i = 1, 2, ..., n.
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3.2 Experimentos Numéricos

3.2.1 Geração das Matrizesmi.

Para os experimentos numéricos, optou-se por gerar randomicamente as matrizes

m1, m2 e m3, atendidas as características de cada uma. Foram geradas 1200 de cada uma

das matrizesm1, m2 e m3, com ordens que variaram entre5 e 20. Inicialmente, gerou-se

aleatoriamente uma matrizp, usando o comando “randn”. O comando ”randn” gera matri-

zes com elementos aleatórios que obedecem a uma distribuição normal com as seguintes

características: média 0, desvio padrão 1 e variância 1. Em seguida foram calculados os

autovalores e autovetores pelo comando “eigs”, uma rotina otimizada do MATLAB, dentro

de um loop condicional para garantir que todos os autovalores da matrizp sejam diferentes

de zero e dessa forma sua não-singularidade. Com a matrizp, determinou-sem3 = ppT e,

assim, obteve-sem3 simétrica e definida positiva. Gerou-se a matrizm1, com os mesmos

comandos usados para criarp. Foi então criada a matrizm5, como sendo a transposta da

matrizm1. A matrizm2 foi gerada com a mesma rotina usada na geração dep e m1 e em

seguida foi criada a matrizm4, como sendo a transposta da matrizm2 .

3.2.2 Cálculo do Autovalor e Autovetor da Matriz
m = m1m2m3m4m5.

A matriz m foi obtida através da multiplicação das matrizesm1, m2, m3, m4 e m5

e, então, seus autovalores e autovetores associados foram calculados através do comando

“eigs”, escolhendo apenas o maior autovalor e o autovetor a ele associado.
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3.2.3 Construção das Matrizes de Blocos,M , W eN .

As contruções das matrizes de blocosM, W e N foram feitas de forma similar, ou

seja, utilizou-se dos comandos básicos do MATLAB para a construção de uma matriz

cuidando-se de inserir zeros nas entradas da matriz que não são ocupadas pelos blocos

m1, m2, m3, m4 e m5 no caso da matrizM ; B, m3 e BT , no caso da matrizW e A e

AT ,no caso da matrizN. As matrizesB eA foram determinadas efetuando-se, respectiva-

mente, as multiplicaçõesB = m1.m2 eA = m1.m2.m
1/2
3 .

3.2.4 Cálculo dos Autovalores e Autovetores das MatrizesM , W eN .

O cálculo do maior autovalor e autovetor associado de cada uma das matrizesM, W

eN seguiu uma rotina similar àquela usada no caso da matrizm.

3.2.5 Cálculo do Autovalor e Autovetor da Matrizm = AAT pela
decomposição singular deA.

Tendo em vista as características do produtoAAT , o maior autovalor e autovetor as-

sociado dem foram aqui calculados através da decomposição de valor singular deA. A

decomposição de valor singular deA foi feita utilizando-se o comando “svd” do MA-

TLAB. Assim, o maior autovalor dem foi determinado elevando-se ao quadrado o maior

valor singular deA, e o autovetor, associado àquele maior autovalor, foi tomado como

sendo a coluna da matrizU correspondente ao maior valor singular na decomposição de

valor singularA = UΣV T .
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3.2.6 Perturbação das Matrizes

Por conta do interesse em verificar o desempenho das matrizesm, M, W , N e A, na

obtenção do autosistema dem, introduziram-se perturbações aleatórias que variaram da or-

dem de 10−5 à 10−1, em cada uma das matrizesm, M, W , N eA. Em seguida, calcularam-

se o maior autovalor e autovetor associado destas matrizes, já perturbadas, aplicando-se os

mesmos métodos utilizados nas matrizes não perturbadas.

3.2.7 Precisão Numérica

O software MATLAB trabalha com precisão numérica na ordem da16acasa decimal

para os cálculos numéricos, no entanto optou-se por apresentar os resultados com a impres-

são até a6a casa decimal, sem prejuízos à interpretação.

Os resultados impressos referem-se aos autovetores normalizados referentes ao maior

autovalor, obtidos para as matrizesm, M, W , N pela fatorização de Arnoldi (comando

“eigs” do MATLAB) e, de novo, param através da decomposição de valor singular de

A . Embora tenham sido “rodados” 1200 experimentos, foram apresentados somente os

resultados mais representativos.
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3.2.8 Análise dos Resultados Experimentais

Como exemplo apresenta-se a seguir a análise dos resultados do experimento da matriz

teste 036.

m mpert M Mpert
0.603443
0.391589
0.571131
-0.236334
-0.316970




0.599307
0.392700
0.573798
-0.237505
-0.317750




0.603443
0.391589
0.571131
-0.236334
-0.316970




0.606465
0.392352
0.567412
-0.234639
-0.318196


W Wpert N Npert

0.603443
0.391589
0.571131
-0.236334
-0.316970




0.550788
0.367021
0.633272
-0.267718
-0.298699




-0.603443
-0.391589
-0.571131
0.236334
0.316970




-0.605566
-0.392725
-0.568334
0.234877
0.317627


A Apert

-0.603443
-0.391589
-0.571131
0.236334
0.316970




0.571022
0.369291
0.560700
-0.233486
-0.410680


Os vetores designados porm,M,W, N e A, referem-se ao autovetor associado ao maior

autovalor dem, respectivamente, determinados por: efetuando-se o produto das cinco ma-

trizesmi , através da matriz de cinco blocos, através da matriz de três blocos, através da

matriz de dois blocos e finalmente através da decomposição de valor singular deA.Em to-

dos experimentos esses autovetores resultaram-se iguais, com exceção de algumas compo-

nentes que tiveram seus sinais trocados por conta do sentido de aproximação das iterações

do algoritmo adotado. Os vetores indicados pormpert, Mpert, Wpert, Npert eApert represen-

tam os autovetores, associados aos maiores autovalores, calculados após as perturbações

das matrizes e obtidos pelas cinco alternativas de cálculo do autosistema dem apresenta-
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das no trabalho. A análise deve ser feita comparando-se as componentes dos autovetores

calculados com e sem as perturbações inseridas. Os resultados apresentados foram esco-

lhidos dentre aqueles que mostraram a matrizm mal-condicionada. Assim, nestes casos,

observa-se que as componentes do autovetor dem com menores preturbações são as deter-

minadas pela alternativa de se usar a matrizM de cinco blocos.



Capítulo 4 - Conclusões

• É possível calcular os autovalores e autovetores da matrizm que aparece na Análise

de Correlação Canônica, sem efetuar o produto indicado,m = m1.m2.m3.m4.m5.

• Os autovalores e autovetores dem podem ser obtidos através do autosistema de uma

matriz de 5 blocosM , definida por:

M =


m5

m4

m3

m2

m1

 .

• Os autovalores deM e m estão relacionados pela equaçãoλ = α5 ondeα é um

autovalor deM e λ é um autovalor dem e, os autovetores dem são obtidos das

últimasn componentes dos autovetores deM, onden é a ordem das matrizesmi

(i = 1, 2, 3, 4, 5).

• Quando a matrizm é mal-condicionada, observa-se que o cálculo de seu autosistema

é melhor condicionado quando determinado através da matrizM de cinco blocos.

• O ganho em estabilidade quando se utiliza a matrizM deve-se ao fato de que

evitando o cálculo do produtom1.m2.m3.m4.m5 a propagação de erros é diminuída.

• O custo de se usar a matrizM é o aumento de complexidade do cálculo nessa

alternativa em relação ao cálculo direto do autosistema da matrizm efetuando-se a

multiplicaçãom1.m2.m3.m4.m5.
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• Se a matrizm for estável ou medianamente estável, pode-se calcular o autosistema

da matrizm através da matrizW de três blocos,N de dois blocos ou pela

decomposição de valor singular da matrizA. SendoW =

 BT

m3

B

 ,com

B = m1.m2 eN =

(
AT

A

)
, com A = m1.m2.m

1/2
3 .

• Os autovalores deW e m estão relacionados pela equaçãoλ = β3 ondeβ é um

autovalor deW e λ é um autovalor dem, e os autovetores da matrizm são dados

pelas últimasn componentes dos autovetores deW, sendon a ordem das matrizes

mi (i = 1, 2, 3, 4, 5).

• Os autovalores deN e m estão relacionados porλ = γ2 ondeγ é um autovalor

deN e λ é um autovalor dem, e os autovetores dem são dados pelas últimasn

componentes dos autovetores deN.

• SendoA = UΣV T a decomposição de valor singular deA e σi um valor singular

deA então,σ2
i é um autovalor dem e, os autovetores da matrizm são dados pelas

colunasui da matrizU.
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• As perturbações decorrentes da má qualidade dos dados de entrada são mais

significativas que as perturbações decorrentes da instabilidade dos algoritmos

utilizados.

4.1 Propostas para Trabalhos Futuros

• É importante, na continuidade dos estudos, que se pesquise a propagação de erros,

tanto na construção como no cálculo do autosistema das matrizesm, M, W e N.

Além disso, estudar qual o impacto de instabilidade nas matrizes causado pelas

perturbações inseridas por imprecisão dos dados ou por instabilidade do algoritmo

adotado.

• Outra sugestão é o estudo da aplicação da análise de correlção canônica para

identificar e quantificar as associações lineares entre os conjuntos de variáveis

aleatórias envolvidas no processo de usinagem de Misturas Asfálticas para

Pavimentação.
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Apêndice A - Rotina Para os
Experimentos Numéricos

A seguir é apresentada a rotina, comentada, utilizada no MATLAB para produzir os

experimentos numéricos.

clear;

for mat=1:2

% Define a dimensão da matriz quadrada mk (por exemplo de 5a ordem)

Lm=5;

% Define o nome do arquivo de saída

FILENAME1=sprintf(’%s%03d%s%02d%s’,’matriz’,mat,’-’,Lm,’avn.txt’);

fid1=fopen(FILENAME1,’w’);

% Define a perturbação da matriz quadrada mk (por exemplo da ordem de 10−5)

pert=13e-5;

% Inicializa a variável de teste para verificar se a matriz

% randômica criada atende às condições para a Matriz p

testep=1;

% Cria um loop Condicional para que a matriz p seja não-singular

% e desta forma m3=p*TRANSPOSTA(p) seja positiva definida

while testep~=0

% Define uma Matriz quadrada com valores randômicos para

% criar a matriz p
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p=randn(Lm);

% Define a opção para não plotar as saídas intermediárias do

% cálculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula autovetores V3 e autovalores D3 para a Matriz m3

[Vp,Dp]=eigs(p,Lm,’LR’,opts);

% Teste os autovalores de m3 para garantir que esta seja

% uma Matriz positiva definida

ttp=0;

for i=1:Lm

if Dp(i,i)~=0.0;

ttp=ttp+1;

end

end

if ttp==Lm;

%disp(’OK - p Não Singular’);

testep=0;

end

% Finaliza o condicional quando a Matriz p é não-singular

end

% Gear m3 positiva definida

m3=p*p’;% Inicializa a variável de teste para verificar se a matriz
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% randômica criada atende às condições para a Matriz m1

testem1=1;

% Cria um loop Condicional para que a matriz m1 seja

% não-singular

while testem1~=0

% Define uma Matriz quadrada com valores randômicos para

% criar a matriz m1

m1=randn(Lm);

% Define a opção para não plotar as saídas intermediárias do

% cálculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula autovetores V1 e autovalores D1 para a Matriz m1

[V1,D1]=eigs(m1,Lm,’LR’,opts);

% Teste os autovalores de m1 para garantir que esta seja

% uma Matriz Não Singular

ttm1=0;

for i=1:Lm

if D1(i,i)~=0.0;

ttm1=ttm1+1;

end

end

if ttm1==Lm;
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%disp(’OK - m1 Não Singular’);

testem1=0;

end

% Finaliza o condicional quando a Matriz m1 é não-singular.

end

% Define a matriz m5 como a transposta de m1

m5=m1’;

% Inicializa a variável de teste para verificar se a matriz

% randômica criada atende às condições para a Matriz m2

testem2=1;

% Cria um loop Condicional para que a matriz m2 seja

% não-singular

while testem2~=0

% Define uma Matriz quadrada com valores randômicos para

% criar a matriz m2

m2=rand(Lm);

% Define a opção para não plotar as saídas intermediárias do

% cálculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula autovetores V2 e autovalores D2 para a Matriz m2

[V2,D2]=eigs(m2,Lm,’LR’,opts);

% Teste os autovalores de m2 para garantir que esta seja
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% uma Matriz Não Singular

ttm2=0;

for i=1:Lm

if D2(i,i)~=0.0;

ttm2=ttm2+1;

end

end

if ttm2==Lm;

%disp(’OK - m2 Não Singular’);

testem2=0;

end

% Finaliza o condicional quando a Matriz m2 é não-singular

end

% Define a matriz m4 como a transposta de m2

m4=m2’;

% Imprime os valores das matrizes m1, m2 e m3 para verificação

fprintf(fid1,’%s\n’,’Matriz m1 utilizada’);

for i=1:Lm

for j=1:Lm

fprintf(fid1,’%14.8f’,m1(i:i,j:j));

end

fprintf(fid1,’\n’);
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end

fprintf(fid1,’%s\n’,’Matriz m2 utilizada’);

for i=1:Lm

for j=1:Lm

fprintf(fid1,’%14.8f’,m2(i:i,j:j));

end

fprintf(fid1,’\n’);

end

fprintf(fid1,’%s\n’,’Matriz m3 utilizada’);

for i=1:Lm

for j=1:Lm

fprintf(fid1,’%14.8f’,m3(i:i,j:j));

end

fprintf(fid1,’\n’);

end

% Calcula a Matriz m

m=m1*m2*m3*m4*m5;

% Imprime os valores da matriz m para verificação

fprintf(fid1,’%s\n’,’Matriz m utilizada’);

for i=1:Lm

for j=1:Lm

fprintf(fid1,’%14.8f’,m(i:i,j:j));
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end

fprintf(fid1,’\n’);

end

% Define a opção para não plotar as saídas intermediárias do

% cálculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula o maior autovalor e autovetor associado para m

tic

[Vm,Dm]=eigs(m,1,’LR’,opts);

toc

Vmmax=Vm(1:Lm,1:1);

% Imprime os autovetores e autovalores da matriz m

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz m utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,Dm);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz m utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,Vm);

% Perturbando a Martiz m no elemento m(Lm:Lm,1:1) com uma perturbação

% pert=13e-5.

mpert=m;

mpert(1:1,Lm:Lm)=mpert(1:1,Lm:Lm)+pert;

% Calcula o maior autovalor e autovetor associado para mpert

[Vmpert,Dmpert]=eigs(mpert,1,’LR’,opts);
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Vmpertmax=Vmpert(1:Lm,1:1);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz m perturbada utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,Dmpert);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz m perturbada utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,Vmpert);

% Cria uma Matriz de zeros, m0

m0=zeros(Lm);

% Define a dimensão da Matriz em bloco M

LM = 5*Lm;

% Cria a Matriz em bloco M

M=[m0 m0 m0 m0 m5;m4 m0 m0 m0 m0;m0 m3 m0 m0 m0;m0 m0 m2 m0 m0;m0 m0 m0 m1 m0];

% Define a opção para não plotar as saídas intermediárias do

% cálculo dos autovalores e autovetores

opts.disp=0;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para M

tic

[VM,DM]=eigs(M,1,’LR’,opts);

toc

VMmax=VM((4*Lm+1):LM,1:1);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz M utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,DM);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz M utilizada’);
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fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VM);

% Perturbando a Martiz M no elemento m(LM:LM,1:1) com perturbação

% pert=13e-5

Mpert=M;

Mpert(1:1,LM:LM)=Mpert(1:1,LM:LM)+pert;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para Mpert

[VMpert,DMpert]=eigs(Mpert,1,’LR’,opts);

VMpertmax=VMpert((4*Lm+1):LM,1:1);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz Mpert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,DMpert);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz Mpert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VMpert);

LB=3*Lm;

B=m1*m2;

% OBS.: m=B*m3*TRANSPOSTA(B)

Bt=B’;

W=[m0 m0 Bt;m3 m0 m0;m0 B m0];

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para W

tic

[VW,DW]=eigs(W,1,’LR’,opts);

toc

VWmax=VW(2*Lm+1:LB,1:1);
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fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz W utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,DW);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz W utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VW);

% Perturbando a Martiz W no elemento W(LB:LB,1:1) com perturbação

% pert=13e-5

Wpert=W;

Wpert(1:1,LB:LB)=Wpert(1:1,LB:LB)+pert;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para Wpert

[VWpert,DWpert]=eigs(Wpert,1,’LR’,opts);

VWpertmax=VWpert(2*Lm+1:LB,1:1);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz Wpert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,DWpert);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz Wpert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VWpert);

% Extrai a raiz quadrada da matriz m3

m3r=sqrtm(m3);

A=m1*m2*m3r;

LA=2*Lm;

At=A’;

N=[m0 At; A m0];

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para N
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tic

[VN,DN]=eigs(N,1,’LA’,opts);

toc

VNmax=VN(Lm+1:LA,1:1);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz N utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,DN);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz N utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VN);

% Perturbando a Martiz N no elemento N(LA:LA,1:1) com perturbação

% pert=13e-5

Npert=N;

Npert(1:1,LA:LA)=Npert(1:1,LA:LA)+pert;

% Calcula o maior autovalor e autovetor assciado para Npert

[VNpert,DNpert]=eigs(Npert,1,’LR’,opts);

VNpertmax=VNpert(Lm+1:LA,1:1);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz Npert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,DNpert);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz Npert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VNpert);

% OBS.: m=A*TRANSPOSTA(A)

% Calcula a decomposição de valor singular para a matriz A,

% UA matriz de autovetores ortonormais para A
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% VA matriz de autovetores ortonormais para A

% SA matriz diagonal com valores singulares de A, sigma

tic

[UA,SA,VA]=svds(A,1);

toc

VAmax=UA(1:Lm,1:1);

DA=SA*SA;

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz A utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,DA);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz A utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VA);

% Perturbando a Martiz A no elemento A(Lm:Lm,1:1) com perturbação

% pert=13e-5

Apert=A;

Apert(1:1,Lm:Lm)=Apert(1:1,Lm:Lm)+pert;

% Calcula a decomposição de valor singular para a matriz Apert,

% UApert matriz de autovetores ortonormais para Apert

% VApert matriz de autovetores ortonormais para Apert

% SApert matriz diagonal com valores singulares de Apert, sigma

[UApert,SApert,VApert]=svds(Apert,1);

VApertmax=UApert(1:Lm,1:1);

% Determina-se o maior autovalor de m elevando-se ao quadrado o maior valor
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% singular de A

DApert=SApert*SApert;

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovalores para a Matriz Apert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,DApert);

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores para a Matriz Apert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VApert);

% Normalizando os autovetores (autovetores unitários)

Vmmax=Vmmax*(1/norm(Vmmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz m utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,Vmmax);

Vmpertmax=Vmpertmax*(1/norm(Vmpertmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz mpert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,Vmpertmax);

VMmax=VMmax*(1/norm(VMmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz M utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VMmax);

VMpertmax=VMpertmax*(1/norm(VMpertmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz Mpert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VMpertmax);

VWmax=VWmax*(1/norm(VWmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz W utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VWmax);
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VWpertmax=VWpertmax*(1/norm(VWpertmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz W utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VWmax);

VNmax=VNmax*(1/norm(VNmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz N utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VNmax);

VNpertmax=VNpertmax*(1/norm(VNpertmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz Npert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VNpertmax);

VAmax=VAmax*(1/norm(VAmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz A utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VAmax);

VApertmax=VApertmax*(1/norm(VApertmax));

fprintf(fid1,’%s\n’,’Autovetores normados para a Matriz Apert utilizada’);

fprintf(fid1,’%14.8f\n’,VApertmax);

% Finaliza a impressão das saídas no arquivo

fclose(fid1);

% Finaliza looping para cálculo das matrizes
clear;



91

Apêndice B - Resultados Experimentais
Matrizes 5x5

Matriz de teste 007
m mpert M Mpert

0.183945
-0.482623
-0.709496
0.326745
-0.350846




-0.182445
0.482760
0.709698
-0.326838
0.350946




0.183945
-0.482623
-0.709496
0.326745
-0.350846




-0.183922
0.482181
0.709319
-0.327768
0.350868


W Wpert N Npert

-0.183945
0.482623
0.709496
-0.326745
0.350846




-0.183988
0.495497
0.712246
-0.298089
0.352818




-0.183945
0.482623
0.709496
-0.326745
0.350846




0.183915
-0.481987
-0.709359
0.328118
-0.350732


A Apert

-0.183945
0.482623
0.709496
-0.326745
0.350846




-0.185867
0.489903
0.717001
-0.324389
0.325776


Matriz de teste 026

m mpert M Mpert
0.006382
0.283398
0.373219
0.355144
-0.808842




0.005933
0.283399
0.373220
0.355145
-0.808844




-0.006382
-0.283398
-0.373219
-0.355144
0.808842




-0.006523
-0.282995
-0.374337
-0.354987
0.808534


W Wpert N Npert

-0.006382
-0.283398
-0.373219
-0.355144
0.808842




0.006406
0.283390
0.373059
0.355171
-0.808907




0.006382
0.283398
0.373219
0.355144
-0.808842




-0.006323
-0.283423
-0.370650
-0.355777
0.809736


A Apert

0.006382
0.283398
0.373219
0.355144
-0.808842




-0.006368
-0.283220
-0.372546
-0.355023
0.809268
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Matriz de teste 036
m mpert M Mpert

0.603443
0.391589
0.571131
-0.236334
-0.316970




0.599307
0.392700
0.573798
-0.237505
-0.317750




0.603443
0.391589
0.571131
-0.236334
-0.316970




0.606465
0.392352
0.567412
-0.234639
-0.318196


W Wpert N Npert

0.603443
0.391589
0.571131
-0.236334
-0.316970




0.550788
0.367021
0.633272
-0.267718
-0.298699




-0.603443
-0.391589
-0.571131
0.236334
0.316970




-0.605566
-0.392725
-0.568334
0.234877
0.317627


A Apert

-0.603443
-0.391589
-0.571131
0.236334
0.316970




0.571022
0.369291
0.560700
-0.233486
-0.410680


Matriz de teste 065

m mpert M Mpert
-0.214448
-0.672946
0.515092
0.025444
0.484963




-0.213479
-0.673071
0.515194
0.025442
0.485108




0.214448
0.672946
-0.515092
-0.025444
-0.484963




-0.214059
-0.672839
0.515066
0.025379
0.485314


W Wpert N Npert

0.214448
0.672946
-0.515092
-0.025444
-0.484963




0.205563
0.669902
-0.514419
-0.024310
-0.493718




0.214448
0.672946
-0.515092
-0.025444
-0.484963




-0.215963
-0.673401
0.515203
0.025729
0.483524


A Apert

0.214448
0.672946
-0.515092
-0.025444
-0.484963




0.219096
0.680298
-0.520334
-0.026118
-0.466650
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Matriz de teste 067
m mpert M Mpert

-0.330782
0.127838
0.101145
0.856578
-0.360950




0.331476
-0.127806
-0.101122
-0.856356
0.360856




0.330782
-0.127838
-0.101145
-0.856578
0.360950




0.330774
-0.127788
-0.101063
-0.856573
0.361008


W Wpert N Npert

0.330782
-0.127838
-0.101145
-0.856578
0.360950




0.331136
-0.128857
-0.101657
-0.856833
0.359510




0.330782
-0.127838
-0.101145
-0.856578
0.360950




-0.330310
0.126995
0.101620
0.856290
-0.362226


A Apert

-0.330782
0.127838
0.101145
0.856578
-0.360950




-0.332295
0.129057
0.101111
0.859695
-0.351604


Matriz de teste 098

m mpert M Mpert
0.013336
0.016957
-0.952033
-0.200328
-0.230298




-0.000010
0.017242
-0.952543
-0.200356
-0.228520




-0.013336
-0.016957
0.952033
0.200328
0.230298




-0.014235
-0.015346
0.950129
0.198326
0.239759


W Wpert N Npert

-0.013336
-0.016957
0.952033
0.200328
0.230298




0.016143
0.015621
-0.949479
-0.198019
-0.242432




-0.013336
-0.016957
0.952033
0.200328
0.230298




-0.013133
-0.017110
0.952269
0.200567
0.229109


A Apert

0.013336
0.016957
-0.952033
-0.200328
-0.230298




0.005941
0.024022
-0.969727
-0.213113
-0.116623
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Matriz de teste 128
m mpert M Mpert

-0.130451
-0.046707
0.338593
0.545552
0.754008




-0.129962
-0.046711
0.338621
0.545585
0.754056




-0.130451
-0.046707
0.338593
0.545552
0.754008




-0.130535
-0.046690
0.338480
0.545592
0.754017


W Wpert N Npert

0.130451
0.046707
-0.338593
-0.545552
-0.754008




0.130711
0.046640
-0.338275
-0.545662
-0.754031




-0.130451
-0.046707
0.338593
0.545552
0.754008




-0.129903
-0.046882
0.338958
0.545311
0.754103


A Apert

0.130451
0.046707
-0.338593
-0.545552
-0.754008




0.130452
0.046707
-0.338593
-0.545553
-0.754007


Matriz de teste 134

m mpert M Mpert
-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623




-0.094300
-0.060272
0.347164
-0.214331
-0.906098




-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623




-0.089572
-0.060344
0.347177
-0.213940
-0.906661


W Wpert N Npert

-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623




-0.074033
-0.061237
0.343455
-0.207896
-0.910817




0.089750
0.060340
-0.347183
0.214015
0.906623




0.082636
0.061201
-0.345551
0.212122
0.908308


A Apert

-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623




-0.087792
-0.060376
0.345824
-0.212961
-0.907580
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Matriz de teste 140
m mpert M Mpert

-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583




0.359888
0.089008
-0.433373
-0.492765
-0.657213




0.362339
0.088974
-0.432902
-0.492229
-0.656583




0.364589
0.089163
-0.431581
-0.490196
-0.657701


W Wpert N Npert

-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583




0.361028
0.091733
-0.436605
-0.492030
-0.654619




-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583




0.361507
0.087216
-0.432600
-0.493281
-0.656686


A Apert

0.362339
0.088974
-0.432902
-0.492229
-0.656583




-0.365272
-0.087963
0.437665
0.498863
0.646857


Matriz de teste 168

m mpert M Mpert
0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582




0.602824
0.206056
0.157383
0.171220
-0.734886




-0.603262
-0.205977
-0.157312
-0.171146
0.734582




-0.603265
-0.205984
-0.157305
-0.171140
0.734580


W Wpert N Npert

0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582




-0.601910
-0.203222
-0.160487
-0.173721
0.735166




-0.603262
-0.205977
-0.157312
-0.171146
0.734582




0.603296
0.206048
0.157250
0.171079
-0.734563


A Apert

0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582




-0.603236
-0.205412
-0.157963
-0.171865
0.734454
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Matriz de teste 187
m mpert M Mpert

0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696




0.024957
0.454620
-0.424460
0.560048
-0.546698




0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696




-0.025116
-0.454686
0.424437
-0.560051
0.546649


W Wpert N Npert

0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696




0.024772
0.454563
-0.424488
0.559971
-0.546810




-0.025041
-0.454619
0.424459
-0.560047
0.546696




-0.023696
-0.454481
0.424659
-0.559577
0.547196


A Apert

0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696




-0.025578
-0.455036
0.424714
-0.560656
0.545501


Matriz de teste 228

m mpert M Mpert
-0.130451
-0.046707
0.338593
0.545552
0.754008




-0.129962
-0.046711
0.338621
0.545585
0.754056




-0.130451
-0.046707
0.338593
0.545552
0.754008




-0.130535
-0.046690
0.338480
0.545592
0.754017


W Wpert N Npert

0.130451
0.046707
-0.338593
-0.545552
-0.754008




0.130711
0.046640
-0.338275
-0.545662
-0.754031




-0.130451
-0.046707
0.338593
0.545552
0.754008




-0.129903
-0.046882
0.338958
0.545311
0.754103


A Apert

0.130451
0.046707
-0.338593
-0.545552
-0.754008




0.130452
0.046707
-0.338593
-0.545553
-0.754007
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Matriz de teste 234
m mpert M Mpert

-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623




-0.094300
-0.060272
0.347164
-0.214331
-0.906098




-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623




-0.089572
-0.060344
0.347177
-0.213940
-0.906661


W Wpert N Npert

-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623




-0.074033
-0.061237
0.343455
-0.207896
-0.910817




0.089750
0.060340
-0.347183
0.214015
0.906623




0.082636
0.061201
-0.345551
0.212122
0.908308


A Apert

-0.089750
-0.060340
0.347183
-0.214015
-0.906623




-0.087792
-0.060376
0.345824
-0.212961
-0.907580


Matriz de teste 240

m mpert M Mpert
-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583




0.359888
0.089008
-0.433373
-0.492765
-0.657213




0.362339
0.088974
-0.432902
-0.492229
-0.656583




0.364589
0.089163
-0.431581
-0.490196
-0.657701


W Wpert N Npert

-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583




0.361028
0.091733
-0.436605
-0.492030
-0.654619




-0.362339
-0.088974
0.432902
0.492229
0.656583




0.361507
0.087216
-0.432600
-0.493281
-0.656686


A Apert

0.362339
0.088974
-0.432902
-0.492229
-0.656583




-0.365272
-0.087963
0.437665
0.498863
0.646857
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Matriz de teste 268

m mpert M Mpert
0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582




0.602824
0.206056
0.157383
0.171220
-0.734886




-0.603262
-0.205977
-0.157312
-0.171146
0.734582




-0.603265
-0.205984
-0.157305
-0.171140
0.734580


W Wpert N Npert

0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582




-0.601910
-0.203222
-0.160487
-0.173721
0.735166




-0.603262
-0.205977
-0.157312
-0.171146
0.734582




0.603296
0.206048
0.157250
0.171079
-0.734563


A Apert

0.603262
0.205977
0.157312
0.171146
-0.734582




-0.603236
-0.205412
-0.157963
-0.171865
0.734454


Matriz de teste 287

m mpert M Mpert
0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696




0.024957
0.454620
-0.424460
0.560048
-0.546698




0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696




-0.025116
-0.454686
0.424437
-0.560051
0.546649


W Wpert N Npert

0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696




0.024772
0.454563
-0.424488
0.559971
-0.546810




-0.025041
-0.454619
0.424459
-0.560047
0.546696




-0.023696
-0.454481
0.424659
-0.559577
0.547196


A Apert

0.025041
0.454619
-0.424459
0.560047
-0.546696




-0.025578
-0.455036
0.424714
-0.560656
0.545501
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Apêndice C - Resultados Experimentais
Matrizes 10x10

Matriz de teste 378
m mpert M Mpert

0.101170
-0.216583
0.209534
0.107198
-0.258452
-0.144862
0.104773
0.513342
-0.562213
-0.457271





0.101059
-0.216587
0.209538
0.107200
-0.258453
-0.144865
0.104775
0.513346
-0.562219
-0.457278





0.101170
-0.216583
0.209534
0.107198
-0.258452
-0.144862
0.104773
0.513342
-0.562213
-0.457271





-0.101179
0.216548
-0.209563
-0.107206
0.258467
0.144899
-0.104762
-0.513321
0.562199
0.457295


W Wpert N Npert

0.101170
-0.216583
0.209534
0.107198
-0.258452
-0.144862
0.104773
0.513342
-0.562213
-0.457271





-0.103807
0.215431
-0.208754
-0.106121
0.258502
0.145667
-0.103856
-0.513803
0.562019
0.457479





0.101170
-0.216583
0.209534
0.107198
-0.258452
-0.144862
0.104773
0.513342
-0.562213
-0.457271





0.100532
-0.216685
0.209925
0.107447
-0.258308
-0.144860
0.104933
0.513087
-0.562160
-0.457523


A Apert

-0.101170
0.216583
-0.209534
-0.107198
0.258452
0.144862
-0.104773
-0.513342
0.562213
0.457271





0.101603
-0.216727
0.209344
0.107087
-0.258664
-0.144810
0.104749
0.513842
-0.562607
-0.456074
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Matriz de teste 485
m mpert M Mpert

0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196866
-0.854505
0.137798
0.263748
-0.086722
0.127058
-0.297264





-0.115903
-0.098330
0.085886
0.196867
0.854507
-0.137798
-0.263749
0.086722
-0.127058
0.297264





0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196866
-0.854505
0.137798
0.263748
-0.086722
0.127058
-0.297264





0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196867
-0.854505
0.137798
0.263749
-0.086720
0.127057
-0.297264


W Wpert N Npert

-0.115926
-0.098329
0.085886
0.196866
0.854505
-0.137798
-0.263748
0.086722
-0.127058
0.297264





-0.115303
-0.098793
0.085707
0.197487
0.854565
-0.136928
-0.264437
0.085456
-0.126518
0.297206





0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196866
-0.854505
0.137798
0.263748
-0.086722
0.127058
-0.297264





0.115860
0.098451
-0.085850
-0.196943
-0.854475
0.137694
0.263874
-0.086473
0.126972
-0.297340


A Apert

0.115926
0.098329
-0.085886
-0.196866
-0.854505
0.137798
0.263748
-0.086722
0.127058
-0.297264





-0.116210
-0.098612
0.086143
0.197516
0.856930
-0.138046
-0.264649
0.086794
-0.127341
0.288382
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Matriz de teste 515
m mpert M Mpert

0.540931
-0.235576
0.146399
-0.489688
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920





-0.540933
0.235575
-0.146399
0.489688
-0.333211
0.104967
0.461973
-0.179305
0.056508
-0.140920





-0.540931
0.235576
-0.146399
0.489688
-0.333212
0.104968
0.461974
-0.179305
0.056508
-0.140920





0.540931
-0.235575
0.146399
-0.489689
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920


W Wpert N Npert

0.540931
-0.235576
0.146399
-0.489688
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920





-0.540926
0.235599
-0.146396
0.489661
-0.333215
0.104948
0.461994
-0.179306
0.056515
-0.140938





0.540931
-0.235576
0.146399
-0.489688
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920





0.540931
-0.235577
0.146399
-0.489686
0.333211
-0.104966
-0.461975
0.179306
-0.056509
0.140921


A Apert

0.540931
-0.235576
0.146399
-0.489688
0.333212
-0.104968
-0.461974
0.179305
-0.056508
0.140920





-0.540947
0.235577
-0.146405
0.489709
-0.333224
0.104977
0.461984
-0.179308
0.056506
-0.140710
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Matriz de teste 528
m mpert M Mpert

-0.369421
-0.111020
-0.202821
0.567849
0.184692
0.105549
0.186239
0.086535
0.512511
0.370840





-0.369411
-0.111020
-0.202822
0.567851
0.184693
0.105549
0.186240
0.086535
0.512513
0.370842





0.369421
0.111020
0.202821
-0.567849
-0.184692
-0.105549
-0.186239
-0.086535
-0.512511
-0.370840





-0.369421
-0.111020
-0.202821
0.567849
0.184692
0.105549
0.186239
0.086535
0.512511
0.370840


W Wpert N Npert

-0.369421
-0.111020
-0.202821
0.567849
0.184692
0.105549
0.186239
0.086535
0.512511
0.370840





0.369527
0.110768
0.202721
-0.567717
-0.185112
-0.105454
-0.185973
-0.086600
-0.512483
-0.371039





0.369421
0.111020
0.202821
-0.567849
-0.184692
-0.105549
-0.186239
-0.086535
-0.512511
-0.370840





0.369419
0.111023
0.202824
-0.567851
-0.184689
-0.105550
-0.186241
-0.086534
-0.512510
-0.370838


A Apert

-0.369421
-0.111020
-0.202821
0.567849
0.184692
0.105549
0.186239
0.086535
0.512511
0.370840





-0.369406
-0.111035
-0.202833
0.567855
0.184673
0.105555
0.186250
0.086527
0.512502
0.370849
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Matriz de teste 572
m mpert M Mpert

0.098839
-0.097668
0.235660
0.451583
-0.034318
0.216011
0.262739
0.708671
-0.301106
-0.107140





-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140





-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140





-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140


W Wpert N Npert

0.098839
-0.097668
0.235660
0.451583
-0.034318
0.216011
0.262739
0.708671
-0.301106
-0.107140





0.098840
-0.097669
0.235657
0.451582
-0.034319
0.216009
0.262738
0.708673
-0.301107
-0.107138





-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140





0.098839
-0.097668
0.235660
0.451583
-0.034318
0.216011
0.262739
0.708671
-0.301106
-0.107140


A Apert

-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451583
0.034318
-0.216011
-0.262739
-0.708671
0.301106
0.107140





-0.098839
0.097668
-0.235660
-0.451582
0.034318
-0.216010
-0.262738
-0.708670
0.301106
0.107151
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Matriz de teste 588
m mpert M Mpert

0.012081
0.257512
0.240581
0.026019
0.555024
-0.002951
-0.393364
0.213121
0.345037
-0.497713





-0.010045
-0.257740
-0.240236
-0.025795
-0.554893
0.002839
0.393170
-0.213219
-0.345338
0.497868





0.012081
0.257512
0.240581
0.026019
0.555024
-0.002951
-0.393364
0.213121
0.345037
-0.497713





0.012168
0.257354
0.240681
0.026201
0.554956
-0.003009
-0.393544
0.213256
0.344794
-0.497779


W Wpert N Npert

0.012081
0.257512
0.240581
0.026019
0.555024
-0.002951
-0.393364
0.213121
0.345037
-0.497713





-0.021432
-0.257113
-0.246678
-0.031963
-0.561056
0.005511
0.394022
-0.209219
-0.340430
0.491760





-0.012081
-0.257512
-0.240581
-0.026019
-0.555024
0.002951
0.393364
-0.213121
-0.345037
0.497713





0.009881
0.257837
0.239109
0.023747
0.553926
-0.002275
-0.392670
0.213261
0.346961
-0.498793


A Apert

-0.012081
-0.257512
-0.240581
-0.026019
-0.555024
0.002951
0.393364
-0.213121
-0.345037
0.497713





-0.014478
-0.254774
-0.239610
-0.030378
-0.550612
0.003758
0.391413
-0.212828
-0.337892
0.510575
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Apêndice D - Resultados Experimentais
Matrizes 15x15

Matriz de teste 624

m mpert M Mpert

-0.284587
0.562510
-0.260138
0.143840
0.048071
-0.150405
0.180407
-0.286252
0.208435
0.078534
0.339574
-0.040024
-0.151755
0.366984
-0.224897





0.284672
-0.562493
0.260133
-0.143837
-0.048074
0.150400
-0.180402
0.286246
-0.208429
-0.078530
-0.339567
0.040021
0.151750
-0.366974
0.224892





0.284587
-0.562510
0.260138
-0.143840
-0.048071
0.150405
-0.180407
0.286252
-0.208435
-0.078534
-0.339574
0.040024
0.151755
-0.366984
0.224897





0.284577
-0.562508
0.260139
-0.143846
-0.048071
0.150401
-0.180408
0.286250
-0.208446
-0.078542
-0.339586
0.040020
0.151758
-0.366983
0.224886



W Wpert N Npert

-0.284587
0.562510
-0.260138
0.143840
0.048071
-0.150405
0.180407
-0.286252
0.208435
0.078534
0.339574
-0.040024
-0.151755
0.366984
-0.224897





-0.284368
0.562653
-0.260153
0.143708
0.048108
-0.150431
0.180299
-0.286159
0.208901
0.079014
0.339413
-0.040246
-0.151806
0.366736
-0.225039





-0.284587
0.562510
-0.260138
0.143840
0.048071
-0.150405
0.180407
-0.286252
0.208435
0.078534
0.339574
-0.040024
-0.151755
0.366984
-0.224897





0.284629
-0.562491
0.260135
-0.143851
-0.048073
0.150410
-0.180411
0.286271
-0.208374
-0.078460
-0.339593
0.039995
0.151746
-0.367007
0.224885
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A Apert

0.284587
-0.562510
0.260138
-0.143840
-0.048071
0.150405
-0.180407
0.286252
-0.208435
-0.078534
-0.339574
0.040024
0.151755
-0.366984
0.224897





0.284563
-0.562356
0.260069
-0.143793
-0.048072
0.150390
-0.180367
0.286206
-0.208331
-0.078451
-0.339493
0.040005
0.151697
-0.366912
0.225930



Matriz de teste 803

m mpert M Mpert

0.240784
-0.383331
-0.228682
0.076254
-0.045462
-0.391508
0.408286
-0.189290
-0.051336
0.147774
0.105489
0.182905
-0.453937
0.106486
-0.304376





-0.241336
0.383276
0.228651
-0.076237
0.045512
0.391462
-0.408235
0.189248
0.051312
-0.147754
-0.105477
-0.182862
0.453866
-0.106493
0.304327





0.240784
-0.383331
-0.228682
0.076254
-0.045462
-0.391508
0.408286
-0.189290
-0.051336
0.147774
0.105489
0.182905
-0.453937
0.106486
-0.304376





-0.240784
0.383330
0.228681
-0.076256
0.045463
0.391500
-0.408299
0.189291
0.051329
-0.147775
-0.105479
-0.182918
0.453932
-0.106480
0.304374
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W Wpert N Npert

-0.240784
0.383331
0.228682
-0.076254
0.045462
0.391508
-0.408286
0.189290
0.051336
-0.147774
-0.105489
-0.182905
0.453937
-0.106486
0.304376





0.241711
-0.378557
-0.224407
0.072756
-0.047966
-0.392937
0.407493
-0.186579
-0.048909
0.154136
0.113629
0.178938
-0.454939
0.109254
-0.308334





-0.240784
0.383331
0.228682
-0.076254
0.045462
0.391508
-0.408286
0.189290
0.051336
-0.147774
-0.105489
-0.182905
0.453937
-0.106486
0.304376





-0.240707
0.384722
0.229811
-0.077449
0.046060
0.391195
-0.408839
0.189669
0.051755
-0.145746
-0.103151
-0.183651
0.453270
-0.105747
0.303371


A Apert

0.240784
-0.383331
-0.228682
0.076254
-0.045462
-0.391508
0.408286
-0.189290
-0.051336
0.147774
0.105489
0.182905
-0.453937
0.106486
-0.304376





0.240664
-0.383408
-0.228821
0.076316
-0.045823
-0.391290
0.408088
-0.189186
-0.051317
0.147498
0.105163
0.182740
-0.453690
0.106321
-0.305581
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Apêndice E - Resultados Experimentais
Matrizes 20x20

Matriz de teste 1107

m mpert M Mpert

0.007219
0.090298
0.317091
-0.021551
-0.265015
0.256272
-0.000380
-0.020381
0.050790
0.361108
0.027598
-0.109883
0.170741
0.223329
-0.275096
0.042743
-0.155186
0.070428
-0.492356
0.425035





-0.007194
-0.090301
-0.317090
0.021549
0.265014
-0.256272
0.000379
0.020378
-0.050790
-0.361109
-0.027602
0.109880
-0.170741
-0.223329
0.275096
-0.042743
0.155185
-0.070427
0.492356
-0.425036





-0.007219
-0.090298
-0.317091
0.021551
0.265015
-0.256272
0.000380
0.020381
-0.050790
-0.361108
-0.027598
0.109883
-0.170741
-0.223329
0.275096
-0.042743
0.155186
-0.070428
0.492356
-0.425035





-0.007218
-0.090300
-0.317091
0.021550
0.265015
-0.256271
0.000380
0.020379
-0.050789
-0.361109
-0.027600
0.109882
-0.170741
-0.223328
0.275096
-0.042743
0.155185
-0.070428
0.492356
-0.425035
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W Wpert N Npert

-0.007219
-0.090298
-0.317091
0.021551
0.265015
-0.256272
0.000380
0.020381
-0.050790
-0.361108
-0.027598
0.109883
-0.170741
-0.223329
0.275096
-0.042743
0.155186
-0.070428
0.492356
-0.425035





-0.004654
-0.097346
-0.309792
0.018169
0.268900
-0.254278
-0.008650
0.019458
-0.054016
-0.353610
-0.023732
0.103172
-0.170246
-0.230794
0.278055
-0.038910
0.160417
-0.074626
0.491737
-0.428290





0.007219
0.090298
0.317091
-0.021551
-0.265015
0.256272
-0.000380
-0.020381
0.050790
0.361108
0.027598
-0.109883
0.170741
0.223329
-0.275096
0.042743
-0.155186
0.070428
-0.492356
0.425035





-0.007669
-0.089181
-0.318164
0.022101
0.264529
-0.256591
0.001511
0.020574
-0.050338
-0.362008
-0.027934
0.110927
-0.170793
-0.222353
0.274639
-0.043173
0.154521
-0.069867
0.492391
-0.424563


A Apert

-0.007219
-0.090298
-0.317091
0.021551
0.265015
-0.256272
0.000380
0.020381
-0.050790
-0.361108
-0.027598
0.109883
-0.170741
-0.223329
0.275096
-0.042743
0.155186
-0.070428
0.492356
-0.425035





-0.007457
-0.089710
-0.317666
0.021844
0.264767
-0.256450
0.000978
0.020485
-0.050555
-0.361595
-0.027775
0.110440
-0.170775
-0.222822
0.274863
-0.042972
0.154840
-0.070135
0.492388
-0.424728




