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Resumo

Este trabalho aborda o problema de controle misto Hs/Ho de sistemas lineares incer-
tos por realimentacao de saida estatica ou dinamica, sujeitos a D—estabilidade. As incerte-
zas do sistema sao do tipo paramétricas e os elementos das matrizes dinamicas do sistema
podem estar contidos em um politopo no espaco de parametros. Para a D—estabilidade,
utiliza-se o critério de estabilidade quadrética e regioes de alocacao de pdlos descritas
por desigualdades matriciais lineares (Linear Matriz Inequalities - LMIs). O problema
misto é formulado com diferentes funcoes de Lyapunov, cada uma associada a um tipo de
restricao, permitindo solugoes menos conservadoras do ponto de vista matematico. Para
a sintese de controladores de estrutura fixa, propoe-se um algoritmo hibrido, baseado nos
Algoritmos Evolutivos e nas LMIs. No caso de realimentacao de saida dinamica, esta
abordagem pode ser usada na sintese de controladores de ordem reduzida ou completa.
Para validar a aplicacao do algoritmo desenvolvido, diversos problemas da literatura sao
estudados.

Palavras-chave: 1. Controle Robusto; 2. Controle Otimo Ho/Hoo ; 3. Algoritmos
Evolutivos; 4. D—estabilidade; 5. LMI.
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Abstract

This work is concerned with the mixed Hs/H o, robust control problem combined with
robust D—stability in linear matrix inequality (LMI) regions. Continuous-time linear
systems subject to polytopic parametric uncertainties are studied. Based on Evolutionary
Algorithms and LMIs, an hybrid algorithm is presented for numerical computation of a
robust fixed-order (static or dynamic) output feedback controller. This approach does
not require tha all specifications are enforced by a single closed-loop Lyapunov function.
This fact allows to reduce the conservatism of the usual existing methods. In addition,
this approach can be used for synthesis of reduced or full order controllers. Examples
borrowed from the literature are discussed to validate this approach.

Key-words: 1. Robust Control; 2. Hy/H. Control; 3. Evolutionary Algorithms; 4.
D—stability; 5. LMI.
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1 Introducao

O primeiro passo no projeto de um controlador em um sistema de controle é a mode-
lagem matematica do processo em questao. Esta tarefa nem sempre é simples. Quando o
processo pode ser precisamente descrito por um modelo matematico, em geral, as técnicas
conhecidas do controle classico, desenvolvidas no dominio da freqiiéncia, podem ser apli-
cadas. Entretanto, muitas vezes o processo nao admite a modelagem matematica precisa,
seja por influéncia dos instrumentos de medicao, seja por erros de modelagem ou apro-
ximagoes. Este fato resulta em modelos matematicos, até certo ponto, inexatos. Para se
aumentar a acuracia destes modelos, pode-se abordar o sistema fisico como um sistema
incerto, no qual seus parametros podem assumir infinitos valores dentro de um conjunto
com limites conhecidos. Para os sistemas incertos, exige-se do controlador um certo grau
de robustez, garantindo-se estabilidade e desempenho para todo o conjunto de incertezas.
O campo da teoria de controle de processos, que aborda estes problemas, denomina-se
controle robusto. Embora alguns conceitos cldssicos, como as margens de ganho e de fase,
possibilitem quantificar a robustez de um sistema em malha fechada, a sintese de um
controlador robusto é uma tarefa complexa e, em geral, as técnicas de controle classico

nao sao eficientes.

As técnicas de controle moderno, desenvolvidas sobretudo no dominio do tempo, ob-
tiveram crescente atencao da comunidade cientifica a partir da década de 60. Dentre
as caracteristicas destes métodos estao possibilidade de sintese de controladores robustos
e também o tratamento direto de processos com multiplas entradas e multiplas saidas
(MIMO). Desde entao, técnicas capazes de agregar requisitos de desempenho ao con-
trolador projetado foram desenvolvidas, permitindo que o projetista garanta nao so a
estabilidade do sistema, mas também um comportamento eficiente. Em geral, os requi-
sitos de desempenho sao expressos na forma de indices e o campo da teoria de controle
moderno que busca a otimizagao destes indices denomina-se controle 6timo. Estes indices
podem representar, por exemplo, a influéncia de sinais de distirbio ou ruido na saida do

sistema e o que se busca projetar é o controlador que minimize este efeito.
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Os primeiros indices de desempenho utilizados foram os custos Linear Quadratico (LQ)
e Linear Quadrético Gaussiano (LQG), este ultimo baseado no conhecimento estocastico
dos sinais de ruido. Uma grande euforia na comunidade cientifica foi observada com a
teoria LQG, porém, logo se percebeu que estas técnicas nao forneciam solugoes robustas
o suficiente para diversas aplicagoes [94]. Além disso, outras formulagdes mais simples
e diretas foram desenvolvidas, como é o caso do controle 6timo H,, uma abordagem

alternativa e deterministica para o problema LQG.

Um indice de desempenho freqiientemente utilizado é a norma H,,. Em 1981, George
Zames publicou um artigo [135] no qual descreve os fundamentos do que viria a ser de-
nominado controle H,,. Inicialmente proposto no dominio da freqiiéncia, o problema de
controle H,, aborda a sintese de controladores que garantem desempenho face ao custo
chamado norma H,, e tem como objetivo a redugao da sensibilidade de processos linea-
res. Técnicas posteriores (final da década de 80) possibilitaram a abordagem da teoria
‘Ho no dominio do tempo, simplificando significativamente a abordagem e permitindo
um tratamento mais direto dos processos incertos. A idéia, introduzida inicialmente em
[102] e posteriormente demonstrada em [43], apresenta o problema de controle H,, por

realimentacao de saida com solucao através de duas equagoes algébricas de Riccati.

Outra abordagem para o problema de controle 6timo robusto teve inicio com os es-
tudos de Aleksandr Lyapunov e é baseado nas funcoes de Lyapunov para a garantia da
estabilidade do sistema em um ponto de equilibrio. O problema reside, em geral, em

encontrar uma funcao de Lyapunov adequada.

O uso das fungoes de Lyapunov na sintese de controladores pode ser observado nos
trabalhos pioneiros de Kalman e Bertram [75]. O desenvolvimento inicial da teoria teve
como foco a busca de fungoes de Lyapunov adequadas para os sistemas incertos e os
principais trabalhos desenvolvidos foram [65, 83]. Recentemente, porém, grande esforgo
da comunidade cientifica foi dedicado ao estudo das funcgoes quadréticas de Lyapunov,

resultando na denominada teoria de estabilidade quadrética de sistemas lineares [8].

Informalmente, o conceito de estabilidade quadratica pressupoe fungoes de Lyapunov
do tipo quadratico, tanto para o dominio de incerteza do problema, quanto para as dife-
rentes restrigoes envolvidas [35, 94]. Assim, um sistema ¢ denominado quadraticamente
estabilizavel se existe um controlador para o qual o sistema em malha fechada é qua-
draticamente estavel. Diversas solucoes foram propostas para este problema. Uma das
solugdes, obtida através das equagoes de Riccati [104, 102, 77], permite a presenca de in-

certezas limitadas em norma e é descrita no espacgo de estados. A literatura desenvolvida
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utilizando o conceito de estabilidade quadratica é vasta e aqui citam-se apenas alguns dos
principais trabalhos [105, 106, 107, 108, 132, 40, 121, 99, 112, 133, 12, 13, 39, 54, 134, 103].

Uma abordagem de particular interesse é a que trata do controle a custo garantido,
proposta por Chang e Peng [26]. Nessa abordagem uma funcao de custo quadratico é
utilizada para se calcular o limite superior do custo para o sistema incerto em malha
fechada. Essa abordagem permite tratar nao s a estabilidade robusta do sistema, mas

também garante um certo grau de desempenho.

Apesar de poderosas, as solugoes propostas através das equagoes algébricas de Riccati
sao matematicamente complexas. Além disso, nao permitem uma aplicacdo ampla e
genérica para diferentes tipos de problemas e fungoes de custo estabelecidas [113, 80]. Com
o avanco da computacao, nos anos seguintes a segunda grande guerra, diversos problemas,
que nao possuiam solucoes formais e bem definidas matematicamente, receberam um
enfoque numérico, através de algoritmos de otimizacao. Assim, os problemas de controle
6timo comegaram a ser reescritos na forma de problemas de otimizagao numérica. Um dos
métodos que ganhou significativo impulso devido a evolucao da computacao foi o método

baseado em desigualdades matriciais lineares - LMI.

O estudo das LMIs data, provavelmente, dos primeiros trabalhos feitos por Lyapunov e
s0 nao se fortaleceram antes devido a falta de algoritmos eficientes de solugao. O impulso
no estudo dos algoritmos de programacao semi-definida, como o algoritmo de pontos
interiores, em meados dos anos 90 [60], bem como o grande desenvolvimento tecnoldgico
possibilitaram a solucao de problemas LMI em tempo finito, motivando a comunidade
cientifica. Simplificadamente, um problema LMI é escrito na forma de um problema de
otimizacao com objetivo linear e restricoes semi-definidas positivas, envolvendo matrizes
simétricas que sao afins nas varidveis de decisao [60]. A principal vantagem da abordagem
LMI é a convexidade inerente ao método, que permite a aplicacao direta e simples em
alguns problemas de controle robusto. Como a abordagem LMI é descrita na forma de
um problema de otimizacao, diferentes indices de desempenho, possivelmente conflitantes,

podem ser associados ao problema em uma estrutura unica e geral de sintese.

Diversos problemas de controle foram escritos na forma de LMIs [17], como por exem-
plo os problemas Hs [43, 57, 58] e Hoo [29, 43]. A otimizagdo conjunta dos critérios Ho
e H, também ¢ interessante do ponto de vista de rejeicao de ruidos. Este problema
denomina-se problema de controle étimo misto Hs/Hy € foi tratado no contexto de LMIs
em [67, 44]. Apesar de eficiente, a maioria destes problemas s possui solugao geral LMI

para o caso de realimentacao de estado. Scherer desenvolveu uma solucao para o caso
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de realimentagao de saida em [116]. Esta solu¢ao nao permite, porém, o tratamento de
sistemas incertos e se aplica somente nos casos onde a ordem do controlador é igual ou

superior a ordem do processo.

Em [7, 29, 30, 98] o problema de controle misto Hy/He ¢ formulado em termos de
LMIs e consideram-se também restrigoes de alocagao de pélos. Nestas abordagens, busca-
se um controlador que atenda nao somente os critérios de otimalidade Hy ou H,o, mas que
os polos do sistema em malha fechada estejam localizados em uma regiao pré-estabelecida
do plano complexo. Isso permite a escolha a priori de limites para o comportamento
transitorio do sistema incerto. Apesar de permitir ao projetista grande flexibilidade na
sintese, estas abordagens, desenvolvidas com o conceito de estabilidade quadratica, sao in-
trinsecamente conservadoras ao exigir uma mesma funcao de Lyapunov para as diferentes

restricoes do problema e para todo o dominio de incerteza.

Na busca de se diminuir o grau de conservadorismo das solugoes que utilizam o con-
ceito de estabilidade quadratica, novas abordagens que consideram funcgoes de Lyapunov
dependentes de parametros foram desenvolvidas [45, 6, 37]. A utilizacdo de fungoes de
Lyapunov dependentes de parametros tem se solidificado na teoria de controle moderno e
seus resultados sao inspiradores. Entretanto, uma técnica geral e nao restritiva de sintese
de controladores robustos mistos Hy/Hs com restrigoes de alocagdo de pélos através de

funcoes de Lyapunov dependentes de parametros ainda nao foi desenvolvida.

Na busca por solugdes menos restritivas para o problema de sintese de controladores
robustos, diversos autores utilizaram métodos menos ortodoxos, como é o caso da inteli-
géncia computacional. Em geral, estas técnicas geram solugoes satisfatérias calcadas no
menor nimero de hipoteses matematicas assumidas para o problema. A principal desvan-
tagem destas técnicas reside na falta de uma descricao matemética completa, como, por

exemplo, a prova de convergencia.

Na maioria dos problemas do “mundo real” é necessario se considerar diversos crité-
rios de desempenho. Estes problemas sao, por isso, denominados problemas com multiplos
objetivos ou multi-objetivo. Em muitos casos, os critérios de desempenho nao sao men-
suraveis e freqiientemente sao conflitantes. Assim, existe uma relacdo de compromisso
entre estes critérios e a melhoria de um objetivo implica necessariamente a deterioracao
de outro. Exemplos de critérios conflitantes sdo sobre-sinal e tempo de subida de um
sistema com uma entrada e uma saida (SISO) e as normas Hy e Ho. Para os proble-
mas multi-objetivo, nao existe uma unica solugao étima, porém um conjunto de solugoes

6timas de Pareto. Informalmente, as solugoes timas nao-dominantes (como também sao
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conhecidas as solugoes de Pareto) sdao aquelas com as quais nao se consegue otimizar um
critério sem se prejudicar outro. Como nao se pode comparar objetivamente duas solucoes

otimas de Pareto, é fungao do projetista escolher a que melhor se adapta ao problema.

No passado os problemas multi-objetivo eram tratados como problemas de otimizagao
com um objetivo tnico. Assim, uma tnica fungao custo era utilizada, responsavel por
agregar os diversos objetivos conflitantes, geralmente através de uma soma ponderada.
Para se definir a funcao custo como a combinacao de diversos objetivos, necessita-se
de grande conhecimento da relagao entre os objetivos e a mensuragao de cada critério
individualmente. Essas informagoes nem sempre estao disponiveis facilmente e constitui-
se um desafio para o projetista nao s6 solucionar o problema, mas também escreve-lo da
forma mais adequada. Os métodos classicos de otimizacao eram entao aplicados resultando
em uma unica solucao para o problema. Para que um conjunto de solugoes de Pareto
fosse construido, permitindo ao projetista escolher uma dentre varias solugoes 6timas, o
método de otimizacao necessitava ser aplicado diversas vezes, variando-se as ponderacoes
na funcao custo. No intuito de driblar estas desvantagens da abordagem classica de
otimizacao através de um unico objetivo, a comunidade cientifica voltou-se para técnicas
permitem considerar multiplos objetivos em conjunto. Uma das teorias que podem ser
aplicadas em tais tipos de problemas é a Computacao Evolutiva (CE) e seus Algoritmos
Evolutivos (AEs).

Os algoritmos evolutivos sao métodos de busca e otimizacao globais e paralelos, fun-
dados sobre os principios da sele¢do natural de Darwin [34] e genética de Mendel. Suas
principais vantagens sao robustez, flexibilidade e aplicabilidade a um grande escopo de
problemas, principalmente aqueles mal condicionados ou onde o espaco de busca associ-
ado é complexo e desconhecido. A principal desvantagem dos AEs é, em muitos casos,
a ineficiéncia computacional, que limita sua aplicabilidade em problemas de seguranca e

em tempo-real [48].

Uma caracteristica representativa das técnicas evolutivas é a capacidade de operar
sobre um conjunto de solucoes candidatas do problema, denominado populagao, e nao
somente sobre uma tunica solugao, como no caso dos métodos classicos. Em geral, qual-
quer método iterativo, baseado em populagoes de elementos, em critérios de selecao e

operadores estocdsticos para se gerar novas solugoes, pode ser denominado um AE [48].

De forma bastante simples, um AE evolui uma populacao inicial através de operado-
res de selecao, recombinacao, mutacao e reinsercao até que uma populagao de solugoes

satisfatérias seja encontrada. A selecao é responsavel por, de maneira estocastica e a
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exemplo da selegao natural, garantir a sobrevivéncia e propagar as melhores solugoes (ou,
no jargao da drea, as solugoes mais aptas). A aptidao de cada cromossomo, como também
sao denominadas as solucoes candidatas, é medida através de uma funcao aptidao que
é relacionada a uma fungao custo especificada. A exemplo do cédigo genético na natu-
reza, cada solugao (fendtipo) é codificada e representada por um cddigo respectivo (seu
genotipo). E sobre o codigo ou genotipo que os operadores de recombinagao e mutagao
sao aplicados. A recombinagao (também denominada cruzamento em alguns dos AEs) é
responsavel pela troca de informacao genética entre solugoes, permitindo a exploracao de
determinadas regides no espaco de busca. A mutacao, por sua vez, introduz uma variagao
aleatoria no codigo genético explorando outras regioes do espaco de busca. Por fim, a
reinsercao é o mecanismo responsavel por decidir quais das solugoes geradas sao incluidas
na populagao subseqiiente. De maneira iterativa, estas etapas sao repetidas e as solugoes
evoluem até que um critério de parada seja atingido. Dentre os critérios de parada mais
comuns estdo o nimero maximo de iteragoes (também chamadas geragoes) e um limite

maximo entre a melhor e a pior aptidao dos elementos da populacao.

Os diferentes algoritmos pertencentes ao ramo da computagao evolutiva tiveram sua
origem em quatro abordagens aparentemente distintas: programagao evolutiva [50], es-
tratégias evolutivas [110], algoritmos genéticos, propostos inicialmente por Holland [70],
e programacao genética [78]. O algoritmo genético (AG) proposto por Goldberg [61] ob-
teve imensa popularidade por sua simplicidade, robustez e amplo escopo de aplicacao. E,
provavelmente, o algoritmo que mais foi aplicado no campo da teoria de controle até os
dias de hoje. E importante notar, porém, que com os avancos na computagao evolutiva
nao se reconhecem mais fronteiras rigidas e bem definidas entre as quatro principais téc-
nicas citadas [48]. Recentemente, a tendéncia de se unificar o desenvolvimento das quatro
abordagens iniciais deu origem a teoria moderna e mais ampla dos algoritmos evolutivos

[92].

Diversos autores aplicaram as técnicas de computacao evolutiva nos problemas de
controle 6timo e robusto, impulsionados principalmente pela aplicabilidade dos AEs em
problemas multi-objetivo e pela sua capacidade de operar com populacoes. Estas carac-
teristicas permitem que, a cada simulacao do algoritmo, um conjunto de solucoes 6timas

de Pareto seja gerado.

Algumas aplicacoes dos algoritmos evolutivos na sintese de controladores no dominio
da freqiiéncia sao apresentadas em (27, 32, 74, 79, 71]. Em [74] aborda-se a sintese de

controladores discretos para sistemas SISO sujeitos a incertezas e utilizando-se critérios de
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desempenho temporais. A abordagem descrita em [27] considera o critério de desempenho
misto Hy/Hoo na sintese de PIDs para sistemas incertos, utilizando um algoritmo genético
canodnico. Krohling et al. [79] descrevem um algoritmo baseado em estratégias evolutivas
para a sintese de controladores Hs/H, de estrutura fixa. Os sistemas considerados sao
incertos e possuem apenas uma entrada e uma saida. Esta abordagem nao se limita a
uma estrutura definida, como PID, desde que a estrutura do controlador seja dada. Em
[71], considera-se um algoritmo genético para a solugdo do problema de controle étimo
misto Hy/Hoo para sistemas discretos precisamente conhecidos, no dominio da freqiiéncia.
O algoritmo proposto busca a minimizacao de distirbios externos utilizando um AG de
codificacao bindaria. A vantagem das abordagens no dominio da freqiiéncia é a sintese
direta das estruturas de controle simples e bastante difundidas, como os PIDs. Contudo,
estas abordagens possuem limitada aplicacao em processos complexos, com multiplas

entradas e multiplas saidas (MIMO).

Descrito no dominio do tempo em uma estrutura LMI, o método proposto em [87, 88|
busca a minimizac¢ao da norma H,,. Em uma estrutura analoga a discutida neste trabalho,
apresenta-se um algoritmo genético que transforma o problema matricial bi-linear em um
problema convexo, para o qual minimiza-se a norma H,, do sistema em malha fechada. A
lei de controle é dada por realimentacao de saida dinamica e nao se consideram sistemas
incertos nem restrigoes de alocacao de polos. Ressaltam os autores destes trabalhos que,
tanto diferentes estruturas de controle (como por exemplo PIDs), quanto critérios de
desempenho podem ser utilizados, desde que se conheca, a priori, uma populacao inicial.
Esta caracteristica nao é, porém, inerente aos trabalhos [87, 88], mas uma propriedade dos
métodos baseados em algoritmo evolutivos. A partir de uma populacao inicial definida,
a flexibilidade destes algoritmos e a relativa simplicidade de andlise de factibilidade dos
cromossomos, através de LMIs, permite que, em geral, qualquer estrutura de controle no
espaco de estados possa ser utilizada. O desafio reside, porém, em se construir a populacao
inicial factivel, dados os critérios de desempenho desejados e as restri¢oes na estrutura de

controle.

A sintese de controladores de ordem reduzida H., por realimentacdo dinamica de
saida através de algoritmos genéticos, utilizando-se a formulacao LMI, é tratada em [73].
Nesta abordagem, as LMIs especificas de sintese de controladores H,, de ordem reduzida
sao utilizadas e o objetivo do algoritmo genético é encontrar uma matriz com restrigoes
de posto. Uma caracteristica interessante do algoritmo proposto em [73] é permitir a
busca do controlador de menor ordem possivel, tal que o sistema abordado seja estavel.

Isto permite, nao somente a otimizacao da norma H.,, mas também a simplificacao da
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estrutura do controlador. Por outro lado, este método nao admite o tratamento direto de
sistemas incertos, de restrigoes de alocacao de pélos e de outros indices de desempenho,

como por exemplo a norma Hos.

A solugao proposta em [81] permite a alocagao de pélos, utilizando-se controladores
por realimentagao dinamica de saida através de um algoritmo genético canonico. Esta
alternativa nao utiliza a formulacao LMI e a alocacao de podlos é aproximada através
de estratégias de penalizacao para os cromossomos nao factiveis. A formulacao descrita
em [81] limita a flexibilidade do algoritmo, pois a adigdo de novas restri¢oes, como, por

exemplo, restrigoes de sintese H.,, nao é direta.

O algoritmo genético proposto em [68] permite a sintese de controladores multi-
objetivo, incluindo o critério misto Hs/Ho. A formulacao desta proposta nao utiliza
a descricao LMI do problema e codifica as possiveis solugoes através do cédigo bindrio de
Gray. Com isso, cada restricao é tratada como um novo objetivo para o algoritmo, nao
permitindo a facil incorporacao de restrigbes de alocacao de pélos, por exemplo. Além
disso, esta abordagem nao admite processos incertos, reduzindo o escopo de aplicacao do
algoritmo. As caracteristicas das abordagens descritas em [81, 68] evidenciam claramente

as desvantagens de nao se utilizar a estrutura LMI na descricao do problema.

Um algoritmo de otimizacao local BMI para a sintese de algoritmos robustos mistos
Hs/Hoo por realimentagao de saida dinamica é proposto em [76]. Esta abordagem, ape-
sar de nao utilizar a teoria evolutiva, é bastante interessante, pois além de permitir a
otimizacao nao convexa, utilizando diferentes matrizes de Lyapunov para as restrigoes do
problema, garante que a solucao encontrada é um étimo local do problema. Partindo de
uma solucao inicial, que pode ser restritiva, o algoritmo encontra um 6timo local para o
problema. Esta abordagem apresenta melhores desempenho e resultados, quando compa-
rada as abordagens tradicionais, nas quais o problema BMI, nao convexo, é transformado
em problemas convexos, como por exemplo, a iteragao D — K, discutida em [42]. Uma
vantagem do algoritmo proposto em [76] é a garantia de convergéncia para um 6timo lo-
cal. Partindo-se de diversas solugoes no espago de busca, pode-se encontrar uma solucao
satisfatoria para o respectivo problema. Isto supoe, porém, que o algoritmo seja execu-
tado diversas vezes na busca por solugoes 6timas de Pareto, caracteristica intrinseca dos
algoritmos de busca tradicionais. Além disso, o algoritmo proposto em [76] trata apenas
da sintese de controladores de ordem completa, reduzindo-se a flexibilidade na busca por

uma solucao, em comparagao com a abordagem deste trabalho.

Em muitos casos praticos, é desejavel encontrar controladores que nao sé satisfacam
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os critérios de desempenho Hy e H,,, mas que também sejam, eles préprios, estaveis.
Controladores instaveis tendem a ser sensiveis as incertezas e as nao linearidades do sen-
sor e atuador [25]. Uma aplicagdo dos algoritmos genéticos na sintese de controladores
mistos Ha/Heo € descrita no trabalho de Campos-Delgado e Zhou, que se desenvolve so-
bre a hipotese de estabilidade do controlador. Esta abordagem trata apenas de processos
precisamente conhecidos e nao considera restricoes de alocacao de pélos. A extensao da

teoria apresentada em [25] para o caso incerto nao é, porém, trivial.

Uma aplicagao particularmente interessante dos algoritmos genéticos na sintese de
controladores robustos ¢é apresentada por Takahashi et al. em [125]. Através de um
AG, esta abordagem permite a busca por controladores robustos factiveis. Diferentes
estruturas de controle podem ser utilizadas, entre elas controladores por realimentacao
dinamica de saida, controladores de ordem reduzida e controladores LPV. Utilizando-
se a formulacao LMI, a proposta de Takahashi et al. pressupoe funcoes de Lyapunov
dependentes de parametros para o dominio de incerteza do problema. Com isso, melhores
solucoes podem ser encontradas. Apesar de nao considerar a otimizacao de indices de
desempenho, como o controle Hy ou H, o trabalho de Takahashi et al. permite a sintese

de controladores para os casos onde o critério de estabilidade quadratica é muito restritivo.

Uma das abordagens mais préximas a desenvolvida neste trabalho ¢ descrita em [100].
Pedersen et al. oferecem um algoritmo evolutivo para a sintese de controladores multi-
objetivo Hz/H, utilizando-se a representacao em desigualdades matriciais. Da mesma
forma que o presente trabalho, o algoritmo proposto em [100] transforma o problema bi-
linear matricial em um problema convexo, permitindo sua solucao. Nao é necessaria a
hipotese de uma matriz comum de Lyapunov para todas as restricoes do problema. A
principal diferenga do algoritmo proposto em [100], em relagao a abordagem proposta
neste trabalho, é a consideracao de sistemas discretos e precisamente conhecidos. Além

disso, nao sao consideradas restricoes de alocacao de pdlos.

Abordagens bastante similares a proposta neste trabalho sao descritas por Gongalves
et al. em [62, 63]. Estas buscam solucionar o problema de controle robusto misto Hs/Hoo
por realimentacao de estado e de saida dinamica, respectivamente. Os sistemas estudados
em [62, 63] sdo continuos, lineares, invariantes no tempo e sujeitos a incertezas do tipo
politopo. Consideram-se ainda restricoes de alocacao de pdlos. Nenhuma hipotese é
admitida com relagao a ordem do controlador a ser sintetizado. Nesta solucao, os autores
utilizam uma matriz de Lyapunov comum para o dominio de incerteza, porém diferentes

matrizes de Lyapunov para as diferentes restricoes do problema. Para se solucionar o
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problema, Gongalves et al. [62, 63] utilizam a formulacao LMI e o algoritmo genético com
operador de cruzamento polarizado-real, descrito em [126]. A diferenga entre algoritmos
propostos em [62, 63] e os desenvolvidos neste trabalho estd no método de geragao da
populacao inicial. Com esta finalidade, propoe-se em [62, 63] um algoritmo de cone-
elipsoidal, baseado em informagoes de gradiente. A idéia é, a partir dos vértices do
politopo, encontrar controladores factiveis para o problema incerto, analisando-se entao a
factibilidade robusta dos controladores encontrados. Esta proposta nao garante, porém,
que os controladores sintetizados para os vértices do politopo de incertezas respeitam
a condicao de robustez do problema abordado. Este fato pode inviabilizar a geracao do
conjunto de solugoes iniciais. O método de inicializacao utilizado neste trabalho é descrito
em [35]. Esta técnica, por outro lado, apesar de restritiva ao impor algumas estruturas
matriciais fixas, permite considerar todo o dominio de incerteza na geracao da populacao
inicial. Assim, garante-se que os controladores encontrados sao factiveis do ponto de vista

robusto.

Apesar de inumeras as aplicagoes dos AEs na teoria de controle, ainda sdao poucas
as referéncias que utilizam os algoritmos evolutivos em conjunto com a formulacao LMI
na solugao do problema de controle robusto misto Hs/He. A grande vantagem desta
abordagem é a nao utilizagao de fungoes comuns de Lyapunov para as diferentes restrigoes
associadas ao problema. A desconsideracao desta hipdtese resulta em uma abordagem
menos restritiva, pois pode-se explorar um espaco de busca mais amplo. Apesar dos
AEs nao possuirem provas formais de convergéncia e de nao garantirem que a solucao
encontrada representa o controlador 6timo para o problema, a pratica evidencia que a
abordagem é eficaz e fornece bons resultados, como se pode observar em [101, 97, 36, 63,
62, 100].

Embora a hipétese de uma func¢ao comum de Lyapunov para as diferentes restrigoes
nao seja considerada, a abordagem proposta neste trabalho assume o conceito de estabili-
dade quadratica, com funcgoes de Lyapunov comuns para todo o dominio de incerteza, em
cada tipo de restricao. Uma possivel extensao é relaxar também esta hipotese, agregando-
se, por exemplo, o conceito de funcoes de Lyapunov dependentes de parametros. Assim,

é provavel que melhores solugoes possam ser encontradas.

A abordagem apresentada, utilizando LMIs e AEs, forma uma estrutura unificada de
projeto de controladores robustos com custos Hy/H, com ou sem critérios de alocagao
de podlos, para realimentacao de estado, de saida estatica ou de saida dinamica. Nenhuma

restri¢ao é assumida quanto a ordem do controlador projetado, podendo este ser de ordem
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completa ou reduzida, no caso de realimentacao de saida dinamica. Isso permite ao
projetista um amplo conjunto de opgoes de sintese em uma estrutura tnica e simples,

aplicavel a um conjunto diverso de problemas de controle.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: no capitulo 2, algumas defini¢oes
e conceitos basicos da matematica sao expostos, como por exemplo convexidade. Além
disso, os conceitos de estabilidade quadratica e de sistemas incertos, bem como as LMIs
e suas regioes de alocagao de pdlos, também sao apresentadas no capitulo 2. No capi-
tulo 3, os problemas de controle Hs, Hs, € 0 problema misto Hs/Hs sdo abordados em
conjunto com suas solugoes LMI para o caso de realimentacao de estado. A teoria dos
Algoritmos Evolutivos é abordada no capitulo 4. Especial atengao é dedicada aos Al-
goritmos Genéticos, a Evolugao Diferencial e ao algoritmo de Salomon, por serem estes
o fundamento da solu¢do proposta para o problema de controle robusto misto Hs/Heo,
no capitulo 5. Aplicagoes da abordagem proposta em diferentes exemplos encontrados
na literatura e seus respectivos resultados sao apresentados no capitulo 6. Finalmente,
no capitulo 7, sao discutidas algumas consideracoes finais, desafios enfrentados e algumas

possiveis continuacgoes deste trabalho.
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2 Consideracoes Preliminares

Neste capitulo sao descritos alguns conceitos estabelecidos na literatura, necesséarios
ao desenvolvimento deste trabalho. Algumas propriedades dos conjuntos convexos e a
definicao de funcional convexo sao apresentadas nas segoes 2.1 e 2.2, respectivamente.
Definicoes da teoria de otimizacao sao expostas na secao 2.3. O conceito de funcao ana-
litica é descrito na secao 2.4 e os espagos utilizados neste trabalho sao descritos na secao
2.4. A definicao formal, as caracteristicas e as propriedades das LMIs sao exploradas na

secao 2.6. Por fim, algumas conclusoes sao apresentadas na secao 2.7 .

2.1 Conjunto Convexo

Um conjunto S é dito convexo se um segmento de linha reta ligando dois pontos

quaisquer de S também pertence a S.

Em outras palavras, se z,y € S entdo ax + (1 —a)y € 5, Ya € [0,1], Vz,y € S. O

elemento z = ax + (1 — o)y é chamado de combinagao convexa dos elementos z e y.

Lema: Sejam S; e S, conjuntos convexos, entao as seguintes propriedades sao validas:

1. §1 NS5 é um conjunto convexo;
2. a8 ={x: z=ay, y € S} é convexo;
3. 514+ Sy ={x1+ x5 : 1 € Sy,29 € S3} é convexo;

4. S — Sy ={x1 —x9 : 11 € 51,22 € Sa} é convexo.

2.2 Funcional Convexo

Um funcional f(e) : S C R" — R ¢é convexo sobre um subconjunto S do R™ se

flax+(1=a)y) <af(z)+(1-a) f(y) (2.1)
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para quaisquer x,y € S e « € [0, 1].

Se a desigualdade for estrita, diz-se que f(e) é estritamente convexo. Um funcional
f(e) é concavo se —f(e) for convexo. Qualquer norma define também um funcional

convexo.

2.3 Otimizacao
2.3.1 Problema de Otimizacgao

Diversos problemas na engenharia podem ser descritos como problemas de otimizacao.
O objetivo deste tipo de problema é encontrar o vetor de variaveis de decisao z € R™,
que minimize (ou maximize) um indice de desempenho especifico, considerando-se um

conjunto restricoes. Matematicamente, descrevem-se tais problemas como

minimizar f(z), (2.2)

TEX

onde f(x) é uma funcao escalar no vetor x € R™, denominada fungao objetivo. O conjunto

X é o conjunto de restrigoes formado por desigualdades na forma
filz) <0, i=1,....,p, (2.3)

e representa um subconjunto do espago R™. Sem perda de generalidade, pode-se conside-
rar como problema de otimizagao apenas o caso de minimizacao da func¢ao f(z). Os casos

de maximizagdo podem ser descritos como problemas de minimizagao de — f(z).

2.3.2 Factibilidade

Uma solugao = do problema de otimizacao restrito da funcao f(x) dado por

minimizar f(z)

¢ definida factivel se x € €2, caso contrario, a solucao x é definida infactivel.
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2.3.3 Vizinhanca

Define-se a vizinhanga de tamanho € > 0 do elemento x o conjunto de todo elemento

y tal que, para uma determinada norma,

ly — | <e. (2.5)

2.3.4 Otimo Local

Define-se z,,; um 6timo local do problema de minimizacao descrito pela equagao 2.2, se
existe uma vizinhanca de z,,; de tamanho ¢ > 0, tal que f(z.y) < f(x) nesta vizinhanca,

para todo z € X.

2.3.5 Otimo Global

Define-se z,,: o 6timo global do problema de minimizagao descrito pela equagao 2.2,

se f(xop) < f(x) para todo x € X. Neste caso, f(zop) ¢ chamado de minimo de f em X.

2.4 Funcao Analitica

Seja um conjunto S C C aberto e seja a funcao f(s) complexa e definida em S, tais
que

f(s):5—=C. (2.6)

A fungdo f(s) é dita analitica em um ponto sy em S se ¢ diferencidvel em sy e em
qualquer ponto da vizinhanca de sg. A fungao f(s) é dita analitica em S se é analitica

em todos os pontos de S.

2.5 Espacos

2.5.1 Espaco de Hilbert

Um espaco de Hilbert é um espaco linear sobre C, completo e com um produto interno
definido.
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2.5.2 Espaco L,

O espago L2 é o espaco de Hilbert de todas as fungoes complexas F'(jw), F': (—o0 <

w < 00) — C™™ quadraticamente integraveis, ou seja:
/Oo o1 [F(jew) F(jw)] dw < oo (2.7)
com o produto interno definido por
(F,G) 2 % /Z tr [F(jw)*G(jw)] dw, (2.8)

para F,G € L5. A norma induzida pelo produto interno em L, é dada por

1Fll, = V(P F). (2.9)

2.5.3 Espaco de Hardy H-

O espago Hs é o subespago fechado de Lo das fungoes F'(s), F': C — C™*™ analiticas
em Re(s) > 0 (semi-plano complexo direito) que satisfazem a condicao de integrabilidade
quadratica uniforme

1 o0
|F||> £ sup {2—/ tr [F(o + jw) F(o + jw)] dw} < 00. (2.10)
>0 T J_c0

Para as fungoes racionais com coeficientes reais em Hs, a norma induzida H, ¢é definida

por
IFI32 5 [ tr(PUw) PG do (2.11)

o0

2.5.4 Espaco L

O espago L, é o espago normado das fungoes F(jw), F': (—o00 < w < 00) — C™*™,

que s@o essencialmente limitadas (0,4 [F'(jw)] < 00, Vw) com norma dada por

1]l = essSup omax [F(jw)] (2.12)

weR
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2.5.5 Espaco de Hardy H.

O espago Ho, é 0 subespago fechado de L, das fungoes F'(s), F' : C — C™ ™ analiticas
e limitadas em Re(s) > 0(0maa [F'(s)] < 00,Re(s) > 0). A norma H, é definida como

[P (S T [F(s)] (2.13)
e(s)>

e para as funcoes racionais com coeficientes reais em H.,, a norma H,, é dada por

1 lloc = SUP O [ ()] (2.14)
we

2.6 Desigualdades Matriciais Lineares

2.6.1 Introducao

Diversos problemas na engenharia de controle sao descritos na forma de problemas de
otimizacao. O objetivo destes problemas é ajustar os ganhos do controlador para que o
mesmo satisfaca determinados indices de desempenho. Muitas vezes, estes indices sao con-
flitantes e, assim, necessita-se estabelecer uma relacao de compromisso entre os mesmos,
na busca pela solucao mais adequada. Uma abordagem bastante difundida na formula-
cao dos problemas de otimizacao na engenharia controle sao as Desigualdades Lineares
Matriciais (LMIs). Dentre as principais caracteristicas desta abordagem ressaltam-se a ro-
bustez na descricao de problemas com incertezas e facilidade na formulacao de problemas

multi-objetivo.

Ao contrario do que outros autores propoem, o estudo das LMIs provavelmente co-
mecou com o trabalho fundamental de Aleksandr Mikhailovich Lyapunov e seus ensaios
sobre a estabilidade dos movimentos [117]. Nos anos 60, as LMIs obtiveram especial aten-
¢ao pela sua aplicacao na teoria de controle, mas foi somente recentemente que surgiram
métodos de pontos interiores eficientes na solucao destes problemas. Como resultado, um

impulso no estudo da teoria de controle robusto foi observado.

O conceito basico associado aos métodos LMIs é a transformagao do problema abor-
dado em um problema de programacao semi-definida (SDP), ou seja, em um problema de
otimizacao com objetivo linear e restricoes semi-definidas positivas, envolvendo matrizes

simétricas que sao afins nas varidveis de decisao [60].
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2.6.2 Definicao

A idéia bésica da formulagao via desigualdades matriciais lineares (LMIs) é descrever
um problema com objetivo linear e restricoes formuladas por LMIs. Uma restricao LMI

para um vetor x € R™ é dada por

m
F(x)=Fy+ E x; F; > 0, (2.15)
i=1
T
ondex = | 2, 29 ... € R™ é o vetor de varidveis de decisao e F; = FI € R™",
1 =0,...,m, sao matrizes conhecidas.
A matriz F(x) é afim no vetor de varidveis de decisdo z; = | 27 zy ... a |-

Estritamente, a equagao (2.15) é denominada Desigualdade Matricial Afim - AMI. O

termo LMI, originalmente utilizado por J. C. Willems, é, porém, universalmente aceito.

O problema de minimizagao

min ¢’ (2.16)
F(x)>0

onde ¢ € R™ e F' > 0 é chamado de programagao semi-definida.

A LMI (2.15) é uma restrigdo convexa em z, i.e., o conjunto {z : F'(xz) > 0} é convexo.
Multiplas LMIs Fy(z) > 0,..., F,(x) > 0 podem ser expressas como uma tnica LMI dada
por

diag (Fy(x) > 0,..., F,(x)) > 0. (2.17)

Assim, nenhuma distingao é feita entre uma tnica LMI e um conjunto destas. Quando
as matrizes F; sdo diagonais, a LMI F(x) > 0 representa um conjunto de inequagoes

lineares.

Desigualdades matriciais formadas pela combinacao de um conjunto de variaveis ma-
triciais X1, Xo, ..., Xk, sao também referidas como LMIs, uma vez que podem ser expres-

sas na forma (2.15), em termos das componentes de X1, Xs, ..., Xk.

A formulacao LMI ¢ interessante pelas seguintes razoes [60]:

e convexidade e solugcao numérica eficiente: como os problemas na forma LMI
se tornam convexos, estes podem ser solucionados utilizando-se métodos de pon-
tos interiores para otimizagao convexa SDP [60]. Estes métodos possuem taxa de
convergéncia polinomial, fornecendo uma solucao numérica eficiente para problemas
que nao possuem solucao analitica, ou que possuem solucao analitica restritiva ou

complicada;
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e robustez sobre as incertezas: esta abordagem ¢ adequada para problemas com
parametros incertos. Baseando-se em uma descri¢cao determinista das incertezas com
estrutura e limites conhecidos, um procedimento sistematico permite a descricao dos
problemas na forma SDP, resultando em uma solugao robusta. Esta caracteristica
tem implicacao especial nos problemas de engenharia onde constantemente erros de

medida, modelagem etc. estao presentes;

e problemas multi-objetivo: esta abordagem permite a imposicao de diversos e
possivelmente conflitantes objetivos e restricoes. Com esta caracteristica pode-se
explorar relagoes de compromisso entre os critérios de desempenho, bem como ana-
lisar seus limites de factibilidade. Esta é uma vantagem significativa quando se
compara a abordagem LMI aos métodos classicos de otimizagao, que empregam
apenas um critério para refletir um conjunto deles. A tarefa de se escolher o critério

de otimizacao mais relevante nem sempre ¢é trivial;

e amplo escopo de aplicagao: as técnicas utilizadas na abordagem LMI vao muito
além de problemas de controle e estimagao. Esta caracteristica permite um horizonte
amplo na pesquisa fornecendo a aplicacao de um mesmo método em diversos tipos

de problemas.

Por estas caracteristicas, a abordagem LMI foi escolhida como objeto de estudo neste
trabalho. Além do problema abordado possuir restri¢des conflitantes, as normas Hs e Ho,
seu objetivo é linear e incertezas do tipo politopo sao consideradas. Portanto, é bastante

adequada a formulagao do problema em termos de desigualdades matriciais.

2.6.3 Complemento de Schur

Sejam Q(z) = Q(z)T, R(z) = R(z)T e S(x) dependentes de = de forma afim. A LMI

ARG (2.18)
S(x)" R(z)
é equivalente as desigualdades matriciais
R(z) >0, Q(z) — S(x)R(x)"'S(x)" >0 (2.19)

ou, de forma equivalente,

Q(x) >0, R(z) — S(z)'Q(x)S(x) > 0. (2.20)
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Estes resultados podem ser gerados através da aplicacao da transformacgao de con-

I —S(z)R(x)! (2.21)
0 I '

gruéncia

em (2.15), para se obter (2.16), e aplicando-se a transformacgao de congruéncia
1 0
(2.22)
—S(@)"Qx)~" I
em (2.15), para se obter (2.17).

O complemento de Schur permite transformar as desigualdades nao lineares (2.16) e

(2.17) na desigualdade linear (2.15).

2.6.4 Bounded Real Lemma

Seja um sistema S controldvel com fungao de transferéncia H(s) = C(sI— A)"'B+ D

e descrito pelas equagoes de estado

: — Az + B
S:{I T bu (2.23)

y = Cx + Du,

Seja a funcao quadratica s(u,y) = Y*ulu — yTy, com v > 0. Entao as seguintes

proposigoes sao equivalentes [117]:

1. (S, s) é dissipativo;
2. o sistema de LMIs

X=XT>0,
ATX + XA+CTC XB+CTD <0 (2.24)
B'X +D'C  DTD—~1 | ~

é factivel;

3. para todo w € R com det(jwI — A) # 0, H(jw)*H(jw) < 1.
Além disso, V(z) = 27 Xz define uma funcao quadratica de Lyapunov se e somente se
X satisfaz o sistema de LMIs (2.24). Considerando-se que z(0) = 0, A possui todos os

autovalores no semi-plano esquerdo aberto e u € L, entao, para X satisfazendo o sistema
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de LMIs (2.24),

sup liglly <. (2.25)
ucLlo ||uH2

O lado esquerdo da inequagao (2.25) é o chamado ganho £, ou norma induzida L do

sistema (2.23). O ganho L2 é o menor v > 0 tal que (2.25) seja satisfeita.

De outra forma, e no contexto de LMIs, pode-se obter o limite superior de v que
satisfaz (2.25) se e somente se existe X que satisfaz o sistema (2.24). Este lema fornece
um teste de factibilidade, parametrizado em vy > 0, para determinar o ganho L,, do

sistema. Para maiores detalhes, incluindo a demonstracao deste lema, referir-se a [117].

2.6.5 Regioes LMI de Alocacao de Pdlos e D-estabilidade

Um importante problema na teoria e pratica de controle é a sintese de controladores
que, além de garantir estabilidade e desempenho para o sistema em malha fechada, po-
sicionem seus polos em uma regiao pré-determinada pelo projetista. A motivacao para a
determinacao a priori da localizacao dos pélos reside no comportamento transitorio do
sistema. E consenso que um comportamento transitorio satisfatorio pode ser atingido com

a adequada alocacao dos polos em malha fechada [29].

Quando o modelo do processo é precisamente conhecido, é possivel determinar, sob a
hipotese de controlabilidade, de forma exata, a localizacao dos pdlos em malha fechada.
Porém, quando o modelo do processo nao é precisamente conhecido, isto nao é possivel.
Busca-se entao alocar os pélos em uma regiao definida no plano complexo. Este problema
chamou a atencao de diversos autores e é vasta a literatura no assunto, como se pode
conferir em [66, 29, 94, 14, 3] e nas reférencias 14 citadas. As regides de maior interesse
sao setores, faixas verticais e discos. Uma regiao de especial atencao, representada na

figura 1, é a regiao S(a,r,0) dada pelo conjunto de nimeros complexos x + jy tais que

r<—a<0; |e+jy<r]; tg@)z<—]|y|. (2.26)

Alocar os pélos na regiao S garante um decaimento minimo «, um minimo coefi-
ciente de amortecimento ( = cosf e uma freqiiéncia natural nao amortecida maxima
wg = rsen 6. Estes limites para os pdlos do sistema forcam uma resposta transitéria

satisfatoria.

A vantagem do uso das LMIs no problema de alocacao de pdlos é o tratamento das

regioes de alocacao como um conjunto de restrigoes e nao como um conjunto de fungoes
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Figura 1: Regiao S de alocacao de polos.

objetivo do problema, proporcionando-se grande flexibilidade a abordagem. Como as res-
tricoes podem ser facilmente adicionadas ao problema, diversas LMIs de alocacao de pdlos
em regioes simples podem ser usadas conjuntamente, construindo-se regides complexas no

semi-plano Re(s) < 0.

Os conceitos apresentados nesta secao foram extraidos principalmente dos trabalhos
de Chilali e Gahinet [29, 55].

Seja D uma regiao contida no semi-plano esquerdo do plano complexo. Um sistema
dinamico © = Ax é definido D-estavel se todos os seus polos pertencem a regiao D.
Isto é, se todos os autovalores da matriz A pertencem a D. Quando D corresponde
a totalidade do semi-plano complexo esquerdo, este conceito se reduz ao conceito de
estabilidade assintotica e é descrito na forma de LMIs pelo teorema de Lyapunov. Assim
sendo, A é assintoticamente estdavel se e somente se existe uma matriz simétrica Xp > 0,
tal que

ATXp+ XpA <. (2.27)

Gutman [64] expandiu o teorema de Lyapunov para uma variedade de regices distintas
no plano complexo esquerdo. As regioes consideradas por Gutman sao regioes polinomiais
da forma

D= {ZEC: > ewdtd <0}, (2.28)

0<k,l<m
onde os coeficientes ¢y, sao reais e satisfazem ¢, = . Observa-se que as regioes polino-
miais nao sao gerais e nao descrevem qualquer regiao no plano complexo, como o caso da

regiao S, na figura 1.

O principal resultado de Gutman [64, 29] demonstra que a matriz A é D-estédvel se e
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somente se existir uma matriz simétrica definida positiva Xp tal que

3" euAtXp (A7) <. (2.29)
k,l

Infelizmente, a sintese de controladores utilizando os resultados propostos por Gutman
¢ complicada devido a sua caracterizagao polinomial. Para o tratamento da sintese de
controladores através de LMIs é necessario manter a dependéncia afim das matrizes em
malha fechada e do controlador. A funcao polinomial de Gutman nao é necessariamente
convexa nem facilmente transformada em LMI. Essa foi a motivagdo para uma outra

abordagem relativa a representacao de regices de D-estabilidade.

Uma regiao D do plano complexo é chamada de regiao LMI se existe uma matriz

simétrica t = [t],s € R?*? e uma matriz 7 = [7,]€ R?7*? tais que

D={z€C: fp(z) <0}, (2.30)

onde
fo(z) & t+zr+zr” (2.31)
= [trs + Trsz + Tsrz]lgr,sgq ) (2.32)

Assim, uma regiao LMI é um sub-conjunto do plano complexo e é representada por
uma LMI em z e Z. Como resultado, tem-se que regices LMIs sao convexas e simétricas

em relagao ao eixo real, uma vez que para qualquer z € D, fp(z) = fp(z) < 0.

De maneira interessante, existe um teorema paralelo ao teorema de Gutman para

regioes LMI. A alocacao de polos em uma regiao LMI é caracterizada pela matriz

MD(A,XD) t®XD+T®(AXD)+TT®(AXD)T
Mp (A, Xp) = [trsXp+ 7sAXp + 7 XpA”] <0 (2.33)

1<r,5<q

onde o simbolo ® denota o operador de Kronecker. Uma matriz A é D-estavel se e somente

se existe uma matriz X tal que

Mp (A, XD) <0eXp>0. (234)

A relagao entre Mp (A, Xp) na equagao (2.33) e fp na equagao (2.31) é dada pela
substituicao (Xp, AXp, XpAT) « (1,2,2) [29]. Diversas regioes simétricas com relacio

ao eixo real podem ser descritas como regioes LMI. As principais - o disco, a faixa vertical



2.6 Desigualdades Matriciais Lineares 36

e o setor conico, formadoras da regiao S na figura 1 - sao dadas por:

1. disco com centro em (g, 0) e raio r:
-r —q—z
fo(2) = [ ] ; (2.35)

2. faixa vertical com limites h; < Re(z) < hy:

2hy — (2 +Z2 0
folzy= | TR ; (2.36)
0 (z+2) — 2hy
3. setor conico com vértice na origem e angulo interno 26:
sinfd(z +z) cosl(z —Z
fo(z) = ( 2 _ ( _) (2.37)
—cosb(z — Z) sinf(z + z)

Utilizando-se a transformacao fp < Mp, tem-se que as regioes LMI descritas assumem

a seguinte forma:

1. disco com centro em (g, 0) e raio r:

—’I‘XD qXD+AXD

Mp (A, Xp) =
qXD—I—XDAT —’T‘XD

<0; (2.38)

2. faixa vertical com limites h; < Re(z) < hy:

AXp + XpAT — 2 Xp > 0
Mp (A, Xp) = b Ap P (2.39)
AXD+XDAT—2h2XD<O;

3. setor conico com vértice na origem e angulo interno 26:

mf(AXp + XpAT 0(AXp — XpAT

Mp (A, Xp) = | S0AXD T XpAT) cost{AXp =XpAT) 1 (2.40)
COSQ(XDAT — AXD> SZTLQ(AXD + XDAT)

Nota-se que a equagao de estabilidade de Lyapunov, um caso especial onde D é definido

como sendo o semi-plano complexo esquerdo, possui fungao caracteristica fp(z) = z + Z.

A abordagem LMI é bastante flexivel. Para a construcao da regiao S na figura 1

basta-se utilizar as equagoes (2.38), (2.39) e (2.40) simultaneamente. Diversas regides mais
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complexas podem ser construidas apenas com a utilizacao das LMIs bésicas apresentadas,
conferindo grande flexibilidade para a solucao de diversos problemas de controle distintos.
Aos controladores que satisfazem as restricoes de D—estabilidade de um dado problema,

denominam-se controladores D—estaveis.

2.7 Conclusao

Neste capitulo as principais definicoes matematicas, fundamentos para este trabalho,
foram abordadas. Além disso, as LMIs e suas propriedades mais significativas foram
descritas. Salientou-se suas caracteristicas, no intuito de justificar o seu uso na solucao do
problema proposto no capitulo 3. Uma importante vantagem na utilizacao de LMIs para
a formulagao dos problemas é a propriedade de convexidade. Esta permite uma solucao
eficiente do ponto de vista computacional e, além disso, garante que o 6timo global do

problema convexo seja encontrado.
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3 Sistemas Incertos e Controle
Robusto Hsa/Ho

Neste capitulo abordam-se os conceitos de sistemas incertos e estabilidade quadratica,
bem como os problemas de controle robusto utilizados neste trabalho. Uma introducao
sobre os problemas deste capitulo é realizada na secao 3.1. Na secao 3.2, descrevem-se
o conceito de sistemas incertos e a definicao de incertezas paramétricas do tipo politopo.
A definicao de estabilidade quadratica é apresentada na secao 3.3. Apesar de restritiva,
a abordagem quadratica permite, para o caso de realimentacao de estado, o tratamento
direto dos sistemas incertos. Os problemas de controle robusto Hs e H, sao discutidos
nas secoes 3.4 e 3.5, respectivamente. O problema de controle robusto misto Hs/Heo,
sujeito a D—estabilidade, foco deste trabalho, é apresentado na secao 3.6. Finalmente,

uma breve conclusao do capitulo é realizada na secao 3.7.

3.1 Introducao

Um problema fundamental, de interesse tanto tedrico quanto pratico, que reside no
centro da teoria de controle, é a sintese de controladores que proporcionam um desempe-
nho aceitavel nao somente para um unico processo e sob entradas conhecidas, mas para

toda uma familia de processos sob diversos tipos de entradas e disturbios.

A importancia deste problema tem sido amplamente reconhecida e, com o passar
dos anos, diversos métodos de solugdo foram desenvolvidos [41]. A solugao proposta
inicialmente foi uma descricao matematica formal utilizando a otimizagdao de um indice
de desempenho. Dois destes métodos, o método da sensibilidade e o problema linear
quadratico Gaussiano (LQG), dominaram a teoria de controle étimo nos anos 60 e 70.
Estas teorias permitem, respectivamente, pequenos distirbios sobre o modelo nominal

[33, 51] e uma descrigao estatistica dos distirbios desconhecidos [5].

Com a evolucao cientifica, percebeu-se que o problema LQG poderia ser reescrito
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de forma deterministica e mais geral, dando origem ao problema de controle H,. Este
problema recebeu grande atencao da comunidade e diversas solugoes foram apresentadas
[80]. As principais razoes para o desenvolvimento desta teoria sdo: histérica, pois foi um
dos primeiros métodos de sintese de controladores 6timos com solucgao; e pratica, pois este
problema pode ser resolvido utilizando-se métodos computacionais confiaveis e eficientes
[60].

Em paralelo com a teoria Hs, surgiu a teoria de controle H,, no trabalho pioneiro de
G. Zames na década de 80 [135]. Introduzido na forma de um problema de otimizacao
da norma H.,, Zames considerou a minimizacao do efeito de distirbios em sistemas reali-
mentados. Mais tarde, percebeu-se que a norma H,, poderia ser utilizada nao somente na
quantificacao de disturbios, mas também na medida da robustez do modelo face a incer-
tezas. Reconheceu-se assim a norma H,, como uma importante medida de desempenho

do controlador.

Desejando-se uma abordagem mais completa, surgiu a possibilidade de se considerar
os problemas Hy e H, em conjunto, originando o problema de controle robusto misto
Hs/Hso. O critério de desempenho misto Hy/Ho, se popularizou rapidamente, pois for-
nece uma medida bastante representativa da robustez do modelo com relagao a incertezas,

bem como o nivel de influéncia de disturbios nos sinais de saida.

Os conceitos de sistemas incertos e estabilidade quadratica, fundamentais para a
formulacao dos problemas de controle robusto, sao discutidos a seguir. Na seqiiéncia,
apresentam-se os problemas de controle Hs, Hs e, por fim, o problema central deste

trabalho: o problema de controle robusto misto Hs/Hs, em uma abordagem LMI.

3.2 Sistemas Incertos

Em diversos problemas de controle, os dados do problema definido por (2.2) nao sao
totalmente conhecidos, mas incertos. A formulacao necessita entao ser adaptada a estes

problemas sujeitos a incertezas.

A principal motivacao para se considerar as incertezas é que os fendmenos do mundo
real sdo, em geral, bastante complexos (néo lineares, variantes no tempo etc.) e por isso
sao necessarias aproximacoes. Uma maneira elegante de se considerar estes problemas

complexos é formular as aproximacoes como incertezas.

Nos problemas de otimizacao em que os dados do sistema nao sao totalmente conheci-
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dos, a funcao objetivo f(x) depende nao somente do vetor x mas também de um vetor de
incertezas §, que pertence a um conjunto de perturbagoes admissiveis A. Este conjunto

denomina-se conjunto de factibilidade robusta do problema e é definido como

X(A)={z e X | f(z,0) <0,V € A}. (3.1)

O problema de andlise de uma solucao = consiste em identificar se x pertence ao
conjunto de factibilidade robusta do problema. O problema abordado neste trabalho é
um problema de estabilidade robusta, que busca uma solucao = pertencente ao conjunto

X (A). A seguir, apresenta-se o conceito de sistemas incertos.

Seja um sistema dinamico continuo linear e invariante no tempo, sujeito a incertezas

paramétricas, definido pela equacao de estado
@(t) = A(r(t))z(t) + Ba(s(t))u(t), (3.2)

onde z(t) € R™ é o vetor de estado, u(t) € R™ é o vetor de varidveis de controle, A(r(t)) €
R™™ é a matriz dinamica do sistema e r(t) € R CR™ e s(t) € S CR™ sao os vetores
de incertezas paramétricas das matrizes dinamica e de controle, respectivamente. Os
conjuntos S e R sdo compactos e as funcoes r(t) : [0,00) — R e s(t) : [0,00) — S s@o

consideradas mensurdveis no sentido de Lebesgue [35].

As matrizes A(r(t)) e Ba(s(t)) podem ser decompostas utilizando-se as matrizes do

sistema nominal (A, By), quando este é definido, como segue

{ A(r(t)) = A+ AA(r(t)) (3.3)

By(s(t) = By + ABy(s(t)).

onde AA(r(t)) e ABsy(s(t)) correspondem as matrizes de incertezas. Por hipétese, o par

(A, By) ¢é considerado constante e estabilizavel [9].

A maneira como as fungoes r(t) e s(t) sdo definidas caracteriza os diferentes tipos de
incerteza. As hipdteses sobre r(t) e s(t) e sua relagdo com as matrizes A(r) e B(s), para

o caso de incertezas do tipo politopo, sao discutidas na seqiiéncia.

A partir do modelo geral (3.2), considera-se a hipétese de que as componentes dos
vetores de incertezas r(t) € R e s(t) € S sao limitadas superior e inferiormente, como

segue:

(3.4)



3.8 Estabilidade Quadrdtica 41

Os dominios R e S, definidos por (3.4), sao poliedros convexos com N = 2" e M = 2"

vértices, respectivamente.

Com a hipdtese adicional que os elementos das matrizes A(r) e By(s) sdo fungdes
lineares de 7(t) e s(t), (3.4) define também as matrizes “vértices” A; e Byj, i =1,2,..., N,
ej=12,..., M, associadas aos vértices dos poliedros R e S. A este tipo de incerteza
denomina-se incerteza paramétrica do tipo politopo, ou simplesmente, incerteza polito-

pica.
Assim, as matrizes A e By pertencem aos dominios convexos fechados definidos por:

N N
Dy = {AGR”X";A:Z%‘Ai, Z%‘:L 041'20}, (3.5)
1=1

i=1
M M
Dp = {32 ER™™ By =Y BBy, Y Bi=1,0> 0} : (3.6)
j=1 j=1

Com base nas definigdes (3.5) e (3.6), o sistema geral (3.2) sujeito a incertezas poli-

tépicas pode ser descrito como

{ 2(t) = Az(t) + Bou(t)

(3.7)
Ac DA, By € Dp.

Os sistemas considerados neste trabalho sao incertos, invariantes no tempo e descritos

por (3.7), onde as incertezas sao do tipo politopo.

3.3 Estabilidade Quadratica

O sistema (3.2) é quadraticamente estabilizdvel se existe uma lei de controle continua,
funcao do estado, p(e) : R" — R™ com p(0) = 0, uma matriz P simétrica e definida

positiva e uma constante real a > 0 que satisfazem
" [A(r(t))" P + PA(r(t))] x 4+ 22" PBy(s(t))p(z) < —al|z|?, (3.8)
Ve #0eR" Vr(t) e R, Vs(t) € S, Vt.

Pode-se demonstrar que se a inequagao (3.8) é verificada entdao v(x) = 27 Pz é uma
funcao de Lyapunov para o sistema em malha fechada (3.2) que garante a estabilidade
assintotica do ponto de equilibrio x = 0, quaisquer que sejam as incertezas admissiveis.

Assim, o conceito de estabilidade quadratica estabelece que uma mesma funcao quadratica
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de Lyapunov seja valida para todo o dominio de incerteza admissivel. A estabilidade
quadratica é uma condigao suficiente para a estabilidade assintética do sistema incerto

(3.2) [35, 9].

Para o sistema (3.7), o conceito de estabilidade quadratica se reduz a existéncia de

uma matriz P € R™*", simétrica e definida positiva, tal que

ATP £ PA <0 (3.9)
VA e DA,\V/BQ € Dp.

Observando-se a convexidade da inequacao de Lyapunov (3.9) em relacdo a matriz
P, pode-se considerar apenas os vértices do conjunto D, para a analise de estabilidade
quadratica do sistema (3.7). Assim, um sistema sujeito a incertezas do tipo politopo
(3.7) é quadraticamente estavel se e somente se existe uma matriz P € R™*", simétrica e

definida positiva, tal que
ATP+PA; <0,i=1,...,N, (3.10)

onde A; sao as matrizes “vértices” do dominio convexo D 4. Nota-se que (3.10) representa

um conjunto de LMIs facilmente solucionado em P.

3.4 Problema H-

Durante as ultimas décadas, diversas técnicas de analise e sintese de controladores
para sistemas multi-variaveis tém sido estudadas. A interpretacao estocastica da teoria
de controle 6timo Hs, conhecida como teoria de controle linear quadratico Gaussiano
(LQG), é uma das técnicas mais recentes e poderosas que apareceram. Como o controle
LQG possibilitou a sintese de controladores dinamicos multi-varidveis de forma metédica,

a teoria LQG veio a ser denominada teoria de controle étimo moderno [113].

No problema de controle LQG, dado um processo descrito por equagoes de estado,
assume-se que os distirbios e ruidos de medida sao processos estocédsticos Gaussianos com
poténcia e densidade espectral conhecidas. As especificacoes de sintese sao transformadas
em um critério de desempenho quadratico e consistem de algumas variaveis de estado e
sinais de entrada. O objetivo da sintese é minimizar o critério de desempenho utilizando
um controlador por realimentacao de estado ou de saida, garantindo ao mesmo tempo a

estabilidade em malha fechada. A teoria de controle LQG é apresentada a seguir.



3.4 Problema Ha 43

Figura 2: Sistema em malha fechada para otimizacao LQG.

Seja o processo P do sistema representado pela figura 2 e descrita pela equacao de
estado
&(t) = Az(t) + Byws(t) + Baul(t), (3.11)

onde o sinal de distiirbios externos ws(t) corresponde a um ruido branco'. A safda con-

trolada z3(t) e a saida medida y(t) sdo dadas por

Zg(t) = Dggaf(t)
y(t) = Cyx(t) +v(t), (3.12)

onde o ruido branco v(t) representa o ruido do sensor. Assume-se que as matrizes do
sistema possuem dimensoes adequadas e que a lei de controle é dada por u(t) = Ky(t).

O problema de otimizacao quadratica linear Gaussiana é dado por:

Encontrar um controlador K que estabiliza o sistema em malha fechada e minimiza

lim E (23 (t)z(t) +u" (t)u(t)), (3.13)

t—oo

onde E(e) indica a esperanca matemdtica.

Este famoso problema foi amplamente estudado e sua solu¢ao é bem conhecida [5]. Sob
as hipoteses de controlabilidade e observabilidade, o controlador 6timo K ¢ a interconexao
de um filtro de Kalman [80] e a lei de controle de realimentagao de estado. O filtro de
Kalman e a respectiva lei de controle podem ser obtidos através da solucao de duas

equacoes algébricas de Riccati.

Apesar da formulacao do problema de controle LQG e do problema H, serem mate-
maticamente equivalentes, a formulagao deterministica da teoria Hy é preferivel por dois
motivos: a solucao do problema LQG requer certa intimidade com a teoria de proces-

sos estocasticos, sendo que o controle Hy é menos complexo que a teoria LQG; pode-se

'Ruido branco é um sinal aleatério com distribuicdo Gaussiana, média zero, poténcia e densidade
espectral conhecidas.
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Figura 3: Sistema genérico realimentado - caso Has.

considerar que o problema LQG nao ¢é inerentemente estocéstico, uma vez que pode ser

descrito de forma equivalente pela teoria deterministica [113].

O carater estocastico do problema LQG é eliminado quando o mesmo ¢ transformado
no problema “padrao” de controle mostrado na figura 3 e abordado na forma de um

problema de minimizagao da norma Hs do sistema em malha fechada.

Observa-se que a configuracao apresentada na figura 2 é um caso especial daquela na
figura 3, onde G representa o processo generalizado. A entrada ws(t) é composta do sinal
de disttirbio externo wy(t) e do sinal de ruido do sensor v(t). O sinal z5(¢) é formado pelos
sinais de saida controlada z5(t) e de controle u(t). A saida medida é dada por y(t) e u(t)
é o sinal de controle. Ao se redefinir os sinais 2z5(t) e wy(t), tais que

wa(t) ] , (3.14)

v(t)

o sistema da figura 2 se reduz ao sistema da figura 3. O processo generalizado G é descrito

] s ’w2<t) é

pela matriz de transferéncia

Gn G
G — 11 12 7 (315)
G21 G22
onde
DQQ(SI — A)_lBl 0 DQQ(SI — A)—1B2
G(11 = ) G12 = ’
0 0 I (3.16)
G21 = [ Cy(SI — A)ilBl 1 ] , G22 = Cy(SI — A)_IBQ.

Para o sistema realimentado genérico da figura 3, o problema de controle LQG é dado

por:

Encontrar o controlador K que estabilize o sistema em malha fechada e minimize

lim E (23 (t)2(t)) . (3.17)

t—o00
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A saida 2o, na figura 3, pode ser expressa via transformada de Laplace como
29 = Ty (8) W32, (3.18)
onde T,.,,(s) é a matriz de transferéncia em malha fechada dada por

Ty () = G11(8) + Gra(s) (I — K (5)Gaa(s)) ™" K (5)Gar(s). (3.19)

Se wq corresponde aos distirbios externos modelados como ruido branco, com matriz
de intensidade I, e a fungao de transferéncia T,,,,(s) é estavel, entao
1 o
lim E (23 (t)(t)) = 2—tr/ T (=) Ty, (jw)dw. (3.20)

Z2W:
oo T - 2W2

O lado direito dessa expressao corresponde ao quadrado da norma Hs da matriz de

transferéncia estavel T.,,,(s), dada por

1
1 > . . 2
Teslls = (o0 [~ T o) 321

Assim, o problema de otimizacao LQG é tratado como a minimizacao Ho do sistema
em malha fechada descrito por T,,,(s). Pode-se entao redefinir o problema de controle

otimo Hy como:

Encontrar um controlador K tal que a matriz de transferéncia T.,,,(s) do sistema em

malha fechada seja estdvel e possua norma Hse, definida por (3.21), minima.

Diversas solucoes estao disponiveis para o problema de controle Hs. A solugao inicial
do problema H; padrao foi proposta por Doyle, em [43]. O ponto de partida da solugao
apresentada por Doyle [43, 136] é a prépria representacao no espago de estados e resulta

na solucao de duas equacoes algébricas de Riccati.

Desde a solugao inicial, diversas outras solugoes foram propostas por diferentes au-
tores. Hunt, Sebek e Kucera [72] propuseram uma solucao polinomial matricial baseada
em equagoes Diofantinas. Meinsma [90] descreve uma solugao no dominio da freqiiéncia
que utiliza fatoracoes de matrizes polinomiais e matrizes estaveis. Takaba e Katayama
[124] apresentaram uma solugdo por descritores na qual o problema Hy é solucionado
para sistemas descritores com métodos polinomiais. A solucao de Takaba e Katayama
foi estendida por Kwakernaak em [80] e mistura os métodos de descritores e os métodos
polinomiais. Na formulacao LMI, o problema possui solugao geral apenas para o caso por

realimentagao de estado [43]. Scherer [115] apresentou uma solugao na forma de LMIs
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para o problema com realimentacao de saida. Sua solucao, porém, nao é geral, uma vez
que considera apenas controladores de ordem igual ou superior a ordem do processo. Além
disso, todas as solugoes citadas sao validas somente para o caso onde o processo conside-
rado é precisamente conhecido. No caso especifico da solugao proposta por Scherer, apesar
de ser descrita na forma LMI, esta nao permite uma facil adaptagao para o problema com
incertezas, uma vez que as matrizes dindmicas do sistema A e By estao envolvidas na

transformacao utilizada.

Para processos sujeitos a incertezas, porém, o problema H, possui resposta apenas
para casos especificos apresentados na literatura, geralmente calcados em hipdteses res-
tritivas do ponto de vista matemaético. A solugao proposta por realimentacao de estado
apresentada em [43], por exemplo, é facilmente estendida para o caso incerto utilizando-se
o conceito de estabilidade quadratica. Entretanto, uma solucao geral para o problema
de controle robusto Hsy por realimentacao de saida ainda nao foi desenvolvida. Assim,
justifica-se o uso de métodos alternativos na solucao deste problema. A utilizagao de
métodos menos ortodoxos, como os algoritmos evolutivos, permite que algumas hipoteses
sejam desconsideradas, possibilitando-se encontrar melhores solugoes. Esta é uma das

mais importantes motivagoes para o desenvolvimento este trabalho.

O problema de controle Hs por realimentacao de estado, para sistemas precisamente
conhecidos, e sua formulacao LMI é apresentado na seqiiéncia. No capitulo 6, esta teoria

¢ utilizada para a geracao da populagao inicial do algoritmo evolutivo desenvolvido.

Considera-se o processo genérico G, demonstrado na figura 3 e descrito pelas seguintes

equacoes de estado:
onde z(t) € R™ é o vetor de estados, wy(t) € R' é o vetor de distirbios externos, y(t) € R”

é o vetor de saida do sensor, z9(t) € RP? é a saida controlada e u(t) € R™ é o vetor de

controle. Todas as matrizes sao reais com dimensoes apropriadas.

Para uma lei de controle por realimentacao de estado linear u(t) = Kz(t), K € R™*",

a matriz de transferéncia entre z5 e wo é dada por:

Ty (5) = Coy[sI — Ay] 7' By. (3.23)
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Assim, o sistema em malha fechada resultante é descrito pelas equacoes de estado

y(t) = Cya(2),

onde as Ay e Cyy sao dadas por:

Ay = A+ BoK
{ FTATE (3.25)

Cgf - 02 + DQQK.

Assumindo-se que Ay seja assintoticamente estavel, os Gramianos de controlabilidade

L¢ e observabilidade Lo sao definidos, respectivamente, por [28]:

Le = / e'r' B, BTe it dt, (3.26)
0

Lo = / eA?tcgcCQfeAftdt. (3.27)
0

Os Gramianos L¢ e Lo satisfazem as equagoes de Lyapunov

AfLe+ LeA} + BB = 0, (3.28)
A?Lo + LoAf + CQTfCQf =0 (329)

e possuem as seguintes propriedades:

1. Le > 0 se e somente se o par (Af, By) é controlavel;

2. Lo > 0 se e somente se o par (A, Cyy) é observavel.

Assumindo-se, por hipétese, que T,,,(s) seja assintoticamente estével, tem-se que

CgfeAftBl, t Z 0

3.30
0, t<0 ( )

h<t) = ‘C_I{TZW&(S)} = {

T} = [ b0 (Ot

_ / Tt (o (Oana (1)) (331)
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T =[x (BT CE Copetty) (3.32)
0

= / tr (CgfeAftBleeA?tC£c> dt. (3.33)
0

Juntando-se as equagoes (3.32) e (3.33) com as defini¢oes (3.26) e (3.27) dos Gramianos

de observabilidade e controlabilidade tem-se que o calculo da norma Hs é dado por

| Tepus(s)l; = tr (BY LoB) (3.34)
= tr (CgchCgf), (335)

onde L¢ e Lo sao extraidos das equagoes de Lyapunov (3.28) e (3.29).
O problema de controle étimo Hs pode ser reformulado como segue:

Encontrar um controlador K, admissivel e proprio, tal que a matriz de transferéncia
Ty (8) do sistema em malha fechada seja estdvel e possua norma Ha, definida por (3.34)

ou (3.35), minima.

Seja Xy = X7 uma matriz tal que Xy > L.. Com isso, equacio (3.28) torna-se uma

inequacao dada por
ArXo+ XoA7 + BBl < 0 (3.36)
e a equagao (3.34) torna-se

Ty (8)ll; < tr (BY XaBy). (3.37)

Da mesma forma, para a equacio (3.29) e para uma matriz X, = XJ tal que X, > Lo,
a equagao (3.29) torna-se
AT Xy + XoAp 4+ C3Cyp < 0 (3.38)
e a equagao (3.35) resulta em
1T ()] < tr (CoyXaC3y) (3.39)
Introduzindo-se a mudanca de variaveis KW; = W5, onde K ¢é o controlador por

realimentagao de estado, tal que u(t) = Kxz(t) e Xo = Wi, a inequagdo (3.36) torna-se

uma desigualdade matricial linear (LMI) em W; e W, dada por

AW, + Wi AT + BoWa + W' BY + BiBf < 0. (3.40)
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Da mesma forma, a inequagao (3.37) resulta na LMI
||T22w2(5)“; < tr [(Cz + Doy K)W1(Cy + D22K)T] , (3.41)
que equivale a

Ty (8|5 < tr [(CoWi + DosWa) Wy (CoWi + DosWi)'] . (3.42)

Seja uma matriz Wj tal que
Wi > (CoWi + DosWa)Wi H(CoWy + Dy Wa)", (3.43)
entao

T ()l < tr(W5). (3.44)

Aplicando-se o complemento de Schur a inequagao (3.43), obtém-se a seguinte desi-

gualdade matricial linear (LMI):

(3.45)
CoWq + Dy Wy Ws

W, W102T+W2TD2T2] -

Da mesma maneira, a dedugao das LMIs pode ser feita para o Gramiano de observa-
bilidade (equacoes (3.38) e (3.39)) através da troca de varidveis KW, = Ws, Xy = W, *

e Xy > Lo. As LMIs resultantes, para este caso, sao dadas por:

AW, + WL AT + BoWy + WEBT (CoWy + Dy Wo)T
1 1 2VV2 2 2 ( 2VV1 22 2) S 0 (3.46)
CoWi + DyeWs —1I
e
W, BT
s 0. (3.47)
B, W,

O problema Hs pode ser interpretado como um problema de otimizacao em Wy, W5 e
W3, onde a solugao 6tima corresponde & igualdade na equagao (3.44). Na forma de LMIs,

pode-se definir o problema como:

Encontrar as matrizes Wy, Wy e W3 tal que tr(W3) seja minimo e as inequagoes

(3.40) e (3.45) ou (3.46) e (3.47) sejam satisfeitas.

Na forma de um problema de otimizacao LMI, o problema de controle 6timo Hs
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corresponde a
min tr(Ws)
W10, Wa, Ws
sujeito a (3.40) e (3.45) ou (3.46) e (3.47) onde Wy = W[ € R™"™ W, > 0, W, € R™*",
Wy = Wl € R e Wy > 0. Se a solugao 6tima [W;, Wy, W3] para o problema é

(3.48)

encontrada, entao o controlador que minimiza a norma Hs para o sistema na figura 3 é

dado por K = WoW;t e ||H(s)|5 = tr(Ws).

Nesta forma, o problema é convexo, porém nao estritamente, e é facilmente solucio-
nado com a utilizacao de algoritmos de otimizacao especificos, como o método de pontos
interiores [111, 96, 131]. As vantagens de se trabalhar com a formula¢ao LMI sao agrega-

das ao problema que se torna de facil solugao, flexivel e convexo.

Utilizando-se o conceito de estabilidade quadratica, pode-se estender a solucao do pro-
blema de controle H,, descrito por (3.48), para a sintese de controladores para processos
incertos. Com isso, garante-se um limitante superior para a norma H, do sistema incerto

em malha fechada. A solucao para este caso é descrita a seguir.

Seja 0 o processo G, linear, invariante no tempo e sujeito a incertezas paramétricas

do tipo politopo, descrito pelas equagoes de estado:

y(t) = Oy17( )7

onde z(t) € R™ é o vetor de estados, wy(t) € R' é o vetor de disttirbios externos, y(t) € R
é o vetor de saida do sensor, z5(t) € RP? é a saida controlada e u(t) € R™ é o vetor de
controle. Todas as matrizes sao reais com dimensoes apropriadas. Assume-se que A e By

pertencem aos dominios convexos definidos por:

DA_{AGR"X"~ A= Z%Az,za,_1 oz2>0} (3.50)

i=1
N N
DB:{BzéRnxmBQZZﬁJBQJ,Zﬁjzl,ﬁ]ZO} (351)
j=1 =1

Para uma lei de controle por realimentacao de estado linear u(t) = Kz(t), K € R™*",
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o sistema resultante em malha fechada é descrito pelas equagoes de estado:

2 (t) = Cosa(t) (3.52)
y(t) = Cya(t),

onde as Ay e Cyy sao dadas por:

A; = A+ BoK
{ FTATE (3.53)

Cgf - 02 + DQQK.

com A € Dy e By € Dp definidos em (3.88) e (3.89), respectivamente. A matriz de

transferéncia entre zo e wy é dada por:

Ty (5) = Coy[sI — As] ' By. (3.54)

O problema de controle robusto Hy pode entao ser formulado como:

Encontrar um controlador robusto K, admissivel e proprio, que minimize a norma
Hy de HT221U2H27 VAe Dy eVB, € Dg.

Considerando-se a convexidade da estrutura LMI, o conceito de estabilidade qua-
dratica e a notacao da teoria de otimizacao, o problema de controle robusto Hs por

realimentacao de estado pode ser escrito como:

i tr(W:
min r(Ws) (3.55)
Wi=W{'>0, Wa, W3
sujeito a
AWy + WiAT + ByyWo + Wy By, + BiB] < 0, (3.56)
1% W,CT + Wi DL
' R ) (3.57)
Cng + D22W2 WS
ou

AWy + Wi AT 4 ByyWo + Wi By, (CoWy + Dy Wh)T
CoWq + Do Wy -1

] < 0 (3.58)
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W; BT

0, (3.59)
By W

comi=1,2,..,N,j=1,2,..., M. A solucdo 6tima do problema é dada por K = W,oW .

Nesta forma, encontra-se a solucao 6tima para o problema de controle robusto Hs e
a norma resultante representa um custo garantido para o sistema incerto. A formulacao
mais geral deste problema, por realimentacao dinamica de saida, é tratada em conjunto
o problema H,, na segao 3.6. A solugao proposta é formulada com base nos algoritmos

evolutivos e é descrita no capitulo 6.

3.5 Problema H.

Um grande esfor¢o da comunidade cientifica tem sido aplicado no desenvolvimento da
teoria de controle H,,, que trata da sintese de controladores que minimizam a norma H
de uma determinada matriz de transferéncia para sistemas lineares sujeitos a distirbios
desconhecidos e incertezas no modelo. Para um sistema continuo, linear e invariante no
tempo, a norma H,, da matriz de transferéncia corresponde ao maximo valor singular

sobre todas as freqiiéncias.

O problema de controle H,, foi inicialmente formulado por George Zames [135], no
inicio da década de 80, no contexto da reducao da sensibilidade em processos lineares.
Zames o formulou como um problema de otimizacao matematica utilizando o operador
norma H.,. Inicialmente escrito no dominio da freqiiéncia, as principais ferramentas utili-
zadas no desenvolvimento do problema H,, foram a fatoracao espectral, a parametrizacao
de Youla e a teoria de aproximacao. O uso destas ferramentas resultava em um problema

de sintese de controladores H,, 6timos ou sub-6timos complicado e de dimensao elevada.

Os trabalhos que se seguiram, em meados da década de 80, demonstraram, porém, que
a caracterizacao do problema no dominio do tempo resultava na solugao através de equa-
coes algébricas de Riccati. Esta descoberta proporcionou um grande desenvolvimento na
teoria de controle H.,, culminando com as solugoes no espaco de estados que permitiram

a formulacdo de problemas gerais, incluindo processos variantes no tempo [10].

Nas décadas de 70 e 80, o problema foi relacionado com a teoria de jogos dinamicos e
foi abordado na forma de um problema minimaz, onde o objetivo reside na minimizagao
dos disturbios e maximizagao do indice de desempenho adotado [10]. Uma descrigao

aprofundada da teoria H,, pode ser encontrada em [89].
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w
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Figura 4: Sistema genérico realimentado - caso H.

Seja o sistema linear S representado pelo diagrama na figura 4, descrito pelas equagoes
de estado
@(t) = Aypx(t) + B, weo ()
S 2.(t) = C1,2(t) + D11, weo(t) (3.60)
y(t) = Oyfx(t) + Dylfwoo(t)a
onde z(t) € R" é o vetor de estados, u(t) € R™ é o vetor de controle, wy(t) € R' é o
vetor de distirbios externos, y(t) € R? é o vetor de saida do sensor, z,(t) € RP* é a
saida controlada e o sub-indice f indica que as matrizes consideradas estao associadas ao
sistema em malha fechada para uma lei de controle u(t) = Ky(t). Por hipétese, assume-se

que S seja assintoticamente estavel.

Seja T, .. (s) a fungao transferéncia entre a saida z,, e a entrada we. Como, por
hipétese, S é estavel, T, ., (s) é analitica e limitada para todo s € C com parte real

positiva. Ou seja, o valor singular maximo o,,, de 7. (s) é finito para todo s € C

ZooWoo

com Re(s) > 0e T, .. (s) pertencente ao espago Hy. Assim, a norma He, de T, ($)

¢ dada pela equagao (2.13) e pode-se definir o problema de controle 6timo H,, como:

Encontrar um controlador K, racional, proprio e admissivel, tal que a matriz de
transferéncia T, .. (s) seja estdvel e possua norma || T, ... (S)
(2.13).

|, minima, definida por

A relacao entre a norma H,, no dominio do tempo e no dominio da freqiiéncia se da

pelo resultado seguinte, extraido de [117].

Seja T, _w.. () € He a fungao de transferéncia do sistema assintoticamente estavel
S. Para todas as condigbes iniciais 2(0) = g, ws € Lo implica que zo, € Lo € para a

condigao z(0) = 0 é verdade que

| 200 |
1T wn (8) || oo = sUp T2 <
Woo €L2 ||woo||2

Y, (3.61)

onde o lado esquerdo desta equagao é a chamada norma induzida £, do sistema S. Assim,
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pode-se interpretar que, para um sistema estével S dado por (3.60), a norma H,, de sua

funcao transferéncia é o ganho £, do operador entrada-saida associado ao sistema [117].

Este fato resulta em uma relagao simples e estreita entre a norma H,, do sistema
e o Bounded Real Lemma (secao 2.6.4). Desta relacao extrai-se que, se o sistema S é
assintoticamente estével, entdo [|T .. (s)|l,, < 7 se e somente se existir uma matriz

solucao P = PT > 0 que satisfaz a desigualdade matricial

ATP+PA;+ClCy, PBy, +Cl Dy,

B%;P + DﬁfC’lf D{lfDllf — ")/21

0. (3.62)

Com isso, pode-se redefinir o problema de controle étimo H,, como:

Encontrar um controlador K, racional, proprio e admissivel, e uma matriz P, que

dada por v,

satisfacam a desigualdade matricial (3.62), tais que a norma ||T._w..(5)]

seja minima.

Para um sistema com uma entrada e uma saida, no qual somente um valor singular
existe, tem-se que o (T, .. (Jw)) = |Topw. (Jw)|. Assim, o comportamento do valor
singular na freqiiéncia pode ser obtido com o médulo da func¢ao transferéncia senoidal, ou
entao, a partir do gréfico do ganho de T._,,__(s) no diagrama de Bode. Neste diagrama,
a norma He, de T, . (s) corresponde ao valor mais elevado do médulo, identificando

portanto uma medida de pior caso.

Apesar de eficaz na anélise da norma H,, do sistema, a inequacao (3.62) nao é, porém
) ) )
adequada para a sintese. Para isto, s@o necessarias algumas modificagoes algébricas. Ao

se aplicar o complemento de Schur na desigualdade (3.62) obtém-se

ATP +PA;+ Clec*lf

-1 (3.63)
+(PBi, + T Dy, ) (¥1- DY Dy,)  (BLP+DE,Cr,) <0

f

Multiplicando-se ambos os lados da equagao (3.63) por X,, = P~! tem-se

ApXo +XAT + XOOC{ffOleOO
-1
+ (B, + XouCL Dy, ) (471 = DR, Dy, ) (BY, + DG Xo) <0,
(3.64)

Aplicando-se o complemento de Schur em (3.64) tem-se

B%; +Dﬂfcleoo DﬂfDllf —’}/QI
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O lado esquerdo da desigualdade (3.65) equivale a soma

ApXo + XAT By, XooCLCy Xoo XooOF Diy, ] 0 (3.66)
BT 21 DI, G\, X DY Dy,
e (3.66), por sua vez, é idéntico a
AjXa+ X AT By, X CT
T : - oXe Dy, | <0 (3.67)
B1f -1 D11f

Finalmente, aplicando-se o complemento de Schur em (3.67) chega-se a

ApXoo + XAT By, XooCT,

BT —’1 DI, | <0, (3.68)
O, Xoo Du, -1

que é uma desigualdade matricial mais apropriada para a sintese de controladores sujeita
a restricao de norma H.,. Pode-se, assim, redefinir o problema de controle 6timo H,

CO1mo:

Encontrar um controlador K, racional, proprio e admissivel, tal que exista wma matriz
simétrica e definida positiva, Xoo = XL e Xo > 0, que satisfaz a desigualdade matricial

(3.68) e a norma ||T._ .. () dada por vy, seja minima.

||oo7

Este problema pode ser escrito, na forma de um problema de otimizagao, como:

1 3.69
Kelc,)lglolilXoTo>0’y ( )

sujeito a

ApXoo + XAT By, XoCT,

BI 1 DL, | <o, (3.70)
leXOO Dllf _I

onde K representa o conjunto de todos os controladores K que estabilizam o sistema S
(3.60). Diversas solugoes foram apresentadas para o problema (3.69). De forma andloga ao
problema Hs, estas solugoes sao aplicaveis somente no caso precisamente conhecido. Para
os sistemas de controle onde o processo a ser controlado nao é precisamente conhecido,
nao existe solucao geral LMI para a lei de controle de realimentacao de saida. Para o
problema de realimentagao de estado, onde a lei de controle é dada por u(t) = Kxz(t), a
solucao LMI é direta e é dada por uma simples transformacao de varidveis, como no caso

‘Ho, apresentado na se¢ao 3.4. O problema LMI de otimizagao H,, por realimentacao de
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estado, para sistemas precisamente conhecidos, é apresentado na seqiiéncia.

Seja o sistema linear genérico apresentado na figura 4 e descrito pelas equacoes de

estado
(t) = Az(t) + Bywoo(t) + Baul(t)

S8 25(t) = Cra(t) + Dijwes + Digul(t) (3.71)

y(t) = Cya(t) + Dyweo(t),
onde x(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é a entrada de controle, y(t) € RP é a
saida do sensor, z.(t) € RP! é a safda controlada e w.(t) € R é a entrada exdgena.

Todas as matrizes sao reais com dimensoes apropriadas.

O sistema em malha fechada resultante, para uma lei de controle por realimentacao

de estado u(t) = Kxz(t), K € R™*" é descrito pelas equagoes de estado

(t) = Apa(t) + Biwso(t)
Sriq 2e(t) = C1,2(t) + Diweo(t) (3.72)
y(t) = Cya(t) + Dypwe (),

onde as matrizes em malha fechada Ay e C, sao dadas por

A; = A+ BoK
{ FTATE (3.73)

le == Cl —|—D12K.

A equacao (3.68) para o sistema em malha fechada Sy, dado por (3.80), torna-se:

ApXoo + XoAT By X CT,

BT —1 DY | <o. (3.74)
C1, Xoo Dy I

f

Substituindo-se (3.73) em (3.74) e aplicando-se as transformagoes KW, = Wy, X =
Wi e r = ~2, chega-se & LMI resultante:

AW, + Wi AT + ByWo + WIBT B, W,CT + WI DY,

BT 1 D, <0. (3.75)
C1Wi + DyoWs Dy -1

A LMI (3.86) ¢ utilizada na a sintese de controladores 6timos H, por realimentagao

de estado. O problema de controle 6timo H., torna-se:

Encontrar as matrizes Wy e Wy tais que r seja minimo e a LMI (3.86) seja satisfeita.
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Na forma de um problema de otimizacao LMI, o problema de controle 6timo H,, por

realimentacao de estado corresponde a

min 7
(3.76)
W1>0, Wa

sujeito a (3.86) onde Wy = Wl € R™™ W; > 0, Wy € R™". Se a solugao étima
[W1, W5| para o problema é encontrada, entao o controlador por realimentacao de estado
que minimiza a norma H,, para o sistema na figura 4 é dado por K = W,W; ' e a norma

|.. =7 = +/r. Este problema ¢é convexo e

Hoo da fungao 7., (s) é dada por ||T% .. (5)

facilmente solucionado com os métodos de otimizagao LMI.

De forma analoga a apresentada para o problema de controle Hs, a solugao LMI
para o problema H,., pode ser estendida para o caso robusto utilizando-se o conceito de
estabilidade quadratica. Com isso, garante-se um limitante superior para a norma H..,
v, do sistema incerto em malha fechada. A solucao para o problema de controle robusto
‘Hs por realimentagao de estado, utilizando-se o conceito de estabilidade quadrética, é

descrita a seguir.

Seja o sistema linear, invariante no tempo e sujeito a incertezas do tipo politopo,

descrito pelas equagoes de estado:
&(t) = Az(t) + Bywao(t) + Bau(t)
y(t) = Cya(t) + Dypweo(t),

onde z(t) € R™ é o vetor de estados, u(t) € R™ é a entrada de controle, y(t) € R? é a
saida do sensor, z,.(t) € RP! é a saida controlada e w.,(t) € R" é a entrada exégena.
Todas as matrizes sao reais com dimensoes apropriadas. Assume-se que as matrizes A e

Bs pertencem aos dominios convexos definidos por:

N N
DA:{AERnxnfA:ZOQ‘AZ‘,ZOZZ‘:]_,OQZO}, (378)

=1 i=1
N N
j=1 j=1

Para uma lei de controle por realimentacao de estado linear u(t) = Kz(t), K € R™*",
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o sistema resultante em malha fechada é descrito pelas equagoes de estado:

(t) = Apx(t) + Biwso(t)
Spi 4 zeolt) = Cra(t) + Dijwa(t) (3.80)
y(t) = ny(t) + Dylwm<t>a

onde as Ay e Cy sao dadas por:

Ay = A+ BK
{ FTATE (3.81)

le == 01 + DHK.

com A € Dy e By € Dp definidos em (3.88) e (3.89), respectivamente. A matriz de

transferéncia de z,, para ws, ¢ dada por:

T.

Zoo Woo

(S) = le [SI - Af]_lBl + DH. (382)

Define-se o problema de controle robusto 6timo H, por realimentacao de estado como:

Encontrar um controlador robusto K, admissivel e proprio, que minimize a norma
Hoo, ”Tz =7, VAEDA GVBQ EDB.

Considerando-se a convexidade da estrutura LMI, o conceito de estabilidade qua-
dratica e a notacao da teoria de otimizacao, o problema de controle robusto H., por

realimentacao de estado pode ser formulado como:

min T

(3.83)
W1>0, Wa
sujeito a
AWy + Wi AT + By, W + WQTBZ; B, Wyl +wWIDL
BT —rl Df <0. (3.84)

C1Wi + Do Wy Dy, —1I

onde Wy = Wl e R W, >0, Wo e R y=\/rei=1,2,..,N,j=12,...M. A

solucdo Gtima deste problema é dada por K = Wyl !,

Em diversos casos, porém, buscam-se otimizar outros critérios de desempenho do
controlador, como por exemplo a norma Hs, considerando-se um limite superior admissivel
para a norma H,, 7. Para estes casos, define-se o problema de controle robusto sub-6timo

‘Hoo por realimentacao de estado como:

Encontrar um controlador robusto K, admissivel e proprio, que satisfaca a condi¢ao
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<7, para um dado limite superior v e VA € Dy e VBy € Dp.

de norma Heo, ||T%

Na forma LMI, este problema pode é descrito como:

encontrar Wi, Wy

(3.85)
W1>0, Wa
tal que
AWy + Wi AT + By, Wy + WIBL B,  W,CT +WIDY,
BT ) Dn, <0. (3.86)

CiWh + Do Wy Dy, —I

onde W) = Wl e RV Wy >0, Wo e R™" e i =1,2,..,N, j=1,2,.... M. Para este
problema, 7 é conhecido e representa um limite superior para a norma H.,. O controlador,

solucdo do problema, é dado por K = WyW; *.

A exemplo do caso Hs, descrito na secao 3.4, apenas o problema de controle H,, por
realimentacao de estado foi descrito, pois apresenta solucao matematica LMI. A formu-
lacao geral do problema para realimentacao dinamica de saida é tratada na secao 3.6 em
conjunto com o problema Hsy. A solugdo proposta para o problema geral é formulada

através dos algoritmos evolutivos e esta descrita no capitulo 5.

3.6 Problema de Controle Robusto Misto Hs/Hoo
Sujeito a D—estabilidade

Esta secao apresenta o problema foco deste trabalho. Consideram-se processos linea-
res, invariantes no tempo e sujeitos a incertezas paramétricas do tipo politopo. Assume-se
a lei de controle de realimentacao dinamica de saida e a ordem do controlador é definida a
priori, podendo ser completa ou reduzida. A formulacao deste problema considera a mi-
nimizacao da norma H, com uma restricao de norma H,, como critérios de desempenho.
Além disso, admitem-se restrigoes de alocacao de pélos, responsaveis por garantir um de-
sempenho satisfatorio em regime transitorio para o sistema em malha fechada. Embora
se considere uma matriz de Lyapunov comum para o dominio de incerteza do problema,
a formulagao apresentada nesta secao nao pressupoe a mesma matriz de Lyapunov para
todas as restrigoes do problema. Este fato libera parcialmente a restricao imposta pelo
conceito de estabilidade quadratica e permite um espaco de busca mais amplo, podendo-se
encontrar melhores resultados. O problema de controle robusto misto Hy/Ho sujeito a

D—estabilidade é descrito a seguir.
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Figura 5: Sistema genérico realimentado - caso Ha/Hoo.

Seja o sistema S apresentado na figura 5 e descrito pelas equagoes de estado:

( 3(t)= Az(t)+ By, ws(t)+ B we(t)+ Bou(t)
g. Zoo(t)= Cr2(t)+ D11, we(t)+ D11 Woo (t)+D12u(t) (3.87)
Zg(t): ng(t)+D21mwoo(t) + DggU(t)

y(t) = C2(t)+Dyrweol2),

\

com u(t) = Ky(t), onde z(t) € R" é o vetor de estados, u(t) € R™ é a entrada de controle,
y(t) € RP é a saida do sensor, z.(t) € RP! e zy(t) € RP? sdo as saidas controladas e
Weo(t) € R e wy(t) € R2 sdo entradas exégenas. Todas as matrizes sdo reais com
dimensoes apropriadas. Assume-se que A e By pertencem aos dominios de incerteza

convexos definidos por:

N N
DA:{AE]R"X":A:ZaiAi,Zaizl,aizo}, (3.88)

i=1 =1
N N
DB:{BQERnme BQZZﬁjBQj,Zﬁj:].,ﬁjZO}. (389)
p= =1

Considera-se que todos os pares (A, By) e (Cy, A) sao estabilizdveis e detectaveis,
respectivamente. Seja o controlador por realimentacao de saida L, linear, dinamico e

invariante no tempo, descrito pelas equacoes:

I { n(t) = Agn(t) + Bry(t) (3.90)

u(t) = Crn(t) + Dry(t),

onde Ay € R"*" Nesta abordagem, o controlador pode ser de ordem reduzida (n. < n)
ou de ordem completa (n. > n). A ordem n. é fixa e dada a priori. Tanto S quanto L

sao racionais e proprios.

Com o controlador L definido por (3.90), o sistema resultante em malha fechada na
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figura 5 é dado por:
2p(t)= Apas(t)+Bipwa(t)+ By, weo(t)
Zoo(t)= Crpy(t)+Di1pwa(t)+ D1 g woo(t) (3.91)
2(t)= Copy(t)+Dary, weo(t)
| y(8) = Cpar(t)+Dyrp woo(t),
onde
A+ BQDKCy BQCK B12
Af = ’ 1fa — )
BxC, Ax 0
Bi_ + ByDyg Dy
By, = ZoR yf—|:0 0}
Bk Dy
Cig = | Cit DaDkC, DuCr |, i=1.2, (3.92)
Diy., = [ Di1, + DDy Dy, } ,1=1,2,
D11f2 = [‘D112] )
com A € Dy e By € Dg definidos em (3.88) e (3.89), respectivamente.
O sistema (3.87) pode ser reescrito como:
[ p(t)=Any(t)+ Bryws ()4 Brwse(£) + Byus (1)
Zoo(t) 27 (£)+ D11, ws (8)+Di1., woo (t) + Digus(1)
2(t)=Cox ( )+ Da1, Weo(t) + Dzzus(t) (3.93)
ys(t) = Cys () + Dy weo (1)
\ ( ) Cyfxf( )+Dy1foow00(t)7
onde
(40 _ B,
= ) 1, = , 1 =2,00,
0 Oncxnc 0
- By 0
By=|"" , (3.94)
0 Incxnc
CZZ[CZ 0:|, Ei2:|:D12 0:|,Z:1,2,
~ C, 0 - D
Cy - ! ) Dyl = o ’
0 ILixn, 0
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e a lei de controle investigada torna-se us(t) = Lxys(t), onde

D C
LK:[ k Uk

e Rmtne)x(pin), (3.95)
BK AK

Assim, o problema de realimentacao dinamica de saida pode ser tratado como um

problema de realimentacao estatica de saida.

Definindo-se T, ($) como a matriz de transferéncia em malha fechada entre wy, €

Zoo € Thyuy(S) entre wy e 2y, tem-se:

TZoowoo<S) = (él + DlgLKCN’y)[SI — (A + BQLKéy)]il
(BL,O + B2LKDy1) + (D11, + DlQLKDyloo)a
Tz2w2 (8) = (02+b22LKéy)[SI — (A + BQLKCYy)]_I

(B12 + BQLKDy1>.

(3.96)

Considera-se uma regiao genérica de D—estabilidade Mp(A, Xp) dada pela equagao
(2.33). O problema de controle robusto misto Hs/H, sujeito & D—estabilidade, pode

ser formulado como:

Encontrar um controlador robusto Ly, admissivel, proprio e D-estdvel, que minimize

< 7, para um

a norma Hy de ||Tupw, |y sujeito a restrigao de norma Ha de ||T

dado limite da norma He v, VA € Dy e VBy € Dp.

Lembra-se que a matriz de transferéncia 7,,,, (s) é estritamente prépria. E importante
observar que a restricao de norma H,, mantém o sistema internamente estavel para todo

o conjunto de incertezas (VA € Dy e VBy € Dp).

Utilizando-se a notagao da teoria de otimizacao e o conteido apresentado nas se-
goes 3.4 e 3.5, o problema de controle robusto misto Hsy/H., restrito, ou seja, sujeito a

D—estabilidade, resultante, ¢ dado por:

min tr(Coy X2C35) (3.97)

X2>0,X06>0,Xp>0,Lg

sujeito a:
ApXs + X5 AT + By, B, <0, (3.98)
ApXoo + XooAT By, XoCfp
BY, -1 DI, | <0, (3.99)
CryXoo Dy, —1
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Mp(A, X) = |t,sXp + T0sAp Xp + 7, XpAT | <0,1< 1,5 < g, (3.100)

onde

Ay = Aj+ By;LiC,

By, = By + ByLgDy,

Ciy = Cy+ DyLgC,

Duy., = DyLgD, ., (3.101)

comi=1,2.. N, j=12,..,Met.e 7.5 definidos em (2.32).

O critério de desempenho apresentado considera um limite superior 6timo para o
desempenho H,, sujeito a restricao de norma H., e as restricoes de alocacao de pdlos.
Este problema misto é um problema de otimizagao matricial bi-linear (BMI). As solugoes
para problemas BMI nao sao triviais e apenas problemas bastante especificos possuem
solucoes diretas, como a solucao para o caso de realimentacao de estado apresentado nas
secoes 3.4 e 3.5. Observa-se, porém, que apesar deste problema nao ser conjuntamente
convexo nas variaveis (Xq, X, Xp, Lg ), é convexo para um controlador dado Ly ou para
matrizes de Lyapunov (Xs, X, Xp) conhecidas. Este fato serd explorado na solu¢ao do

problema proposta no capitulo 5.

Nesta forma, a hipdtese de matrizes de Lyapunov comuns, X, = X, = Xp, nao é
considerada. Relaxando-se esta restricao, aumenta-se o espaco de busca, permitindo-se
melhores solugoes. Na troca de varidveis introduzida em [115], utilizando-se as matrizes R
e S, as matrizes A e By do sistema sao utilizadas, gerando limitagoes para a extensao de tal
resultado para a sintese de controle para processos com incertezas politépicas. Relaxando
estas hipdteses, a sintese de controladores, tanto de ordem reduzida quanto completa,

pode ser considerada em uma estrutura tnica através desta abordagem.

3.7 Conclusao

Este capitulo apresentou a definicao de sistemas incertos e o conceito de incertezas
paramétricas do tipo politopo, aos quais os processos estudados neste trabalho estao
sujeitos. O conceito de estabilidade quadratica é simples e permite o tratamento direto das
incertezas politdpicas, através da solugao de um conjunto de LMIs. A principal limitacao
da utilizacao deste conceito ¢ a imposicao de uma matriz comum de Lyapunov tanto

para o dominio de incerteza quanto para as diferentes restrigoes do problema, tornando a
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abordagem restritiva.

As solugoes LMI dos problemas Hs e H,, apresentadas, para o caso de realimentagao
de estado, formam a base da solucao proposta para o problema de controle robusto misto
Hs/Hoo restrito, descrita no capitulo 5. A motivagao principal para este trabalho reside
no parcial relaxamento da hipotese de estabilidade quadratica, admitindo-se matrizes de

Lyapunov diferentes para cada restricao do problema.
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4 Algoritmos Evolutivos

Neste capitulo sao descritos os fundamentos dos Algoritmos Evolutivos (AEs) com
énfase nos Algoritmos Genéticos (AGs), na Evolucao Diferencial (ED) e no algoritmo
de Salomon. Na secao 4.1, uma breve evolugao historica dos AEs, como ferramentas de
otimizacao, é apresentada. Na secao 4.2, os algoritmos genéticos sao estudados. A abor-
dagem de Michalewicz é apresentada na secao 4.3. Os algoritmos de Evolugao Diferencial
e de Salomon sao descritos nas secoes 4.4 e 4.5, respectivamente. A secao 4.6 ressalta os

principais aspectos deste capitulo.

4.1 Introducao

A Computagao Evolutiva (CE), ramo da computagao no qual os algoritmos evolutivos
estao inseridos, teve seu inicio na década de 60. Entretanto, a maioria dos trabalhos nesta
area permaneceu desconhecida por mais de uma década, devido a limitada capacidade
computacional entdo existente. Entre os autores pioneiros citam-se Bremermann [18],

Friedberg [52, 53] e Box [16].

A evolugao tecnoldgica da década de 70 permitiu que os trabalhos de Holland [69] e Fo-
gel [49] iniciassem uma lenta revolucdo na computagao evolutiva. Desde ent@o, observou-se
um crescimento exponencial no nimero de publicagoes na area, fato que demonstra sua

relevancia nao s6 académica, mas também prética [23].

Muito mais abrangente do que um conjunto de algoritmos estabelecidos e prontos para
serem utilizados, a CE apresenta conceitos para a resolugao de problemas. Sua principal
aplicagao sao problemas complexos de otimizacao, pois os conceitos da CE sao flexiveis
e podem ser adaptados a problemas das mais diversas naturezas. Esta flexibilidade é

demonstrada nos exemplos apresentados em [20, 11], que vao da arte a biologia.

O principio dos algoritmos evolutivos é a evolucao biolégica, processo natural respon-

savel pelo surgimento de espécies extremamente complexas e bem adaptadas. De forma
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simples, a evolucao é o resultado da interacao entre espécies e seu meio, que resulta na
troca e na evolugao das suas informacoes genéticas. O conceito fundamental da evolugao
através da selecao natural foi inicialmente estudado por Charles Darwin em seu trabalho
pioneiro “A origem das espécies” [34]. A interagdo genética e a transmissao hereditdria
das caracteristicas das espécies tiveram sua origem nos estudos de Johann Gregor Mendel,
que formulou as famosas leis da genética de Mendel. A mecanica bésica da evolugao é
formada pelo conjunto selegdo natural, procriacao e adaptagao (ou mutagao). A selegao
natural garante maior probabilidade de sobrevivéncia aos individuos mais aptos a superar
as dificuldades ambientais. A troca de informacoes genéticas entre os diferentes individuos
se da através da procriagao, que possibilita a perpetuacao das caracteristicas genéticas
dos individuos mais aptos. As mutagoes sao modificagoes aleatorias no cdédigo genético do
individuo e acontecem pela influéncia de fatores ambientais. Estas mutagoes permitem a

evolugao do codigo genético, adaptando o individuo a adversidades do seu meio.

Estes conceitos biologicos foram, analogamente, aplicados na solugao de problemas
computacionais complexos. A idéia subjacente é gerar um conjunto de soluc¢oes iniciais
para o problema (populagao inicial) e evolui-lo através de mecanismos computacionais

paralelos a evolucao natural das espécies.

Na biologia, todas as caracteristicas do individuo, seu fenétipo, estao contidas no seu
codigo genético, ou gendtipo, formado pelo dcido desoxirribonucléico (DNA). A mesma
idéia pode ser aplicada na computacao. Assim, para se evoluir computacionalmente as
solugoes de um problema, os fendtipos, estas sao codificadas formando-se um “coddigo

e - " . . "
genético” de cada solugdo, ou seu gendtipo. A evolucao acontece através do gendtipo das

solugoes, na CE, também denominados cromossomos.

A aptidao em sobreviver é medida na biologia por uma série de fatores que tornam
o individuo mais apto a superar as dificuldades ambientais. Na computacao evolutiva, a
aptidao de um cromossomo corresponde a medida de quao boa cada solugao é para deter-
minado problema. Desta forma, a aptidao de cada solucao da populacao corresponde, em

geral, a avaliacao das funcoes as quais se deseja otimizar, denominadas fungoes objetivo.

A exemplo da biologia, a procriacao dos individuos é computacionalmente efetuada
através de métodos de cruzamento (ou recombinagao!) t inf 0 1-
¢ao' ), que trocam informacoes gera

mente entre duas solucoes distintas. Na adaptacao ou mutacao, a informagcao das solugoes

'Em geral, o termo cruzamento indica a utilizacdo da representacio binaria dos individuos. O termo
recombinacao é preferivel para as abordagens que utilizam representagoes em nimeros reais. Neste
trabalho, adota-se este padrao, com excecao para o algoritmo de Michalewicz, que é apresentado na segao
4.3 e possui nomenclatura propria.
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é arbitrariamente modificada, como na mutacao genética bioldgica.

A estrutura geral dos algoritmos evolutivos é dada pela seqiiéncia de passos:

1. gerar a populagao inicial;

2. selecionar heuristicamente alguns individuos da populacgao;
3. efetuar o cruzamento (ou recombinagao);

4. efetuar a mutacao;

5. atualizar a populagao através de regras de substituicao dos individuos selecionados

pelos individuos recém gerados;

6. retornar ao passo 2 até que um critério de parada seja alcancado.

A cada iteragao do algoritmo da-se o nome de geragao. Os métodos de selegao, recom-
binagao (ou cruzamento), mutacdo e as regras de substituigdo variam entre os diferentes
algoritmos evolutivos existentes. O conceito geral discutido nao sofre, porém, modifica-
¢oes significativas. A geracao da populacao inicial é variada e dependente do problema.

Em muitos casos a geragao aleatéria dos individuos da populacao inicial é suficiente.

Os AEs sao fundamentalmente métodos heuristicos e nao deterministicos de busca
global. Pela caracteristica probabilistica dos AEs, suas aplicacbes concentram-se em pro-
blemas de dificil solucao, nos quais métodos deterministicos de busca falham ou produzem
solucoes insatisfatorias. As principais diferencas entre os AEs e os métodos de busca clas-

sicos e deterministicos, geralmente baseados em informacoes de gradiente, sao:

e 0s AEs realizam a busca a partir de um conjunto de pontos, a populacao, e nao a

partir de um tnico ponto;

e 0os AEs utilizam somente a funcao objetivo como informacao para a busca, nao

necessitando de informagoes adicionais como o calculo da sua derivada ou hessiana;

e os AEs utilizam regras de transicao probabilisticas.

Atualmente, a teoria dos AEs é composta de trés abordagens que se relacionam
intimamente, mas que foram desenvolvidas independentemente: os Algoritmos Genéticos,
a Programacao Evolutiva e as Estratégias Evolutivas [24, 20, 23, 21]. Neste trabalho, o
foco de atencao sao os AGs, uma variante especifica de Evolugao Diferencial e o algoritmo
Hibrido de Salomon.



4.2 Algoritmos Genéticos 68

4.2 Algoritmos Genéticos

Os Algoritmos Genéticos estao provavelmente entre os mais difundidos algoritmos da
Computacao Evolutiva. Recebem grande atengao, tanto da comunidade cientifica quanto
prética, pela sua simplicidade e amplo horizonte de aplicagao. Os trabalhos predecessores
dos atuais AGs foram desenvolvidos por Fraser, um bidlogo que buscava simular o processo

de evolugao, como sumariza Goldberg em [61] e cita Bick em [20].

A estrutura moderna dos AGs foi inicialmente proposta por Holland [70] em seu
trabalho pioneiro na Universidade de Michigan. Psicdlogo e cientista da computacao,
Holland reuniu no seu livro todo o trabalho sobre planos adaptativos e reprodutivos,

marcando o inicio de praticamente todas as aplicagoes e implementacoes dos AGs.

O aumento da capacidade computacional na década de 80 permitiu um proeminente
impulso no desenvolvimento dos AGs, que passaram a receber atencao nao sé do meio
académico, mas também das industrias. As principais razoes para este vertiginoso cres-
cimento da utilizacao dos AGs sao sua facilidade de implementagao e eficacia na solugao
de problemas complexos. Além disso, os AGs, ao contrario dos métodos de busca de-
terministicos, nao pressupoem quaisquer hipdteses restritivas no espaco de busca, como

diferenciabilidade, continuidade, convexidade etc.

Conforme a estrutura geral dos algoritmos evolutivos, a idéia béasica dos AGs consiste
em: partindo de um conjunto inicial de solugoes, ou populagao inicial, evolui-las através
de mecanismos andlogos a reprodugao biolégica (recombinagao e mutagdo) até que uma
solucao satisfatéria seja encontrada. A figura 6 apresenta o fluxograma de um algoritmo

genético béasico.

Do grupo de AEs, os AGs sao provavelmente aqueles que mais se aproximam da
evolugao biolégica [20]. A proposicao inicial de Holland utiliza a representagao bindria
(ou canoénica) de cada solugao como forma de codificacao. Assim, cada solugdo numérica
do problema, o individuo ou fenétipo, é representado por um conjunto de bits que carrega
sua informacao genética, o genotipo, a exemplo do DNA para os seres vivos. Por analogia
a biologia, na computagao evolutiva utilizam-se também os termos cromossomo para a
codificacao da solugao, e genes para os bits componentes do cromossomo. Uma funcao
de avaliagdo da aptidao (ou simplesmente fungao aptidao) positiva é utilizada para se
mensurar e se comparar os individuos da populacao, identificando-se aqueles “mais aptos”

para a solucao do problema.

A populacao inicial de cromossomos é geralmente gerada de forma aleatéria dentro
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Figura 6: Fluxograma de um algoritmo genético béasico.

do dominio de busca do algoritmo. O tamanho da populacao utilizada pode variar entre
problemas, embora exista um certo consenso quanto ao nimero razoavel de individuos.
Geralmente, consideram-se 30 elementos uma populagao pequena, 100 elementos uma po-
pulagdo grande e valores entre 70 e 100 suficientes para a maioria dos problemas [120, 85].
A partir da populacao inicial, a cada geracao, uma populacao derivada é criada a partir
da populacao atual, através da aplicacao dos operadores genéticos: selecao, recombinacao
e mutagao. Neste processo, um subconjunto da populagao é selecionado através de regras
especificas e os seus individuos sao recombinados para a criacao dos novos individuos,

seguindo o esquema bésico de um AE apresentado na secao 4.1.

O mecanismo de selecao mais conhecido é o algoritmo da roleta. Nesse algoritmo,
cada individuo da populacao recebe uma probabilidade de ser selecionado diretamente
proporcional ao valor da respectiva funcao aptidao. Assim, respeitando-se as regras da
selecao natural de Darwin, quanto “melhor” for o individuo, ou mais elevado for o valor da
sua funcao aptidao, maior a sua probabilidade de ser escolhido para sofrer o cruzamento
e a mutacao. Existem diversas outras maneiras de se efetuar a selecao, preservando-se
as caracteristicas da selecao natural, porém cada qual com suas peculiaridades. Uma

descrigao resumida dos principais métodos utilizados encontra-se na segao 4.2.3.

Apoés a selecao dos individuos, o operador de cruzamento é responsavel pelo intercam-
bio de material genético entre as diferentes solugoes. No algoritmo proposto por Holland,
o cruzamento é efetuado através da permutacao das cadeias binarias de duas solucoes, a
partir de um ponto de corte, e gera dois novos individuos, como ilustrado na figura 7. Ao
cruzamento é atribuido uma probabilidade de ocorréncia p.. Esta probabilidade indica o

percentual de elementos da populacao aos quais o cruzamento sera aplicado. Na pratica,
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Figura 7: Diagrama do cruzamento.
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Figura 8: Diagrama da mutagcao.

recomenda-se probabilidade de cruzamento 0,9 para populagoes grandes (100 elementos)

e 0,6 para populagoes pequenas (30 elementos) [85, 120].

A ultima fase da geracao é a mutacao, que é aplicada individualmente a cada elemento
apoés a recombinacao. Este operador modifica o cromossomo através da inversao de um bit
selecionado aleatoriamente, gerando um novo individuo. A mutagao também ¢é atribuida
uma probabilidade de ocorréncia p,,, que indica o percentual dos individuos selecionados
que sofrera mutacao. Os valores tipicos de probabilidade de mutacao, encontrados na
literatura, variam entre 0,01 para populagdes pequenas (30 elementos) e 0,001 para po-
pulagoes grandes (100 elementos) [85, 120]. O mecanismo clédssico de mutagao, proposto

por Holland, é ilustrado na figura 8.

Apos aplicados os operadores de selecao, cruzamento e mutagao, os elementos novos
sao reinseridos na populagao através de uma regra definida. Em geral substitui-se os
individuos geradores e o processo é reiniciado, repetindo-o até que um critério de parada
seja alcancado. A regra de parada pode variar desde um niimero maximo de geracoes até

um valor limite para o desvio padrao dos valores da fungao aptidao na populacao.

Os parametros do algoritmo, como o nimero de individuos N da populacao, a pro-
babilidade de cruzamento p. e a probabilidade de mutagao p,,, nao sao de facil escolha.
A natureza do problema tem grande influéncia nestes parametros e nao existem regras

deterministicas para sua selegao. Os valores observados na literatura mencionados ante-
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riormente podem ser uma boa escolha inicial. Alguns ajustes sao, em geral, necessarios.

4.2.1 Representacao

A codificacao binaria para o genotipo de cada individuo, inicialmente proposta por
Holland [70], é o mecanismo de codificagdo mais utilizado, devido & sua simplicidade de
conversao. As desvantagens dessa estratégia sao o custo computacional extra de codifica-

¢ao e decodificacao e a dificuldade de operacao com pontos flutuantes.

Michalewicz [93, 91] prop6s uma alternativa ao método classico, utilizando direta-
mente a codificacao em valores reais. Assim, para um problema mono-variavel, o fenétipo
e o genodtipo de cada solugao se confundem, nao sendo necessarias as etapas de codificacao
e decodificacao. Além disso, para problemas numéricos, o tratamento direto através de
nimeros reais nao introduz erros de conversao e discretizacao associados ao problema de

codificacao e decodificagao.

Nao existe consenso quanto a melhor forma de representacao dos individuos. Por
possuir um tratamento mais direto, a abordagem de Michalewicz [91], detalhada na se-
¢ao 4.3, serd utilizada neste trabalho. As elevadas dimensao e precisao necessarias nos

cromossomos do problema estudado dificultam a utilizacao da representacao canonica.

4.2.2 Funcao Objetivo e Funcao Aptidao

A fungao objetivo é a funcao para a qual procura-se a solugao étima. A funcao objetivo
varia de problema para problema e pode possuir caracteristicas extremamente nao-lineares
influenciando diretamente no funcionamento do AG. Para garantir a uniformidade e a fle-
xibilidade do algoritmo para qualquer funcao objetivo, esta funcao é, em geral, escalonada
de forma a possuir uma variacao linear entre dois extremos positivos, geralmente 0 e 1. A
funcao resultante desse escalonamento, denominada funcao aptidao (ou no inglés fitness
function) do elemento x, representada por apt(x), é utilizada diretamente na avalia¢do

dos individuos pelo algoritmo.

O melhor escalonamento da fungao objetivo constitui um processo critico na solucao
do problema, uma vez que uma funcao objetivo mal escalonada pode gerar individuos
“muito fortes”, ou seja, com aptidao muito acima da média da populagao. Este fato, em
conjunto com a escolha inadequada do método de sele¢cao, pode ocasionar a convergéncia

prematura da populagao, fenomeno detalhado na préxima secao.
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4.2.3 Selecao

O mecanismo de sele¢ao possui um papel determinante na convergéncia do algoritmo,
pois é responsavel por garantir a sobrevivéncia dos individuos mais aptos sem permitir que
uma Unica solu¢ao domine a populagao. O principio da selegao é, através de uma regra
especifica, priorizar os individuos “mais aptos” da populacao na escolha de quais deles
passarao pela reproducao. A regra mais direta é atribuir uma probabilidade de selecao
diretamente proporcional ao valor da funcao aptidao. Este processo é denominado selecao

por roleta [120].

Quando a funcao objetivo é nao-linear e dificil de ser adequadamente escalonada, a
evolugao do algoritmo pode gerar um individuo com aptidao muito elevada em comparacao
com a média da populacao. Quando isso acontece, o método de selecao por roleta prioriza
este individuo proporcionalmente, atribuindo-o uma probabilidade de selecao muito maior
do que para os outros elementos da populagao. Com isso, este mesmo individuo é sempre
escolhido para a reproducao e sua informacao genética domina a populacao. Este fato é
indesejavel, pois nestes casos, a diversidade da populacao se reduz em poucas geragoes. A
este fenomeno denomina-se convergéncia prematura, pois o algoritmo converge a popula-
¢ao para uma unica solug¢ao em poucas geragoes e esta solugao, em geral, nao é a solucao

6tima do problema.

Pode-se contornar o problema de convergéncia prematura do algoritmo através da
escolha de outro mecanismo de selecao que nao o da roleta. Um mecanismo bastante
difundido é a selecao por rank. Neste mecanismo, ordenam-se os elementos através dos
valores da funcao aptidao de maneira crescente. A seguir, a cada individuo é atribuida uma
posicao no rank, sendo que para uma populacao com N individuos, o menos apto recebe 1
e 0 mais apto, o valor N. A probabilidade de selecao é aplicada proporcionalmente a essa
posi¢ao no rank. Assim, mesmo que a funcao aptidao seja mal escalonada, a diferenca de
probabilidade de selecao entre o individuo mais apto e o menos apto nao excede o fator
N. A tabela 1 apresenta um exemplo da diferenca entre os algoritmos de sele¢ao por
roleta e por rank. A populacao do exemplo possui 5 individuos e o objetivo é minimizar
a funcio f(r) = 2%, Vx > 0. Observa-se que, neste caso, quando se utiliza o método de
selecao por roleta, a probabilidade de selecao atribuida ao individuo x; é muito superior a
probabilidade média dos outros individuos da populagao, o que pode causar a convergeéncia
prematura. Quando, porém, se utiliza o método de selecao por rank, observa-se que as
probabilidades dos diferentes individuos Py, (x;) sdo mais bem distribuidas, evitando-se

a convergéncia da populacao para o elemento .
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Tabela 1: Exemplo de algoritmos de selegao.

’ ‘ apt($7a) ‘ Proleta(xi) ‘ Valor do rank ‘ Prank:(xi) ‘

x| 4,04 | 96,75% 5 33,33%
7o | 30454 | 1,28% 1 26,67%
75 | 431,68 | 0,90% 3 20,00%
74 | 623,72 | 0,63% 2 13,33%
75 | 890,23 | 0,44% 1 6,67%

Além da selecao por rank, pode-se selecionar os individuos por torneio. Este meca-
nismo se da através de N selecoes prévias aleatérias de Ny individuos da populagao, onde
N7p é uma parcela de N que corresponde ao numero de elementos na populagao. De cada
um dos N subconjuntos aleatorios da populacao seleciona-se o individuo mais apto dentre
os Np individuos. O conjunto resultante forma a populacao de individuos selecionados.
Este processo, por sua caracteristica aleatoria na selecao das sub-populacoes de tamanho
Nr, é, como a selecao por rank, mais eficaz no contorno do problema de convergéncia
prematura. A desvantagem da utilizacao da selecao por torneio, em comparagao com a
sele¢ao por rank, ¢ a escolha do tamanho do torneio Np. Este ¢ um parametro de projeto

e sua melhor selecao depende do problema abordado.

4.2.4 Probabilidades de Cruzamento e Mutacao

A escolha das probabilidades ou taxas de cruzamento p. e de mutagao p,, é uma
tarefa bastante delicada. Nao existe uma regra deterministica para a escolha destes va-
lores. Observa-se que um aumento excessivo na taxa de recombinagao eleva a troca de
informagoes entre os bons individuos, porém também eleva a “quebra” ou deterioracao dos
mesmos. Por outro lado, um aumento excessivo na taxa de mutacgao transforma o processo
de busca em um método puramente estocastico. Alguns dos métodos, como descrito em
[85], sugerem taxas varidveis de probabilidade ao longo das geragoes. A justificativa reside
no fato de que a medida em que a populacao converge para um sub-espago do espaco de
busca, uma taxa de mutacao elevada aliada a uma reduzida taxa de recombinacao pode
transportar o algoritmo para outro sub-espaco mais proximo do 6timo global da fungao,

evitando assim sua convergéncia prematura.

Como citado na introdugao deste capitulo, em geral, recomendam-se probabilidades
de cruzamento em torno de 0,9 para populagoes grandes (100 elementos) e 0,6 para

populagoes pequenas (30 elementos). Os valores tipicos de probabilidade de mutagao,
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encontrados na literatura, variam entre 0,01 para populagoes pequenas (30 elementos) e

0,001 para populagdes grandes (100 elementos) [85, 120].

4.2.5 Reinsercao e Elitismo

Apbs as operagoes de sele¢ao, cruzamento e mutacao, uma nova populagao é formada.
No algoritmo cléassico, a populagao da geracao anterior é simplesmente substituida pela
populacao recentemente formada. Este mecanismo nao garante que o melhor elemento da
populagao seja armazenado. Assim, pode ocorrer que o melhor individuo da populagao
tenha sido deteriorado através da recombinagao e/ou da mutacao, tornando mais lenta
a evolucao do algoritmo. Para evitar que isto ocorra, outras estratégias de substituicao
dos elementos podem ser utilizadas. A estratégia elitista, proposta por Golbderg [61],
substitui o “pior” individuo? da populacao na geracao g pelo individuo “mais apto™ da
geracao g — 1. Com isso, o melhor elemento de cada geragao é mantido, acelerando-se a

convergéncia do algoritmo.

A estratégia elitista, quando aliada a estratégias de escalonamento e de selecao inade-
quadas, pode contribuir para a convergéncia prematura do algoritmo. Em geral, porém,

a sua utilizacao melhora consideravelmente o desempenho do algoritmo.

4.3 Algoritmo de Michalewicz

Esta segao discute o algoritmo genético desenvolvido por Michalewicz em [93, 91]. As
principais caracteristicas deste algoritmo sao: a representacao direta em ponto flutuante e
o tratamento do problema de otimizacgao restrita para o caso de restrigoes convexas sem o
uso de penalidade [38]. O problema abordado neste trabalho envolve a otimiza¢ao multi-
objetivo com restricoes de desigualdades matriciais. Assim, a abordagem de Michalewicz

adequa-se ao objetivo a ser alcangado.

A representacao em ponto flutuante é preferivel nos problemas em que o espaco de
busca é amplo ou desconhecido e quando elevada precisao na solucao é necessaria. Isto
acontece porque, nestes casos, a representagao binaria pode-se tornar computacionalmente
ineficaz, devido a elevada dimensao do gendétipo necessaria para a representacao do espago

de busca com a precisao adequada. Além disso, os processos de codificacao e decodificacao

20 “pior” ou “menos apto” individuo ou cromossomo é aquele que possui pior avaliacdo da funcao
aptidao em relagao aos outros individuos da populacgao.
30 “melhor” ou “mais 7 individ 58 € 1 ssui melh liacao da funga
melhor” ou “mais apto” individuo ou cromossomo ¢é aquele que possui melhor avaliacao da funcao
aptidao em relacao aos outros individuos da populagao.
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podem aumentar significativamente o tempo de execucao do algoritmo. Assim, o problema
que surge é como definir os operadores de recombinacao e mutacao, de tal maneira que
as caracteristicas do AG classico de Holland sejam mantidas. Uma opgao é a abordagem
descrita em [93], na qual Michalewicz propde trés operadores de mutagao e outros trés de
cruzamento® utilizando a representacio em ntimeros reais. Esta abordagem ¢ descrita na

seqiiéncia.

A teoria de AGs tem sido largamente utilizada em problemas de otimizagao irrestritos.
Na pratica, porém, é conveniente que o algoritmo seja capaz de tratar restrigoes, pois
diversas aplicagoes reais se traduzem em problemas restritos. Diversas implementacoes
dos AGs para problemas com restrigoes utilizam o conceito de penalidade. Gen e Cheng
descrevem em [56] as principais técnicas de penalizacao utilizadas nos AGs. O conceito
de penalidade se refere a adicao de um termo a funcao aptidao, de tal forma que, quando
a solucao gerada é infactivel, esta seja “penalizada”, forcando o algoritmo a retornar ao

espaco de busca factivel.

Outra forma de se abordar os problemas restritos é garantir que os individuos resul-
tantes das operagoes genéticas pertencam ao espaco de factibilidade do problema. Isto,
porém, nem sempre é possivel, devido a forma geométrica complexa do espaco de solugoes
do problema. Para um tipo especial de restricoes, as restricoes convexas, porém, a teoria

ja estabelecida permite garantir a gera¢do apenas de individuos factiveis [93].

Michalewicz [93, 91| propoe um AG que dispensa o uso das penalidades partindo
do pressuposto que a populacao inicial seja factivel e que o conjunto de restrigoes seja

convexo. Considera-se o problema de otimizagao restrita:

otimizar f(x) (4.1)

sa z€QCR?

onde 2 é o espagco de factibilidade da func¢ao f(x), definido por um conjunto de restrigoes
convexas. Michalewicz desenvolveu trés operadores de mutacao e outros trés de recombi-
nacao que sao aplicados sobre as componentes dos vetores x com representacao em ponto
flutuante. Estes operadores garantem que as solugoes geradas a partir da populacao fac-
tivel também sejam factiveis. Os operadores descritos por Michalewicz sao detalhados a

seguir.

4Apesar de ndo utilizar a representacdo candnica, Michalewicz utiliza o termo cruzamento para os
operadores de recombinacao. Optou-se por se manter a notagao original do autor.
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4.3.1 Mutacao Uniforme

Seja um vetor factivel x = [z1,..., 2k, ..., x,] € Q. Seja [left(xy), right(xy)] o inter-
valo composto pelo conjunto de valores y que a componente x; do vetor x pode assumir,
tais que

Yy e [left(a:k),mght(:ﬂk)] A [xla sy =1, Y5 Tty - - - 7xn] €

onde x;,1 = 1,...,n;1 # k permanecem constantes. O operador mutagao uniforme sele-
ciona aleatoriamente uma componente k = 1,...,n, do vetor x = [z1,..., %, ..., 2] €
produz o vetor 2’ = [xy,...,2},...,2,], onde x}, é uma variavel aleatéria uniformemente
distribuida no intervalo [left(zy), right(xy)]. Em particular, este operador é importante
quando a populacao inicial é formada por diversas cépias do mesmo individuo. Isto acon-
tece em problemas complexos, nos quais freqiientemente o usuério deve indicar o ponto

de partida do algoritmo [93].

4.3.2 Mutacao de Contorno

Este operador gera elementos sobre os limites do espaco de busca factivel {2. Analoga-
mente a mutacao uniforme, seleciona-se aleatoriamente uma componente k =1,...,n do
vetor x = [T1,..., Tk, ..., T, € produz o vetor &’ = [xy,...,x),...,x,], onde z}, = left(k)

ou zj, = right(k), com mesma probabilidade para ambas.

Este operador tem importante funcao quando as solugoes para o problema de oti-
mizagao se encontram nos limites do espago de busca. O espago de busca do problema
abordado neste trabalho é desconhecido, fato que limita a aplicagao direta da mutacao de

contorno.

4.3.3 Mutacao Nao-Uniforme

Apesar da elevada capacidade de exploracao do espaco de busca do problema, uma
das caracteristicas indesejaveis dos AGs clédssicos é sua limitada capacidade de busca
local, ou o refinamento da solucao. O operador de mutacao nao-uniforme é um método de
mutacao adaptativo e localizado. Adaptativo, pois aumenta a probabilidade de mutacao, e
localizado pois este aumento ocorre nas proximidades do cromossomo selecionado. Assim,
o espaco de busca da mutacao é reduzido gradativamente permitindo o refinamento da

solucao.

Seleciona-se aleatoriamente uma componente k = 1,...,n,dovetor z = |xy,..., 2, ...

7xn
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! / ! 4 .
e produz-se o vetor &’ = [xy,...,x},...,x,] onde z} é dado por:

, { xy, + A(t, right(k) — ) se um dado nimero aleatério é igual a 0 (4.2)
IL’k == .

x — A(t,xp — left(k)) se um dado nimero aleatério é igual a 1,

onde
t

b

Alt,y) =yr (1 - ?) , (4.3)
r é um numero real aleatorio entre 0 e 1, T é o niimero maximo de geracoes definido e b é
um parametro de nao-uniformidade. A fun¢ao A(t,y) retorna um valor no intervalo [0, y]
tal que a probabilidade de A(t,y) se aproximar de 0 aumenta & medida que o nimero de
geracoes t aumenta. Essa propriedade faz com que o operador busque em uma vizinhanca
de z cada vez menor, localizando a busca e refinando o resultado [93]. Nos algoritmos
implementados, o conceito de mutagao uniforme ¢é utilizado para o desenvolvimento de

estratégias semelhantes de localizacao.

4.3.4 Cruzamento Aritmético

O operador cruzamento aritmético combina dois cromossomos x; € x5 gerando dois

novos individuos x} e x4 através da combinacdo convexa entre os mesmos:

{ ¥y =ary + (1 — )z, (4.4)

xh = (1 —a)r; + ax,

onde « é uma variavel aleatéria no intervalo [0,1]. As propriedades de convexidade do
espaco factivel garantem que, através da combinacao convexa dos elementos x; e xg, 08

elementos x} e x4, pertencem ao conjunto factivel €2.

4.3.5 Cruzamento Simples

O cruzamento simples é o operador que mais se aproxima do cruzamento proposto
por Holland [70], no algoritmo de representagdo bindria. Sejam os cromossomos z; =

Ti, ..., Tp ] e Ty = [ Yi, ey Yn ] e uma posicao k escolhida aleatoriamente na
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seqiiéncia das componentes dos vetores. Os vetores 7 e x}, sdo definidos por:

‘1.,l:|:x1a covy Ty Yk+1, -, yn:|
(4.5)

~

w2:|:y17 ceey Yk Th41, -, xn]

Nenhuma propriedade garante que x) e 7/, pertencam ao conjunto (2. Quando ocorre
a infactibilidade desses elementos, uma propriedade particular dos conjuntos convexos é
utilizada para modificar os vetores obtidos. Esta propriedade garante que existe a € [0, 1]

tal que:

CC/l - [ Ty, ..., Tk, yk+1a+xk+1(1 - Oé), R yna+xn(1 - Oé) i|
(4.6)

/

IQZ[yl, cey Yk Tppatyp(l—a), ... a:noz—l—yn(l—a)}

sejam elementos factiveis. O problema se reduz a encontrar o maior valor possivel de «

tal que 2 e o, sejam elementos factiveis [93].

4.3.6 Cruzamento Heuristico

O operador de cruzamento heuristico destaca-se dos demais por algumas particulari-
dades, sejam elas:

e utilizagao dos valores da funcao aptidao na determinacao da direcao de busca;

e geragao de apenas 1 elemento a partir da combinagao de outros 2;

e 0 operador pode, eventualmente, nao produzir nenhum elemento.

O elemento z3 resultante do cruzamento heuristico dos elementos z; e x5 é dado por:
r3 = 1(T2 — 1) + T2, (4.7)

onde r é um numero aleatério entre 0 e 1, e f(z3) > f(z1) para problemas de maximizagao
e f(za) < f(z1) para problemas de minimiza¢do. Quando z3 ndo é factivel, o fator r
¢ dividido por 2 e tentativas sucessivas sao efetuadas até se produzir um elemento xs
factivel ou até se alcancar um nimero maximo de tentativas. Quando nenhum elemento
factivel x3 é gerado, aplica-se um dos outros dois operadores de cruzamento, garantindo

a factibilidade dos elementos gerados.
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Por utilizar a informacao de direcao, o cruzamento heuristico contribui para a acele-

racao do processo de busca, bem como melhora a precisdo da solu¢ao encontrada [93].

4.4 Evolucao Diferencial

O algoritmo de Evolugao Diferencial (ED) foi proposto inicialmente por Reiner Storn e
Kenneth Price, em [122, 123], com o intuito de minimizar uma funcao de variaveis reais. O
algoritmo de ED é extremamente robusto na busca por minimos globais [2]. O algoritmo
de ED, assim como os AGs, parte de um conjunto de solu¢oes candidatas iniciais e as
evolui através de um mecanismo de reprodugao (cruzamento e mutagao) e uma avaliagao
final de aceitacao. Ao contrario dos AGs, que podem evoluir apenas uma parcela da
populacao a cada geragao, no algoritmo de ED todos os elementos da populacao passam
pelo processo de reproducao e aceitacao. Assim, a cada geragao, a populacao de solucoes

candidatas é inteiramente substituida.

Em seu trabalho original [122], Storn e Price sugerem duas variantes de Evolugao
Diferencial. Outras sugestoes do algoritmo sao descritas em [123, 2]. O principio bésico
dos diferentes algoritmos de ED é a alteragao de um vetor solucao x; a partir da utilizagao
de dois outros vetores, x5 e x3, todos selecionados aleatoriamente [122]. O algoritmo inicial
de Storn e Price parte de uma populacao inicial construida aleatoriamente, e, para cada

elemento x;,i =1,..., N, da populacao:

1. gera-se um vetor temporério v tal que:
v=u1x1+ F X (x2 — x3), (4.8)

onde x1, x5 e x3 sao elementos da populacao atual escolhidos aleatoriamente, dis-
tintos entre si e diferentes do elemento x. F' é um fator de escala real, constante e

positivo;

2. gera-se um vetor temporéario u, tal que:

(4.9)

w vj para j = ® ou R < p,
;=
Z; nos outros casos,

onde o indice j representa cada elemento do vetor correspondente, ® € [0, D — 1] e
R € [0, 1] sao selecionados aleatoriamente, D é a dimensao do vetor z e p. € [0,1] é

a probabilidade de cruzamento;
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3. se apt(u) > apt(x) entao substitui-se x por u;

Em uma analogia grosseira com os algoritmos genéticos, pode-se entender o passo 1
como um método de recombinacao que gera v e o passo 2 como um operador de mutacao
que forma o vetor u. O passo 1 lembra o operador de cruzamento heuristico de Michlewicz
(secao 4.3.6). A diferenca entre os dois operadores encontra-se nos elementos z; e 3, que
correspondem ao mesmo elemento no caso do operador de Michalewicz. A exemplo do
cruzamento heuristico, o passo 1 da ED utiliza o vetor dire¢ao (xs — x3) para modificar a

solugao aleatéria x1, o que traz maior eficiéncia ao algoritmo.

O passo 2 da ED aumenta a diversidade dos elementos do vetor solugao gerado. A
regra de aceitacao, definida pelo passo 3, elimina a possibilidade do algoritmo piorar a
aptidao média da populagao atual. Por outro lado, essa caracteristica do algoritmo pode

confinar as solucoes em um vale local da funcao a ser otimizada.

Diversos trabalhos, dentre eles [122, 123, 1, 2|, apresentam a ED como um método
nao s6 robusto, mas também confidvel na solucao de problemas complexos de busca.
Ressaltam os autores que uma importante caracteristica deste algoritmo é o reduzido
nimero de parametros de projeto, permitindo mais facil ajuste do método para cada

problema especifico.

4.5 Algoritmo de Salomon

O algoritmo de Salomon, Evolutionary-Gradient Search (EGS)?, foi proposto por Ralf
Salomon, em [114]. Seu algoritmo explora as semelhangas entre os algoritmos clédssicos de
busca, baseados na utilizacao das informacoes de gradiente, e os métodos heuristicos da

computacao evolutiva. O EGS procura mesclar as vantagens de ambas classes.

A minimizacao de uma funcao continua de n variaveis é um dos problemas classicos
de otimizagao nao-linear [86]. O problema tipico é especificado por um vetor = de n
parametros {xi,2s,...,x,} e por uma fun¢do objetivo f(z) a qual se deseja otimizar.
No contexto dos algoritmos evolutivos, a fungao f(z) é denominada fungao aptidao. O
objetivo do problema é encontrar um vetor z,,; tal que o valor da funcao f(z.p) seja étimo.
Sem perda de generalidade, é suficiente considerar apenas os problemas de minimizagao,

uma vez que minimizar f(x) corresponde a maximizar — f(z).

Existem diversas maneiras de se solucionar um problema de minimizacao. Para pro-

5Por questdes de conveniéncia, optou-se manter a sigla original em inglés.
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blemas de otimizacao envolvendo fungoes reais, continuas e diferencidveis, Newton desen-
volveu um método baseado no gradiente da funcao a ser otimizada f(z). O método de
Newton (também conhecido como método da maxima descida®) é um método iterativo

que pode resumidamente ser descrito como:

1. seja uma fungao objetivo f(x) real, continua e diferencidvel;

2. dado um vetor, ou iterando, x, encontrar uma diregdo d de descida para f(z);

3. encontrar o iterando xy 1, tal que

Tpr1 = Tp + nd, (4.10)
onde 1 denota uma constante e é conhecida como tamanho de passo’;

4. voltar ao passo 2 até que uma solugao satisfatoria tenha sido encontrada.
Newton observou que o gradiente da fungao f(z) em um ponto x aponta para a dire¢ao

de maximo crescimento da fun¢ao neste ponto. Com essa propriedade, Newton adotou o

negativo do gradiente da funcao objetivo como direcao de descida d, ou seja:

d=— f(z) = — (852"’),..., agg)) . (4.11)

O método de Newton inicia-se com um vetor xy e entao, repetidamente, subtrai do
iterando x; uma pequena fracdo n do gradiente da funcao 7 f(x). E garantido que, para
passos 7 suficiente pequenos, o método de maxima descida converge para um minimo local

da funcao.

Dentre as principais vantagens dos algoritmos de méxima descida encontram-se a
prova de convergéncia, sua velocidade e seu detalhamento matematico. As mais impor-
tantes desvantagens desta classe de métodos de otimizacao sao a falta de convergéncia
para o otimo global da fun¢ao e as hipdteses restritivas sobre a funcao objetivo. Para

maiores detalhes sobre os métodos baseados em gradiente, pode-se consultar [109, 84, 86].

Nos problemas em que a respectiva fungao objetivo nao cumpre os requisitos de con-
tinuidade e diferenciabilidade, faz-se necessaria a utilizacao de uma técnica alternativa,
como os AEs apresentados neste capitulo. Lembra-se que as principais diferencas entre

os AEs e os métodos classicos de otimizacao sao: os AEs sao heuristicos; em geral, nao

5Do inglés steepest descent method.
"Do inglés step size.
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possuem um detalhamento matematico formal, como por exemplo prova de convergeéncia
e; no processo de busca, os AEs utilizam o conhecimento nao s6 de um tnico ponto, mas
de um conjunto de solugoes candidatas. Outras caracteristicas relevantes dos AEs podem

ser encontradas na se¢ao 4.1 e em [61, 118, 127, 114].

A primeira vista, induz-se a conclusao de que os AEs e os métodos baseados em
gradientes possuem caracteristicas bem distintas. Acredita-se que o potencial dos AEs
origina-se da busca paralela por meio de uma populacao de solucoes candidatas. Em
especial, a habilidade de escapar de um o6timo local, uma caracteristica que dificilmente
é encontrada nos métodos classicos de otimizacao, é atribuida ao uso de populagoes.
Salomon argumenta porém, que as diferencas entre os métodos classicos de otimizacao e
os AEs residem apenas no ponto de vista do observador e que ambas técnicas sdo mais

semelhantes do que se possa parecer [114].

Alguns autores argumentam que os AEs, a exemplo dos métodos classicos, sao mé-
todos que seguem uma diregdo de busca [110], e como exemplo citam as Estratégias
Evolutivas (ES). Outros autores ressaltam, porém, que os métodos evolutivos nao podem
ser apropriadamente descritos como métodos que seguem uma dire¢ao de busca [15]. Sa-
lomon defende que ambos pontos de vista possuem seus méritos. Em seu artigo [114],
Salomon descreve o comportamento de um algoritmo de estratégia evolutiva. Ao efetuar
a projecao do vetor solucao no espaco bidimensional, Salomon ressalta que o algoritmo
estudado apresenta um comportamento que “segue” a direcao do gradiente. Entretanto,
se, ao invés da projecao, dois parametros quaisquer z; e x; do vetor x forem selecionados
para investigagao, observa-se claramente um comportamento aleatério dos parametros du-
rante o processo de otimizagao. Salomon ressalta que experimentos demonstraram que,
para problemas de dimensao n reduzida e um algoritmo de estratégia evolutiva (1, \) -
para cada solucao candidata selecionada da populagao sao geradas outras A solugoes - o
algoritmo referido demonstra um comportamento de busca que segue a direcao do gradi-
ente. O comportamento aleatorio da busca é observado, porém, se o médulo dos vetores
resultantes da mutacao sao maiores do que a distancia do ponto atual até o 6timo. Se-
melhantemente, nos métodos classicos, quando o tamanho de passo 1 é superestimado, a
busca pode nao convergir e possuir um comportamento aleatério. Maiores detalhes podem

ser encontrados em [15, 114].

Outro ponto discutido por Salomon diz respeito a busca multi-ponto dos AEs em con-
traste a busca através de um tunico ponto dos métodos classicos. Muitos autores, como

por exemplo Golberg, Béck e Beyer, em [61, 24, 22, 15|, argumentam que a busca através
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da populacao é a maior vantagem dos AEs, proporcionando-lhes a interessante caracte-
ristica de conseguir “escapar” de um 6timo local. Essa caracteristica esta amparada em
uma grande quantidade de evidéncias empiricas colecionadas na maioria das publicagoes
que dizem respeito ao assunto. Salomon argumenta que, em algoritmos de estratégia evo-
lutiva nos quais um operador intermediario de recombinagao é aplicado aos pais antes da
geracao das solugoes filhas, o conceito multi-ponto dos algoritmos evolutivos parece ser
contraditério. Isso porque o operador de recombinacao intermediario calcula o centro de
massa dos elementos pais selecionados, gerando apenas uma solu¢ao intermediaria na qual
o processo de recombinacao ¢ aplicado. Essa tunica solugao intermedidria, utilizada pelo
algoritmo para a geracao dos elementos filhos, parece contradizer a busca multi-ponto
dos algoritmos evolutivos. Salomon ressalta que essa visao estd em consonancia com os

resultados apresentados por Schwefel, em [119].

Salomon argumenta também, que os algoritmos de méaxima descida nao utilizam a
informacao de apenas um ponto na busca pelo 6timo, como se sugere a primeira vista. A
determinacao do gradiente, passo 3 do algoritmo descrito, é realizada através das derivadas

parciais da funcao objetivo, dadas por

of(x) .. fl. o+ Ax, )= f(. x,...)
or; _Alirilo Az ’

(4.12)

sobre cada coordenada x;, i = 1,...,n. Assim, pode-se considerar que a equacao (4.11)
utiliza informacoes de n diferentes pontos para a determinacao da direcao de busca. Estes
n pontos definem um conjunto, ou populacao, de individuos distribuidos ortogonalmente
com distancias infinitesimais. Desta forma, o algoritmo de Newton também possui a
caracteristica de busca multi-ponto. Nos casos em que a fungao objetivo nao é fornecida,
o gradiente da funcao objetivo pode ser estimado através de aproximagoes discretas das

derivadas parciais, dadas por

of(@) [f(..,xi+Ax,...)—f(.. @i ..)
T = . (4.13)

Salomon [114] argumenta que, se a aproximagao discreta do gradiente utilizar um
valor Az apropriado, a direcao de busca pode diferir significativamente do gradiente real,
introduzindo um carater aleatério a busca. Essa propriedade aleatéria pode trazer ao
algoritmo a desejavel caracteristica de escapar de minimos locais. Assim, as diferencas
entre as duas classes de algoritmos, os Algoritmos Evolutivos e os métodos classicos de

busca por gradiente, podem ser reduzidas a pontos de vista distintos.

Com base nesses argumentos, Salomon desenvolveu seu algoritmo apresentado em
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[114]. A estrutura bésica do EGS® é apresentada a seguir:

1. para cada iteragao, ou geragao, k:

(a) estimar a diregao do gradiente, inspirado nos algoritmos evolutivos;

(b) calcular o préximo iterando de forma andloga ao algoritmo de Newton.

Desta forma, Salomon procurou mesclar as interessantes propriedades das duas classes
distintas de algoritmos de otimizagao. O algoritmo de Salomon (EGS) é iterativo e, para

cada geracgao k, segue os seguintes passos:

1. para um dado vetor solugao xy, gerar A vetores candidatos (offspring) t; = xj +
21,to = Tp + 29,...,1n = xp + 2\, onde z; sao vetores de mutagao aleatérios com
componentes normalmente distribuidos com média zero e desvio padrao oy //n, e

n € numero de componentes do vetor xy;

2. calcular o vetor gradiente estimado
A
Gk =3 (f(t) = flan)) (1 — ) (4.14)
i=1

3. calcular o vetor unitario de diregao

e = —; (4.15)

4. adaptar o tamanho de passo

orC, se f(xr —oxCer) < f(ax — (on/Q)er),
Oft1 = o (4.16)
01/(, caso contrario,
onde ¢ é um parametro do algoritmo;
5. calcular o préximo ponto
Lyl = Tk — Ok+1€k- (417)

O passo 1 gera A vetores z que, para n > 1, estao igualmente distribuidos em uma
hiperesfera com raio oy (||z|| =~ 0x). Quanto maior o nimero de vetores A, maior a

aproximacao do gradiente da funcao objetivo. A escolha adequada de A se faz necessaria

8Do inglés Evolutionary-Gradient-Search Procedure, nome dado por Salomon ao seu algoritmo.
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para garantir ao mesmo tempo a velocidade de convergéncia e um erro de estimacao capaz
de desviar a evolucao do algoritmo dos minimos locais. O somatdério do passo 2 resulta na
estimativa do gradiente da fungao objetivo f(zx). O processo é semelhante a diferenciagao
por aproximagao discreta e sua prova encontra-se em [114]. No passo 3, o vetor unitério
na direcao do gradiente estimado é calculado. Este ¢ utilizado para o célculo do préximo
iterando em 5, a exemplo dos algoritmos classicos de otimizacao. O passo 4, a exemplo
de alguns algoritmos de méaxima descida, adapta o tamanho de passo na tentativa de se

maximizar a eficiencia do algoritmo.

Na forma mais simples do algoritmo, Salomon propoe que o valor de o seja calculado
aleatoriamente através de uma distribuicao lognormal com média um e ¢ ~ 1,8. Estes
valores sao empiricos, baseados em experimentos e podem ser modificados conforme a

natureza do problema a ser tratado.

A exemplo dos algoritmos evolutivos, Salomon defende que o EGS gera A vetores
através da mutagao (passo 1). Ao contrério da maioria dos AEs, que seleciona apenas
o individuo mais apto gerado na reproducao, o EGS utiliza a informacao de todos os
elementos t; gerados para o cédlculo do gradiente estimado. O EGS possui um carater
hibrido que combina os procedimentos aleatérios dos AEs com a estrutura deterministica
dos algoritmos classicos de otimizagao. Neste trabalho, o EGS é utilizado como um método

de se direcionar a busca do algoritmo apresentado no capitulo 5.

4.6 Conclusao

Este capitulo apresenta as trés técnicas escolhidas para a solucao do problema de
controle robusto. Os Algoritmos Genéticos sao bastante difundidos pela sua facilidade de
implementacao, por sua robustez e confiabilidade. O algoritmo de Michalewicz possui a
caracteristica de permitir o tratamento direto de restrigoes convexas sem a utilizacao de
funcoes de penalizacao, além de dispensar a codificacao dos cromossomos, que sao repre-
sentados por nimeros reais. A Evolugao Diferencial, amplamente explorada na literatura
por sua robustez, demonstra 6timos resultados com sua aplicagao [122, 123, 129]. O al-
goritmo inicial, proposto por Storn e Price [122, 123], foi selecionado por sua facilidade
de compreensao e implementacao. O algoritmo de Salomon, por sua vez, é a técnica que
mais se aproxima dos métodos classicos de otimizacao e tem como caracteristica a possi-
bilidade de estimar a direcao do gradiente da fun¢ao objetivo. No problema de controle

abordado, o algoritmo de Salomon aparece como uma poderosa ferramenta na estimativa
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do gradiente da funcao objetivo, diminuindo o carater estritamente aleatorio da busca.
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5 Algoritmo Hibrido

Neste capitulo é apresentado um conjunto de algoritmos evolutivos para a solugao do
problema de controle robusto misto Hs/H, baseada na teoria apresentada no capitulo
4. Unindo-se as propriedades dos métodos LMI e as técnicas de computagao evolutiva
apresentadas, busca-se um conjunto de algoritmos capaz de obter solugoes satisfatorias
para diferentes problemas de controle. Nesse sentido, implementou-se em uma estrutura
unificada os diferentes algoritmos evolutivos, no intuito de mescla-los, preservando as
peculiaridades de cada um. O algoritmo é hibrido no sentido que utiliza nao somente

diferentes algoritmos evolutivos, mas também o algoritmo de otimizacao LMI.

A sec¢ao 5.1 apresenta a estrutura geral do método de solugao proposto e o conjunto de
algoritmos evolutivos desenvolvido. A funcao objetivo utilizada, bem como os operadores
de sele¢cao implementados sao descritos nas secoes 5.2 e 5.3, respectivamente. O método de
elitismo implementado é apresentado na secao 5.4. O algoritmo proposto para a geracao
da populacao inicial é discutido na secao 5.5. Os diferentes grupos de operadores de
recombinacao utilizados no algoritmo sao descritos na se¢ao 5.6. Na secao 5.7 apresentam-
se os tres grupos de operadores de mutagao implementados. Finalmente, uma breve

conclusao do capitulo ¢ realizada na secao 5.8.

5.1 Estrutura Geral

O algoritmo proposto combina as propriedades da busca heuristica e a confiabilidade
dos AGs [85, 91] e DEs [122, 2, 129] com a acurdcia e eficiéncia dos métodos de solugao

através de busca por gradiente [1] e de otimizagao LMI [17, 95].

Baseado na estrutura geral de um algoritmo evolutivo, descrito no capitulo 4, e apre-
sentada na figura 9, o algoritmo busca um controlador robusto 6timo D-estével Ly (3.95)
e, conseqiientemente, determina X5, X, e Xp que solucionam o problema de otimizacao
(3.97), satisfazendo as equagoes (3.98)-(3.100).
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Figura 9: Algoritmo evolutivo hibrido

O cromossomo ¢ formado pelo conjunto de matrizes | Ly X, X, |- Estaopcao foi
feita com o objetivo de aumentar a eficacia do algoritmo e a otimizacao é realizada através
dos operadores de selecao, mutacao e recombinagao sobre este cromossomo. Nenhuma
operacao ¢ efetuada sobre a matriz Xp uma vez que esta nao tem relagao direta com a
funcao objetivo. A matriz Xp aparece como resultado da aplicacao da otimizacao LMI

sobre cada cromossomo.

A cada geragao o problema de otimizacao (3.97) é solucionado para todos os cromos-
somos da populagao de tamanho p;, utilizando-se a caixa de ferramentas LMI-Lab [55]

do Matlab. O critério de parada do algoritmo ¢ o nimero méximo de geragoes nge,. E

importante ressaltar que, tanto para um controlador fixo Ly = [l;] ) quanto

(m+nc) X (p+nc
para um par de matrizes (Xo, X) dado, o problema de controle robusto Hs/Hs (3.97)
sujeito as restrigoes (3.98)-(3.100) é convexo. A restri¢io de norma H, 7, é fornecida
ao algoritmo a priori, porém o problema de controle robusto mais geral, definido em [55],

com o critério de desempenho
. 2 2
IILI}{na||T«Zoowoo||oo+/8”T22w2||27 (5.1)

onde aw > 0 e > 0 com as restrigoes (3.98)-(3.100) também pode ser resolvido com este

algoritmo.
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5.2 Funcao Objetivo e Funcao Aptidao

A funcao objetivo J(Lk, Xa, Xo) proporciona um mecanismo de comparagao entre
cada cromossomo | L, X, X, |- Neste algoritmo a fungao objetivo corresponde a
norma Hy (veja segao 3.4) do sistema, uma vez que é esta a funcdo que se busca otimizar.
Assim

J(Lg, X, Xoo) = min tr (CoyX2C3y) - (5.2)

X2>0,X00>0,Xp>0

Com o objetivo de se manter a uniformidade sobre diferentes problemas, a funcao

aptidao ¢ escalonada da seguinte maneira:

1

apt(Lx, Xo, Xoo) 1+ J(Lg, X9, Xoo)

(5.3)

Minimizar a fun¢ao objetivo J(Lg, Xa, X ) € equivalente a obter o valor de aptidao mé-
ximo na busca evolutiva. Na tentativa de minimizar o esforco computacional necessario
para encontrar uma solucgao, este algoritmo nao emprega fungoes de penalidade e, a exem-

plo do algoritmo de Michalewicz [93], armazena apenas cromossomos factiveis.

5.3 Selecao

Para garantir a sobrevivéncia dos elementos mais aptos da populacao, estes sao seleci-
onados para produzir a populacao seguinte através dos operadores genéticos. Os métodos

de selegao por roleta, rank e torneio foram implementados.

O naimero de cromossomos selecionados depende do operador de cruzamento empre-

gado, variando de 1 a 3 entre os diferentes grupos de operadores implementados.

5.4 Estratégia Elitista

Neste algoritmo ¢ implementada uma estratégia elitista, na qual o cromossomo menos
apto da geracao formada 7 é substituido pelo cromossomo mais apto da geragao anterior
i—1.
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5.5 Populacao Inicial

Devido a complexidade do problema e a sua geometria desconhecida, optou-se por se
manter somente elementos factiveis na populacao. Portanto, pressupoe-se que a popu-
lag@o inicial py também seja factivel [93, 91]. Para a geragao de uma populacao inicial
factivel através de tentativa e erro, com cromossomos aleatérios, seria necessario um es-
forco computacional alto, pois o espaco de busca do problema nao é convexo e nao se
conhecem os limites do mesmo. Além da complexidade do préprio problema, a dimensao
dos cromossomos é elevada e a geracao aleatéria de cromossomos factiveis se torna uma

estratégia inviavel.

Na tentativa de se reduzir o custo computacional para a geragao da populacao inicial
factivel, utilizou-se uma condicao suficiente para a geracao de elementos factiveis descrita
em [35]. Esta condigao utiliza apenas a desigualdade de Lyapunov associada a norma Hs
para o problema de controle robusto com realimentacao de estados. Assim, é necessario
que o problema de controle robusto com realimentacao estatica de saida descrito pelas
equagoes (3.93)-(3.94) e pela lei de controle u = Lgy, onde Li é dado por (3.95), seja
escrito na forma de um problema de controle por realimentacao de estado. Como foi visto
na secao 3.6, o sistema com realimentacao de saida dinamica pode ser reescrito como um
sistema com realimentagao de saida estdtica. Seja o sistema obtido a partir de (3.93),

considerando-se o problema de otimizacao H:

Ty = Al’f + Bbwg + Bzus
29 = égl'f -+ ngus (54)
Ys = é'yxf.

A lei de controle por realimentacao estatica de saida é entao dada por:

us = Lgys. (5.5)

Se o posto de C'y nao for completo, gera-se uma matriz aleatéria N tal que a matriz

N
Cy

M = (5.6)

tenha posto completo. A matriz N é responsavel pela diversidade da populagao inicial,

uma vez que para cada matriz M gerada, uma solucao candidata inicial é encontrada.

Com a matriz M, definida em 5.5, realiza-se a transformacao de similaridade 7 = Mz
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e o sistema (5.4) se torna:

T = Az + Bwy + Bou,
29 = ég.f + DQQUS (57)
Ys = _yj;a
onde A = MAM™', B), = MBy,, By = MB,, C, = CoM~' e C, = C,M~". A lei de
controle resultante é dada por
u, = LO,M 'z = Lz, (5.8)

onde o novo controlador L possui a seguinte estrutura:

E:[o LK}. (5.9)

Para tornar o problema convexo e encontrar os controladores factiveis L, as desigualda-
des matriciais (3.36) e (3.38) podem ser convertidas em LMI utilizando-se a transformagao

de variaveis LW; = W5, com matrizes de estrutura fixa dadas por

_ o ( _

lel ];W2:[o.}. (5.10)
0O e

Assume-se que X5 = Xp, a exemplo do exposto na secao 3.4. Este problema reduzido é

convexo e pode ser solucionado com a caixa de ferramentas LMI-Lab do Matlab [55].

O controlador Ly é extraido de L e entdo calcula-se X5, X e Xp, resolvendo-se o
problema convexo (3.97)-(3.100).

Se uma solucao factivel para o problema é encontrada, armazena-se o cromossomo

Lix X, X |- A partir de diferentes matrizes M (5.6) gera-se a populagao inicial.

Ressalta-se que a imposicio das restricdes estruturais em W; e Wa, conforme a equa-
¢ao (5.10), insere um conservadorismo extra na geragao da populagao inicial. Esta é uma
maneira simples de se obter uma populacgao inicial factivel, porém, estas restricoes podem
se tornar severas, fazendo com que o procedimento nao encontre solugoes factiveis para
determinados problemas. Além disso, estas restricoes podem contribuir para que a popu-
lacao inicial esteja confinada em uma regiao restrita do espago de busca, comprometendo
a diversidade da populacao inicial. A vantagem de se utilizar este método, contudo, esta
na garantia de que, quando as solucoes sao encontradas, estas sao factiveis para todo o

dominio de incerteza do problema.
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Figura 10: Operadores de recombinacao.

5.6 Operadores de Recombinacao

Os operadores de recombinacgao tém como objetivo o intercambio de informagoes entre
cromossomos distintos. Para aumentar a eficacia do algoritmo, trés diferentes grupos de
operadores de recombinagao foram implementados: grupo de operadores I, estruturados
sobre a teoria proposta por Michalewicz; grupo II de operadores e o operador de evolucao
diferencial. A estrutura geral de recombinagao é apresentada na figura 10. A varidvel ¢
¢ um contador e indica o nimero da repeticao. Apds a selecao, os cromossomos sao sub-
metidos ao grupo de operadores de recombinacao selecionado pelo usuario. Se nenhuma
solugao factivel for encontrada na primeira tentativa, o mesmo operador de recombinacao
é repetido, até um maximo de 5 vezes. Se, quando t = 5, nenhuma solucao for encontrada,
o método retorna os cromossomos selecionados. O parametro maximo t = 5 foi seleci-
onado com base em diversas simulacoes buscando-se um adequado compromisso entre o
custo computacional do algoritmo e a adequada evolucao das solugoes. Cada operador
de recombinagao dentro do seu grupo possui uma probabilidade de ocorréncia distinta, e
apenas um operador de recombinacao é aplicado a cada par de cromossomos selecionados

por geracao. Os diferentes grupos de operadores sao descritos na seqiiéncia.

5.6.1 Grupo de Operadores de Recombinacao I

Os operadores deste grupo sao os operadores de Michalewicz, descritos na se¢ao 4.3.
Por questao de simplicidade, optou-se por aplicar os operadores de Michalewicz somente

no controlador Ly € R™*™. Os operadores de cruzamento sao descritos a seguir.
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5.6.1.1 Cruzamento Aritmético

1. Aplica-se a combinacao convexa em Lk tal que:

L1 = aLgi+(1—a)Lgs
Lxs = (1—a)Lgi+ aLgs, (5.11)

onde 0 <a<le fLKj, 7 = 1,2, representam os controladores gerados;

2. para cada Lg; calcula-se Xy;, Xo; e Xp;, solucionando-se o problema convexo

(3.97)-(3.100).

5.6.1.2 Cruzamento Simples

1. Seleciona-se aleatoriamente um ponto de corte 7 tal que 1 < 7 < mn;

2. a partir dos cromossomos selecionados

L L,
L2 L2

Lig=| ™|, L= ™|, (5.12)
| L7 | 2y

criam-se as representagoes vetoriais, dadas por
_ 1 2 m
Ly = [LKllLK1|"'|LK1]

L, = [L}(2 | Lica | - | Lingz] ) (5.13)

3. com os vetores L; = [19) e ZY””)} e Ly = [lél) e lémn)} , criam-se os vetores

Ly = [0 0 i | (5.14)
4. geram-se as representacoes vetoriais de Lie I:Q, formando os cromossomos filhos
ZA—JK1 € ﬁKz;

5. para cada fLKj, J = 1,2, calcula-se ng, Xooj e Xpj, solucionando-se o problema

convexo (3.98)-(3.100).



5.6 Operadores de Recombinag¢ao 94

5.6.1.3 Cruzamento Heuristico

1. Seleciona-se aleatoriamente r € (0, 1);

2. cria-se o controlador

. Li1+ 71 X (Lgs — Lks), se apt(L > apt(L
LK:{ K1 (K2 K3) p( Kz) p( K3) (5‘15)

Lk + 1 X (Lgs — Lgs), caso contrario;

3. para ﬁK, calcula-se Xg, XOO e Xp solucionando-se o problema convexo (3.98)-

(3.100).

5.6.2 Grupo de Operadores de Recombinacao 11

Com o intuito de se buscar um melhor desempenho do algoritmo, implementa-se
quatro diferentes mecanismos de recombinacgao. Este segundo grupo de operadores se
caracteriza pela troca de informacgoes nao somente entre os controladores, mas também
entre as matrizes de Lyapunov. Os procedimentos deste grupo sao aplicados em diferentes
variaveis e sao baseados no cruzamento aritmético de Michalewicz e nas propriedades de

convexidade do problema (segao 4.3.4).

5.6.2.1 Operador de Recombinacao 1
1. Aplica-se a combinagao convexa em Ly tal que:

Ly = aLgi+ (1 —a)Lgo,
Lxs = (1—a)Lg + aLgs, (5.16)

onde 0 <a<le f)Kj, 7 = 1,2, representam os controladores gerados;

2. para cada f/Kj, J = 1,2, calcula-se ng, Xooj e Xpj, solucionando-se o problema

convexo (3.98)-(3.100).

5.6.2.2 Operador de Recombinagao 2

1. Aplica-se a combinagao convexa em X, tal que:

Xo1 = aXoy + (1 — )Xo,
XQQ = (1 — OZ)X21 + OéXQQ, (517)
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onde 0 <a<le ng, 7 = 1,2, representam as matrizes de Lyapunov geradas;

2. para cada par [ X'Qj Xooj }, calcula-se sz e Xpj, solucionando-se o problema
convexo (3.98)-(3.100).

5.6.2.3 Operador de Recombinagao 3

1. Aplica-se a combinacao convexa em X, tal que:
Xool = aXool + (1 - a)Xm27

~

XOOQ = (1 — Q‘)Xool + OCXOOQ, (518)
onde0<a<le Xooj, j = 1,2, representam as matrizes de Lyapunov geradas;

2. para cada par [ Xo;j Xooj }, calcula-se Lx e X pj, solucionando-se o problema
convexo (3.98)-(3.100).

5.6.2.4 Operador de Recombinacao 4
1. Aplica-se a combinacao convexa em X, e X tal que:

Xy = aXy + (1 — )Xo,
Xz = (1—a)Xo + aXa,
Xt = aXoo1 + (1 —a)Xoo, (5.19)
Xoo2 - (1 - a)Xool + aXooQa
onde 0 < a<le Xij, 1 = 2,00, 7 = 1,2, representam as matrizes de Lyapunov

geradas;

2. para cada par [ Xij X’ij ] calcula-se Lk e X Dj, solucionando-se o problema con-
vexo (3.98)-(3.100).

5.6.3 Operador de Evolugao Diferencial

O operador de evolucao diferencial foi inspirado no algoritmo proposto por Storn e

Price, descrito na secao 4.4. O operador desenvolvido é descrito a seguir.

Para cada controlador Lg da populacao P:
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L. calcula-se I = 15, onde a € [0,10) é um valor aleatério e ¢t € (1,5) é o contador

do nimero da tentativa de cruzamento indicado na figura 10;

2. seleciona-se Ly € P pelo método de selecao heuristico adotado no inicio do algo-

ritmo;
3. seleciona-se aleatoriamente Lo e L3 tal que Liy # Lo # Lis;

4. calcula-se

Lk1+ F x (Lga — Lks), se apt(Lgo) > apt(Lks),
Lis = (5.20)
Li1+ F x (Lgs — Lks), caso contrério;
5. a partir da notacao
[ o2 o e ]
l2,1 l2’2 . l2’n
Lo=| ™ = T (521)
ZT’I l:n,Z . l:n,n

onde o indice e é substituido pelo indice do respectivo controlador, determina-se

i (5.22)

i, LAY —
i _ 17,, se R>p.ouse (ixj) =,
K5 = -
K1, €aso contrario,

onde R € (0,1) e € (1, mn) sdo valores aleatérios e p. indica a probabilidade de

cruzamento;

6. para Lgs, soluciona-se o problema convexo (3.98)-(3.100). Se Lgs nao for factivel
incrementa-se ¢ e retorna-se ao passo 1 até o maximo de 5 vezes, senao segue-se para
o passo 7. Caso nenhum L5 seja encontrado retorna-se ao passo 1 para o proximo

controlador da populacao P;

7. se apt(Lgs) > apt(Lg) substitui-se Lx por Lgs, sendo, incrementa-se ¢ até o ma-

ximo 5 e retorna-se ao passo 1;
As principais modificacoes efetuadas em relagao ao algoritmo proposto na secao 4.4 sao:

e avariavel F' é calculada de forma aleatoria, porém é decrementada exponencialmente
no decorrer das tentativas de cruzamento. A razao para tal fato reside na tentativa
de se reduzir gradativamente a influéncia da parcela (Lgs — Lg3) ou (Lgs — Lgo)

no elemento Lg,. Essa estratégia de localizagao permite um aumento gradativo da
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Figura 11: Operadores de mutacao.

probabilidade do controlador Lgs permanecer no espaco de factibilidade do pro-

blema;

a selecao do elemento Lg, € efetuada pelo método estocastico de selecao escolhido
no inicio do algoritmo e nao de forma aleatoria direta como no algoritmo de Storn e
Price. Observa-se que a convergéncia é mais rapida quando um método estocastico
é utilizado. A idéia foi inspirada no método de cruzamento heuristico proposto por

Michalewicz;

a construcao do controlador L5 é realizada a partir dos elementos L4 e Lgy € nao a
partir dos elementos Lx4 € L, como propoe o algoritmo de Storn e Price. Observa-
se que ao se utilizar o controlador Lg na formacao de Lgs, uma grande parcela dos
elementos L5 formados sao infactiveis. O uso de Lk, como proposto no algoritmo
original, introduz uma variacao muito significativa no vetor Lgs, excluindo-o do
espaco de factibilidade do problema. A utilizacao de Lgq produz um percentual
significativamente maior de controladores L5 factiveis, melhorando a evolucao do

algoritmo.

5.7 Operadores de Mutacao

De forma similar aos operadores de cruzamento, trés diferentes grupos de operadores

de mutacao sao implementados. A estrutura geral da mutacao é apresentada na figura

11.
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No intuito de reduzir a probabilidade de convergéncia prematura do algoritmo, uma
estratégia que aumenta a probabilidade de mutagao no decorrer das geracoes é imple-
mentada. Dada a probabilidade de mutacao inicial, esta é linearmente incrementada até

atingir 20% a mais do seu valor inicial na tltima geracdo. Em outras palavras,

pm; = pm + 0,2 fi , (5.23)
Ngen

onde pm,; representa a probabilidade de mutacao na geragao i, pm representa a proba-
bilidade de mutacao inicial, n, ¢ o nimero da geragao atual e ng, ¢ o numero total de
geragoes. O incremento em 20% foi escolhido com base em diversas simulagoes do algo-
ritmo, buscando-se o melhor compromisso entre a taxa de convergéncia e a capacidade do

algoritmo de nao fazer a populacao convergir prematuramente.

Para contornar a deficiéncia dos algoritmos genéticos de se aproximar da solucao,
mas nunca encontra-la, desenvolve-se uma estratégia de localizacao responsavel por intro-
duzir um maior refinamento no algoritmo aumentando a probabilidade de produzir um
elemento factivel. Essa estratégia é inspirada no algoritmo de mutagao nao-uniforme de

Michalewicz. Para tanto, cria-se um parametro aleatorio e constante k; tal que

k

onde k; representa um incremento/decremento aleatério da t-ésima tentativa de mutagao
na geracao i. O valor k € [0,10] é selecionado aleatoriamente e p = 10 é um parametro
de projeto empirico. A variavel t representa o indice da t-ésima tentativa de mutacao e
possui valor maximo 5. Este parametro k; é utilizado de diferentes maneiras nos algoritmos
de mutacao para produzir o efeito desejado. Os valores dos parametros k, p e t foram
dimensionados através de diversas simulacoes do algoritmo na tentativa de se manter uma
velocidade de convergéncia adequada em conjunto com o maior refinamento possivel das
solugoes. Isso representa uma tentativa de ponderagao das propriedades de busca global

e local do algoritmo.

Cada operador de mutagao dentro do seu grupo possui uma probabilidade de ocor-

réncia distinta e somente um operador ¢é aplicado para cada cromossomo de cada geracao.

5.7.1 Grupo de Operadores de Mutacao I

Este grupo de operadores é baseado nos operadores de mutacao propostos por Mi-

chalewicz (segao 4.3). Algumas modificagoes sdo necessarias, devido a natureza do pro-
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blema. A mutacao de contorno nao pode ser aplicada diretamente devido ao desco-
nhecimento dos limites do espaco de busca. Assim, estes limites sdo substituidos pelos
limites do conjunto Q(Lg), formado por todos os elementos da matriz Ly, e definido por
O(Lic) = { 1§

right() e left(), definidos na segao 4.3.3, nao é possivel. Portanto, a importante propri-

Yo ,l%n’") }, l<i<mel<j<n. A determinagao dos conjuntos
edade gerada pelo conhecimento destes conjuntos ¢ ignorada e utiliza-se simplesmente o

conjunto Q(Lxg).

5.7.1.1 Mutagao Uniforme

1. Seleciona-se aleatoriamente um elemento 1%/ da matriz Lg. Substitui-se 1%/ por
[ € [minimo (Q(Lg)), méximo (Q(Lg))], aleatério e uniformemente distribuido, for-

mando L;

~

2. para o controlador Ly, calcula-se [ X, X. Xp |, solucionando-se o problema
convexo (3.98)-(3.100)

5.7.1.2 Mutacao de Contorno

1. Seleciona-se aleatoriamente um elemento [/ da matriz Lx. Substitui-se [ por um

valor aleatério [ formando Ly, tal que [ = minimo (Q(Lg)) ou [ = maximo (Q(Lg));

2. para o controlador Ly, calcula-se [ X, X. Xp |, solucionando-se o problema
convexo (3.98)-(3.100).

5.7.1.3 Mutacao Nao-Uniforme

1. Seleciona-se aleatoriamente um componente [} da matriz Lx e o substitui por [

produzindo-se a matriz Lygonde [ é dado por:

P { 1%+ A (méximo (Q(Lk)) — l’KJ) , se um dado nimero aleatério é igual a 0,

I — A (ZZKJ — minimo (Q(Lk))), se um dado niimero aleatério ¢ igual a 1,
(5.25)

onde

Aly) = yr (1 _ )2, (5.26)

Ngen

n indica o nimero da geragao atual e ng4, indica o nimero maximo de geracoes;

2. para o controlador L calcula-se [ X, X Xp }, solucionando-se o problema
convexo (3.98)-(3.100).
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5.7.2 Grupo de Operadores de Mutacao 11

Os algoritmos de mutagao deste grupo sao baseados na mutacao uniforme de Micha-
lewicz (se¢ao 4.3.1), nos procedimentos de mutacao apresentados em [120, 46, 47] e nos

algoritmos de recombinacao.

O objetivo dos operadores 1 e 2 ¢ alterar o cromossomo de forma que suas caracteristi-
cas nao sejam drasticamente alteradas, assim garantindo maior probabilidade de se gerar
elementos factiveis. O algoritmo 3 é baseado na estratégia de mutagao cldssica (segao 4.2
e [120, 46, 47]) e possui uma maior probabilidade de escapar do espago de factibilidade do
problema. Possui, porém, a caracteristica de reduzir a probabilidade do algoritmo conver-
gir prematuramente. O objetivo do algoritmo de mutagao 4 ¢é reduzir a norma Euclideana

dos elementos do cromossomo. Os operadores sao descritos a seguir.

5.7.2.1 Operador de Mutacao 1

1. Calcula-se as matrizes P e Ay tal que X9 = PAyP~! e Ay representa a matriz

diagonal dos autovalores de X5;
2. seleciona-se aleatoriamente um autovalor de X5 e soma-se k; a ele gerando-se Ag;
3. calcula-se a matriz Xy = PA, P,

4. para o conjunto de matrizes | X, X., Xp ], calcula-se Ly, solucionando-se o
problema convexo (3.98)-(3.100).

5.7.2.2 Operador de Mutacao 2

1. calcula-se as matrizes P e Ay tal que Xoo = PA P! e Ay representa a matriz

diagonal dos autovalores de X;
2. seleciona-se aleatoriamente um autovalor de X, e soma-se k; a ele gerando-se A;
3. calcula-se a matriz X, = PA P!

4. para o conjunto de matrizes | X, X., Xp ], calcula-se Lk, solucionando-se o

problema convexo (3.98)-(3.100).



5.7 Operadores de Mutagao 101

5.7.2.3 Operador de Mutacao 3

1. Seleciona-se aleatoriamente um elemento da matriz Ly e soma-se a ele k; gerando-se
L;

A

2. para o controlador ﬁK, calcula-se [ X, X., Xp |, solucionando-se o problema

convexo (3.98)-(3.100)

5.7.2.4 Operador de Mutagao 4

1. Gera-se um valor « aleatorio tal que 0 < o < 1;

X, X,
2. calcula-se | . =« ;
Xoo Xoo

3. para o conjunto de matrizes [ X, X Xp ], calcula-se f}K, solucionando-se o

problema convexo (3.98)-(3.100).

5.7.3 Operador de Salomon

O operador de Salomon inspira-se no algoritmo de Salomon (se¢do 4.5) e na possi-
bilidade de, a exemplo da aproximacao discreta da derivada, aproximar o gradiente da

funcao objetivo do problema. O algoritmo é descrito a seguir.

Para cada elemento Ly da populagao P:

1. gera-se A candidatos L;, tais que
Li=Lg+7Z;, i=1,...,]\, (5.27)

onde Z; é uma matriz de elementos aleatérios distribuidos normalmente com média

0 e desvio padrao o;/+/n e n é niimero de componentes do vetor;

2. calcula-se o vetor gradiente estimado

G = Z (apt(L;) — apt(Lg)) (Li — Lg) ; (5.28)

=1

3. calcula-se a matriz unitaria de direcao

E=——; (5.29)
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4. adapta-se o tamanho de passo

¢, se apt(Lx — oxCE) < apt(Lx — (o /C)E),
Opt1 = o (5.30)
ok/(, caso contrario;
5. calcula-se o cromossomo resultante L K, tal que
Lx = Lg — oy E (5.31)

A

6. para o controlador Ly, calcula-se [ X, X. Xp |, solucionando-se o problema
convexo (3.98)-(3.100).

O algoritmo de Salomon como operador de mutagao tem a vantagem de produzir uma
busca “direcionada’” reduzindo o carater estritamente aleatério dos outros operadores de
mutacao. O efeito desta busca é a geracao de um maior percentual de elementos factiveis

pelo algoritmo aumentando a velocidade de convergéncia.

5.8 Conclusao

Este capitulo apresenta o algoritmo proposto como solucao para o problema de con-
trole robusto misto Hy/Ho. O algoritmo é baseado na teoria de computagao evolutiva e
utiliza como principais fontes o algoritmo genético de Michalewicz, Evolucao Diferencial
e a abordagem de Salomon. O algoritmo de Michalewicz foi escolhido para ser implemen-
tado por permitir a abordagem direta de problemas com restri¢oes convexas. O grupo II
de operadores de recombinacao e de mutacao foi desenvolvido no intuito de se verificar
a eficiéencia de se efetuar operagoes genéticas sobre as diferentes matrizes de Lyapunov
do problema. O algoritmo de ED ¢é conhecido por seu comportamento de busca robusto.
Por fim, o algoritmo de Salomon foi implementado com o intuito de se direcionar a busca
genética, proporcionando-se melhores resultados. Além disso, a abordagem via LMIs per-
mite grande flexibilidade ao algoritmo que pode ser configurado para diferentes regices de

alocagao de pdlos e estruturas de controle.



103

6 Resultados

O objetivo deste capitulo é validar a solucao para o problema de controle robusto
misto Hs/Hs proposta no capitulo 5. O escopo deste capitulo é restrito ao estudo da
capacidade de cada algoritmo de encontrar solugoes satisfatérias do ponto de vista de
norma Hy com restricoes de norma H,,. Para isto, diversos exemplos foram extraidos e
adaptados da literatura, aos quais diferentes configuragoes do algoritmo proposto foram

aplicadas. Estas configuragoes sao caracterizadas por trés grupos distintos de operadores:

e grupo I: forma-se com os operadores de recombinacao e de mutacao derivados do

algoritmo de Michalewicz, apresentados nas secoes 5.6.1 e 5.7.1;

e grupo II: utiliza-se o grupo II de operadores de recombina¢ao em conjunto com o
grupo II de operadores de mutacao, apresentados nas secoes 5.6.2 e 5.7.2, respecti-

vamente;

e grupo III: compoe-se do operador de evolugao diferencial (se¢ao 5.6.3) como estra-
tégia de recombinagao, juntamente com o operador de Salomon (segao 5.7.3) como

estratégia de mutagao.

Através de diversas simulacoes prévias, buscou-se encontrar um conjunto unico de para-
metros do AE adequado aos diversos exemplos estudados. A busca do valor 6timo de cada

parametro do AE, para cada exemplo, foge do escopo deste trabalho.

Utilizaram-se 100 geracoes por simulacao com populacoes de 20 elementos, exceto
quando explicitado o contrario. O estudo do desvio padrao da populagao resultante de
cada simulagao sugere que 100 geracoes sao, em geral, suficientes para a convergéncia
dos diferentes grupos de operadores para uma unica solucao. Além disso, na busca do
comportamento médio de cada grupo de operadores, efetuaram-se 10 simulagoes, por
exemplo, por algoritmo. Cabe ressaltar que 10 simulacoes sao insuficientes para se garantir
estatisticamente qualquer conclusao realizada. Entretanto, o elevado custo computacional

médio dos algoritmos, 2,6 horas por execucao, impossibilitou tanto a utilizacao de maiores
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populacoes e mais geracoes por simulagao, quanto um nimero maior de simulagoes por

algoritmo.

Nas simulagoes prévias, percebeu-se que pequenas variagoes nos parametros de cada
operador nao influenciam o resultado final encontrado pelos diferentes algoritmos. Assim,
em todas as simulagoes utilizou-se o conjunto de parametros apresentado nas tabelas 2, 3
e 4 para os diferentes grupos de operadores. Este conjunto demonstrou resultados satis-
fatérios em todos os exemplos estudados. As elevadas taxas de mutacao, resultantes da
analise prévia dos algoritmos, sao frutos da utilizacao de populagoes de tamanho bastante

reduzido, fato coerente com os indicios apresentados em [120].

As diversas simulacoes de teste dos algoritmos sugeriram forte influéncia do método de
selecao escolhido na convergéncia média dos diferentes algoritmos. O estudo detalhado da
eficacia de cada método de selecao, porém, nao é foco principal deste trabalho. Contudo,
observou-se que a convergéncia média, atingida com os métodos de selecao por roleta e por
torneio, esta intimamente relacionada com o correto escalonamento da funcao aptidao e
com o parametro do torneio, respectivamente. O método de selecao por rank, entretanto,
demonstrou taxa de convergéncia satisfatéria e independente do exemplo estudado. Por
esta caracteristica, utilizou-se o método de selecao por rank em todos os exemplos deste

capitulo.

A comparacao estatistica da eficiéncia computacional de cada algoritmo nao é foco
deste trabalho. A validacao de conclusoes sobre a eficiéncia de cada algoritmo implicaria
a necessidade de um nimero maior de simulagoes por algoritmo, fato inviabilizado pelo
elevado custo computacional associado. Assim, os tempos de execucao apresentados sao

apenas ilustrativos.

Tabela 2: Probabilidades do grupo I de operadores.

Cruzamento Mutagao
Pe 0,8 Pm 0,3
Aritmético 0, 33 Uniforme 0,33
Simples 0,33 | De Contorno 0,33
Heuristico 0,33 | Nao-Uniforme 0,33
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Tabela 3: Probabilidades do grupo II de operadores.

Recombinacao | Mutacao
De 0,8 Pm 0,3
Op.1 0,4 |Op.1 0,4
Op.2 0,2 |Op.2 0,2
Op.3 0,2 |Op.3 0,2
Op.4 0,2 |Op.4 0,2

Tabela 4: Probabilidades do grupo III de operadores.

E.D. Op. Salomon
pe 1 |pm 0,35
F % o)) 1

A 80
¢ 2

6.1 Exemplo 1

Este exemplo foi extraido de [59] e representa um modelo linearizado de um helicéptero
VTOL. Trés parametros incertos sao considerados e o seu conjunto forma um poliedro
convexo de 8 vértices, representando os dominios de incerteza Dy e Dp do problema. A

condicao de sub-otimalidade utilizada foi v < 30. As matrizes do problema sao dadas

por:
[ _0,0366 0,0271 0,0188 —0,4555 |
Ao | 00482 L0100 00020 —4.0208 |
0,1002  a  —0,7070  ay
0 0 | 0

onde os parametros incertos a; e as pertencem aos intervalos:

ai € [—0,6319; 1,3681], as € [1,22; 1,62],

—0,4422 —0,1761 |
by 7,5922
BQ - )
5,5200  —4,4900
0 0
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onde o parametro incerto by € [2,7446; 4, 3446] e

1, 0
Cy = ,C'yz[OlOO],DmZ )
0144 I
Blg = 147 Bloo == I47 Cl == I47
Dy, =0, Dy, =0, Dy =0,
Dy, =0, Dy =0.

6.1.1 Caso 1: Realimentagao Estatica de Saida

Nesta subsecao simulam-se os diferentes grupos de operadores na sintese de contro-
ladores por realimentacao estatica de saida. A figura 12 é utilizada como padrao para
a apresentacao da evolucao de cada grupo de operadores, nos diferentes exemplos deste
capitulo. Esta figura esta dividida em quatro graficos que foram gerados a partir de 10
simulagoes de cada grupo distinto de operadores. Com isso, o grafico da média do melhor
elemento mostra o valor médio da norma Hsy do melhor cromossomo da populacao a cada
geracao, para o conjunto de 10 simulagoes. Este grafico indica se o algoritmo é capaz de
evoluir a populagao na busca por melhores resultados. A mesma logica é utilizada para o
grafico da média do pior elemento, no qual utilizou-se, ao invés da norma Hs do melhor
cromossomo, o valor da norma Hy do pior elemento da populagao. O grafico da média
da populagao, por sua vez, considera a média da norma H, média de todos os elementos
da populagao, a cada geracao, no conjunto de 10 simulagoes. Por fim, para a geracao
do grafico do desvio padrao médio, utilizou-se o calculo do desvio padrao da norma H,
de todos os elementos da populacao a cada geracao e calculou-se a média deste desvio
para as 10 simulagoes. Estes trés ultimos graficos permitem identificar se o conjunto de
operadores genéticos utilizado é capaz de convergir a populagao para uma tunica regiao do
espaco de factibilidade do problema. Além disso, pode-se comparar a velocidade média

de convergeéncia dos diferentes grupos de operadores.

Neste exemplo, o grafico da média do melhor elemento, apresentados na figura 12,
sugere que o grupo I de operadores foi capaz de encontrar os controladores com mais
baixo indice de desempenho norma H,. Por outro lado, o conjunto dos graficos da média
do pior elemento, da média da populacao e do desvio padrao médio, indicam que o grupo
I de operadores foi menos eficaz na convergéencia da populagao para uma tinica solugao no

espaco de solucoes factiveis.

Outra figura que ¢ utilizada com padrao de apresentacao dos resultados neste capitulo
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Figura 12: Evolucao dos algoritmos no exemplo 1 - caso 1.

¢ a figura 13. Nela sao mostradas as normas Hsy e Ho, calculadas para o sistema em
malha fechada, com melhor controlador encontrado nas 10 simulacoes com cada grupo
de operadores. Lembra-se que o objetivo dos problemas apresentados neste capitulo ¢é a
minimizacao da norma H,. Assim, no lado direito da figura 13, estao apresentados os
valores da norma H, para o sistema em malha fechada com o controlador que apresentou

a norma Hy minima.

Apesar das diferentes evolugoes médias observadas na figura 12, os melhores elementos,
encontrados pelos diferentes algoritmos, mostrados na figura 13, possuem critérios de
desempenho praticamente iguais. A melhor solucao encontrada para este exemplo foi

obtida com o grupo II de operadores e é dada por:

T
K= 2,2818 —17,4041 | . (6.1)

Além da analise do valor da norma Hs, buscou-se identificar a eficiéncia de cada
grupo de operadores na geracao de cromossomos factiveis. Para isso, contou-se o niimero
de cromossomos infactiveis gerados pelos diferentes grupos de operadores a cada geracao.
Estes resultados sao apresentados na figura 14. O lado esquerdo desta figura mostra

o nimero médio de cromossomos infactiveis resultante a cada geracao, para o total de
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Norma H2

Melhor Elemento

Melhor Elemento

1 2 3
Grupo de Operadores

Norma H-Infinito

15

10

1 2 3
Grupo de Operadores

Figura 13: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 1 - caso 1.

10 simulagoes. O numero médio total de elementos infactiveis, lado direito da figura

14, corresponde a média do numero médio de elementos infactiveis resultantes de cada

geracao, para o total

de 100 geragoes.

Neste exemplo, a figura 14 mostra que o grupo III de operadores foi o grupo mais eficaz

na geragao de cromossomos factiveis. Este fato é um resultado provavel da utilizacao de

informacoes de direcao pelos operadores de Evolugao Diferencial e de Salomon. Por outro

lado, o grupo II de operadores, que nao utiliza informacoes de direcao, e é aplicado sobre

as diferentes matrizes de Lyapunov, gerou um nimero expressivo de elementos infactiveis.

NUmero médio de elementos infactiveis

140
120
100
80
60
40

Elementos Infactiveis

20
0

NUmero médio total de elementos infactiveis

Tt

Grupo |
— Grupo Il
— Grupo lll

LY NN AW WS M UASA AN

0 50 100
Geragao

Elementos Infactiveis
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100

80

60

40

20

1 2 3
Grupo de Operadores

Figura 14: Numero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 1 - caso 1.

As nuvens de pdlos em malha fechada, geradas pelo melhor controlador encontrado

com cada grupo de operadores, estao representadas na figura 15.

A tabela 5 mostra as normas Hs e H,, calculadas para o sistema em malha fechada

com o melhor controlador encontrado nas 10 simulacoes de cada grupo de operadores.

Observa-se que as trés abordagens estudadas apresentaram, para este exemplo, resul-

tados superiores aos encontrados na literatura, descritos na tabela 6, validando a aborda-
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Grupo | Grupo Il Grupo Il
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Figura 15: Pdlos em malha fechada do exemplo 1 - caso 1.

Tabela 5: Comparacao dos resultados encontrados no exemplo 1 - caso 1.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Tous, ll2 | 4,2300 | 4,2303 | 4,2471
[T lloo | 14,4472 | 14,4902 | 14,6133

gem proposta. O tempo médio de execucgao deste exemplo foi de 48 minutos por simulacao

em um AMD Athlon 2,4 GHz com 512 MB de memoéria RAM.

Tabela 6: Resultados encontrados na literatura para o exemplo 1 - caso 1.

| | Resultados de [101] | Resultados de [59] |
[ Toows |2 1,3383 4,5001

H TZoo'woo HOO -

6.1.2 Caso 2: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida

Nesta subsecao, projetaram-se controladores por realimentagao dinamica de saida de
ordem reduzida (n. = 2), utilizando-se os trés diferentes grupos de operadores genéticos.

A evolucao dos algoritmos esta representada na figura 16.

Para este caso, observa-se que o grupo I de operadores nao foi eficaz na evolugao dos
cromossomos da populacao inicial. Contudo, a convergéncia média dos grupos II e III se
demonstrou satisfatéria, como verificado no grafico da média do melhor elemento, na figura
16. A tendéncia crescente do desvio padrao médio do grupo I de operadores sugere que este

nao foi eficaz em fazer convergir a populacao para um tnico ponto solucao, mantendo-se
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Figura 16: Evolugao dos algoritmos no exemplo 1 - caso 2.

elevada diversidade na populacao final gerada. A melhor taxa de convergéncia do grupo
IIT de operadores indica que a utilizacao das informacgoes de direcao de busca contribuiu

na evolugao do AE, conforme discutido em [19].

Ao se observar a figura 17, nota-se que, apesar do grupo I de operadores nao apresentar
convergencia média satisfatoria, o melhor controlador encontrado por este grupo nas 10
simulagoes possui critérios de desempenho bastante proximos dos resultados dos outros
dois grupos de operadores. O melhor controlador dinamico sintetizado, com a utilizacao

do grupo III de operadores, é dado por:

—1,4693 0,2951 —0, 1297
AK - ) By = )
—2,6762 4,2367 4,8651
~1,0838  2,9132 2, 9902
C = . Dy = .
4,0264 —8,0881 —5,3166

Ao se observar a figura 18, percebe-se que, novamente, o grupo II de operadores gerou
um elevado nimero de elementos infactiveis indicando menor eficacia destes operadores
na permanéncia da busca no espaco de factibilidade do problema. Avaliando-se os ope-

radores genéticos que formam o grupo II, conclui-se que esta elevada taxa de elementos
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Figura 17: Comparacao dos melhores
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resultados do exemplo 1 - caso 2.

infactiveis gerada é proveniente dos operadores de mutagao, discutidos na segao 5.7.2.

Isto porque os algoritmos de recombinacao deste grupo sao estruturados utilizando-se o

conceito de combinacao convexa, que possui como propriedade principal a garantia de que

os cromossomos gerados estao dentro do espaco de busca factivel do problema.

Nimero médio de elementos infactiveis
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Figura 18: Nimero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 1 - caso 2.

A nuvem de pélos em malha fechada do melhor controlador encontrado com cada

grupo de operadores é exposta na figura 19.

A tabela 7 oferece uma comparacao dos melhores resultados encontrados nas 10 si-

mulagoes realizadas com cada grupo de operadores com os resultados descritos em [101].

Verifica-se que, apesar da convergéncia média do grupo I ser insatisfatéria, este grupo de

operadores apresentou um resultado final préximo aos outros dois grupos de operadores.

Tabela 7: Comparacao dos resultados encontrados no exemplo 1 - caso 2.

\ Grupo I \ Grupo II \ Grupo III \ Resultados de [101] ‘

H T22w2 H2

3, 6663

3, 6085

3,5779

4,3576

H Tzocwoo HOO

13, 2996

13,5598

13,5410

18,9714
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Figura 19: Pdlos em malha fechada do exemplo 1 - caso 2.

A mudanca do tipo de controlador, de realimentacao estatica de saida para reali-
mentacao dinamica de saida de ordem 2, com o conseqiiente aumento da dimensao do
cromossomo, prejudicou o comportamento do grupo I de operadores. Os grupos II e I1I
resultaram em comportamentos semelhantes em ambos casos, como pode ser observado na
comparacao da evolucao do desvio padrao médio das figuras 12 e 16. O tempo médio de
execucao deste exemplo foi de 2 horas e 35 minutos, por simulagao, em um AMD Athlon
2,4 GHz com 512 MB de memoria RAM.

6.1.3 Caso 3: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Com-
pleta

Nesta secao, projetaram-se controladores por realimentagao dinamica de saida de
ordem completa (n. = 4). A evolucdo dos trés grupos de operadores, nesta sintese, é
apresentada na figura 20. Os trés grupos de operadores mostraram eficdcia na evolugao
da populacao inicial, sendo que, na média, melhores resultados foram obtidos com os
grupos II e III. A avaliacdo do comportamento do desvio padrao médio da populacao
indica que, neste exemplo, a convergéncia dos grupos I e Il de operadores foi mais lenta
do que a convergéncia do grupo III. Este comportamento nao prejudicou, porém, a eficdcia

do grupo II de operadores na busca de melhores solucoes.

Embora com evolugoes médias diferentes, os melhores resultados encontrados pelos

trés grupos de operadores sao bastante préximos, como pode ser visto na figura 21.

O grupo II de operadores, mais uma vez, se destacou pela elevada geracao de elementos
infactiveis, conforme se verifica na figura 22, indicio de que os seus operadores de mutacao

nao sao eficazes na geracao de elementos factiveis.
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Figura 20: Evolugao dos algoritmos no exemplo 1 - caso 3.

A nuvem de pdlos em malha fechada para o melhor controlador encontrado com cada

grupo de operadores é demonstrada na figura 23.

A tabela 8 apresenta a comparagao entre os resultados encontrados pelos diferentes

grupos de operadores. Observa-se a superioridade do resultado do grupo III, tanto com

relacao a norma Hs, quanto H,,. A solucao encontrada com este grupo de operadores,

mostrada na figura 8, foi resultado do controlador dinamico dado pelas matrizes:

—0,9829 2,8728 2, 8945 4,4745
0,2316 —0,1969 1,0088 0,7271
AK = ; BK —
—0,4868 0,0975 —0,01254 0,8459
0,2657 —1,9102 —1,2569 —2,9219
—0,2485 1,3422  1,1497  1,9671
Cx = _

—0,6870 —2,2508 —1,9646 —2,4559 |

5, 54T
—2,0249
8, 4659
—0,3625
[ 1,5200
| —2,0408 |

Buscando-se um ponto de referéncia para se avaliar o desempenho dos controladores

projetados, sintetizaram-se controladores por realimentagao dinamica de saida de ordem

completa para o sistema nominal, precisamente conhecido, onde os parametros incertos
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Figura 21: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 1 - caso 3.
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Figura 22: Numero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 1 - caso 3.

ai, as e by assumem os valores:

a1 = 0,3681, ay = 1,42, b, = 3,5446.

Dois controladores foram sintetizados para o sistema nominal, o controlador que mi-
nimiza a norma Hsy e o controlador que minimiza a norma H,,. Para isso, utilizou-se o
comando hinfmix para a sintese multi-objetivo de controladores via LMIs do Matlab. A
coluna esquerda da tabela 9 mostra os valores das normas Hs e H,, para o controlador
que minimiza a norma Hs, enquanto a coluna direita apresenta estes valores para o con-
trolador que minimiza a norma H.,. A comparacao entre as tabelas 8 e 9 sugere que os
resultados encontrados pelos algoritmos sao satisfatorios tanto do ponto de vista de norma
H,, quanto H,, quando considerado que as incertezas do sistema estudado formam um
poliedro convexo com 8 vértices. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de 8 horas

e 28 minutos por simulacao em um AMD Athlon 2,4 GHz com 512 MB de meméria RAM.
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Figura 23: Pdlos em malha fechada do exemplo 1 - caso 3.

Tabela 8: Comparacao dos resultados do exemplo 1 - caso 3.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Topus l2 | 3,6386 | 3,5800 | 83,5793
[ Tow. lloo | 13,7557 | 13,6215 | 13,5792

6.1.4 Analise do Exemplo 1

A figura 24 mostra o numero de elementos infactiveis para as trés estruturas de contro-
lador utilizadas. Destaca-se a expressiva taxa média de elementos infactiveis gerada pelo
grupo II de operadores. Considerando-se que os operadores de recombinacao deste grupo
sao formados sobretudo por combinacoes convexas, o alto nimero de infactibilidades su-
gere que os algoritmos de mutagao nao sao eficazes na geragao de elementos factiveis. Este
fato se comprova, uma vez que do nuimero total de infactibilidades gerado por este grupo,
verificou-se que apenas % destas sao formadas pelos operadores de recombinacao. Isto
indica que os operadores de mutacao do grupo II, modificando de maneira aleatéria os
autovalores das matrizes de Lyapunov, se demonstram “agressivos”, geralmente resultando

em elementos nao factiveis.

Observou-se neste exemplo que o aumento da ordem do controlador, com o con-
seqiiente aumento do nimero de parametros a serem otimizados, prejudicou sobretudo
o desempenho do grupo I de operadores. A convergéncia do grupo II de operadores foi
afetada em menor grau, como se pode verificar na andlise da evolugao do desvio padrao
médio de cada caso. Por fim, o grupo III de operadores foi o menos influenciado pela
ordem do controlador. Sugere-se que a utilizacao de informacgoes de direcao neste grupo
de operadores contribuiu para sua convergéncia satisfatoria, independente do niimero de

parametros a ser otimizado.
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Tabela 9: Controladores 6timos para o sistema nominal do exemplo 1 - caso 3.

’ ‘ min Ho ‘ min H ‘
| Topoy |2 3,3405 | 187,1467
[ Tows |l | 12,4716 | 10,0642
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Figura 24: Numero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 1.

Ressalta-se a influéncia direta da ordem do controlador no tempo médio de execugao,
que passou de 48 minutos, para o caso de realimentacgao estatica, para 2 horas e 35 minutos
para o projeto de controladores por realimentacao dinamica de saida de ordem reduzida.
E ao se sintetizar controladores de ordem completa, o tempo de execucao saltou para
8 horas e 28 minutos. Isto sugere que o aumento da ordem do controlador influencia
diretamente no desempenho do algoritmo de otimizacao LMI de pontos interiores, pois

aumenta a ordem do conjunto de LMIs utilizado.
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6.2 Exemplo 2
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Figura 25: Sistema de péndulo invertido.

Este exemplo foi extraido de [98] e descreve o péndulo invertido ilustrado na figura 25.

A massa M representa a massa do carrinho que possui um péndulo de massa m uniforme

e com comprimento 2/ fixado no seu centro. O sistema é controlado pela aplicacao da

forga escalar u(t). A posigao do carrinho é dada por z(t), e (t) é o angulo entre o péndulo

e o eixo vertical. Os coeficientes de atrito ¢, e cj; relacionam o péndulo e o carrinho e o

carrinho e o solo, respectivamente.

Assume-se que 6 seja pequeno, tal que:

senf =6, cosf =1, 6%0 0.

O modelo do sistema na figura 25 é dado por [98]:

0 0 1
. 0 0 0
Tp(t) =

0 a; das

0 a4 Qas

0
1
a3

Qg

zp(t) +
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ondexp(t)é[z 0 2 9}Te

a; = —ém29l2 g = —Clch (Jm + mi?)
as = écmml ay = émgl (M +m)
as = écMml ag = —écm (M + m)
by = écl (Jp +ml?) by = —iclml

d= (M+m)J, +mMI.

O vetor de saida observado y(t) é dado por

¢ 0 00
y(t)zlo o 0 le(t)-

A tabela 10 mostra os valores das constantes do sistema fisico investigado.

Tabela 10: Constantes do péndulo invertido.

Parametro Valor Dimensao
M 6,65 k]
m 7,00 x 1072 [kg]
M 7,20 x 1071 [kg/s]
Cm 1,27 x 1073 | [kg.m?/s]
z 1,15x 1070 | [m]
Im 1,65 x 1073 | [kg.m?]
o 3,30x 10 | [N/V]
o 2,33 x 10 [V/m)]
c3 3,32 [V/rad]
g 9,81 [m/s?]

As incertezas do problema estao ligadas aos coeficientes de atrito cy; e ¢,,,. Assume-se

que ambos estejam contidos no intervalo de —10% a +10% do seu valor nominal. Com

isso, o politopo de incertezas D4 deste problema é formado por um conjunto de 4 matrizes

vértices, dadas por:

(000 1 0 00 1 0
0 0 0 1 0 0 1
Al = ’ A? =
0 ay (]. — 6)@2 (1 — 5)@3 0 ay (1 + 5)@2 (1 + 5)@3
0 ay (]_ - 5)(15 (1 - 5)@6 0 ay (1 + 5)@5 (]. + 5)61,6
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(00 1 0o | (000 1 0o |
0 0 0 1 0 0 0 1
A3 = ) A4 = )
0 aq (1 + 5)&2 (1 - 5)@3 0 aq (1 - 5)@2 (]_ 5)(1,3
0 ag (L+9d)as (1—0)ag 0 ag (1—0)as (1+0)ag
onde § =0, 1.
Calculando-se os parametros aq, ..., ag,b1, bs, co € c3 para o sistema discutido, tem-se

que as matrizes resultantes sao dadas por:

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0
aCy:I47

0 1

0 0

ay az as

a4 Qa5 dag

Bﬂzh()ooyDuzh()oo1y

I
= | B=[1000]
01><4
D112 = 0, CQ = 0, 1 % I47 Dlloo = 0,
D, . =0, Dy, =0, Dy =0,

onde a; = —0,0369, ay € [—0,1183; —0,0968], az € 1072 [0,5336; 0,6522], ay = 30, 7744,
as € [0,3025; 0,3697] e ag € [—0,5444; —0,4454]. Os parametros as e as, assim como
os parametros as e ag, sao derivados de somente duas varidveis incertas [98]. Assim,
apenas quatro vértices formam o poliedro de incertezas D4, associado a matriz dinamica
do sistema. A regiao de alocagao de pélos desejada é um disco de raio r = 9, com centro

em (—9.8,0). A condigao de sub-otimalidade utilizada foi v < 5.

6.2.1 Caso 1: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida

Nesta subsecao projetaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem reduzida (n. = 2). A evolugdo resultante da aplicagao dos diferentes grupos de

operadores evolutivos é apresentada na figura 26.

O grupo III de operadores obteve a melhor convergéncia entre os trés grupos, com
relacao a norma média Hsy, seguido pelo grupo II. Apesar de evolugoes distintas dos
diferentes grupos de operadores, observa-se que os trés algoritmos foram capazes de fazer

a populagao convergir para uma nica solucao, como refletido pela curva do desvio padrao
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Figura 26: Evolugao dos algoritmos no exemplo 2 - caso 1.

médio na figura 26. Além disso, na figura 27, observa-se que nao houve significativa

diferenga com relacao a norma Hy do melhor cromossomo encontrado pelos diferentes

grupos de operadores,

nas 10 simulacoes.
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Melhor Elemento
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Figura 27: Comparacao dos melhores
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resultados do exemplo 2 - caso 1.

A nuvem de pdlos em malha fechada com o melhor cromossomo encontrado pelos

algoritmos é apresentada na figura 28. Em detalhe, pode-se observar na figura 29 que os

polos em malha fechada respeitam a restricao de alocagao de pélos do problema.

A tabela 11 mostra os melhores resultados encontrados pelos diferentes grupos de algo-

ritmos. Do ponto de vista do objetivo adotado, a minimizagao da norma Hs, encontrou-se
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Figura 28: Pdlos em malha fechada do exemplo 2 - caso 1.
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Figura 29: Detalhe dos pdlos em malha fechada do exemplo 2 - caso 1.

o melhor controlador com o grupo II de operadores. As matrizes do controlador que re-

presenta a melhor solugao encontrada sao dadas por:

85,6950 90,8026 58210 —186, 5870

AK = ) BK —
06,1028 —101, 6581 6.5803 17,2523
Cx = [ —1.0670 —1,1130 } , Dy = [ 00825 23998 ]

O tempo médio de execucgao, neste exemplo, foi de 6 horas e 16 minutos, por simulacao,

em um Pentium IV 2,6 GHz com 1,0 GB de meméria RAM.

Tabela 11: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 2 caso 1.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Topuy l2 ] 0,2102 | 0,2016 | 0,2018
[T lloo | 2,7125 | 2,4085 | 2,4471
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6.2.2 Caso 2: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Com-
pleta

Nesta subsecao sintetizaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem completa (n. =4). A evolucao dos diferentes grupos de operadores é apresentada
na figura 30. A exemplo do ocorrido na sintese de controladores de ordem reduzida, o
grupo III de operadores demonstra maior eficacia com relagao a norma Hs. Neste caso,
a norma média dos melhores elementos do grupo III foi cerca de 20% inferior & do grupo
I e 9% inferior & norma média do grupo II de operadores. Os trés grupos de operadores
fizeram a populagao convergir para uma tnica solucao no espago de busca do problema,

como pode ser observado pela curva do desvio padrao médio.
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Figura 30: Evolucao dos algoritmos no exemplo 2 - caso 2.

Os grupos I e III de operadores também foram superiores ao grupo II, quando consi-

derada a norma H.,, como pode ser verificado na figura 31.

Os podlos em malha fechada do melhor controlador encontrado com cada algoritmo
estao desenhados nas figuras 32. Em detalhe, a figura 33 demonstra que a restricao de

alocacao de polos nao foi violada.

A tabela 12 exibe os melhores resultados encontrados pelo algoritmo. O controlador,

cuja norma Hs é a mais baixa, resultado da aplicacao do grupo III de operadores, é dado
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Figura 31: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 2 - caso 2.
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Figura 32: Pélos em malha fechada do exemplo 2 - caso 2.

pelas matrizes:

[ 10,7222 —0,3819 2,3484 —7,0453 | [ 1,7653 19,8589 |
A= | 2T o 2ms 20 || 0,655 88968 |

_5,0469  1,0550 1,6685 —2,3598 1,0710 16,7618

12,6763 0,2841 7,7226 —15,7121 3,2347 39,9706
Cx = | —1,4343 —0,0060 0,7436 —1,3904], Dx = 0,3300 4,8369 ]

Os resultados encontrados na literatura, para o problema incerto, e as solugoes 6ti-
mas, calculadas para o sistema nominal sao apresentados na tabela 13. Observa-se que
a abordagem utilizada neste trabalho permitiu grande melhoria nos resultados, em com-
paracao com o resultado de [98]. Os resultados da tabela 12 também sao satisfatérios
em comparagao com as normas minimas provenientes da sintese de controladores para o

sistema nominal, considerando-se que o sistema analisado possui 2 parametros incertos.

O tempo médio de execucao deste exemplo foi de 19 horas e 30 minutos por simulacao

em um Pentium IV 2,6 GHz com 1,0 GB de memdria RAM.
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Figura 33: Detalhe dos pélos em malha fechada do exemplo 2 - caso 2.

Tabela 12: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 2 - caso 2.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Tepwy ll2 | 0,2887 | 0,2710 | 0,1938
[ Towwn lloo | 1,7940 | 2,1768 | 1,7808

6.2.3 Analise do Exemplo 2

Neste exemplo, o grupo III de operadores apresentou eficdcia bastante superior aos
outros dois grupos, quando analisada a evolugao média da populacao para os casos de sin-
tese de controladores por realimentacao dinamica de saida de ordem reduzida e completa.
Em comparagao com os resultados encontrados em [98], os trés grupos de operadores fo-
ram eficazes. A elevacao da ordem do controlador, de 2 para 4, resultou em um aumento
de custo computacional de cerca de 212%. Este fato indica uma limitacado do algoritmo
apresentado, em funcao do elevado custo computacional, na utilizacao de sistemas ou

controladores de ordens elevadas.

6.3 Exemplo 3

Este exemplo foi extraido e adaptado da biblioteca COMPIib [82] e corresponde a uma

aeronave supersonica de transporte, em voo Mach 2,7. A condicao de sub-otimalidade
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Tabela 13: Resultados da literatura e 6timos para o sistema nominal do exemplo 2 - caso
2.

’ \ Resultados de [98] \ min Ho \ min Heo ‘
[ Tooos |2 3,6433 0,1260 | 0,1671
— 1,7808 | 0,2732

v < 60 foi utilizada e a matriz dinamica do sistema é dada por:

—0,037 0,0123 0,00055  —1
0 0 1 0
A= :
0,37 0 ~0,23  0,0618
a 0 0,016 —0,0457

onde o parametro incerto a; assume os valores a; € [0,75; 1,75], formando um poliedro

convexo de incertezas D4 com dois vértices. O restante das matrizes do sistema é dado

por:
- 1 1,3 0 0 0 ]
0,00084 0,000236 - .
0 0 0 1,3 0 0 01 00
By = L, Ch=|0 0 1,3 0|, C=]0010
0,08 0,804
0 0 0 1,3 0 01
—0,0862 —0,0665 : .
. : 0 0 0 0 |
) _ [0 0] (100 0]
0 0 01 00
0 0 0O 010
Dy=10 0|, Dy = , C, =
0 0 0 0 01
1 0
1 0 0O 0 00
01
- (01 (000 0]
D112 =0, Dnoo =0, BLX, =1,2x*1y,
Dy =0, D, =0, By, = 14.

6.3.1 Caso 1: Realimentagao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida

Nesta subsecao sintetizaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem reduzida (n. = 2). A figura 34 apresenta a evolugdo dos diferentes grupos de

operadores. A andlise desta figura permite identificar a superioridade do grupo III de
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operadores, quando observada a evolucao da média do melhor elemento. Além disso, os
graficos da média do pior elemento e da média da populacao indicam que o grupo I de
operadores piorou a norma H, média da populagao. Neste caso, indica-se que os opera-
dores do grupo I, baseados no algoritmo de Michalewicz, “deterioraram” os cromossomos

selecionados, permitindo que a média da norma Hy da populagao se elevasse.
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Figura 34: Evoluc¢ao média dos algoritmos no exemplo 3 - caso 1.

As normas calculadas com o melhor cromossomo encontrado pelos diferentes grupos
de operadores sao mostradas na figura 35. Observa-se que os trés grupos de operadores
resultam em controladores com normas bastante préximas, quando analisada a melhor so-

lugao encontrada nas 10 simulagoes. O melhor resultado é dado pelo controlador formado

pelas matrizes:

—0, 9632
Ap =
| 0,3405
[ 0,8088
Cr =

1,3932
—26, 2650
9,2137

| —14,6867 —6,5519 |

B ::[ 1,4963 1,9046 2,2925 ]’

] 1,1910 0,7764 1,2131
] e [ 10,5435 11,7560 22,1648
—9,8844 —9,2480 —7,9968

|

e foi encontrado pelo grupo III de operadores.

O numero médio de elementos infactiveis gerado pelos diferentes algoritmos é apre-

sentado na figura 36. Observa-se que o grupo I1II de operadores apresentou menor ntimero
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Figura 35: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 3 - caso 1.

de elementos infactiveis gerados. Este fato é resultante da utilizacao das informacoes de
direcao na busca, tanto na recombinacao através da evolugao diferencial, quanto na muta-
¢ao com o operador de Salomon. O grupo II de operadores, como observado nos exemplos
anteriores, se destacou com um elevado nimero médio de elementos infactiveis gerados,

resultado da estrutura dos operadores de mutacao deste grupo.
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Figura 36: Nimero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 3 - caso 1.

A figura 37 mostra a nuvem de pdlos dos melhores controladores encontrados pelos
diferentes algoritmos. Observa-se que as solucoes encontradas geram nuvens bastante
distintas. Isto sugere que regioes diferentes no espaco de busca foram exploradas pelos

diferentes algoritmos.

A tabela 14 apresenta um resumo dos resultados do melhor cromossomo encontrado
com cada grupo de operadores. Observa-se que o conjunto das melhores solugoes encon-
tradas forma um grupo de solugoes étimas de Pareto. O tempo médio de execucao deste
exemplo foi de 37 minutos, por simulacao, em um AMD Athlon 2,4 GHz com 512 MB de

memoria RAM.



6.3 FExemplo 3 128

Grupo | Grupo Il Grupo Il
4 15 i
X
1 0.5
2 x
0.5 X
% % g 0 X )-s;;(
X X X
E° E 0 E »
X
-0.5 9
_2 X
-1 -0.5
X
-4 -15 X
-40 -20 0 -20 -10 0 -4 -2 0
Real Real Real

Figura 37: Pdlos em malha fechada do exemplo 3 - caso 1.

Tabela 14: Comparacao dos resultados do exemplo 3 - caso 1.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Topus l2 | 23,1028 | 22,5320 | 22,4758
[T lloo | 38,6098 | 39,7865 | 40,5776

6.3.2 Caso 2: Realimentacao Dindmica de Saida de Ordem Com-
pleta

Nesta subsecao, projetaram-se controladores por realimentagao dinamica de saida de
ordem completa (n. = 4). O resultado da aplica¢ao dos diferentes algoritmos é mostrado
na figura 38. O grupo III de operadores se destaca pela eficacia na convergéncia da média
dos melhores elementos, com relacao a norma H,. Além disso, o formato desta curva
lembra o comportamento de convergéncia atingido por métodos de gradiente. Isto sugere
que a utilizacao das informacgoes de direcao efetivamente contribuiram para a busca de
melhores elementos no espago de factibilidade do problema, fato observado também em

diversos outros exemplos analisados.

A aplicagao do grupo II de operadores resultou em uma evolu¢ao média melhor do que
o conjunto de operadores baseados no algoritmo de Michalewicz. Os melhores elementos
encontrados pelos trés algoritmos sao, entretanto, bastante proximos, do ponto de vista

de norma Hsy, como mostrado na figura 39.

Um comportamento recorrente, observado nos diversos exemplos, é grande quantidade
média de elementos infactiveis gerada pela aplicacao do grupo I de operadores, como pode
ser visto na figura 40. Ressalta-se que este fato se deve as caracteristicas dos operadores

de mutagao do grupo II, bastante “agressivos” em relagao as matrizes de Lyapunov. Neste
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Figura 38: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 3 - caso 2.

exemplo, em média, apenas 23% dos elementos infactiveis foram resultantes dos opera-

dores de recombinacao do grupo II. O restante das infactibilidades foram geradas pelos

operadores de mutagao deste grupo

A tabela 15 apresenta um resumo dos resultados do melhor cromossomo encontrado

com cada grupo de operadores. Do ponto de vista da fungao a ser otimizada (norma Hs),

o grupo de operadores III obteve o melhor resultado, dado pelo controlador:

[ _1,0785  0,4049 0,5756 —0,7955 |
A | 05264 —0.8272 08304 0,217
0,4144  0,8597 0,0935 0,2556
0,1607  0,2256 0,8486 —1,3200
~ [o710 0703 08452 ]
B _ | 0883 0.7385 0.9410 |
1,4437 1,3725 1,4858
0,3117 0,4929 0,2476
CK—[ 52543 23754 14,5334 4,115
71420 —9,5255 —13,7142 —4,1018
DK:[ —0,6775  4,1854 16,4928 ]
11,4282 —16,6085 —11,5967

|
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Figura 39: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 3 - caso 2.
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Figura 40: Numero de elementos infactiveis gerados no exemplo 3 - caso 2.
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Entretanto, considerando-se o critério misto, observa-se que as trés melhores solugoes

formam um grupo de soluc¢oes étimas de Pareto.

Tabela 15: Comparacao dos resultados do exemplo 3 - caso 2.

‘ Grupo | ‘ Grupo II ‘ Grupo 111 ‘

| Topeo |l2 | 23,5811

23,4583 | 23,1382

| Tooowo |loe | 37,0518

37,2177 | 41,7280

A tabela 16 mostra os valores 6timos de norma Hs e H,,, quando sintetizados contro-

ladores de ordem completa para o sistema nominal, onde o parametro incerto a; = 1, 25.

Neste caso, as solucoes encontradas pelos algoritmos estao mais distantes da solucao 6tima

para o modelo nominal.

As nuvens de poélos em malha fechada, formadas com o melhor controlador encontrado

com cada grupo de operadores, estao apresentadas na figura 41. Observa-se que estas

nuvens sao diferentes entre si, sugerindo uma exploragao de regices distintas do espaco

de busca pelos diferentes algoritmos. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de 1
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Tabela 16: Controladores 6timos para o sistema nominal do exemplo 3 - caso 2.

’ ‘ min Ho ‘ min H ‘
| Toyur ll2 | 13,9267 | 225, 3829
| T |loo | 24,4635 | 17,8443

Grupo | Grupo Il Grupo Il
6 4 ~
X X
4 %
0.5
2 *X
2 X
g g Le I
X & X x XA
E° E° x £ ° P
-2 X
_2 X
-4 -0.5 ‘g
X X
-6 -4 Lx -
-10 -5 0 -10 -5 0 -10 -5 0
Real Real Real

Figura 41: Pdlos em malha fechada do exemplo 3 - caso 2.

hora e 16 minutos por simulacdo em um AMD Athlon 2,4 GHz com 512 MB de meméria

RAM.

6.3.3 Analise do Exemplo 3

A evolucao média do grupo III de operadores apresentou significativa superioridade em
relacao a dos outros grupos, tanto na sintese de controladores de ordem reduzida quanto
completa. O tempo médio de execugao sugere uma relagao polinomial entre a ordem do
controlador e a eficiéncia computacional média dos algoritmos. O aumento da ordem do
controlador de 2 para 4 resultou em um aumento de 105% no tempo de execucao. A
figura 42 nao indica uma correlacao direta entre niimero de elementos infactiveis gerados

e a ordem do controlador.

O comportamento “suave”, recorrente na evolucao do grupo III de operadores com
relacao a media do melhor elemento, em conjunto com os bons resultados apresentados,
sugere que este grupo de operadores fornece boas solugoes com um numero reduzido de
simulagoes. Neste sentido, pode-se dizer que o algoritmo de ED apresenta um comporta-
mento de busca mais robusto, em relacao aos outros grupos de operadores, fato coerente

com as caracteristicas da ED e do algoritmo de Salomon ressaltadas em [122, 114].
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Figura 42: Numero médio de elementos infactiveis do exemplo 3.

6.4 Exemplo 4

Este exemplo foi extraido e adaptado da biblioteca COMPIib [82] e corresponde ao

modelo linearizado do piloto automatico de um missil ar-ar. A restricao de norma H.,

utilizada foi v < 100 e adicionou-se um parametro incerto a matriz dinamica do sistema,

dada por: ) )
—-0,876 1 —0,1209 0
0 —130,75 0
A= @ ,
0 0 —150 0
—1 0 0 —0,05

onde a; € [3,9117; 13,9117] forma o dominio de incerteza D4 do problema. As outras

matrizes do sistema sao dadas por:

_ . _
0 -1 0 00 —-0,5 0 0 3
B2 = ) Cy = ) CQ = )
150 0O -1 00 0 0 —-1,5 0
0
00 0 O
00 0 O —0,25 0 0 3,487
Blg - ) Bloo = ) Cl - ;
00 0 0 0 -3 0 0
0 1 0 1,2
0,25 [0 ]
D112:O7 Dlloo_ 9 D12_ 9
0 i 3 |
- 0 d
Dy =0, Dy, =0, Dyy = .
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6.4.1 Caso 1: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida

Nesta subsecao, considera-se a sintese de controladores robustos por realimentagao
dindmica de ordem reduzida (n. = 2). A evolucao dos diferentes algoritmos é apresen-
tada na figura 43. Nao se verificam diferencas significativas na convergéncia média dos

algoritmos, uma vez que a evolugao nao é perceptivel até a quarta casa decimal.

Média do Melhor Elemento — H2 Média do Pior Elemento
9.4871 18
Grupo | Grupo |
— Grupo Il 16 — Grupo Il
— Grupo lll — Grupo Il
Q9487 p g 1 p
© <
£ £
S S 12
Z 9.4869 z
10
9.4868 8
0 50 100 0 50 100
Geragao Geragao
Média da Populagéo x 10 “Desvio Padrdo Médio
9.9
Grupo | Grupo |
9.8 — Grupo Il — Grupo Il
N 07 — Grupo lll Q2 — Grupo Il
© ©
g £
5 9.6 S
z z1
L L
9.4 0 | =
0 50 100 0 50 100
Geragao Geragao

Figura 43: Evoluc¢ao média dos algoritmos no exemplo 4 - caso 1.

A figura 44 mostra as normas dos melhores elementos obtidos com cada algoritmo.
Os valores da norma Hs, obtidos com os melhores controladores, sintetizados a partir dos
diferentes grupos de operadores, sao idénticos. Considerando-se a norma H,,, observa-se

que o grupo II de operadores foi superior aos outros dois grupos e o controlador resultante

desta sintese é dado por:

L [-es6m4 2321314 [278,2279 163,704
151,315 —215,4429 | 147,3315 1403374 |
Cx = [ 99715 12,6213 ] Dy = [ 12,7972 —12,1918 ]

Ressalta-se que os valores diferentes de norma H,, nao se devem a qualquer carac-

teristica de minimizacao do algoritmo, uma vez que a funcao objetivo nao considera a
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norma He.
Melhor Elemento Melhor Elemento
10
8 o
~ =
I 6 =
|
:
2 4 £
2
2
0
1 2 3 1 2 3
Grupo de Operadores Grupo de Operadores

Figura 44: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 4 - caso 1.

O numero de elementos infactiveis gerados pelos diferentes grupos de operadores é
mostrado na figura 45. Como observado nos diversos exemplos estudados, o grupo II se
destaca pela elevada taxa de elementos infactiveis gerada, fruto da estrutura dos seus

operadores de mutagao.

Numero médio de elementos infactiveis Numero médio total de elementos infactiveis

140 120
2 22 A A /] G 200
2 100 2
i Grupo | S 80
£ 80 Grupo I €
0 Grupo Il 0 60
@] @]
g ® 5
40
5 40 5
o MM S
0 0
0 50 100 1 2 3
Geragéo Grupo de Operadores

Figura 45: Numero de elementos infactiveis gerados no exemplo 4 - caso 1.

As nuvens de polos em malha fechada, formadas com o melhor controlador de cada
algoritmo, sao demonstradas na figura 46. Ressalta-se que, apesar do valor idéntico das
normas Hs, resultantes dos melhores controladores projetados, as nuvens de pdlos dese-
nhadas na figura 46 sao distintas. A tabela 17 mostra a comparacao dos resultados dos
diferentes grupos de operadores. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de 53

minutos por simulacao em um AMD Athlon 2,4 GHz com 512 MB de meméria RAM.
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Figura 46: Pdlos em malha fechada do exemplo 4 - caso 1.

Tabela 17: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 4 - caso 1.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘
9,4868 | 9,4868 9, 4868
76,9104 | 30,3800 | 78,4414

H T22w2 H2

H Tzoowoo HOO

6.4.2 Caso 2: Realimentagao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida com Alocacao de Podlos

Nesta segao, projetaram-se controladores por realimentagao dinamica de saida de
ordem reduzida (n. = 2), adicionando-se uma restrigao de alocagao de pdlos. O objetivo
da alocacao de pdlos é reduzir o esforco de controle e, para isso, foi adicionada uma
faixa vertical com limites esquerdo h; = —70 e direito ho = 0. A figura 47 mostra
a convergéncia média dos algoritmos neste caso. Como na subsecao anterior, nao se
verificam diferencas significativas na convergéncia média dos algoritmos, uma vez que a

evolugao nao é perceptivel até a quarta casa decimal.

A figura 48 apresenta as normas dos melhores elementos obtidos com cada algoritmo.
Nao se verifica diferencas nas normas H,. Considerando-se a norma H,,, observa-se que
o grupo II de operadores foi superior aos outros dois grupos de operadores, como ocorrido
na subsegao anterior. O melhor controlador encontrado, resultante da utilizagao do grupo

|

IT de operadores, é dado por:
—117,4396 76,9693

A pr—
" [—483, 0042 104, 8242
Cx = [ 0,2821 —1,1787 ]

1105334 —0,6939
146,8350 —101, 1469
Dy = [ _0.7082 —0,5997 } .

7BK
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© ©
E E
g 9.4875 § 0.4
9.487 0.2
9.4865 0 L
0 50 100 0 50 100
Geragao Geragao

Figura 47: Evolugao média dos algoritmos no exemplo 4 - caso 2.

Observando-se a figura 49, em comparacao com a figura 45 da subsecao anterior,
observa-se que o nimero de elementos infactiveis gerados pelos trés grupos de algoritmos
se elevou. Este fato é decorrente da adicao da restricao de alocagao de pdlos. Esta
restricao diminui o espaco de busca factivel do problema, aumentando-se a probabilidade

de geracao de elementos infactiveis pelos diferentes grupos de operadores.

As nuvens de polos em malha fechada, formadas com o melhor controlador de cada
algoritmo sao demonstradas na figura 50. Apesar de gerar nuvens de polos distintas, os
diferentes controladores obedecem a restricao de alocacao de pdlos imposta ao sistema e

possuem valores idénticos de norma Hs.

A tabela 18 reflete os resultados obtidos com cada grupo distinto de operadores.
Observa-se a superioridade do grupo de II de operadores no resultado da norma H...
Lembra-se que o melhor valor de norma Hs nao se deve, contudo, a qualquer caracteristica
de busca do algoritmo, uma vez que a funcao objetivo considerada nao inclui a minimizacao
da norma H.. Observa-se, entretanto, que a adicao da restricao de alocacao de polos
contribuiu para reduzir o valor maximo da norma H., encontrado com os trés diferentes
grupos de operadores. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de 51 minutos por

simulacao em um AMD Athlon 2,4 GHz com 512 MB de memoria RAM.



6.4 FExemplo 4 137
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Figura 48: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 4 - caso 2.

Numero médio de elementos infactiveis NUumero médio total de elementos infactiveis
140
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Figura 49: Numero de elementos infactiveis gerados no exemplo 4 - caso 2.

6.4.3 Caso 3: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Com-
pleta

Nesta subsecao projetaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem completa (n, = 4). Nenhuma restricao de alocacao de pdlos foi considerada. As
evolugoes dos diferentes grupos de operadores sao mostradas na figura 51. Como nas
secoes anteriores deste exemplo, nao se verificam diferencas significativas na convergéncia

média dos algoritmos, que se dd apenas na quarta casa decimal.

Os melhores resultados, encontrados com os diferentes grupos de operadores, sao
mostrados na figura 52. Novamente, os trés algoritmos foram igualmente eficazes na
otimizacao da norma Hs. Neste caso, os valores de norma H., encontrados também sao

muito préximos. O melhor controlador encontrado pelo grupo III de operadores é dado
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Figura 50: Pdlos em malha fechada do exemplo 4 - caso 2.

0

Tabela 18: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 4 - caso 2.

|

\ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Toow o | 9,4868 | 9,4868 | 09,4868
17w Il | 45,0088 | 19,2271 | 32,9908
por:
[ _1,4291 —27,0162 —19,2909 —28,6704 | [ 28,2528 9,3080 |
P ~2,1552 50,6019 35,3873 52,8098 | 55,2120 17,8091
K = 3 K = )
—1,2100 —23,9871 —17,5137 —25,2740 27,2600 8,6917
20182 —43,4900 —30,7174 —46, 4866 48,6578 15,6122
Cx = | —0,0124 —0,4424 —0,3164 —0,4698], DK:[0,2571 0,0741].

A figura 53 mostra o numero de elementos infactiveis gerados com a utilizagao dos
diferentes grupos de operadores. Em comparacao com a figura 45, respectiva a sintese
de controladores por realimentagao dinamica de saida de ordem reduzida e sem restrigoes
de alocacao de polos, nao se verificam significativas diferengas com relagao ao niimero de
elementos infactiveis gerados. Isto sugere que o aumento da ordem do controlador a ser
projetado nao possui influéncia na eficiéncia dos algoritmos, quando analisado o ntimero

de cromossomos infactiveis gerados.

As nuvens de pélos em malha fechada, formadas com o melhor controlador de cada
algoritmo, sao demonstradas na figura 54. E interessante notar que, apesar dos valores
muito proximos de norma Hs e H,, as nuvens de pdélos em malha fechada sao significa-

tivamente diferentes.
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Média do Melhor Elemento — H2 Média do Pior Elemento
9.487 25
— Grupo | — Grupo |
9.487 — Grupo Il — Grupo |l
— Grupo lll 20 — Grupo Il
N AN
T 9.4869 T
g g 15
S 9.4869 S
9.4868 K 10
9.4868 5
0 50 100 0 50 100
Geragéo Geragéo
Média da Populagéo Desvio Padrao Médio
104 0.4
— Grupo | — Grupo |
10.2 — Grupo I — Grupo Il
— Grupo lll 0.3 — Grupo Il
N N
I 10 T
£ g 0.2
S 9.8 S
9.6 01
9.4 0 \
0 50 100 0 50 100
Geragéo Geragéo

Figura 51: Evoluc¢ao média dos algoritmos no exemplo 4 - caso 3.

A tabela 19 apresenta os melhores resultados obtidos com cada grupo de algoritmos
distinto. Observa-se que os resultados dos grupos II e III sao idénticos até a quarta casa

decimal. A tabela 20 mostra as normas 6timas encontradas para o sistema nominal, onde

Tabela 19: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 4 - caso 3.

’ ‘ Grupo | ‘ Grupo II ‘ Grupo 11T
| Ty |2 9,4868 | 9,4868 9,4868
| 7o |loo | 83,9460 | 83,9383 | 83,9383

o parametro a; assume o valor dado por a; = 8,9117. O resultado encontrado pelos
grupos II e III sao iguais e correspondem as normas 6timas encontradas com a sintese de
controladores Hs para o sistema nominal. O tempo médio de execugao deste exemplo foi

de 3 horas e 43 minutos por simulagdo em um AMD Athlon 2,4 GHz com 512 MB de

memoria RAM.
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Figura 52: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 4 - caso 3.
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Figura 53: Numero de elementos infactiveis gerados no exemplo 4 - caso 3.
6.4.4 Analise do Exemplo 4

A figura 55 mostra o nimero médio de elementos infactiveis gerados para este exem-
plo. O lado esquerdo desta figura considera a sintese de controladores por realimentacao
dinamica de saida de ordem reduzida, comparando-se a sintese com e sem alocacao de
polos. Observa-se que a inclusao da restricao de alocacao de pdlos resultou em maior
nimero de elementos infactiveis pelos trés algoritmos. Este fato é resultante da reducao
do espaco factivel de busca, ao se inserir a restricao de alocacao de pélos. O lado direito
da figura 55, por sua vez, oferece a comparacao do nimero médio de elementos infactiveis
gerados entre a sintese de controladores por realimentacao dinamica de saida de ordem re-
duzida e completa. Este grafico nao sugere qualquer relagao entre o aumento da ordem do
controlador e o nimero de elementos infactiveis gerados. O tempo médio de execucao dos
algoritmos nao foi influenciado pela adi¢ao da restricao de alocagao de pélos. Entretanto,
o aumento da ordem do controlador, de 2 para 4, resultou em um custo computacional
aproximadamente 320% mais elevado. Isto indica que a inclusdo de uma LMI de alocacao
de polos possui menor influéncia no custo computacional do algoritmo do que o aumento

da ordem das LMIs do problema, quando se aumenta a ordem do controlador.
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Figura 54: Pdlos em malha fechada do exemplo 4 - caso 3.

Tabela 20: Controladores 6timos para o sistema nominal do exemplo 4 - caso 3.

|

‘ min Hy ‘ min Ho ‘

H T22w2 H2

9, 4368

9,4871

H Tzoowoo HOO

83,9383

83,9380

6.5 Exemplo 5

Este exemplo clédssico na literatura foi extraido de [4] e corresponde a um benchmark
da teoria controle. Nenhuma incerteza foi adicionada ao sistema. A condicao de sub-

otimalidade v < 1,5 foi utilizada. As matrizes sao dadas por:

0 1]
A= ,
~1 0 |
10 0
C’2 = ) Cy - [ 01 ) D22 = )
00 1
0 1
B2 = ) 312 127 Bloo = )
1 0
01:[0 1], Dy, =0, Dy, =0,
D12 — 0, D2loo - 0, Dyloo — 0

6.5.1 Caso 1: Realimentacao Estatica de Saida

Nesta subsegao projetam-se controladores por realimentagao estatica de saida. A fi-

gura H6 apresenta a evolugao dos diferentes grupos de operadores. A evolugao média do
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Figura 55: Nimero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 4.

grupo III de operadores apresentou desempenho ligeiramente superior aos outros dois gru-

pos de operadores. A andlise do desvio padrao médio da populagao indica uma mais veloz

convergéncia da populacao para uma tnica solucao atingida pelo grupo III de operadores.

Este fato pode ser justificado pela utilizagao das informacoes de diregao pelos algoritmos

de Evolucao Diferencial e algoritmo de Salomon. O grupo I de operadores, por outro lado,

nao foi capaz de evoluir a populagdao para uma unica solucao e aumentou a diversidade

da populacao, conforme observado nao somente no grafico do desvio padrao médio, mas

também nos graficos da média da norma H, da populacao e da média do pior elemento.

Norma H2
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© ©
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0 0
0 50 100 150 0 50 100 150
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Figura 56: Evolugao dos algoritmos no exemplo 5 - caso 1.
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Os melhores resultados, encontrados com cada grupo de algoritmos, nao indicam
significativa superioridade de qualquer um dos grupos de operadores, como observado na

figura 57. O melhor resultado foi encontrado com o grupo III de operadores e é dado pelo

controlador
K = [—1,4956] .
Melhor Elemento Melhor Elemento
1.5
1.2
o
I c
p T 0.8
e T
5 «
S g 0.6
0.5 g 0.4
0.2
0 0
1 2 3 1 2 3
Grupo de Operadores Grupo de Operadores

Figura 57: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 5 - caso 1.

Os pélos em malha fechada, resultantes da utilizacao dos melhores controladores en-
contrados pelos diferentes grupos de operadores sao demonstrados na figura 58 e sugerem
que os trés grupos de operadores fizeram a populagao convergir para a mesma regiao do

espago de busca.

Grupo | Grupo Il Grupo I

X x X

0.5 0.5 0.5
2 2 2

E 0 £ 0 £ 0
-0.5 -0.5 -0.5

X X X

-2 0 2 -2 0 2 -2 0 2
Real Real Real

Figura 58: Pélos em malha fechada do exemplo 5 - caso 1.

A tabela 21 apresenta um resumo dos resultados calculados com o melhor cromossomo
encontrado com cada grupo de operadores. Os resultados encontrados na literatura para
este exemplo sao mostrados na figura 22. A comparacgao entre as tabelas 21 e 22 sugere

que os diferentes grupos de operadores proporcionam resultados satisfatorios. Observa-se
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que estas trés solugoes formam um conjunto de solugoes otimas de Pareto e a diferenca
encontra-se apenas na terceira casa decimal para a norma H, e segunda casa decimal para
a norma Hs,. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de 10 minutos por simulacao
em um Pentium IV de 2,6 GHz com 1 GB de meméria RAM.

Tabela 21: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 5 - caso 1.

’ \ Grupo I \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Topws 2 | 1,5670 | 1,5668 | 1,5653
[ Toow llo | 1,3082 | 1,3172 | 1,3405

Tabela 22: Resultados encontrados na literatura para o exemplo 5 - caso 1.

| | Resultados de [101] | Resultados de [4] |

|| T22w2 ||2 1,5651 1,5651
[ 1,0000 1,3416

6.5.2 Caso 2: Realimentagao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida

Nesta subsecao sintetizaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem reduzida (n. = 1). A evolucao dos diferentes grupos de operadores é apresentada
na figura 59. Neste caso, observa-se que a convergéncia média do grupo III de operadores

é significativamente superior a convergéncia média dos outros grupos.

A figura 60 mostra as normas do sistema em malha fechada com os melhores contro-
ladores encontrados com cada grupo de operadores. Neste caso, observa-se que os grupos
IT e IIT foram mais eficazes na minimizagao da norma Hs. O melhor resultado encontrado

pelo grupo III de operadores ¢ dado pelo controlador formado pelas matrizes:

Ax = [-12,5773], By = [0,5319],
Cx =[0,5514], Dy = [—1,4226].

Os polos em malha fechada para cada um dos melhores controladores sintetizados com

os trés diferentes grupos de operadores estao desenhados na figura 61.

A tabela 23 apresenta um resumo dos resultados do melhor cromossomo encontrado
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Figura 59: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 5 - caso 2.

com cada grupo de operadores. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de 9

minutos por simulagao em um Pentium IV de 2,6 GHz com 1 GB de memoéria RAM.

Tabela 23: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 5 - caso 2.

’ ‘ Grupo 1 ‘ Grupo II ‘ Grupo 111

[ Topus l2 | 3,4398 | 1,5789 | 1,5625
[ Toow. o | 1,0005 | 1,3387 | 1,3319

6.5.3 Caso 3: Realimentacao Dindmica de Saida de Ordem Com-
pleta

Nesta subse¢ao projetaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem completa (n. = 2). Na figura 62 é apresentada a evolu¢ao média de cada grupo
de operadores. Observa-se que, neste caso, a média da norma dos melhores elementos
encontrada pelo grupo III de operadores é cerca de 45% inferior & norma média resultante

da simulacao dos grupos I e II de operadores.

As normas calculadas com o melhor controlador encontrado com cada grupo de opera-

dores sao mostradas na figura 63. Observa-se que o resultado encontrado com o grupo 111
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Figura 60: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 5 - caso 2.
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Figura 61: Pélos em malha fechada do exemplo 5 - caso 2.

de operadores foi superior aos resultados dos outros grupos, quando analisado o critério
de desempenho norma H,. O melhor controlador encontrado nas 10 simulagoes do grupo

III de operadores é dado por:

| —160,6582 —191,2822 B —1,8815
144, 6731 6,2073 " —28,8795 |
Ck = [ —64,7502 46,8729 ] : Dy = [20,4524] .

Na figura 64 estao desenhados os pélos em malha fechada resultantes da utilizacao

dos melhores controladores encontrados pelos diferentes grupos de operadores.

A tabela 24 apresenta as normas calculadas com o melhor controlador encontrado
encontrado com cada grupo de operadores. A tabela 25 mostra as normas Hy e Hoo
otimas calculadas para este exemplo, minimizando-se cada uma das normas em separado.
A comparacao das as tabelas 24 e 25 indica que o grupo III de operadores foi eficaz em
aproximar a solucao encontrada do 6timo para o problema, sob o ponto de vista de norma

H,. O melhor resultado encontrado por este grupo de operadores pode ser atribuido a
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Figura 62: Evolugao média dos algoritmos no exemplo 5 - caso 3.

utilizagao das informacoes de direcao, fato que contribui para suas melhores caracteristicas
de busca local. O tempo médio de execugao deste exemplo foi de 21 minutos por simulagao

em um Pentium IV de 2,6 GHz com 1 GB de memoéria RAM.

Tabela 24: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 5 - caso 3.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Topus l2 | 5,8591 | 3,8398 | 1,5762
17w llo | 1,0000 | 1,0001 | 1,3281

6.5.4 Analise do Exemplo 5

Neste exemplo bastante simples, o grupo III de operadores se destacou por apresen-
tar os melhores resultados nas trés estruturas de controle estudadas. Isto sugere que a
correta utilizacao das informacoes de direcao podem efetivamente contribuir para a me-
lhor convergéncia dos algoritmos evolutivos, conforme observado em [19]. O aumento da
ordem do controlador de 1 para 2 resultou em um aumento de 133% no tempo médio de
execucao dos algoritmos, reforcando a relacao direta entre a ordem do controlador e o

custo computacional associado, também identificada em outros exemplos.
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Figura 63: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 5 - caso 3.
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Figura 64: Pélos em malha fechada do exemplo 5 - caso 3.

6.6 Exemplo 6

Este exemplo foi extraido e adaptado da biblioteca COMPIib [82] e corresponde a
uma aeronave espacial. Nenhuma incerteza foi adicionada ao problema. O limite superior

de norma H.,, v < 2,5 foi utilizado. As matrizes do sistema sao dadas por:

0 1 0
A= | —79,285 —0,113 0 |,
28,564 0,041 0
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Tabela 25: Controladores 6timos para o exemplo 5 - caso 3.

’ ‘ min Ho ‘ min Ho, ‘
[ Toys l2 | 1,5302 | 144, 1436
| 1o |loo | 1,2346 | 1,0000

0 0 0 01 -
0 01
By=1 0,041 —0,0047 |, Cy=1]11 0 0|, C, = Lo ol
—0,03 —0,0016 0 00 B
0 0 0 0
By, = | 0,041 |, B.=1002 |, Dn=|03 0 |,
—0,03 | —0,01 i 0 0,3
0 01 0 0
1 00 0 0
CYl: ) D12: ) D112:O,
0 00 0,1 0
0 00 0 0,1
Dlloo = 07 DQloo = Oa Dyloo = 0.

6.6.1 Caso 1: Realimentagao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida

Nesta subsecao projetam-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem reduzida (n, = 2). A evolu¢do média da populacdo, resultante da aplicagao dos
diferentes grupos de operadores, é mostrada na figura 65. Pode-se observar que a conver-
géncia média grupo III de operadores foi ligeiramente superior a convergéncia dos outros

grupos de operadores.

Na figura 66, os melhores resultados encontrados com os trés grupos de operadores sao
apresentados. Os trés grupos produziram resultados proximos, com ligeira superioridade
do grupo III. O melhor controlador, resultante da aplicacao do grupo III de operadores é

dado por:

—0,3260 0,1839 —0,0411 18,8942
| 0,2019  —0,3333 | —0,0089 21,8830 ,

~1,3022 —1,4088 | [2,6610 —4,0551]

| —0,4885 —0,2296 | 0,2580 —0,1072
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Figura 65: Evolugcao média dos algoritmos do exemplo 6 - caso 1.

O numero médio de elementos infactiveis, gerado pelos diferentes grupos de operado-
res, é apresentado na figura 67. O grupo II de operadores foi 0 menos eficiente na geracao
de elementos factiveis, fato observado em todas as simulacoes efetuadas. As caracteristi-
cas dos operadores de mutacao deste grupo de operadores sao as causas para esta elevada

taxa de geragao de elementos infactiveis.

Os polos em malha fechada, obtidos com a utilizagao dos melhores controladores

sintetizados com os diferentes grupos de operadores, estao desenhados na figura 68.

As normas dos melhores cromossomos, encontrados pelos grupos de operadores, estao
mostradas na tabela 26. Observa-se que o conjunto de melhores controladores sintetizados
forma um conjunto 6timo de Pareto. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de

28 minutos por simulacao em um Pentium IV de 2,6 GHz com 1 GB de meméria RAM.

Tabela 26: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 6 - caso 1.

’ ‘ Grupo | ‘ Grupo II ‘ Grupo 111 ‘

[ Topus l2 ] 0,0761 | 0,0752 | 0,0747
[ Toow lls | 0,0662 | 0,0750 | 0,0821
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Figura 66: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 6 - caso 1.
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Figura 67: Numero de elementos infactiveis gerado no exemplo 6 - caso 1.
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Figura 68: Pdélos em malha fechada do exemplo 6 - caso 1.
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6.7 Exemplo 7

Este exemplo foi extraido e adaptado da biblioteca COMPIib [82] e corresponde a
mesma aeronave espacial do exemplo 6.6. A condi¢ao de sub-otimalidade v < 50 foi

utilizada e um parametro incerto foi adicionado a matriz dinamica do sistema, dada por:a

0 1 0
A= —79,285 —0,113 0 |,
a 0,041 0

onde a; € [26,0640; 31,0640] é o parametro incerto do sistema e caracteriza o dominio
de incertezas D4, correspondente a um poliedro convexo com dois vértices. O restante

das matrizes do sistema ¢ dado por:

0 0 0 01 -
0 01
By=1 0,041 —0,0047 |, Cy=1]1 0 0|, C, = Lo ol
0,03 —0,0016 00 0 L
0 0 0 0
Bl2 = 07041 ) Bloo = 0,025 s D22 = 0’3 0 ,
~0,03 | 0,01 0 0,3
0 01 0 0
1 00 0 0
Clz 5 D12: 3 D112:O,
0 00 0,1 O
000 0 0,1
Dlloo = 0, DQloo - O, Dyloo - O

6.7.1 Caso 1: Realimentagao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida

Nesta subsecao sao projetados controladores por realimentagao dinamica de saida de
ordem reduzida (n. = 2). A convergéncia média dos diferentes grupos de operadores
¢ apresentada na figura 69. Neste exemplo, observa-se que o grupo I apresentou um
desempenho bastante superior aos outros dois grupos de algoritmos, quando analisada a

norma H, média do melhor elemento da populacao.

A figura 70 demonstra os resultados encontrados com o melhor cromossomo encon-
trado pelos diferentes grupos de operadores. Observa-se a significativa diferenca per-

centual entre os diferentes algoritmos com expressiva superioridade para o grupo I de
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Figura 69: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 7 - caso 1.

operadores. O melhor controlador, gerado pelo grupo I de operadores, é dado por:

A _ | 6282472 1599, 5606 B [ 98222796 —1654, 5685 |
90,1117  —942,9974 | | 209,7138  —260,9279 |
2430,9645  1447,6146 [ 1152,8241 —1764,0699 |
CK - ) DK =
17,7602  —1475,4351 | 2590, 0837 57,2695 |
x10° Melhor Elemento Melhor Elemento
35
30
g
£ T
g g 15
S 10
5
0
1 2 3 1 2 3
Grupo de Operadores Grupo de Operadores

Figura 70: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 7 - caso 1.

O numero de elementos infactiveis gerados pela aplicagao dos diferentes grupos de ope-

radores é apresentado na figura 71. Em comparacao com o caso precisamente conhecido,
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demonstrado na figura 67, observa-se um aumento percentual relativamente expressivo

no numero de elementos infactiveis gerados: 67%, 6% e 53%, para os grupos I, II e III,

respectivamente. Este fato sugere que a adigao do parametro incerto reduz o espaco de

busca factivel do problema, aumentando o niimero de individuos infactiveis gerado.

Numero médio de elementos infactiveis

sl M
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0
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50
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100

120
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80
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1

2

3

Grupo de Operadores

Figura 71: Numero de elementos infactiveis gerados no exemplo 7 - caso 1.

Os polos em malha fechada, gerados utilizando-se o melhor controlador encontrado

com cada grupo de operadores, sao mostrados na figura 72. Estas nuvens diferem significa-

tivamente daquelas desenhadas na figura 68, diferencas atribuidas a insercao do parametro

incerto.
Grupo | Grupo Il
500
x 20 X
10
. . X
g 0 X 3 g 0 x
E E
X
-10
x -20 x
-500
-2000 -1000 0 -40 -20 0
Real Real

Imag.

Grupo I
50
X
b
0 X
X
X
-50
-40 =20 0
Real

Figura 72: Pélos em malha fechada do exemplo 7 - caso 1.

A tabela 27 mostra os valores das normas Hy e H,, calculados com o melhor con-

trolador encontrado com cada grupo de operadores. O tempo médio de execucao deste

exemplo foi de 56 minutos por simulacao em um Pentium IV de 2,6 GHz com 1 GB de

memoria RAM.
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Tabela 27: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 7 - caso 1.

|

\ Grupo I \ Grupo II \ Grupo III ‘

H T22w2 H2

203.107°

2466.107°

737.107°

10, 8195

1,6652

33,7018

6.7.2 Caso 2: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida com Alocacao de Pdlos

Nesta secao, adicionou-se uma regiao de alocagao de poélos formada por um cone com

angulo interno 6 = 120° e sintetizaram-se controladores por realimentacao dinamica de

saida de ordem reduzida. A convergéncia média gerada pelos diferentes grupos de opera-

dores ¢é apresentada na figura 73. O desempenho dos trés grupos de operadores é bastante

proximo, quando observada a norma Hs média do melhor elemento das populagoes.
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0 0
0 50 100 0 50 100
Geragao Geracao

Figura 73: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 7 - caso 2.

A figura 74 mostra os resultados provenientes do cdlculo das normas Hy e Hy em

malha fechada com o uso do melhor controlador encontrado com cada grupo de opera-

dores. Observa-se a significativa diferenca percentual dos resultados dos algoritmos, com

expressiva vantagem para o grupo I de operadores, cujo melhor controlador sintetizado é
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dado por:
—27271,3677 —233,7952 [ —5,7355 —12148,0535
Ag =103 , By =103
—17992,1612 —552,2719 | —6,6729  —28,6539
923,5665  —16800, 1286 [ 274,6638 —23791, 3110
Cx =103 . Dg =103 .
—5470,5589 246, 5398 | 2,3540 93,3234

Este comportamento é semelhante ao comportamento encontrado na subsegao ante-

rior.
L x 10 Melhor Elemento Melhor Elemento
4
0.8
2
£3
T 06 £
g I,
S «
S 04 g
2
0.2 1
0 0
1 2 3 1 2 3
Grupo de Operadores Grupo de Operadores

Figura 74: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 7 - caso 2.

O numero de elementos infactiveis gerados pela aplicacao dos diferentes grupos de
operadores é apresentado na figura 75. Os trés grupos de operadores obtiveram um sen-
sivel incremento percentual no nimero de elementos infactiveis gerados, em comparacao
com o resultado da subsecao anterior, apresentado na figura 71. Os grupos I, II e III
resultaram em uma média 263%, 13% e 160% maior no nimero de elementos infactiveis,
respectivamente. Este aumento é resultado da adigao da restricao de alocacao de polos

ao exemplo, que reduz o espaco de busca factivel do problema.

Numero médio de elementos infactiveis Numero médio total de elementos infactiveis
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0 50 100 1 2 3
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Figura 75: Numero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 7 - caso 2.
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Os polos em malha fechada e a restrigao de alocacao de pdlos estao desenhados na

figura 76. O detalhe da figura 76, mostrado na figura 77, indica que a restricao de alocacao

de pdlos foi respeitada.

x 10" Grupol Grupo Il Grupo I
5 4000 4000
2000 2000
g g g
g 0 X g O x X g 0
—-2000 —-2000
-5 -4000 -4000
-4 -2 -2000 -1000 0 -2000 -1000 0
Real % 10° Real Real
Figura 76: Pdlos em malha fechada do exemplo 7 - caso 2.
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& @ @
E E x E 0
-20 x
- -40 20
-6
-60
-8-6-4-2 0 2 4 -60-40-20 0 20 -40 -20 0 20
Real X 10° Real Real

Figura 77: Detalhe dos pélos em malha fechada do exemplo 7 - caso 2.

A tabela 28 mostra os valores das normas Hs e H, calculados utilizando-se o melhor
controlador sintetizado com cada grupo de operadores. O tempo médio de execugao deste
exemplo foi de 1 hora e 2 minutos por simulacao em um Pentium IV de 2,6 GHz com 1

GB de memodria RAM.

Tabela 28: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 7 - caso 2.

’ ‘ Grupo | ‘ Grupo II ‘ Grupo IIT ‘

[ Ty |2 | 6.10°5 ] 899.10°° | 201.10
[T lloo | 3,5630 | 4,2876 | 3,0869
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6.7.3 Caso 3: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Re-
duzida com Alocacao de Pdlos e Populacao de 40 Elemen-
tos

Nesta subsecao projetaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem reduzida (n. = 2). Manteve-se a restri¢ao de alocacao de pélos, descrita na subsegao
anterior e dada por um cone com angulo interno # = 120°. Além disso, nesta subsegao
utilizou-se como parametro para o algoritmo hibrido uma populacao de 40 elementos.
Lembra-se que a populacao utilizada nos outros exemplos possui 20 cromossomos. A
convergéncia média dos diferentes grupos de operadores é apresentada na figura 78. O
desempenho dos trés grupos de operadores é bastante préximo, quando observada a média

do melhor elemento das populagoes.
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Figura 78: Evolu¢ao média dos algoritmos no exemplo 7 - caso 3.

A figura 79 demonstra os melhores resultados encontrados com cada grupo de opera-
dores. Observa-se a significativa diferenca percentual entre os diferentes algoritmos com
expressiva vantagem para o grupo I de operadores, mantendo-se o comportamento iden-

tificado na subsegao anterior. O controlador sintetizado pelo grupo I de operadores, cujo
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resultado encontra-se na figura 79, é dado pelas matrizes:

[ —407,8766 —125,9580 | —777,8410 —38,1309
Ag =108 ., Bg =10°
| —0,0262 —0,0246 | —0,0106 4,5734
[ 3,5869 3,3918 | 1,2453  —682,5888
Cr = 108 , Dy =106 .
i —778,9034 —219, 5900 | —108,8031 —8,2057
x 10°* Melhor Elemento Melhor Elemento
1.4 35
1.2 3
1 % 2.5
% 0.8 }E 2
£ T
5 0.6 E 15
0.4 S 1
0.2 0.5
0 0
1 2 3 1 2 3
Grupo de Operadores Grupo de Operadores

Figura 79: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 7 - caso 3.

O numero de elementos infactiveis gerados pela aplicacao dos diferentes grupos de
operadores é apresentado na figura 80. Os trés grupos de operadores obtiveram um incre-
mento percentual significativo no nimero de elementos infactiveis gerados, em comparacao
com o resultado apresentado na figura 75, relativo a uma populacao de 20 cromossomos.
Os grupos de operadores I, II e III geraram, respectivamente, 62%, 104% e 92% de ele-
mentos infactiveis a mais do que na subsecao anterior. Esta diferenca ¢é resultado direto

do aumento do tamanho populacao.

Numero médio de elementos infactiveis Numero médio total de elementos infactiveis
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Figura 80: Numero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 7 - caso 3.

Os polos em malha fechada e a restricao de alocacao de pélos sao mostradas na figura

81. O detalhe da figura 81, exibido na figura 82, indica que a restricao de alocagao de
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polos foi respeitada.
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Figura 81: Pélos em malha fechada do exemplo 7 - caso 3.
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Figura 82: Detalhe dos pélos em malha fechada do exemplo 7 - caso 3.

O melhor resultado encontrado com a utilizagao do melhor controlador gerado com
cada grupo de operadores é apresentado na tabela 29. Ressalta-se que, apesar de elevada
diferenga percentual entre os resultados da norma Hs, as diferencas ocorrem apenas na
quinta casa decimal. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de 2 horas e 16

minutos por simula¢ao em um Pentium IV de 2,6 GHz com 1 GB de meméria RAM.

Tabela 29: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 7 - caso 3.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘
[ Topwy 2 | 19.10°° | 120.10°° | 36.10°°
[ Tow. |l | 3,1610 | 3,1571 | 3,14%4
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6.7.4 Analise do Exemplo 7

A figura 83 mostra o nimero médio de elementos infactiveis gerados para cada subse-
¢ao deste exemplo: sintese sem alocagao de pélos; sintese com alocacao de pélos e; sintese
com alocacao de pélos e populagao de 40 elementos. Tanto a adicao da restricao de alo-
cacao de polos, quanto o aumento do tamanho da populacao influenciaram diretamente o

numero de elementos infactiveis gerados pelos algoritmos.

Num. El. Infactiveis x Aloc. Pélos e Tam. Pop.
250

|
I Pop: 20 - s/ aloc.
200 1 Pop: 20 — ¢/ aloc.
I Pop: 40 - ¢/ aloc.

150

100

50

0
1 2 3

Grupo de Operadores

Numero Médio de Elementos Infactive

Figura 83: Numero de elementos infactiveis gerado no exemplo 7.

Com relagao ao custo computacional, o tempo médio de execugao dos algoritmos
para este sistema aumentou de 28 minutos para o sistema nominal (exemplo 6.6) para
56 minutos para o sistema incerto (exemplo 6.7). A adigao da restrigdo de alocagao de
polos, entretanto, nao resultou em uma diferenca significativa no custo computacional,
que se elevou de 56 para 62 minutos. E, por fim, o aumento do niimero de elementos na
populacao praticamente dobrou o tempo de execucao médio dos algoritmos. Estes dados
sugerem que a inclusao de um parametro incerto, aumentando-se o nimero de vértices
do poliedro e conseqiientemente o niimero de LMIs consideradas, possui influéncia direta
no custo computacional dos algoritmos. Por outro lado, a simples adicao de uma LMI de
alocacao de pélos nao aumenta significativamente o custo associado. A populacao maior,
contudo, também representou um aumento significativo no custo computacional médio
dos algoritmos. Esta relacao é direta por conta do maior nimero de calculos necessarios

para se evoluir uma populagao com mais cromossomos.
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6.8 Exemplo 8

Este exemplo foi extraido e adaptado de [67]. Um parametro incerto foi adicionado a

matriz dinamica do sistema, dada por:

—0,1122 —1,5614 11,3569 1,3079
—0,2794 11,3766  1,0666 0,4676
~0,6081  a;  —1,6049 1,3048
0,7840 —0,0367 0,2163 0,0915

onde o conjunto a; € [0,1581; 0,6581] forma o dominio de incertezas, D, do problema.

O restante das matrizes do sistema é dado por:

1,1355 0, 3258 0 0 00 10
—0,8003 —0, 1583 0 0 00 0 0
B2 = ) 02 = ) D22 -
0,1339 —0,0169 —0,2792 0,3457 0 0O 01
0,7579  0,5475 1,3730 1,1088 0 O 00
0,2168 0,6674 0,9544 0,1662
0,6518 0,3109 0,1311 0,9114
Blz - 3 Bloo - 9 D112 07 9
0,0528 0, 3066 0,0683 0,1363
0,2293 0,7207 0,1252 0,6170
0 0 00 10
0 0 0 0 10 00 01
Cl = y Cy = 5 DlQ -
—0,2959 0,5296 0 O 01 00 0 0
1,5011 0,838 0 O 0 0
Dlloo = 07 D2100 = 07 Dyloo = 0.

6.8.1 Caso 1: Realimentacao Dindmica de Saida de Ordem Com-
pleta e v < 100

Nesta secao, simularam-se os algoritmos na sintese de controladores por realimentagao
dinamica de saida de ordem completa (n, = 4). A condi¢ao de sub-otimalidade de norma
Hoo, v < 100, foi utilizada. A figura 84 apresenta a evolugao média dos diferentes grupos
de operadores. Os grupos II e III apresentaram evolucoes médias bastante préximas,
quando analisada a norma H,; média do melhor elemento. Entretanto, o grupo I de
operadores demonstrou convergéncia média lenta, em comparacao com os outros dois

grupos de operadores. A analise do desvio padrao médio, apresentado na figura 84, sugere
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que o algoritmo mais eficaz na convergéncia da populacao para uma unica solugao foi o
grupo III de operadores. Por outro lado, sugere-se que esta convergéencia do grupo III foi
prematura, evoluindo toda a populacao para uma solugao que ainda pode ser melhorada.

Este fato nao ocorreu com o grupo II de operadores.

Média do Melhor Elemento — H2 Média do Pior Elemento
9.8 200
Grupo | Grupo |
9.6 Grupo Il Grupo Il
Grupo Il 150 Grupo
N N
T 94 T
g g 100
S 9.2 S
9 50
8.8 0
0 50 100 0 50 100
Geragdo Geragao
Média da Populagdo x 10 Desvio Padréo Médio
40 5
Grupo | Grupo |
Grupo Il 4 Grupo Il
30 Grupo Il Grupo
N N
T I3
© ©
£ £
9] o 2
z z
1
0 0
0 50 100 0 50 100
Geragao Geracao

Figura 84: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 8 - caso 1.

Apesar de apresentar a melhor taxa de convergéencia entre os diferentes grupos de
operadores, do ponto de vista da média da norma Hs do melhor elemento, o grupo III
de operadores resultou no pior cromossomo encontrado nas 10 simulacoes, como pode ser

observado na figura 85. O melhor controlador encontrado entre os diferentes algoritmos é

dado por:

57,8590 —112,1373 —85,8222 —237,4672 |
100,0415  197,4800  151,2491  419,9646

02,7811 —184,1292 —141,1190 —392, 2666
09,0889 —17,8122 13,6389 —37,8187

[ 30,4463 14,5397 —
71,8649 —28,1076
67,7282 —26, 9454

—6,3986  2,4476

A =10°

By = 10°
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Cx =10? [

DK:103[

—2,6537 —5,1570 —3,9450 —10,9220
8,2518 16,0093

12,2474 33,9005

—1,8183 0,6784

56080 —2, 0783 ] ’

e foi obtido com o grupo II de operadores.

Melhor Elemento
10

A figura 86 mostra o nimero médio de

Melhor Elemento

[ec]

[e2)

Norma H2

N

1 2 3
Grupo de Operadores

Norma H-Infinito

1 2 3
Grupo de Operadores

Figura 85: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 8 - caso 1.

elementos infactiveis gerados pelos diferentes grupo de operadores. O elevado numero

de elementos infactiveis gerados pelo grupo II pode ser, mais uma vez, observado neste

exemplo. A causa deste fato é a estrutura dos algoritmos de mutacao do grupo II de

operadores, responséaveis por 76% dos elementos infactiveis gerados com este grupo neste

exemplo.

Numero médio de elementos infactiveis

100

80

60

40

Elementos Infactiveis

20

0

Grupo |

Grupo Il

Grupo Il
0 50

Geragao

100

Numero médio total de elementos infactiveis

Elementos Infactiveis

80

60

40

20

1 2 3
Grupo de Operadores

Figura 86: Numero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 8 - caso 1.

As nuvens de pélos em malha fechada, desenhadas utilizando-se o melhor cromossomo

encontrado com cada grupo de operadores, sao apresentadas na figura 87.

A tabela 30 apresenta os valores das normas Hs e H,, calculadas em malha fechada

com o melhor controlador encontrado com cada grupo de operadores. O melhor resultado,
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Grupo | Grupo Il Grupo Il
3
2 ¥ 2 ]
) ) 1 )
1 1 1
g g g p
g 0 x X M § (0] > g 0 ;(x
-1
-1 -1
) X
-2% % N -2 X ®
-3
-4 -2 0 -4 -2 0 -4 -2 0
Real Real x 107 Real

Figura 87: Pdlos em malha fechada do exemplo 8 - caso 1.

encontrado com o grupo II de operadores, é dado pelo controlador:

—57,8590 —112,1373 —85,8222 —237,4672-
100,0415 197,4800  151,2491  419,9646

Ag = 106 :
—02,7811 —184,1292 —141,1190 —392,2666
—9,0889 —17,8122 —13,6389 —37,8187

—39,4463 14,5397
71,8649 —28,1076
By = 106 ,

—67,7282 —26,9454
—6,3986  2,4476

—2,6537 —5,1570 —3,9450 —10,9220

Cx = 103
8,2518 16,0093 12,2474 33,9005

5 103[—1,8183 0,6784 ]
K: .

5,6089 —2,0783

A tabela 31 mostra os resultados 6timos encontrados para o modelo nominal da planta, no
qual o parametro incerto assume o valor a; = 0,4081. A comparacao entre os resultados
das tabelas 30 e 31 indicam um bom desempenho do algoritmo, considerando-se que o
problema possui um parametro incerto. O tempo médio de execugao deste exemplo foi de
2 horas e 27 minutos por simulagao em um Pentium IV de 2,6 GHz com 1 GB de memoria

RAM.
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Tabela 30: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 8 - caso 1.

Tabela 31: Controladores 6timos para o sistema nominal do exemplo 8 - caso 1.

|

\ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

H T22w2 H2

8,9

124 | 8,9043

9,2049

15,2713 | 13,0560

15,9294

|

‘ min Ho ‘ min H ‘

H Tz2w2 H2

7,8553 | 148,0799

12,9402 | 5,

1088

6.8.2 Caso 2: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Com-
pletae v < 12,5

Nesta secao, considerou-se o problema de sintese de controladores por realimentagao

dindmica de saida de ordem completa (n, = 4), porém restringiu-se o espago de busca

factivel considerando-se v < 12,5. A evolugao média dos trés grupos de operadores é

mostrada na figura 88. Neste caso, o comportamento médio de convergéncia dos trés

algoritmos foi similar.

Norma H2

Norma H2

Figura 88: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 8 - caso 2.

Média do Melhor Elemento — H2

Média do Pior Elemento

9.8 50
Grupo | Grupo |
9.6 Grupo Il 40 Grupo Il
Grupo Il N Grupo Il
9.4 I 30
©
£
9.2 S 20
9 10
8.8 0
0 50 100 0 50 100
Geragdo Geragao
Média da Populagéo x 10 Desvio Padréo Médio
18
Grupo | Grupo |
16 Grupo Il Grupo Il
Grupo Il 3 Grupo Il
N
T
g2
S
P4
1
8 0
0 50 100 0 50 100
Geragdo Geragao
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A figura 89 apresenta os melhores elementos encontrados com os diferentes grupos
de operadores. Os resultados encontrados sao bastante préximos, considerando-se ambos
critérios de desempenho. O grupo II de operadores, porém, resultou na melhor solucao

encontrada, dada pelas matrizes do controlador dinamico:

201,7613 92,8200 263,6298  291,6901
—586,3444 —269,7441 —766,0792 —846,8013

Ax =103 ,
12,5234 5, 7625 16, 3556 18,0925
4,9013 2, 2567 6,4048 7,0827
67,3210  —88,2200
—195,6514 256, 3170
By = 10° :
4,1803 —5,4705
1,6382 —2,1549
| —458,0765 —210,7388 —607,9408 —644,8693
—7,8991  —4,0302 13,8096 ~7.3350 |

—152,4743 217, 3407
Dy = :
—9,9693 —28,2444

O numeros médio de elementos infactiveis gerados com cada grupo de operadores
estd exposto na figura 90. O grupo II de operadores se destaca pelo elevado nimero de

elementos infactiveis nos diversos exemplos estudados.

Melhor Elemento Melhor Elemento
12

[ec]

10

[«2]
[o2)

Norma H2

N
Norma H-Infinito
(2]

N
N

o
o

1 2 3 1 2 3
Grupo de Operadores Grupo de Operadores

Figura 89: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 8 - caso 2.

A figura 91 mostra as nuvens de pdlos em malha fechada utilizando-se o melhor cro-
mossomo encontrado com cada grupo distinto de operadores. O formato distinto das
nuvens mostradas nesta figura sugere que diferentes regioes do espaco de busca foram

exploradas pelos diferentes algoritmos.

Os melhores resultados, encontrados com os diferentes grupos de operadores, estao



6.8 FExemplo 8 168

Numero médio de elementos infactiveis NUmero médio total de elementos infactiveis

120
80
[<5] ()
2 =
E 80 f_cé 60
= =
E 60 Grupo | g 40
5 Grupo Il S
£ 40 Grupo I =
0 o 20
T 20 \/\/M (I}
0 0
0 50 100 1 2 3
Geragao Grupo de Operadores

Figura 90: Nimero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 8 - caso 2.

Grupo | Grupo Il Grupo 1l
2 > 2
* 2 X
X X
1 . 1 1
g g 2
E° E O E° *
] -
-1 -1 !
x X
P2 x
-2 x -2
-10 -5 0 -4 -2 0 -10 -5 0
Real Real x 10° Real

Figura 91: Pdlos em malha fechada do exemplo 8 - caso 2.

demonstrados na figura 32 e formam conjunto de solugoes de Pareto. A tabela 33 mostra
os valores das normas Hsy e Ho, quando sintetizados os controladores 6timos para cada
norma em separado, utilizando-se o sistema nominal, onde o parametro a; = 0,4081. A
comparacao dos resultados das tabelas 32 e 33 sugere que as trés abordagens foram capazes
de aproximar a solugao 6tima para o sistema nominal. O tempo médio de execucao deste
exemplo foi de 2 horas e 46 minutos por simulacao em um Pentium IV de 2,6 GHz com

1 GB de memoéria RAM.

Tabela 32: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 8 - caso 2.

’ \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Topws 2 | 8,6558 | 8,6522 | 8,7613
[ Tow. lloo | 10,9751 | 11,3682 | 11,1767
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Tabela 33: Comparacao dos resultados 6timos para o sistema nominal do exemplo 8 -
caso 2.

’ ‘ min Ho ‘ min Hso ‘
| Ty |2 8,4706 | 148,0799
| 7o |loo | 11,2633 | 5,1088

6.8.3 Analise do Exemplo 8

A anélise das tabelas 30 e 32 indica que, com o espaco de busca mais restrito, os trés
algoritmos foram capazes de encontrar melhores solugoes. Além disso, os grupos I e II
apresentaram melhor convergéncia média para o caso onde v < 12,5 do que para o caso
irrestrito, quando v < 100. A adigao da condi¢ao mais restritiva, v < 12,5, indica que o
espaco de busca dos algoritmos for reduzido, localizando a busca. Isto justifica o resultado

final mais préximo, encontrado pelos trés algoritmos, quando v < 12, 5.

Por outro lado, a adi¢ao da restricao em v gerou um aumento significativo do niimero
médio de elementos infactiveis nos trés algoritmos: 150%, 8% e 133% a mais para os
grupos I, II e III respectivamente. Estes valores sao mostrados na figura 92 e se devem
a reducao do espaco de solugoes factiveis do problema, que aumenta a probabilidade do

algoritmo gerar um elemento infactivel.

Numero de El. Infactiveis € Gama Maximo

80

I Gama <= 100

60 I Gama <= 12,5

40

20

Numero Médio de Elementos Infactive

1 2 3
Grupo de Operadores

Figura 92: Numero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 8.

O grupo II de operadores se destaca pelo significativo nimero de elementos infactiveis
gerado, justificado pelos seus operadores de mutacao. Neste exemplo, 74% dos elementos

infactiveis foram gerados pelos algoritmos de mutacao do grupo II.
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6.9 Exemplo 9

Este exemplo foi extraido e adaptado da biblioteca COMPIib [82] e corresponde a um
modelo académico de testes com matriz D5 de posto deficiente. A restricao de norma
Ho, 7 = 70, foi utilizada e adicionou-se um parametro incerto a matriz dinamica do

sistema, dada por:

0 -1 2
A= 1 -2 ay s
0 1 0

onde os limites do conjunto a; € [2,9; 3,1] formam os vértices do dominio de incertezas

Dy, representado por um politopo com 2 vértices. As outras matrizes do sistema sao

dadas por:
10 1]
CQ:[1,400},Oy:[100],01: ,
10 1|
1 0 1 1
By=10 0 , B,=|-1|, B_=1|-05],
0 —1 0 0 |
Dy, =0, Dy, =0, Dqy =0,
01
D12 = s D21oo = 07 Dyloo =0.
0 0

6.9.1 Caso 1: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Com-
pleta

Nesta subsecao, projetaram-se controladores por realimentagao dinamica de saida de
ordem completa (n, = 3). A evolugao dos diferentes grupos de operadores é apresentada
na figura 93. A evolucao da média da norma Hsy dos melhores cromossomos mostra que
o grupo I de operadores obteve um desempenho superior ao desempenho dos outros dois
grupos. Este grafico sugere que os grupos II e III nao foram eficazes em “escapar” dos

6timos locais, indicando a convergéncia prematura destes do algoritmo.

Os valores das normas Hs e Ho, calculados com o melhor controlador sintetizado com
cada grupo de operadores, sao apresentados na figura 94. Pode-se observar que o resultado
do grupo I foi superior aos resultados dos outros grupos de operadores, considerando-se

ambos critérios de desempenho utilizados. O melhor controlador encontrado pelo grupo I
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Média do Melhor Elemento — H2 Média do Pior Elemento
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Figura 93: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 9 - caso 1.

de operadores é dado pelas matrizes:

—1317,5001  727,2368  703,2764 2887, 1152

Ag = | 13,6837 —1336,6491 —217,0534 |, Brx=| 34,6927 |,
57,6206 1454,7312  —336, 4972 1, 2840

o —820,6174 325, 5949 3637,9215]’ 5 :[—1336,6490]‘
1990,9009 3038,1087 4599, 6349 1423, 8262

Melhor Elemento Melhor Elemento

Norma H2
Norma H-Infinito

1 2 3 1 2 3
Grupo de Operadores Grupo de Operadores

Figura 94: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 9 - caso 1.

Os numeros médios de elementos infactiveis gerados com a utilizacao dos diferentes
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grupos de operadores sao apresentados na figura 95. Como ocorrido em todos os exemplos
estudados, o grupo II de operadores se destaca pelo elevado ntimero de elementos infacti-
veis gerados. Esta caracteristica se deve ao conjunto de algoritmos de mutacao do grupo

IT de operadores que, neste exemplo, gerou 78% do total de cromossomos infactiveis.

Numero médio de elementos infactiveis  NUmero médio total de elementos infactiveis

140 120
o 120 » 100
2 100 s
E g e
T 80 £
8 g %
2 60 2
é —— Grupo | é 40
& 40 Grupo Il &
w 20 Grupo Il w9
0 0
0 50 100 1 2 3
Geragao Grupo de Operadores

Figura 95: Nimero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 9 - caso 1.

A figura 96 mostra a nuvem de polos em malha fechada para o melhor controlador

encontrado com cada algoritmo.

Grupo | Grupo Il Grupo I
2000 4
X X
5
1000 2
2 g 2
§ 0 X X g 0 X b g 0 X b
-1000 -2
-5
X X
-2000 -4
—-2000 —-1000 0 -1000 -500 0 -1000 -500 0
Real Real Real

Figura 96: Pélos em malha fechada do exemplo 9 - caso 1.

Os valores da norma Hsy e H,, calculados a partir do melhor cromossomo projetado
com cada grupo de operadores sao apresentados na tabela 34. A tabela 35, por sua
vez, apresenta os controladores 6timos, sintetizados a partir de minimizacao das normas
Hs e Ho em separado para o sistema nominal, onde o parametro incerto a; = 3,0.
Considerando-se o valor da norma H, das tabelas 34 e 35, o grupo I foi o mais eficaz em
encontrar um controlador satisfatério. O tempo médio de execucao deste exemplo foi de

37 minutos por simulacao em um Pentium IV de 1,4 GHz com 512MB de memoria RAM.
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Tabela 34: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 9 - caso 1.

] \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘

[ Topus l2 | 0,0078 | 0,0184 | 0,0189
1 T.w_ |l | 12,5703 | 13,0852 | 14,5234

Tabela 35: Resultados 6timo obtidos para o sistema nominal do exemplo 9 - caso 1.

’ \min Ho \min Hoo ‘
| Topoy |l2 | 0,0062 | 93,4632
[ Towws lloo | 7,2263 | 2,3122

6.9.2 Caso 2: Realimentacao Dinamica de Saida de Ordem Com-
pleta com Populacao de 40 Elementos

Nesta subsecao, projetaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem completa. Em comparacao com a secao anterior, na qual a populacao utilizada
continha 20 elementos, usou-se nesta subsecao uma populacao com 40 individuos. A
evolucao dos diferentes grupos de operadores, para este caso, é apresentada na figura 97.
A exemplo da secao anterior, o grupo I de operadores foi o mais eficiente entre grupos na
evolucao média do melhor individuo da populacao. Além disso, pode-se também observar

na figura 97 a convergéncia prematura dos grupos de operadores II e III.

A figura 98 mostra os valores das normas Hsy e Hoo, calculados com o melhor contro-
lador encontrado com os diferentes grupos de operadores. Pode-se observar que, do ponto
de vista de minimizacao da norma H,, o grupo de operadores I apresentou o melhor

resultado, formado com o controlador dinamico:

—1588,9561  —40,2805 —2356,3594 | —923,1694
Ag = | —1749,8986 —2356,3594 —2356,3594 |, Bx = | —29,4629 |,
| 2335,7300 52,1376 —1935,6177 | —1094,9409
Cr [ 8844,3890  210,5232  8%344,4946 | D [ —2356,3594 | |
| —1318,6666 —1490,7399 —1158,9752 | | 8844,8046

O ntimero médio de elementos infactiveis gerado pelos diferentes algoritmos é apre-
sentado na figura 99 e segue o padrao encontrado nos demais exemplos estudados neste
trabalho. Em comparacao com a figura 94 da subsecao anterior, pode-se observar que

o numero de elementos infactiveis praticamente dobrou, independentemente do grupo de
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Figura 97: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 9 - caso 2.

operadores utilizado. Isto se deve ao aumento do tamanho da populagao.

As nuvens de pélos em malha fechada, calculadas com o melhor controlador encontrado

com cada grupo de operadores, estao desenhadas na figura 100.

A tabela 36 exibe os melhores resultados encontrados com os diferentes grupos de
operadores, no conjunto de 10 simulagoes. A tabela 36, por sua vez, apresenta os contro-
ladores 6timos, sintetizados a partir de minimizacao das normas Hs e Ho, em separado,
para o sistema nominal, onde o parametro incerto a; = 3,0. A exemplo da subsecao an-
terior, considerando-se o valor da norma H,y das tabelas 36 e 37, o grupo I foi mais eficaz
em encontrar um controlador satisfatério. O tempo médio de execugao deste exemplo foi
de 1 hora e 18 minutos por simulagao em um Pentium IV de 1,4 GHz com 512 GB de

memoria RAM.

Tabela 36: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 9 - caso 2.

] \ Grupo 1 \ Grupo II \ Grupo III ‘
| Togwy |l2 | 0,01198 | 0,0237 0,01924
| T oo | 47,2968 | 13,1887 | 13,7010
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Figura 98: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 9 - caso 2.
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Figura 99: Numero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 9 - caso 2.
6.9.3 Analise do Exemplo 9

Este exemplo estudou o comportamento dos diferentes algoritmos quando o tamanho
da populacao é aumentado. Este fato resultou em um impacto direto, tanto no tempo
médio de execucgao dos grupos de operadores, quanto no nimero médio de elementos infac-
tiveis gerados pelos trés grupos de operadores. O tempo médio de execucao foi aumentado
em 136% com a mudanca do tamanho da populacdo de 20 para 40 elementos. Os nimeros
médios de elementos infactiveis gerados foram, respectivamente, aumentados em 172%,
112% e 166% para os grupos I, I e III de operadores, conforme se pode observar na figura
101. Além disso, a anélise dos melhores resultados encontrados nas duas subsegoes deste
exemplo, mostrados nas tabelas 34 e 36 sugerem que, neste exemplo, populacoes menores
geraram melhores resultados finais. Isto indica que menores populagoes permitem a con-
vergéncia mais rapida do algoritmo, em geral. O efeito colateral de pequenas populagoes
¢ favorecer a convergéncia prematura dos algoritmos, uma vez que se reduz a diversidade
de solucoes na populacao. Neste exemplo, porém, o aumento do tamanho da populacao,
de 20 para 40 elementos, nao foi capaz de melhorar a convergéncia dos grupos II e III de

operadores.
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Figura 100: Pélos em malha fechada do exemplo 9 - caso 2.

Tabela 37: Resultados 6timo obtidos para o sistema nominal do exemplo 9 - caso 2.

’ ‘ min Hy ‘ min Ho ‘
[ Toows Il2 | 0,0062 | 93,4632
I 7w o | 7,2263 | 2,3122

6.10 Exemplo 10

Este exemplo de sexta ordem foi extraido e adaptado da biblioteca COMPIlib [82].
A restrigdo de norma H.,, v < 100, foi utilizada e adicionou-se um parametro incerto a

matriz dinamica do sistema, dada por:

-1 0 4 5 -3 =2

-2 4 -7 -2 0 3

-6 9 -5 0 2 -1
A= ,

-8 4 7 -1 =3 0

2 o 8 -9 1 -4
3 =5 8 0 2 -6
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Figura 101: Ntimero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 9.

onde o parametro a; € [2,9; 3,1] forma o poliedro convexo de incertezas, D4, do pro-

blema. O restante das matrizes do problema é dado por:

0 1 [ 3 4 9 1 0
0 0 2 0 1 -5 2
0 1 -5 =7 0 7T =2
Blg - 5 Bloo = 5 B2 - 5
1 0 4 -6 1 1 -2
0 0 -3 9 =8 0 5
10 0 | 1 -2 3 6 —2 |
00
01 0 9 -3 4 0 3 7
Dy, = ; D=1 01, Cy = )
0 01 O 1 -2 1 -6 2
01
1 0 1 -2 -3
01 00 0O
Dy,=10 11, Dy .=10 4 0 |, Cy = 3
0O 001 00O
0 0 5 =3 —4

1 -1 2 —4 0 -3
D22 == O, D21<x> - 0, Cl - -3 0 5 —1 1 1
-7 5 0 -8 2 =2

6.10.1 Caso 1: Realimentacao Dinadmica de Saida de Ordem Re-
duzida

Nesta subsecao projetaram-se controladores por realimentacao dinamica de saida de
ordem reduzida (n. = 4). A evolucao dos diferentes grupos de operadores é apresentada na
figura 102. A convergéncia média dos diferentes grupos de operadores é bastante distinta,

sendo que o grupo I de operadores mostrou o melhor desempenho.
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Figura 102: Evolucao média dos algoritmos no exemplo 10 - caso 1.

A figura 103 apresenta os valores de norma Hy e H,, calculados a partir do melhor
controlador projetado pelos diferentes grupos de operadores. Pode-se verificar que, neste

caso, o grupo I de operadores resultou na melhor solugao encontrada, que é dada por:

—131,0224 —489,7305 —179,5080 10,5259
1388,9062 88,8219 —53,0424  —64,2754

A= s 5352 _403,0315 3174740 —2.9702 |
2514,1320 35,2774  —262,8192 —191, 1780
) [ 49340 2513,8052 | )
B | 8220 ewos |
09,5500 446, T469
14,7286 —43,7392
o [ 201808 40,1648 —27.8030  4,6906 ] |
2404, 1898 2385, 5487 1228, 1411 2049, 1945

b | —0.6476 —1,1408
—0,7243 2418,6914 |

O numero médio de elementos infactiveis gerados pelos diferentes algoritmos é apre-

sentado na figura 104. Verifica-se, novamente, o elevado nimero médio de elementos



6.10 FEzemplo 10

179

Melhor Elemento

Melhor Elemento

Norma H2

1 2 3
Grupo de Operadores

Norma H-Infinito

[0
o

(o2}
o

N
S

N
o

1 2 3
Grupo de Operadores

Figura 103: Comparagao dos melhores resultados do exemplo 10 - caso 1.

infactiveis gerados pelo grupo II de operadores. Neste exemplo, os operadores de mutagao

do grupo II foram responsaveis por 79% dos elementos infactiveis gerados por este grupo.

Por outro lado, a utilizacao de informacoes de direcao na busca proporciona ao grupo 111

de operadores maior eficacia na geracao de elementos factiveis.

Numero médio de elementos infactiveis
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Figura 104: Nimero médio de elementos infactiveis gerados no exemplo 10 - caso 1.

A figura 105 mostra os polos em malha fechada para o melhor controlador encontrado

com cada algoritmo. Os valores das normas Hy e Ho, calculados com os melhores con-

troladores encontrados com cada grupo de operadores, sao exibidos na tabela 38. Pode-se

verificar que, neste exemplo, o grupo I foi o mais eficaz na minimizagao da norma Has.

A analise da figura 102 sugere, todavia, que o grupo III de operadores, considerando a

utilizagao das informagoes de direcao, convergiu prematuramente e foi incapaz evoluir

adequadamente a populagao.
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Figura 105: Pélos em malha fechada do exemplo 10 - caso 1.

Tabela 38: Comparacao dos melhores resultados do exemplo 10 - caso 1.

’ ‘ Grupo 1 ‘ Grupo II ‘ Grupo III

| Teywy l2 | 0,3622 | 0,4340 | 0,4594
| Towes oo | 45,6440 | 67,5878 | 79,8484

6.11 Conclusao

Este capitulo apresentou a aplicagao de trés configuracoes basicas do algoritmo, dis-
cutido no capitulo 5, em diversos exemplos extraidos e adaptados da literatura. A tabela

39 mostra as estatisticas gerais de simulacao para este capitulo. Apesar dos resultados

Tabela 39: Estatisticas gerais do capitulo.

Numero Total de Execugoes: 610
Tempo Médio por Execugao: 2 horas e 40 minutos
Tempo Total de Execucao: | 70 dias, 9 horas e 38 minutos

inspiradores apresentados neste capitulo, a tabela 39 indica que o custo computacional
desta abordagem é elevado, limitando sua aplicacao em exemplos de ordens elevadas e na

sintese de controladores em tempo real.

O lado esquerdo da figura 106 apresenta o percentual de vezes que cada grupo de
operadores gerou o melhor resultado com relagao a norma Hs. Considerou-se, para este
calculo, o melhor cromossomo encontrado a cada conjunto de 10 simulacoes. O melhor
resultado foi encontrado em 62% das vezes pelo grupo III de operadores. O grupo I foi
o mais eficaz em 31% dos casos e o grupo II em apenas 7%. Este resultado indica que

o grupo III, com a utilizacao das informacoes de dire¢ao, é um bom ponto de partida



6.11 Conclusao 181

na sintese de controladores. Os resultados apresentados sao, porém, insuficientes para se

garantir estatisticamente a superioridade do grupo III de algoritmos.

O lado direito desta da figura 106, por sua vez, apresenta o percentual de vezes que
cada grupo de operadores foi capaz de gerar o melhor resultado médio com relacao a norma
H,. Para este calculo, considerou-se a média da norma H, dos melhores cromossomos
de cada simulacao no conjunto de 10 simulagdes. O comportamento observado no lado
esquerdo da figura 106 se repetiu, quando se considerou a média do melhor cromossomo.
Em 59% das vezes o grupo III de operadores foi o mais eficaz. Os grupos I e IT geraram os
melhores resultados médios em 36% e 5% das execugoes, respectivamente. Este resultado
reforga a superioridade do grupo III de operadores na solugao do problema de controle

robusto misto Hs/He.

% de Melhores Cromossomos % de Melhores Médias Cromossomos
60

50

40

30

20

10

Figura 106: Percentual de melhores resultados x grupos de operadores.

A exemplo da figura 106, aplicou-se a mesma logica no célculo do percentual de vezes
em que cada grupo de operadores gerou os piores resultados. O lado esquerdo da figura 107
mostra o percentual de vezes que cada grupo de operadores resultou no valor mais elevado
da norma H, entre os melhores elementos gerados. Pode-se observar que, dos melhores
individuos encontrados com cada grupo de operadores no conjunto de 10 simulagoes, o
grupo I gera, em 59% dos casos, os elementos com norma H, mais elevada. O grupo II
de operadores, por sua vez, é responsavel por 27% da norma H, mais elevada, entre os
melhores cromossomos sintetizados. Por fim, o grupo III de operadores gera apenas 14%

destes individuos.

O lado direito da figura 107 mostra o percentual de execugoes nas quais cada grupo
distinto de operadores gerou o valor médio da norma H, mais elevado. Considerou-se
para este calculo a média dos 10 melhores elementos, sintetizados a cada conjunto de 10
simulagoes. Pode-se observar que o grupo I de operadores foi responsavel por gerar o
pior valor médio dos melhores cromossomos em 50% dos casos. O grupo II de operadores

resultou no pior valor médio da norma H, em 32% dos casos e o grupo III em apenas
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18%.

% de Piores Cromossomos % de Piores Medias Cromossomos

Figura 107: Percentual de piores resultados x grupos de operadores.

Estes percentuais, em conjunto com a andlise das diversas simulacoes efetuadas neste

capitulo, sugerem algumas conclusoes:

1. o grupo III de operadores é um bom ponto de partida na solucao do problema
abordado neste trabalho, uma vez que, freqiientemente proporciona as melhores
solugoes e raramente produz os piores resultados entre os trés diferentes grupos,
indicando “robustez” na busca. Isto indica que a utilizacao das informacoes de busca
por parte do grupo III de operadores efetivamente colabora na busca por melhores

resultados;

2. o grupo I de operadores, apesar de gerar os melhores resultados em 31% dos ca-
sos estudados, correspondeu a 59% dos piores resultados. Este fato indica que os
operadores derivados do algoritmo de Michalewicz freqiientemente oscilam entre a
geragao dos melhores e dos piores resultados entre os 3 grupos de operadores, suge-

rindo menor “robustez” e confiabilidade na busca;

3. a aplicacao do grupo II de operadores resultou nos melhores resultados em apenas
7% dos problemas estudados. Por outro lado, este grupo gerou os piores valores
de norma Hs, entre os melhores cromossomos dos trés grupos, somente em 27%
dos exemplos. Estes numeros indicam certa “robustez” de busca deste grupo de
operadores. Todavia, sugerem que este grupo de operadores nao é eficaz na geragao

dos melhores controladores;

4. o grupo III de operadores é o unico que, em todos os exemplos analisados, efeti-
vamente fez a populacao inicial convergir para uma unica solug¢ao, como pode ser
observado nos diversos graficos do desvio padrao médio das populacoes. As prova-

veis causas desta caracteristica sao a utilizacao das informacoes de direcao na busca,
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tanto pelo algoritmo de Evolucao Diferencial, quanto pelo algoritmo de Salomon e

a mecanica de substituicao dos cromossomos representada pelo passo 7 do operador

de ED (segao 5.6.3);

5. nao se identificaram classes entre os sistemas estudados que sugiram que para deter-
minado tipo de problema um grupo especifico de operadores seja o mais indicado.
Como cada grupo de operadores pode resultar em evolugoes e resultados bastante
distintos, dependendo das restricoes e caracteristicas de cada problema, indica-se
que o ideal na busca pela melhor solu¢ao de determinado problema é a aplicacao
dos trés algoritmos. Este fato condiz com os teoremas de Wolpert [130], que pregam
que qualquer desempenho elevado de um algoritmo para uma classe de problemas é
penalizado com um desempenho ruim para outra classe de problemas. Assim, como
nao se identificaram classes entre os problemas estudados, justifica-se a utilizacao

dos trés grupos de operadores na busca pelos melhores resultados;

6. o grupo de operadores Il gera um nimero consideravelmente superior de elementos
infactiveis, comparado aos outros dois grupos de operadores, fato observado em
todas as execucoes dos algoritmos. Duas possiveis causas sao atribuidas a esta

caracteristica:

(a) a nao utilizagdo de informagoes de direcao pelo algoritmos do grupo II, que
sao utilizadas tanto pelo operador de cruzamento heuristico do grupo I, quanto

pelos operadores de ED e de Salomon do grupo III;

(b) o cardter “agressivo” dos operadores de mutagao do grupo II, que alteram dire-
tamente os autovalores das matrizes de Lyapunov ou modificam aleatoriamente
os componentes do controlador. Observou-se que, na média, 76% dos elemen-
tos infactiveis gerados pelo grupo II de operadores é resultado dos algoritmos

de mutacao deste grupo.

7. a reduzida eficacia média do grupo de operadores 11, representada pela figura 106,
indica que a estratégia dos operadores genéticos deste grupo, fundamentados sobre-
tudo na operagao sobre as matrizes de Lyapunov X5 e X, nao é tao eficiente quanto
a operagao direta sobre o controlador Ly, utilizada tanto pelo grupo I quanto pelo

grupo III de operadores;

8. a inclusao de restricoes, tanto de alocacao de pdlos quanto em <, resulta em um

maior numero de elementos infactiveis gerados. A reducao do espaco de busca com
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a adicao de restricoes, bem como a nao consideracao das restricoes na direcao da

busca sao as possiveis causas deste efeito;

9. a eficiéncia dos trés grupos de operadores é altamente influenciada pelo aumento da
ordem do controlador. Esta relagao é fruto da caracteristica polinomial do algoritmo

de pontos interiores, utilizado na otimizacao LMI;

10. nao se identificou aparente correlagao entre a ordem do controlador a ser sintetizado

e o numero de elementos infactiveis gerado pelos diferentes algoritmos.

Do ponto de vista de eficacia, considerando-se os valores da norma H, encontrados com
cada grupo de operadores, os diversos exemplos indicam que, as trés abordagens, apesar
apresentarem resultados diferentes entre si, sao satisfatérias quando comparadas tanto aos
resultados da literatura, quanto aos controladores 6timos sintetizados para os sistemas
nominais. Além disso, os exemplos apresentados neste capitulo sugerem que o casamento
entre os algoritmos evolutivos e a formulacao LMIs resultam em solucoes satisfatérias
para o problema de controle robusto misto Hy/H... Estas melhores solugdes sao, por sua
vez, possibilitadas pela liberacao da hipotese de uma matriz comum de Lyapunov para as

diferentes restricoes do problema.



185

7 Conclusao Geral

Este trabalho teve como objetivo principal a sintese de controladores robustos mistos
Hs/Ho D—estaveis para sistemas lineares, invariantes no tempo e sujeitos a incertezas do
tipo politopo. Os algoritmos evolutivos foram estudados e, utilizando-se as desigualdades
matriciais para a fromulagao do problema, um algoritmo de sintese foi proposto. A uniao
dos algoritmos evolutivos com a formulacao LMI proporciona grande flexibilidade ao pro-
jetista, que pode selecionar entre as leis de controle de realimentacao de saida estatica ou
dinamica. Neste ultimo caso, pode-se ainda optar entre controladores de ordem reduzida
ou completa, sendo que esta ordem é determinada a priori. Além disso, o algoritmo pro-
posto nao exige matrizes comuns de Lyapunov para todas as restrigcoes. Este fato diminui
o conservadorismo da solucao, aumentando-se o espaco de busca factivel. E importante
ressaltar que para cada restricao, devido as incertezas paramétricas, a mesma matriz de
Lyapunov ¢ mantida, ou seja, o conceito de estabilidade quadratica ainda ¢é utilizado para

cada tipo de restricao.

Na busca de melhores solugdes para o problema de controle robusto misto Hs/Hs, com
alocagao de pdlos, trés grupos de operadores evolutivos foram implementados. O grupo
I, formado pelos operadores apresentados nas secoes 5.6.1 e 5.7.1, foi fundamentado no
algoritmo genético de Michalewicz (segao 4.3). Estes operadores sao aplicados apenas
na matriz do controlador. O grupo II de operadores, conjunto dos algoritmos descritos
segoes 5.6.2 e 5.7.2, envolve a modificagao nao sé da matriz do controlador, mas também
das matrizes de Lyapunov associadas ao problema. Com o objetivo de se reforcar o uso
de informacoes de direcao de busca pelo algoritmo, implementaram-se os operadores de
evolucao diferencial e de Salomon, descritos nas secoes 5.6.3 e 5.7.3, respectivamente. A
evolucgao diferencial é amplamente conhecida por suas propriedades de robustez na busca.
O operador de Salomon é um método de aproximagao do gradiente que lembra a derivacao

por diferencas e permite direcionar a busca do algoritmo.

Diversos exemplos extraidos e adaptados da literatura foram estudados no capitulo

6. Os trés grupos de operadores, propostos no capitulo 5, forneceram bons resultados
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quando comparados com os resultados da literatura e os resultados 6timos para o sistema
nominal. A analise dos exemplos estudados sugere que o grupo I de operadores, apesar
de, em alguns casos, apresentar bons resultados finais, nao possui um comportamento
de busca confidvel. Este grupo de operadores ora gera os melhores resultados, ora os
piores. O grupo II, por sua vez, nao se destaca na geracao dos melhores resultados,
porém apresenta resultados satisfatérios com um comportamento regular na maioria dos
problemas estudados. O grupo III de operadores se destaca tanto pelos resultados obtidos,
quanto pelo seu comportamento de busca. Este grupo de operadores freqiientemente
gera os melhores resultados entre os trés grupos e raramente produz as piores solugoes.
Ressalta-se que o nimero de exemplos estudados e o niimero de simulacoes efetuadas sao
insuficientes para garantir estatisticamente a superioridade do grupo III de operadores.
Entretanto, os resultados sugerem que este grupo de operadores pode ser um bom ponto
de partida. Uma das possiveis causas do bom desempenho do grupo III é o uso de
informagoes de direcao, tanto pelo algoritmo de ED, quanto pelo algoritmo de Salomon. As
informacoes de busca, em geral, contribuem significativamente na melhoria do desempenho

dos algoritmos evolutivos, conforme ressaltado em [19].

Na busca por melhores resultados, algumas modificagoes nos algoritmos originais fo-

ram realizadas e constituem as principais contribuicoes deste trabalho:

e a estruturacao do grupo II de operadores com informagoes especificas do problema,
utilizando-se as matrizes de Lyapunov e seus propriedades (autovalores) para as

operagoes genéticas (segoes 5.6.2 e 5.7.2);

e a adequacao adaptativa do coeficiente F' no operador de evolucao diferencial, que

permite restringir a regiao de busca possivel do algoritmo, localizando-a (segao
5.6.3);

e a selecao heuristica e nao aleatéria do elemento Ly no algoritmo de evolucao dife-

rencial, proporcionando convergéncia mais rapida ao algoritmo (segao 5.6.3);

e a modificagao da estratégia de construcao do elemento L g5 no algoritmo de evolugao
diferencial (se¢ao 5.6.3), reduzindo-se consideravelmente o percentual de elementos

infactiveis gerados pelo algoritmo;

e a inclusdo do fator pm; (segao 5.7), responsdvel por aumentar gradativamente a
probabilidade de mutacao do algoritmo a medida em que este evolui. Esta estra-
tégia possui influéncia direta na exploracao do espaco de busca, diminuindo-se a

probabilidade de convergéncia prematura dos diferentes operadores;
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e a utilizacdo do fator de localizagao de busca, k;, nos operadores de mutacao (se¢ao
5.7). Este fator permite que, quando a aplicagao dos operadores de mutagao resulta
em elementos infactiveis, a busca seja localizada, aumentando-se a probabilidade de

geracao de elementos factiveis;

e a adaptacao dos operadores de mutagao de Michalewicz (se¢ao 5.7.1), incorporando-
se o conjunto €2, haja vista que o célculo dos conjuntos le ft() e right() nao é possivel.
O conjunto €2 permite que os operadores de mutagao de Michalewicz, como, por
exemplo, a mutacao de contorno, sejam aplicados da forma mais direta possivel no

problema abordado, buscando-se a fidelidade ao algoritmo original,

e a utilizagao de um operador de estimagao da direcao de busca no problema, o ope-

rador de Salomon (se¢do 5.7.1), com o intuito de se direcionar a busca genética.

A geracao da populacao inicial é uma das principais limitacoes deste trabalho. A utiliza-
¢ao das restrigoes estruturais em Wy e Wy , apresentadas na equagao (5.10), da segao 5.5,
pode resultar na geragao inicial de elementos confinados em uma regiao restrita do espaco
de busca. Esta caracteristica pode influenciar a busca do algoritmo ao gerar populacoes
iniciais com pouca diversidade. Nao se identificou, porém, outro possivel algoritmo para
a geracao da populagao inicial. A complexidade do espago de busca do problema estu-
dado e as dimensoes do cromossomo tornam a inicializacao aleatoéria inviavel, por conta
do elevado custo computacional associado a analise das solugoes. Com o intuito de se ex-
trapolar a regiao do espago de busca, na qual a populagao inicial foi gerada, utilizaram-se
probabilidades de mutacao elevadas e adaptativas. Além disso, tomou-se o cuidado de se
permanecer conservador nos parametros do algoritmo de Salomon (se¢ao 5.7.3) para que

este fosse capaz de contribuir para a busca global e nao somente local.

As principais dificuldades encontradas na realizacao deste trabalho sao descritas na
seqiiencia. No intuito de se explorar adequadamente o espaco de busca na geracao da
populagao inicial, tentou-se utilizar o teorema dos circulos de Gerschgorin, que fornece
uma condigao sobre os autovalores de uma matriz dada. Na tentativa de se gerar de uma
populacao inicial factivel, usou-se este teorema em conjunto com técnicas de programacao
linear para a sintese dos cromossomos iniciais. Esta tentativa foi frustrada, pois, para a
aplicacao do teorema de Gerschgorin, diversas hipoteses restritivas adicionais sao neces-
sarias, como por exemplo, a imposi¢ao de componentes positivos para a matriz em malha
fechada, inviabilizando sua aplicagdo. Além da utilizagdo do teorema de Gerschgorin,
implementou-se o algoritmo de alocagdo de pélos MIMO, descrito em [31]. Como esta

abordagem nao considera sistemas incertos, a idéia era gerar populagoes de cromossomos



7 Conclusao Geral 188

através da alocacao aleatéria de podlos para sistemas precisamente conhecidos, dentro do
dominio de incertezas. Com estes cromossomos verificaria-se entao a factibilidade robusta
dos controladores encontrados. Este método se mostrou ineficaz, pois, o elevado esforco de
controle necessario para a alocagao dos pélos do sistema precisamente conhecido implica
elevada sensibilidade com relacao as incertezas da matriz dinamica. Isso significa que, em
geral, os controladores sintentizados através da abordagem de alocacao de pdlos, descrita
em [31], ndo sao factiveis do ponto de vista robusto, inviabilizando a utilizagao deste mé-
todo. Por fim, a proposta inicial deste trabalho contemplava uma aplicacao pratica do
algoritmo implementado. Para isso, o sistema Coupled Drives, formado por trés polias e
uma correia, descrito em [128], foi estudado. O objetivo era realizar o controle robusto
do sistema, mantendo-se a velocidade e a tensao da correia constantes. Infelizmente, pro-
blemas técnicos com os equipamentos da universidade impossibilitaram a implementacao

do sistema de controle.

Como possiveis continuagoes deste trabalho, sugerem-se a incorporagao de restrigoes
na variavel de controle, a adequacao do algoritmo para tratar o caso discreto e o estudo
de outras alternativas de geracao da populacao inicial, como, por exemplo, a abordagem
descrita em [63]. Além disso, na busca por uma solu¢ao ainda menos restritiva para o
problema de controle robusto misto Hy/He, pode-se estudar a possivel adequagao do
algoritmo aos conceitos de fungoes de Lyapunov dependentes de parametros, relaxando-
se a hipotese de uma mesma matriz de Lyapunov para todo o dominio de incertezas.
Esta opc¢ao incorporaria o caso apresentado e poderia contribuir na busca de melhores
solugoes. Com isso, porém, uma questao a ser avaliada, seria o aumento do nimero de
LMIs a ser utilizado, fato que pode aumentar consideravelmente o custo computacional

do algoritmo.
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