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Resumo

Este trabalho trata da sintese de controladores robustos H, e H , para sistemas
lineares continuos, com incertezas paramétricas e/ou sujeitos a restrigdes no estado, no
controle e na saida. Primeiramente, os problemas de otimizagdo ', e H , via realimentagdo
dindmica de saida sdo abordados para sistemas com incertezas paramétricas do tipo politopo.
Em seguida, a sintese de controladores robustos # ', e H, por realimentagdo de estado e por

realimentacdo de saida ¢ tratada, levando-se em consideragao restrigdes no dominio do tempo
€ as mesmas incertezas paramétricas. Para os problemas que envolvem realimentacao
dindmica de saida, os controladores projetados podem ser de ordem reduzida ou completa. A
abordagem usada ¢ baseada no conceito de estabilidade quadratica. No tratamento das
restricoes no estado, no controle ¢ na saida, associa-se ao sistema incerto uma func¢ao de
Lyapunov quadratica, definindo-se um conjunto elipsoidal positivamente invariante, incluso
no dominio de linearidade do modelo. Neste caso, as leis de controle por realimentagdo de
estado e de saida sdo construidas de tal maneira que o sistema em malha fechada nao sature e
que as restrigdes de estado e saida sejam respeitadas. Baseado em Algoritmos Genéticos
(AGs) e desigualdades matriciais lineares (LMIs), um algoritmo hibrido é proposto para
sintese de controladores robustos. Este algoritmo ¢ aplicado em varios exemplos retirados da

literatura de controle.
Palavras-Chave: sistemas lineares, incertezas paramétricas, controle robusto,

estabilidade quadratica, invariancia positiva, restricdes no dominio do tempo, controle 6timo

H,eH,.
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Abstract

This work deals with the robust control #H', and # , design for continuous-time
linear systems subject to parameter uncertainty and/or state, control and output constraints. In
the first part, optimization ¥, and # , problems by dynamic output feedback are considered
for systems under polytopic parameter uncertainties. Right after, robust controller#/, and
H ., synthesis by state feedback and output feedback is dealt with taking into account time
control constraints and the same parameter uncertainties. For problems involving dynamic
output feedback, the designed controller can be of reduced order or full order. The approach
used is based on the concept of quadratic stability. In the state, control and output constraints
treatment, a Lyapunov quadratic function is associated to the system, defining an ellipsoidal
positively invariant set, included in the linearity domain of the model. In that case, the control
laws by state and output feedback are built in such a way that the closed-loop system does not
saturate and that the state and output constraints are respected. Based on genetic algorithms
(GAs) and linear matrix inequalities (LMIs), a hybrid algorithm is proposed for synthesis of
robust controllers. This algorithm is applied in several samples borrowed from the control

literature.

Key-words: linear systems, parameter uncertainties, robust control, quadratic stability,

positive invariance, time domain constraints, optimal control # ', and H .
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Capitulo 1

Introducao

Projetar controladores robustos para sistemas sujeitos a incertezas paramétricas tem
sido um dos principais objetivos da teoria de controle robusto multivaridvel nas ultimas
décadas. O termo robusto estd associado a capacidade do controlador em assegurar a
estabilidade e/ou desempenho do sistema tanto para o seu modelo nominal quanto para toda
familia de modelos que o representa.

A estabilidade de sistemas sempre foi um campo de estudo importante. Considerando-
se que seu inicio se da com os primeiros trabalhos sobre equacdes diferenciais, pode-se
afirmar que um resultado bastante significativo neste campo foi aquele de Lyapunov,
publicado em 1893 [LYA66]. Desde entdo, muitos trabalhos foram realizados a fim de
estabelecer métodos de sintese de controladores que exploram da melhor maneira possivel as
propriedades em malha fechada.

As técnicas desenvolvidas no dominio da freqiiéncia mostraram-se particularmente
vantajosas e simples para a resolucdo dos problemas de controle para os sistemas lineares
invariantes no tempo e monovaridveis. Entretanto, as primeiras tentativas de generalizacao
destas técnicas pareceram pouco atrativas para a aplicagdo em sistemas multivariaveis. Isso
explica, em parte, o grande interesse reservado as metodologias de sintese no dominio do
tempo, no inicio dos anos 60. De fato, muitas pesquisas conduziram a diferentes resultados
significativos, tanto de um ponto de vista conceitual quanto pratico, sendo que o mais notavel
foi provavelmente o controle LQG (Linear Quadratico Gaussiano).

A abordagem LQG tem diversas vantagens, entre as quais a possibilidade de agir no
comportamento dindmico do sistema controlado, através de uma seqiiéncia de tentativas,

guiadas pela escolha dos parametros que correspondem ao indice do desempenho (matrizes



ponderadas) ou a descri¢do das incertezas (intensidades dos ruidos). Além disso, o esforgo de
calculo para a determinagdo do controlador € relativamente pequeno. Entretanto, as limitagdes
desta abordagem sdao bem conhecidas. Uma das mais significativas pode surgir quando o
comportamento do sistema se afasta, mesmo para pequenas variagoes, daquele descrito pelo
modelo, causando uma degradagdo no desempenho. Como acontece em outros métodos
tradicionais, a falta de robustez do controle LQG encontra-se no fato de que se supde o
conhecimento de um modelo do sistema suficientemente preciso, isto ¢, que ndo leva em
consideragdo as incertezas do modelo ou as perturbagdes imprevisiveis sobre sistema.

A incerteza que afeta um sistema pode ter sua origem nos erros de modelagem, nas
variagdes paramétricas, nas incertezas sobre os pardmetros por causa da precisdo, nas
aproximacgdes de modelagem tais como linearizagdo ou eliminagdo de dindmicas elevadas.
Sendo assim, € necessario representar tais incertezas de maneira adequada, de acordo com a
sua origem, a fim de elaborar uma lei de controle que as leve em consideracao.

A necessidade de satisfazer os critérios especificados no dominio da freqiiéncia e,
simultaneamente, de garantir a robustez do sistema controlado sujeito a incertezas e/ou
variacoes dos parametros, durante a sintese das leis de controle, conduziu a maioria das
pesquisas de forma a superar a dicotomia tradicional entre as abordagens freqiiencial e
temporal [COL97]. Durante estas ultimas décadas, ap6és um esfor¢o intenso neste sentido,
muitos resultados surgiram assegurando a robustez em estabilidade e em desempenho (ver
referéncias em [SIL89] e [COL97]). A abordagem quadratica [BARS85], [PET87] ¢ um
exemplo desses resultados.

No contexto de sistemas incertos, as normas #, ¢ #  podem fornecer uma medida

de desempenho na avaliacdo de controladores. A motivagao técnica para a utilizagdo dessas
normas ¢ exatamente discutida em [BER89a], [DOY94], [KHA91] e [SCHI95].

Com o conceito da estabilidade quadratica, que corresponde a existéncia de uma nica
funcdo quadratica de Lyapunov para todo o conjunto aceitavel das incertezas, uma
parametrizacdo convexa para a busca dos ganhos robustos foi obtida, no caso das incertezas
do tipo politopo [BER89], [PER89], para sistemas continuos e discretos. Isso possibilitou a

resolucdo dos problemas de controle #, e H , por realimentacdo de estados, no contexto

dos sistemas incertos [GER92a], [GER92b], [GAR94], [CHI96] e [SCH95]. Nota-se que, nos
anos 80, foi demonstrado que o problema de controle LQG ¢ um caso particular de uma classe

mais geral de problemas estudados na teoria de controle #,. No contexto de realimentacdo



de saida, alguns resultados importantes podem ser encontrados em [CHI96], [CHI99],
[GER98], [SCH97] e em suas referéncias. Entretanto, para o problema mais geral de sintese

de controladores robustos H, e H , por realimentagdo de saida, ndo se tem uma solugdo

otima global, no caso de incertezas do tipo politopo. A mesma mudanga de varidvel possivel
na sintese por realimenta¢ao de estado ndo se aplica neste caso. A mudanga de variavel
proposta em [MAS95] e [SCH95a], desenvolvida para a realimentacdo de saida, envolve as

matrizes 4 e B, do sistema, ndo permitindo a sua generalizagao direta para o caso incerto.

Um outro aspecto importante, que ocorre na maioria das aplicagdes praticas [REIOOa]
¢ a existéncia de restricdes no estado, no controle e até mesmo na saida. Isto pode ser devido
as determinadas limitagdes fisicas e/ou nao-linearidades inerentes ao sistema a ser controlado.
Estas restricoes podem ocorrer, por exemplo, quando os atuadores nao sao dimensionados
adequadamente, limitando assim a energia fornecida ao controle. Além da degradagdo do
desempenho, negligenciar estas restricoes pode até mesmo levar a instabilidade por causa de
disfuncoes, tais como ciclos limites, relacionados a natureza nao-linear do sistema controlado
[TARI1].

Nas ultimas décadas, o estudo da estabilidade de sistemas lineares sujeitos as
restricoes no estado e no controle despertou bastante interesse. Em muitos trabalhos
publicados, duas abordagens sobressaem. Na primeira, a saturacdo dos controladores e o
comportamento ndo-linear do sistema sdo levados em consideracdo. A metodologia usada foi,
na maioria dos trabalhos, baseada na invariancia positiva e na contractividade, conceitos
diretamente relacionados com o conceito de estabilidade segundo Lyapunov [GUTS85],
[BUR96], [BER95], [SIL97], [FANO3], [HUAO2] e [SILO3]. Na segunda, o objetivo ¢ a
prevencdo da saturagdo, e, conseqlientemente, o estudo do comportamento linear do sistema
em malha fechada. Nesta abordagem, a invariancia positiva tem um papel significativo. Em
geral, a lei de controle ¢ gerada de forma a garantir a invariancia positiva de um conjunto de
estados iniciais aceitaveis, para que as restrigdes no estado e no controle ndo sejam violadas.
Assim, a estabilidade e o comportamento linear do sistema sdao assegurados somente
localmente. Este conceito foi inicialmente proposto por Mignot [MIG83] para determinar a
solucdo de um problema de controle restrito, antes de ser desenvolvido nas teses de
Chégancas [CHES85] e Benzaouia [BENS88]. Esta abordagem também foi estudada em
[AND71], [VAS89], [TAR94] e [CAS93], para os conjuntos positivamente invariantes do tipo



poliedral, e em [GUT85] para os conjuntos elipsoidais. Outros trabalhos que tratam da sintese
de controladores para sistemas com restri¢des sao [SCH02], [SZNO03], [BIT99] e [KOSO01].

Todas as referéncias citadas anteriormente, no contexto dos sistemas com restrigdes,
ndo levam em consideracdo as incertezas do modelo. De fato, até recentemente, muitos dos
trabalhos encontrados na literatura tratavam cada problema separadamente. Entretanto, pelas
razdes especificadas anteriormente, ¢ interessante, do ponto de vista pratico, desenvolver
novas metodologias levando-se em consideragao simultaneamente estes dois aspectos para a
sintese de leis de controle estabilizantes. E neste contexto de controle robusto com restricdes
que se baseiam os trabalhos [SZNO1], [BIT92], [SZN93], [MIL94], [TAR97], [ARA9S],
[REIO1] e [REIOOD].

Este trabalho pode ser dividido em duas partes. Na primeira, ¢ proposto um

procedimento alternativo destinado a resolver os problemas de controle H, e H  por

realimentagcdo dindmica de saida, para sistemas sujeitos a incertezas paramétricas do tipo
politopo. Baseada no conceito de D -invariancia positiva, uma metodologia ¢ apresentada na

segunda parte deste trabalho, para sintese de controladores robustos #, e # , para sistemas

com restricdo no dominio do tempo. Ambos os procedimentos sao baseados em otimizagao
através de Algoritmos Genéticos (AGs), explorando o carater bilinear das restrigdes existentes
em cada problema. Os principios basicos dos AGs foram inicialmente publicados por Holland
[HOL62] em 1962. Os AGs foram aplicados em um grande niumero de metodologias de
controle na melhoria do desempenho do sistema em malha fechada [CHE95], [DUHO02],
[HUNOO], [KRO99] e [PEDO02]. Nenhuma das referéncias citadas anteriormente trata do
problema de controle robusto com restrigdes utilizando AGs.

O capitulo 2 apresenta algumas defini¢cdes preliminares relacionadas com os sistemas
dindmicos continuos. Neste, sdo introduzidos varios conceitos basicos e ainda aqueles de
estabilidade segundo Lyapunov, desigualdades matriciais lineares (LMIs), estabilidade
quadrética, invariancia positiva e @D -invariancia, quando o sistema esta sujeito a perturbagdes
aditivas. A incerteza considerada neste trabalho é do tipo politopo. Por fim, este capitulo ¢
concluido com a apresentacdo do conceito de estabilidade quadratica com realimentagdo de
saida, e sua tradugdo a um problema de controle por realimentacdo de estado com restrigao
estrutural na matriz de Lyapunov.

Os problemas de otimizagdo em #H ', e H , sdo definidos no capitulo 3.



No capitulo 4 sdo apresentados os conceitos basicos da computacdo evolucionaria (ou
evolutiva), justificando o uso dos algoritmos genéticos.

O capitulo 5 apresenta a os procedimentos propostos de sintese de controladores para
sistemas continuos a partir dos fundamentos tedricos descritos nos primeiros capitulos. Estes
procedimentos sdo baseados em AGs e nas desigualdades matriciais lineares. Para cada tipo
de problema, os algoritmos hibridos sdo implementados e testados em diversos exemplos

retirados da literatura. Isto estd ilustrado no capitulo 6.






Capitulo 2

Sistemas continuos: defini¢oes preliminares

2.1 Introducio

Este capitulo fornece alguns resultados e definicdes preliminares relativos aos
sistemas lineares continuos no tempo, importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

Inicialmente, sdo relembradas algumas defini¢des basicas associadas a fungdes e, em
seguida, o conceito de estabilidade segundo Lyapunov ¢ revisto. Logo apos, uma descri¢ao
sucinta dos sistemas dindmicos lineares sujeitos a incertezas paramétricas estruturadas ¢
apresentada, com aten¢do para as incertezas do tipo politopo, no espago de estado. Este tipo
de incerteza cobre uma grande classe de sistemas incertos.

Aborda-se, na seqiiéncia, os conceitos de desigualdade matricial linear (LMI — Linear
Matrix Inequality) e de estabilidade quadratica e sua aplicagdo na estabilizacdo de sistemas
incertos. Apesar de restritiva, por exigir a existéncia de uma fun¢do de Lyapunov Unica para
toda realizagdo do sistema em seu dominio de incerteza, a abordagem quadratica possibilita a
parametrizacdo convexa de uma classe de ganhos estabilizantes para o sistema com incertezas
do tipo politopo. Diretamente relacionado com o conceito de estabilidade, o conceito de
invariancia positiva ¢ fundamental para o estudo de sistemas com restrigdes no dominio do
tempo (estado, controle e saida). Este conceito ¢ apresentado neste capitulo, assim como sua
extensdao para sistemas sujeitos a perturbagdes, denominada de D-invaridncia positiva. O
interesse no estudo dos dominios positivamente invariantes elipsoidais reside no fato de que
sdo melhores adaptados do que os dominios poliedrais, na sintese de controladores robustos,
especialmente quando se deseja assegurar conjuntamente a robustez no desempenho do

sistema. Finalmente, alguns resultados relativos a estabilidade quadratica por realimentagdo



de saida sdo apresentados. Todos estes aspectos sao abordados sob a forma de desigualdades
matriciais lineares (LMIs), pois as técnicas associadas disponiveis de programacao convexa

sdo particularmente eficazes.

2.2 Defini¢oes basicas

Algumas definicdes basicas sdo relembradas nesta se¢ao.

2.2.1 Continuidade

Uma fung¢do f que mapeia um espaco normado § em um espago normado T ¢

continua em x, €S se para cada &> 0 existe 6 >0 de modo que ||x—x0|| < implica em

|| f(x)—f(x, )|| <¢&.Afuncdo f ¢ continua se for continua para todo x, € .

Deve-se notar que a continuidade ¢ dependente da definicdo de norma no espaco

normado § e 7. Observa-se que a fungdo f:S5— T ¢ continua em x, € § se e somente se

0

para toda seqiiéncia {x, }

S(x,) = f(x).

X, €S, que converge para x, quando n — o, tem-se que

n=1?

2.2.2 Conjunto compacto

Um conjunto § em um espaco linear normado X ¢ dito compacto se para toda

seqliéncia {xn }:11 em S existe uma subseqiiéncia {xn }OO | que converge para um elemento
= m ‘m=
X, €S.
Se o espago linear normado X ¢ de dimensdo finita, entdo § < X € compacto se e
somente se § ¢ fechado e limitado.

Um conjunto § é fechado se {x, ", — x implicaem x € S.

Um conjunto § ¢ limitado se existir um escalar » tal que para todo x € S,

x||£b.



2.2.3 Conjunto convexo

Um conjunto § em um espago linear vetorial ¢ dito convexo se

{xl,x2 € S}:> {x =ox,+(1-a)x, e Sparatodo o € (0,1)}.

Em termos geométricos, isto indica que para dois pontos quaisquer de um conjunto
convexo, o segmento de reta que conecta estes dois pontos também pertence ao conjunto

(figura 2.1).

Figura 2.1: Conjuntos convexo e ndo convexo.

Geralmente, um conjunto vazio ¢ considerado convexo. O ponto ax, +(1—a)x, com

a €(0,1) ¢é denominado de combinacgdo convexa dos pontos x, € x, .

2.2.4 Combinacio convexa

Seja § um subconjunto do espaco vetorial e seja x,,L,x, €. Se «,,L,, for um

. , . ~ . n ~
COl’lJuntO de numeros reais nao negatlvos com E . lal. = 1 entao
i=

n
x=Yapx,
i=1

¢ denominado de combinacdo convexa de x,,L,x, .



10

Sejam n pontos x,,L.,x, em S. E possivel verificar que o conjunto de todas as

combinagdes convexas de x,,L.,x, ¢ também convexo, ou seja,

C = {x | x ¢ uma combinacdo convexade x,,L, x, }

¢ convexo. A figura 2.2 ilustra trés casos de combinacdo convexa.

X X
S
X
X7
X X
3 2
X6 X5

Figura 2.2: Combinagdes convexas.

2.2.5 Pontos interiores

Seja § um subconjunto de um espago normado X . O ponto x €S ¢ chamado de

ponto interior de § se existe um & >0 tal que todos os pontos ye X com [x—y<e

também pertengam a § . O interior de § € a colecdo de todos os pontos interiores de S .

2.2.6 Funcoes convexas

A fungdo f:§ — R ¢ dita convexa se

1. § éconvexoe

2. paratodo x,,x, €S e o €(0,1) tem-se

flox, +(1-a)x,) < af(x)+1-a) f(x,) (2.1)
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A fungdo f ¢ estritamente convexa se a desigualdade (2.1) € estrita para x, # x, .

E importante notar que o dominio de uma funcdo convexa ¢, por defini¢do, um

conjunto convexo.

2.2.7 Minimo local e global

Seja § um subconjunto do espago normado X . A fun¢do f: S5 — R tem um minimo

local em x, € § se existir & >0 tal que

J(x) < f(x) (22)

para todo x € § com ||x - x0|| < ¢ . Este ¢ um minimo global de f* se (2.2) for verdadeira para
todo x€§. f tem um minimo local em x, € § se existir uma vizinhan¢a N de x, tal que

f(xy) < f(x) para todos os pontos x € SN . Nota-se que de acordo com esta defini¢do

todo minimo global ¢ também um minimo local. A no¢do de maximo local e méximo global
de uma fungdo é dada de maneira similar.

Seja f: 8§ —> R uma fungdo convexa. Se f tem um minimo local em x, € §, entdo
f(x,) é também um minimo global de f. Se f ¢ estritamente convexa, entdo x, ¢ Unico.
Esta proposicdo ndo faz nenhuma indicagdo sobre a existéncia de pontos x, €S que

minimizem f . E dito simplesmente que todo minimo local de f ¢ também um minimo

global. Isto mostra que ¢ suficiente calcular o minimo local de uma func¢do convexa para

determinar seu minimo global.

2.3 Estabilidade segundo Lyapunov

Considera-se o sistema autdbnomo estacionario, definido pela seguinte equagdo

diferencial:
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() = f(x(0)), (2.3)

onde f:U — R" é uma funcao localmente Lipschitz, definida no dominio U < R . Supde-se

que x, c U seja um ponto de equilibrio do sistema (2.3), ou seja:

f(x,)=0. (2.4)

Em relagdo a estabilidade segundo Lyapunov do ponto x,, tem-se a defini¢do a seguir.

Definicdo 2.1 [KHA92]: O ponto de equilibrio x, do sistema (2.3) é dito:

1. estavel, se, para todo escalar ¢ > 0, existe um outro 0 = d(¢) tal que

||x0 -X,|<0= ||x(t) - X,

<&, Vt=20;

1.  instavel, se ele ndo € estavel;

iii.  assintoticamente estavel, se € estavel e & pode ser escolhido tal que

||x0 -Xx,|<0= tl_i)IBOx(t) —X,.

Apresenta-se na seqiiéncia o teorema sobre estabilidade local, baseado no segundo

método de Lyapunov.

Teorema 2.1 [KHA92]: Seja x, um ponto de equilibrio do sistema (2.3). Seja v:U — R

uma fung¢do continua, com suas derivadas parciais também continuas, na vizinhanca de

U cR'de x,, tal que
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v(x,)=0 e v(x)>0,VxeU—{x,}.

Se

B(x)<0,Vx eU —{x,},

entdo x, é estavel. Se

%(x) <0,Vx eU —{x,},

entdo x, é assintoticamente estdvel.

Os resultados relativos a estabilidade global podem ser obtidos a partir do teorema 2.1,

substituindo-se o U por R” e acrescentando-se a condi¢ao v(x) — o quando ||x|| — 400,

2.4 Sistemas incertos

Seja o sistema dindmico continuo sujeito a incertezas estruturadas paramétricas,

definido pela equacao de estado:

() = Alr (0) )x(t) + B, (s()u(®), (2.5)

onde x(¢) € R" ¢é o vetor de estado u(t) €' R™ € o vetor de controle, A(r) e R é a matriz

dindmica do sistema, B,(s) € R ¢ a matriz de controle, r e R R e s € § < R™ sdo os
vetores de parametros incertos das matrizes dindmica e de controle, respectivamente. Os
conjuntos R e S sdo compactos e as fungdes r(¢):[0,00) > R e s(¢):[0,0) > § sao

mensuraveis segundo Lebesgue.
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As matrizes A(r) e B,(s) podem ser decompostas em torno do sistema nominal

(4,B,), quando este ¢ definido, da seguinte maneira:

A(r ()= A+ A(r (1)) (2.6)
B, (s(6))= B, + AB, (s(1)).

Supde-se que o par (A,Bz) seja estabilizdvel e constante. A maneira como 7(¢) e s(¢)

influenciam no sistema caracteriza diferentes tipos de incertezas.
Neste trabalho, o foco sdo as incertezas estruturadas paramétricas do tipo politopo

[BERS9, PER89].

2.4.1 Incertezas do tipo politopo

A partir do modelo geral (2.5), adota-se a hipotese que as componentes dos vetores de

incerteza r(t) € R, e s(t) € § pertencem a um intervalo fechado, isto é:

r,<r.(t)<r,, i=L2,L,n,
s;<s;)<s;, j=L2,L,n.

J b

2.7)

Os dominios ® ¢ S, definidos em (2.7), sdo poliedros convexos com N =2" ¢

M = 2" vértices, respectivamente (Figura 2.3).

rnEr<r, i=1,2,3
D<) <3
A <n)<2 B— E

-l <) <3 /

Figura 2.3: Exemplo de poliedro convexo.
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Com a hipotese suplementar que os elementos das matrizes A(-) e B,(-) sdo fungdes
lineares de 7(¢) e s(¢), as relagdes (2.7) definem também as matrizes vértices 4, e B,,,
i=1,2,L,N, e j=12,L, M,que correspondem aos vértices dos poliedros R, ¢ .S .

Assim, as matrizes A(-) e B,(-) pertencem a conjuntos convexos limitados, definidos

por:

N N
D, ={AGSR"X” tA=) AL A =1, 4 zo}, (2.8)
i=1 i=1
M M
®B = Bz Emnxm;Bz =29_i32j’29/’ :1’ '9.1' 20 (2'9)
J=1 J=l

Com esta descrigdo para as incertezas, o modelo geral (2.5) pode ser reescrito da

seguinte forma:

#(t) = Ax(t) + B,u(t) (2.10)
AeD,,B, eD,.

2.5 Desigualdades Matriciais Lineares - LMIs

Uma grande variedade de problemas, que surgem na teoria de Sistema de Controle,
pode ser reduzida a alguns problemas padrdes de otimizagdo convexos ou quasi-convexos que
envolvem LMIs. Uma vez que estes problemas de otimizacdo resultantes podem ser
resolvidos numericamente de forma eficaz usando-se os métodos dos pontos interiores, tal
redu¢do constitui uma solugdo atrativa para o problema original.

A aplicagdo de LMIs na analise de sistemas dinamicos comeg¢a em aproximadamente
1890, quando Lyapunov publicou o seu primeiro trabalho introduzindo o que agora ¢

conhecido como teoria de Lyapunov. Ele mostrou que a equagao diferencial
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&(t) = Ax(?) (2.11)

¢ estavel (quer dizer, todas as trajetdrias convergem para a origem) se € somente se existir

uma matriz P definida positiva tal que

A"P+PA<0. (2.12)

A condigdo A" P+PA<0, P>0, é uma desigualdade de Lyapunov em P e é uma
forma especial de LMI que pode ser resolvida explicitamente. Realmente, pode-se escolher
qualquer O =Q" >0 e entdo resolver a equacgdo linear A" P+ PA=—Q para a matriz P
definida positiva, se o sistema (2.11) for estavel. Em resumo, a primeira LMI usada para
analisar a estabilidade de um sistema dindmico foi a desigualdade de Lyapunov (2.12) que
pode ser resolvida analiticamente (pela resolugao de um conjunto de equagdes lineares).

Em resumo, os principais eventos na historia das LMIs na teoria de controle foram:

1890: a primeira LMI aparece; solu¢do analitica da LMI de Lyapunov através da

equacao de Lyapunov;

e Década de 40: aplicacio dos métodos de Lyapunov a problemas reais da
engenharia de controle. Pequenas LMIs resolvidas analiticamente;

e Inicio da década de 60: o Lema Real-Positivo fornece técnicas graficas para
resolver uma outra familia de LMIs;

e Final dos anos 60: a observacdo de que a mesma familia de LMIs pode ser
resolvida resolvendo uma EAR (Equacao Algébrica de Riccati);

e Inicio dos anos 80: reconhecimento de que muitas LMIs poderiam ser resolvidas
pelo computador através da programagao convexa;

e Final dos anos 80: desenvolvimento dos algoritmos de pontos-interiores,

poderosos e eficientes, para tratamento das LMIs.
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2.5.1 Objetivos das LMIs

As desigualdades Matriciais Lineares [BOY94] emergiram como ferramentas de
projeto poderosas em dreas que variam de engenharia de controle até identificacdo de sistemas

e projeto estrutural. Trés fatores fazem da LMI uma técnica atraente:

e uma grande variedade de especificagdes de projetos e restrigdes pode ser expressa
como LMIs;

e uma vez formulado em termos de LMIs, um problema pode ser resolvido, de
forma exata, através de algoritmos eficientes de otimizacdo convexa (os “LMI
solvers”);

o embora falta solugdo analitica para a maioria dos problemas com multiplas
restricdes ou objetivos, eles sdo freqlientemente tratdveis na estrutura de LMI.
Assim os projetos baseados em LMIs sao uma valiosa alternativa para os métodos

analiticos classicos.

2.5.2 Descricao Geral

Uma desigualdade matricial linear (LMI) é qualquer restri¢ao do tipo:

F(x)=F,+ ) x,F, >0, (2.13)
i=l
onde x € R” é um vetor de escalares desconhecido (as variaveis de decisao ou de otimizagao)
e F, = ET e R, i=0,L,m, sdo matrizes simétricas dadas.
O simbolo de desigualdade em (2.13) significa que F(x) ¢ definida positiva, ou seja,

o menor autovalor de F'(x) € positivo.
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Nota-se que as restrigdes F(x) <0 e F(x)>G(x) sdo casos especiais da equacdo
(2.13) uma vez que elas podem ser reescritas como —F(x)>0 e F(x)—G(x)>0,
respectivamente.

A LMI (2.13) é uma restricdo convexa em x desde que F(x,)>0 e F(x,)>0

implicam que F(=52) > 0. Como resultado:

e seu conjunto de solucdes, chamado de conjunto factivel, ¢ um subconjunto
convexo do R";

e achar uma solu¢ao x qualquer para (2.13) ¢ um problema de otimizagao convexo.

A propriedade de convexidade tem uma conseqiiéncia importante. Embora (2.13) ndo
tenha nenhuma solu¢do analitica em geral, pode ser resolvido numericamente com garantias
de se encontrar uma solugdo quando esta existe. Nota-se que um sistema de restrigdes do tipo

LMI pode ser considerado como uma tunica LMI desde que

F(x)>0
M seja equivalentea F(x) = diag(F1 (x), L, F, (x)) >0,

Fe(x)>0
onde dialg(F1 (x), L, F, (x)) denota a matriz bloco-diagonal com F,(x),L_,F,(x) em sua
diagonal. Conseqiientemente, multiplas restricoes de LMI podem ser impostas no vetor das
variaveis de decisdo x sem destruir a convexidade.

Quando as matrizes F, sdo do tipo diagonal, a LMI F(x)>0 ¢ justamente um

conjunto de desigualdades lineares.

Algumas desigualdades ndo-lineares (convexas) podem ser convertidas para a forma

de LMI usando o complemento de Schur [BOY94], ou seja, a LMI

O(x) S >0 (2.14)
Sx)" Rx)|

onde O(x)=0(x)",R(x)=R(x)" e S(x), depende de forma afim de x, é equivalente a
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R(x)>0,  O(x)-Sx)R(x)"S(x)" >0. (2.15)

Na maioria das aplicacdes de controle, as LMIs ndo surgem naturalmente na forma

)>R(X,,L,X,), onde L(-) e

m

candnica (2.13), mas especialmente na forma L(X,,L,X

m

R(-) s3o fungdes afins de algumas varidveis matriciais estruturadas (X,,L-,X,). Um

exemplo simples ¢ a desigualdade de Lyapunov (2.16):

AT X +PX <0. (2.16)

Em (2.16), a matriz X desconhecida ¢ uma matriz simétrica. Definindo (X,,L, X))
como as entradas escalares, independentes, de X, esta LMI poderia ser reescrita na forma

(2.13), mas ainda ¢ mais conveniente e eficiente descrevé-las em sua forma natural (2.16), que
¢ a notagao utilizada no LMI Lab (LMI Control Toolbox para uso com o MatLab [GAH95]).
Se for encontrada uma solu¢do x para o sistema LMI (2.17) o problema ¢ dito

factivel.

A(x)>0 (2.17)

2.6 Estabilidade quadratica

Nesta secdo, o conceito de estabilidade quadratica, introduzido por Hollot e Barmish
[HOL80], e sua aplicacdo a sistemas lineares sujeitos a incertezas paramétricas sao
apresentados.

Considera-se o sistema linear incerto:
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() = Alr(0)x(2) + B, (s(0)Ju(?), (2.18)

onde A(-) e B,() sdo fungdes continuas, r(t1)eR e s(t)e S, e R e § sdo conjuntos
compactos.
A defini¢do de estabilidade quadratica ¢ dada a seguir [BARSS]:

Definicao 2.2: O sistema (2.18) é quadraticamente estabilizavel se existem uma lei de
controle continua, fun¢do do estado, p(-):R" - R" com p(0)=0, uma matiz simétrica

definida positiva P e uma constante real a >0 tais que

2 (2.19)

2

A @) P+ PA(r(0) ) + 257 PB, (s(1))p(x) < —ax

Vx#0eR", Vr(t)eR,Vs(t)e SeVt.

Demonstra-se com facilidade que se a relagio (2.19) é verdadeira, entdo v(x) = x’ Px
¢ uma funcdo de Lyapunov para o sistema (2.18) em malha fechada, garantindo assim a
estabilidade assintotica do ponto de equilibrio x =0, quaisquer que sejam as incertezas
admissiveis. No caso em que os sistemas sdo precisamente conhecidos (4 e B, sdo matrizes
constantes conhecidas), a relagao (2.19) torna-se uma condi¢do necessaria e suficiente de
estabilidade.

O conceito de estabilidade quadratica corresponde entdo a existéncia de uma funcao
quadratica de Lyapunov Unica, com a qual pode-se testar a estabilidade do sistema (2.18) em
malha fechada, para o todo o conjunto de incertezas admissiveis.

Antes de analisar a estabilidade quadratica para os sistemas sujeitos a incertezas do
tipo politopo, o seguinte resultado geral estabelecido por Barmish [BARS8S5] ¢ apresentado.

Define-se inicialmente B como sendo o envelope convexo de B,(s), s€ S, e N, 0

espaco nulo de B,(s)", ou seja:
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N, =l#0eR" B, x=0,B, c B (2.20)

Teorema 2.2 [BARSS]: O sistema incerto (2.18) é quadraticamente estabilizavel se e

somente se existe uma matriz simétrica definida positiva W tal que:

x"[A(r @)W +WA(r(t)) 1x <0, (2.21)
Vrt)eRexeN,.

A demonstragdo ¢ apresentada em [BARSS].

Esta condi¢do necessaria e suficiente ¢ sem divida um resultado muito importante na
teoria de estabilidade quadratica, apesar de ndo fornecer as ferramentas matematicas
necessarias para a constru¢do da matriz W e da lei de controle u(¢) = p(x(t)) [PERS89].

Em relagdo a estabilidade quadratica utilizando-se uma lei de controle linear, tem-se a

seguinte defini¢do que € uma extensao da Definicdo 2.2.

Definicao 2.3 [ARA98]: O sistema incerto (2.18) é quadraticamente estabilizavel através de

uma lei de controle linear se é quadraticamente estabilizavel e se a lei de controle tem a

forma u(t) = Kx(t), onde K € R™" é uma matriz constante.

Esta nocao de estabilidade quadratica via uma lei de controle linear conduz, como sera
visto na seqiliéncia, a uma parametrizagdo dos ganhos K estabilizantes para os sistemas
incertos com incertezas do tipo politopo. Entretanto, a abordagem quadratica conduz apenas a

uma condicao suficiente de estabilidade robusta.

2.6.1 Estabilidade quadratica: sistemas com incertezas do tipo politopo

Seja o sistema dinamico descrito pela equagao:
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&(t) = Ax(t)+ B,u(t) (2.22)
AeD,, B, e Dy,

onde os conjuntos D, e D, sdo definidos, respectivamente, por (2.8) e (2.9).

Para este tipo de sistema, o teorema a seguir [PER89, BER&9], d4 uma condi¢do
necessaria e suficiente para a estabilidade quadratica através de uma lei de controle linear

u(t) = Kx(t). Além disto, o teorema fornece uma maneira de calculé-la.

Teorema 2.3 [BERS9]: O sistema linear descrito por (2.22) é quadraticamente estabilizavel

por realimentagcdo de estado linear se e somente se existem uma matriz simétrica definida

positiva W, e R"™" e uma matriz W, € R™" tais que

AW, +W A" +B, W, +W," B, <0, i=12L,N,
j=12,L, M.

(2.23)

Se estas condi¢es sdo satisfeitas, o ganho robusto K € R™" é dado por K = W,W,”".

A demonstragdo se encontra em [BER&9].

Nota-se que as expressoes (2.23) sdo convexas em W, e W,. De fato, elas constituem
desigualdades matriciais lineares (LMIs) em W, e W, [BOY94, GAH95].

Denota-se por C, o conjunto dos pares (W,,W,), W, =W,", W, >0 que satisfazem
as expressoes (2.23). Se (C, #0, isto ¢, se as LMIs sdo factiveis, entdo a funcdo
v(x) = xTWl_lx ¢ uma fun¢ao de Lyapunov para o sistema (2.22), com a realimentagcdo de

estado u(t) = Wle_lx(t) . Assim, tem-se uma parametrizacdo convexa de todos os ganhos por

realimentacdo de estado lineares quadraticamente estabilizantes para os sistema (2.22).
A seguir, define-se o conjunto dos ganhos por realimentagdo de estado que estabilizam

quadraticamente o sistema (2.22):
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KP _ {K e R™" - K = W2VV171,(VV1,W2) c CP } (224)

No caso de sistemas precisamente conhecidos, o teorema 2.3 fornece uma
parametrizacdo convexa de todos os ganhos por realimentacdo de estado lineares

estabilizantes.
2.6.2 Problema de otimizacao

Seja o problema de otimizagao paramétrica do tipo:

min SwLw;), (2.25)
s.a(Wl,Wz) €Cp

onde a escolha do critério f(W,,W,) ¢ feita, por exemplo, em fun¢do do desempenho
desejado. Para que o problema de otimizagdo seja convexo, ¢ necessaria a escolha de
f(W,,W,) convexo. A pesquisa de (W,,W,) sera feita em um conjunto convexo (C,. Este

procedimento de sintese tem como vantagem a possibilidade de inser¢do de restri¢cdes

adicionais ao problema inicial.

2.7 Invariancia Positiva

Nesta secao sdo revistas as nogdes de invariancia positiva e de D-invariancia positiva,
conceitos ligados aquele de estabilidade.

Considerando-se o sistema linear autonomo descrito por:

()= Alr())x(), r(t) e R, (2.26)

onde A(-) ¢ uma fun¢do continua e r(¢) € o vetor de parametros incertos que satisfaz as

hipdteses que asseguram a existéncia e a unidade das solucdes da equagdo (2.26).
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Defini¢cao 2.4 [KHA92]: Um conjunto ndo vazio Q — R" ¢ positivamente invariante para o

sistema (2.26) se Vx, € Q, as trajetorias do sistema x(t;x,) € Q,Vt > t,.

A proxima definicdo refere-se a um conjunto positivamente invariante e

assintoticamente estavel.

Definicao 2.5: Seja QQ < R" um conjunto ndo vazio, contendo o ponto de equilibrio x =0.
Este conjunto constitui um dominio positivamente invariante e assintoticamente estavel para

o sistema (2.26) se

Vx, €e Q= x(t;x,) € Q,Vt > t,,e lim x(¢;x,) > 0.

Nota-se que, em geral, a invaridncia positiva ndo implica na estabilidade segundo
sentido Lyapunov.

A caracterizagdo da invariancia positiva como um subconjunto do espago de estado ¢
essencial para tratar, por exemplo, problemas como a sintese de leis de controle para sistemas

lineares sujeitos a restri¢des no dominio do tempo, como sera visto adiante.
2.7.1 Dominios da invaridncia

No caso de sistemas auténomos (2.26), os dominios da invariancia positiva e de
estabilidade assintdtica podem, por exemplo, ser determinados a partir de funcdes de

Lyapunov associadas aos sistemas considerados.

Proposicao 2.1 [KHA92]: Seja v(x) uma fun¢do de Lyapunov para o sistema (2.26) e seja

Q um dominio convexo definido por:
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Q={xeR":v(x)<c,c>0}. (2.27)

Se #(x)<0 (M(x)<0), VxeQ, x#0, entdo Q é um dominio positivamente invariante e

assintoticamente estavel (estavel) para as trajetorias do sistema (2.26).

Assim, para os sistemas autonomos, a condi¢do de estabilidade assintdtica segundo
Lyapunov implica na existéncia de um conjunto positivamente invariante dado por (2.27).

Por outro lado, nota-se que as fung¢des de Lyapunov nao fornecem dominios de
invariancia positiva e de estabilidade que sejam ilimitados ou com o ponto de equilibrio x =0
pertencente a sua fronteira [TAR91].

Na seqliéncia, sdo apresentados os conjuntos elipsoidais positivamente invariantes.

Estes conjuntos podem ser gerados a partir de fungdes quadraticas de Lyapunov do tipo
v(x)=x"Px,P=P" >0.

Assim, considerando o conjunto elipsoidal, centrado na origem, dado por:

Q={xeR" :xTWfIXSC,W1 leT >0,c> 0}, (2.28)
onde W, e R"".
Com relagdo a invariancia positiva de Q para o sistema (2.26), obtém-se o resultado

seguinte:

Proposicao 2.2: O conjunto elipsoidal definido em Q (2.28) é positivamente invariante para

o sistema incerto (2.26) se e somente se a matriz W, satisfaz

AW, + W, A(r)" <0, VreQ, (2.29)

ou seja, de maneira semelhante:
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A(r)" P+ PA(r)<0, Vr e Q, (2.30)

onde P=W,"".

Este resultado vem do teorema 2.2 e da proposi¢ao 2.1. Claro que, se € suposto que as
desigualdades (2.29) ou (2.30) s@o estritamente negativas, o conjunto Q definido por (2.28)
também ¢ um dominio da estabilidade assintdtica para o sistema (2.26).

A nogdo de estabilidade quadratica através do controle linear pode ser interpretada
como uma condicao de existéncia de um controlador K que assegure a invariancia positiva e

a estabilidade assintdtica de um conjunto elipsoidal €2, conforme (2.28).

Seja o sistema auténomo e incerto:

&(t) = Ax(¢) (2.31)
AeD,,

onde o politopo D, ¢ definido por (2.8).

Proposicao 2.3: O conjunto elipsoidal Q) definido em (2.28) é positivamente invariante para

o sistema (2.31) se e somente se a matriz W, satisfaz as seguintes LMIs:
AW, +W,A" <0, i=12,L,N, (2.32)
ou, de maneira equivalente:
A"P+PA <0,i=12,L,N, (2.33)

onde P=W,"".
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A demonstragdo ¢ simples e ¢ baseada na proposicao 2.2 e no fato de que o conjunto
@D, ¢é convexo. Por outro lado, a desigualdade estrita das LMIs (2.32) ou (2.33) garante

também a estabilidade assintotica do dominio €2 para o sistema (2.31).

2.7.2 O -invariancia positiva

Até agora, foi abordada a invaridncia associada aos sistemas lineares autonomos.

Considerando-se um sistema linear ndo-autonomo descrito por:

&(t) = Ax(t) + B,w(2) (2.34)
w(t) € D,

onde w(t)eiRl ¢ o vetor de perturbagdo. O conjunto @D ¢ suposto fechado e convexo,
contendo w=0.

Para o sistema (2.34), os dominios de invariancia positiva sdo ligados ao dominio de
perturbagdo @ . Com a introdu¢do do conceito de D -invariancia positiva [FEU76], [BLA90],
¢ possivel, como serd visto adiante, fazer a sintese de controladores para sistemas sujeitos a
restricdes no dominio do tempo e ainda levar em consideragdo os critérios de desempenho em

relagdo a perturbagao w(z) .

Defini¢ao 2.6 [BLA90]: Um conjunto ndo vazio Q < R" é positivamente D -invariante para

o sistema (2.34) se

Vx, € Q= x(t;x,;w) € Q,Vw(t) e D, Vt > t,,. (2.35)

Assim, o dominio Q ¢ positivamente @D -invariante para o sistema (2.34) se todas as
trajetorias x(¢;x,;w) inicializadas neste dominio 14 permanegam, qualquer que seja a
perturbagdo w(z). Nota-se que para @D = {0}, o conceito de D -invaridncia positiva é

equivalente aquele de invariancia positiva definida previamente.
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2.8 Estabilidade quadratica com realimentacao de saida

O acesso a todos os estados do sistema nem sempre ¢ possivel. Neste caso, tem-se a
possibilidade de resolver o problema de estabilizagao através da realimentagao de saida.

Nesta secao, o problema ¢ formulado utilizando-se o conceito de estabilidade
quadratica, com leis de controle por realimentacdo de saida estatica e dindmica, para os

sistemas sujeitos a incertezas paramétricas do tipo politopo.

2.8.1 Realimentacio de saida estatica

Seja o sistema linear incerto descrito por:

%(t) = Ax(t)+ Bw(t) + B,u(t)

y(t)=C x(1) (2.36)
2(f) = Cx(t) + D,w(t) + Du(r)
AeD,, B, €Dy,

onde x(t) e R", u(t) e R”, w(t) e R, y(t) e R’ e z(t) € R’ sido, respectivamente, os vetores
de estado, de controle, de perturbagdo, de saida medida e de saida controlada. Supde-se que

C, seja uma matriz de posto cheio.

A lei de controle desejada (2.36), que estabiliza quadraticamente o sistema, ¢ do tipo:

u(t) = Ly(t), L e R™*. (2.37)

Inicialmente, realiza-se a mudan¢a de variavel X = Mx, sendo M uma matriz

inversivel da forma:
Yo [ N } (2.38)

onde NeR"” ¢ uma matriz constante. Esta hipdtese ndo é restritiva, pois esta

transformagao de similaridade ¢ sempre factivel [ARA9S].



29

O sistema resultante ¢ dado por:

#(t) = AX(t)+ B,w(t) + Byu(r)
y0=00,, 1,F® (2.39)
2(r) = CX(¢) + D,w(t) + D,u(t),

onde
A=MAM "
B, = MB,
B, = MB,
C=CM™,

com AeD;eB,eD;. D,;eD; sdo dominios poliédricos convexos, obtidos pela

transformagdo M , cujos vértices sdo dados, respectivamente, por Zl. ,i=1,2,L,N ¢ B
j=1,2,L, M.
Pode-se demonstrar que o problema de controle por realimentacdo de saida pode ser

2j>

escrito como um problema de controle por realimentagdo de estado com uma restricdo na

estrutura na matriz de ganho. Este resultado estd enunciado no seguinte teorema.

Teorema 2.4 [ARZ92]: O sistema (2.36) ¢ estabilizavel quadraticamente por realimenta¢do
de saida estatica u(t) = Ly(t),L € R™?, se e somente se o sistema (2.39) é quadraticamente

estabilizavel pela realimenta¢do de estado u(t) = [0 L}Y(z‘).

A prova deste teorema encontra-se em [ARZ92].
Utilizando-se a parametrizacdo definida nas segdes precedentes, uma condicdo de

estabilidade quadratica por realimentagdo de saida é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.5: O sistema incerto (2.36) é quadraticamente estabilizavel por realimenta¢do de

saida estatica u(t) = Ly(t) se e somente se existe uma matriz definida positiva V171 e uma

matriz W, € R™" tais que:
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(2.40)

A demonstragdo deste teorema segue diretamente dos teoremas 2.3 e 2.4 [CAM95].

Observacao 2.1 [CAM95]: O problema de estabilizagdo por realimentagdo de saida estatica
para o sistema (2.36) é equivalente a busca de um ganho por realimentagcdo de estado

estabilizante para o sistema (2.39), com a estrutura [O L]. Esta restrigdo sobre o ganho é

uma fungdo ndo linear e ndo convexa com relagdo as matrizes desconhecidas W, e W,
Jjuntamente com as equagoes (2.41) e (2.42). Uma maneira de contornar esta restri¢do é

impor a seguinte estrutura para as matrizes W, e W,

W {H“’” 0 } 2.41)

I/T/; = [Om><(n—p) [.]mxp] (242)

Com as restricoes (2.41) e (2.42), obtém-se entdo uma condi¢do suficiente de

estabilidade quadratica por realimentacao de saida, colocada na forma de LMI.

Teorema 2.6 [CAMO9S5]: Se existem uma matriz definida positiva W] e R"™ e uma matriz

Wz e R™" que satisfazem as restri¢oes (2.41) e (2.42), tais que:

AW, +W, A" +B, W,+W,'B," <0, i=12,L,N, (2.43)
J=L2,L,M,
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entdo o sistema (2.36) é quadraticamente estabilizavel por realimenta¢do de saida estdtica e

o ganho é dado por [0 L]|=W,W,”".

Nota-se que a escolha da matriz N (2.38) tem influéncia na existéncia das matrizes

W, e W,, uma vez que as estruturas destas sdo definidas por (2.41) e (2.42) [CAM95]. Por

outro lado, as restrigdes (2.41) e (2.42) permitem-nos associar ao teorema 2.4 um problema de

otimizacao cujas restricdes preservam a propriedade de convexidade.

2.8.2 Realimentacao dinimica de saida

Nesta subse¢do, ¢ abordado o problema de estabilidade quadratica por realimentagao
de saida usando-se um compensador dindmico. Considerado-se o sistema incerto geral (2.36)

e um compensador dindmico de ordem rnc, descrito pelas seguintes equagoes:

{4&0)=Ak§<r>+3ke<t> (2.44)
u(t)=C. g (1) + Dye(r),
onde S(1)eR™, e(t)eR’, u(t)eR" e A4,,B,,C,eD, sao matrizes desconhecidas de

dimensdes apropriadas (Figura 2.4). O modelo do sistema de malha fechada resultante da

combinagdo das equagdes (2.36) e (2.44), com e(¢)=r(t)— y(t), re R” e£(0)=0, é dado

por:
{&(r)} _ {A—BszC}, BZC,(Mx(t)} { B, }W(t)j{Bsz}(t)
o] | -BC, 4 |l<O] [0, B, (2.45)
«0=[c-p,p,c, D] Ef(ﬂ +[D, ) +[D,D, I 0),

onde AeD, eB, eD,.
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w(t)
CONTROLADOR SISTEMA
K1) Ax(t) Bw(t) Bu(t) |
ety | &)= 4L ) +Be(r) U_ x(6) Bw(t) Byu(r) 20
" (£) = C,C (£)+ D,e(?) u(?) y(0) =C,x()
a u(t)=C,¢ € z(t) = Cx(t) + Dw(t) + Dyu(t) » y(t)

Figura 2.4: Sistema em malha fechada.

Rearranjando-se os termos nas equagdes (2.45), obtém-se:

4 0 B, B, 0
&f(t)z{o 0 }xf(t){o }w(t){o ; }uf(t)

nexl

-C., 0 I
yf(t){ Oy ; }xf(t){o}(t) (2.46)

z0=lc 0,..},@+[Dwey+[D, 0,k ),

onde x (7)€ u,(¢) sdo definidos por:

X, () = E((?J (2.47)
c
Dk Ck
u, (t) = |:B y :|yf (t)v (248)

com AeD,eB, eD,.
Conseqlientemente, o problema de estabilizagdo quadratica por compensagao dinamica
¢ equivalente ao problema de estabilizagdo quadratica por realimentagdo de saida estatica

onde o ganho ¢ dado por:
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L0 :{Dk G, } (2.49)

40 B, B, 0
Af - O 0 c ’ Blf B 0 : B2f - 0 Inc ’ Cf =[C quncl

nexl

-Cy 0 1
o :{ } D, :{ } D, = [Dz qunc] D, = [Dl]'

(2.50)

o sistema (2.46) pode, entdo, ser reescrito como segue:

2,(O)=A4,x, )+ B wt)+ B, u, (1)
y,()=C x,(t)+ D, r(t) (2.51)
z(t) = Cfxf (t)+ waw(t) + Dfuuf (2).

Teorema 2.7 [CAMOS5]: O sistema (2.36) é quadraticamente estabilizavel por realimenta¢do
dindmica de saida, usando o compensador descrito por (2.44), se e somente se o sistema

(2.51) for quadraticamente estabilizavel por realimenta¢do de saida estdtica.

Pela mudanga das variaveis X, =M ,x,,
M _ |:Nf:| N c m(n—p)x(nwzc) (252)
f C. . >N f ’
2f
obtém-se:
%,(6)=4,%,(0)+ B, w(t) + B, ju (1)

Yy (t) = [O(p+nc)X(nfp) I(p+nc) kf (t) + Dyfr(t) (253)
2(t)=C, X, (t)+ D, w(t)+ D ,u , (t),
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com as matrizes Af c iR(n+nc)><(n+nc)’ Blf c iR(nJrnc)xl , Bzf c SR(nJrnc)x(ernc) e Cf c qu(rwnc)
definidas, como anteriormente, a partir de 4,, B, ,, B, , ¢ C,, respectivamente.

Assim, para o problema de estabilizacdo quadratica por realimentacdo dindmica de
saida, como no caso dos sistemas com incertezas do tipo politopo, pode-se também fazer uso
da observagdo 2.1 sobre a estrutura das matrizes de ganho e, conseqlientemente, usar os
resultados estabelecidos anteriormente para o problema de estabilizacdo quadratica por
realimentacdo de saida estitica da subsec¢dao 2.8.1. Logo, para o caso de realimentagdo

dindmica de saida, as restricdes de estrutura sobre a forma do ganho sdo expressas por:

o |leken 0 (2.54)
Y 0 [‘](pﬂlc) ’

w,, =[0 (2.55)

(m+nc)x(n—p) [.](m+nc)><(p+nc) ]

2.9 Conclusao

Este capitulo foi dedicado a introdugdo de nogdes de base que serdo usadas nos
proximos capitulos para tratar os problemas de sintese de controladores para sistema lineares
continuos.

Inicialmente, algumas defini¢des relacionadas com fungdes foram apresentadas e, em
seguida, um breve resumo sobre as desigualdades matriciais lineares foi introduzido,
salientando as suas grandes vantagens na formulagao de problemas de controle.

Apos ter apresentado o conceito de estabilidade segundo Lyapunov, foram recordados
alguns resultados sobre a estabilidade quadratica de sistemas sujeitos a incertezas
paramétricas do tipo politopo. A nogao de invariancia positiva foi introduzida e comparada a
estabilidade quadratica, o que permitiu definir os conjuntos de invaridncia positiva e de
estabilidade para os sistemas incertos. Brevemente, também foi revisto o conceito de D -
invariancia positiva relacionado a sistemas com perturbagdes. Finalmente, a estabilizacio

robusta para realimentacdo de saida estatica e dinamica foi abordada.
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O conceito de estabilidade quadratica permite resolver o problema de estabilizagdo
robusta por realimentacdo de estado ou de saida. Entretanto, diferentemente da realimentagao
de estado, somente condigdes suficientes de estabilidade quadratica foram obtidas para a
realimentacdo de saida. O interesse pela abordagem quadratica reside, por um lado, no fato de
que problemas de sintese podem levar a resolu¢do de problemas de otimiza¢do convexos e,
por outro lado, na sua estreita ligagdo com a invariancia positiva para os sistemas incertos.
Como sera visto mais adiante, a invariancia positiva permite estabelecer resultados relativos a
estabilidade de sistemas incertos sujeitos a restrigdes no dominio do tempo. Os sistemas com
restricdes sujeitos a perturbagdo serdo tratados considerando-se a noc¢do de @D -invariancia
positiva. Finalmente, todos os resultados foram apresentados sob a forma de LMIs.
Realmente, a formulacdo de problemas de otimizacdo a partir de LMIs ¢ especialmente

adaptada a integracao de restrigdes adicionais preservando a convexidade do problema.






Capitulo 3

Otimizacao em H, e H,,

3.1 Introducao

As normas H, e #H , formam um critério de desempenho para problemas de reducéo
de modelos, controle e posicionamento. Existem diferentes formas de estimar estas normas,
porém neste trabalho sdo usadas as desigualdades matriciais lineares (LMIs), que podem ser
calculadas através de algoritmos de otimizacdo convexa.

Neste capitulo, a defini¢do das normas H, e # , e sua utilizagdo na formulagao de
problemas de controle, ¢ apresentada. Os problemas de controle 6timos H, e H  sdo
abordados no contexto de sistemas lineares continuos sujeitos a incertezas paramétricas do
tipo politopo. O controle, em ambos os problemas, ¢ obtido por realimentacao de estado e por

realimentacdo dinamica de saida.

3.2 Otimizac¢ao em .7'[;

Nesta secdo, um critério de desempenho baseado em uma restri¢ao sobre a norma

de uma certa matriz de transferéncia ¢ apresentado. Os problemas de otimizag¢do associados
consistem em determinar um controlador por realimentagao de estado e por realimentacao de

saida que minimize esta norma #,. Na seqiiéncia, a abordagem LQG (Linear Quadratica

Gaussiana) ¢ apresentada em um contexto mais geral aquele da otimizagdo #,. Sua extensdo
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para o caso de sistemas incertos ¢ analisada com o nome de controle #, a custo garantido. O
problema de otimizagdo J{, também ¢ revisto, de forma sucinta.

A teoria de controle 6timo #{, foi bastante estudada entre os anos 60 e 80 através do
problema de controle 6timo do tipo LQG, que no caso determinista torna-se LQ (Linear
Quadratico) [ATH71, AND71, DOY78]. A partir dos anos 80, alguns resultados significativos

e inovadores aparecem nesta area e surge a teoria de controle #, [DOY89].
De fato, a otimizagdo LQG equivale a uma minimizagdo da norma #, do sistema em

malha fechada. Esta interpretagdo suprime o elemento estocastico da abordagem LQG e reduz
o papel das matrizes de intensidade, aquelas que descrevem os ruidos brancos do problema
LQG, a parametros de sintese.

Levando-se em consideragdo a parametrizacdo dos ganhos estabilizantes proposta

anteriormente, a formulacdo #, permite tratar o problema LQ, em um contexto de sistemas

precisamente conhecidos, como um problema de otimizagdo convexa, para o qual os métodos
de resolugdo sdo particularmente eficazes.

A idéia de estender a teoria LQ para o caso de sistemas com incertezas paramétricas
foi proposta por Chang e Peng [CHA72], com o nome de controle a custo garantido.
Entretanto, esta extensdo é complexa, pois tanto o critério a minimizar, quanto o conjunto de
ganhos estabilizantes ndo possuem propriedades matematicas que facilitem o seu tratamento

[MAKS&7]. Por outro lado, a formulagdo #, permite tratar o problema de controle a custo

garantido via andlise convexa para os sistemas sujeitos a incertezas do tipo politopo
[GER92a], no caso da uma abordagem quadratica.

Nota-se que no caso de sistemas sem incertezas, para a realimentacio de estado, tem-
se uma condi¢do necessaria e suficiente, e para a realimentagdo de saida, uma suficiente, na

formulagao da restri¢ao de estabilidade.

3.2.1 O problema de controle £, por realimentacio de estado

Inicialmente, o problema de controle J#, por realimentagdo de estado ¢ apresentado

para o caso de sistemas precisamente conhecidos. O ganho de realimentagdo de estado 6timo
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¢ obtido a partir da solugdo de uma equagdo de Riccati associada ao problema. Para isto,

considera-se o sistema linear descrito pelas equagdes:

{J&(z) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t) (3.1)

2y ()= sz(t)+D22”(t)>

onde x(t)eR",u(t)eR", w(t)eR' e z,(t) e R sido, respectivamente, os vetores de estado,
de controle, de perturbacdo e de saida controlada. Supde-se que todas as matrizes do sistema
sejam precisamente conhecidas, de dimensdes apropriadas, e que D' D >0, isto é, D tem
posto cheio. Admite-se igualmente que o par (4,B,) seja estabilizavel e que posto(B,)=n
(as perturbacdes agem em todo o espago de estado).

Com uma lei de controle por realimentagdo de estado linear u(¢) = Kx(¢), pode-se

definir as matrizes em malha fechada:

A, =A+B,K
/ ? (3.2)
C,, =C,+DyK.
A matriz de transferéncia entre w e z, ¢ dada por:
H,(s)=C,,(sI-4,)"B,. (3-3)

Supondo-se que o ganho K estabilize assintoticamente o sistema (3.1), a norma ¥,

de H ,(s) ¢ definida como:

.1 = L oo, G 1, o i 34

onde H,(jw) =H ,(-jm)".
A norma ¥, pode ser caracterizada a partir da entrada de perturbagdo pela aplicagao

de sinais do tipo impulso. Em outras palavras, considerando as entradas



40

w=B,;6(t), i=1,2,L,/, B, sendo a i-ésima coluna do B, e J(¢), a fungdo impulso, a

norma J{, de H ,(s) pode ser igualmente expressa por [DOY89]:

(3.5)

2
29

/
2
7,1, = 2
i=1
onde z,, ¢ a saida controlada associada a cada perturba¢do impulsional.

O célculo da norma #, de H,(s) também pode ser efetuado pelas seguintes

expressoes [DOY89]:

a1, | =dlc, L., )=TelB L,B,) (3.6)

/

onde L. e L, sdo, respectivamente, os gramianos de controlabilidade de (4,,B,) e de

observabilidade de(C,, 4,) , associados ao sistema (3.1), definidos por:

Le=[e" BB e dr, 3.7)
0

L,=[e""C,, C, e dr, (3.8)
0

As matrizes L. e L, satisfazem as seguintes equagdes de Lyapunov:

A L. +L.A," +B B =0, (3.9)

A L, +L,A4,+C,, C,, =0. (3.10)
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Define-se K como o conjunto de ganhos por realimentagdo de estado que estabilizam

assintoticamente o sistema (3.1). O problema de controle ¥, por realimentagdo de estado
consiste em determinar o ganho K €KX que minimize a norma #, da matriz de

transferéncia H , (s) . Este problema pode ser escrito como:

. 2
min ||Hf||2. (3.11)
KekK
A solugdo 6tima do problema (3.11) ¢ dada por:
(3.12)

K= _(DzzTDzz)_l (BzTP + DzzTcz )>

onde P € R"™" ¢ a matriz simétrica definida positiva, solugdo tinica da equagdo de Riccati:

A"P+PA-(B,"P+D,, C,)(D,,’ D,,)" (B, P+D,,"C,)+C,"C, =0. (3.13)

Nota-se também que o ganho de realimentagdo de estado (3.12) pode ser obtido como
solugdo do problema LQ seguinte:
- c,'C, C,'D, |x
man-[xT MT] 2 2 2 2 dt (3 14)
“ 0 D2TZCZ D2T2D22 u '
s.a %(t) = Ax(t) + B,u(t), x(0) = x,.
Neste caso, o valor minimo do critério de desempenho quadratico ¢ dado para
J" =x," Px,, embora o ganho de realimentagdo de estado 6timo ndo dependa da condigdo
inicial x,. Além disto, a equagdo (3.13) pode ser reescrita sob a forma

(A+B,K)" P+ P(A+B,K)+(C, +D,,K)" (C, + D,,K)=0. (3.15)
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a partir da qual, levando-se em consideragdo a equacdo (3.8), pode-se concluir que P=1L, e

”Hf”z =J para B, = x,.

3.2.1.1 Solucao via analise convexa

Nesta subsecdo, o problema de controle #H, por realimentagdo de estado ¢
transformado em um problema de otimizagdo convexa, para o caso de sistemas precisamente
conhecidos. Este resultado foi obtido por Peres e Geromel [PER94]. Para isto, a norma #, ¢

expressa como uma fun¢do convexa de variavel desconhecida e ¢ usada a parametrizacao
convexa dos ganhos estabilizantes, apresentada nas se¢des precedentes.
O teorema a ser apresentado, com uma formulagdo LMI, ¢ uma extensao direta do

resultado estabelecido em [PER94], para o caso em que a hipdtese de ortogonalidade nado ¢

levada em consideragdo (C D,, =0).

Teorema 3.1: A solu¢do do problema de controle H', definido em (3.11) é dada pela solu¢do

otima do problema de otimizagdo convexa

min Tr(W,)
URLENE (3.16)
S.a
T T T
VV] VVICZ +I/Vz Dzz > 0, (3.17)
G+ D, W, W,

AW, +W, A" + B,W, +W,”B,” + BB, <0, (3.18)
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onde W, =W," eR"™", W, >0, W, e R"™" e W, =W," e R"". Se (W, ,W,,,W,,) é a solucdo

s

do problema otimo (3.16), entdo o ganho estabilizante dado por K = Wstlsfl é a solugdo do

problema (3.11) e HH E =Tr(W,,).

/

A demonstracdo deste teorema ¢ similar aquela apresentada em [PER94], entretanto

algumas observacdes sdo pertinentes.

Observacao 3.1 [ARA98]: A partir da condig¢do de estabilidade ligeiramente modificada
(3.18) e da equacgdo de Lyapunov (3.9), fica simples mostrar que W, > L.. Por outro lado,

utilizando-se o complemento de Schur, a LMI (3.17) resulta em:

W, 2 (C,W, + Dy, W)W, (C, W, + Dy, W)

A partir das expressoes (3.6), pode-se concluir, com K = WZWI_I, que:

|t =T, + D kOL(C, + DK ]
<Tr[(C, + DpK)W,(C, + Dp,K)']

<Te|(C, + Dy, W, W (C, + Dy, ) |
< Tr[(Cle + D, W)W, (C, W, + D22W2)T]
<Tr(W;),

e a igualdade é verificada na solugdo Wi, .

/

Observaciao 3.2: O problema (3.16) ndo é estritamente convexo. Entretanto, o ganho de
realimentagdo de estado 6timo K =W,W,”" é iinico [PER94].
Observacio 3.3: Para um dado controlador K, a norma H', da fungdo de transferéncia

H ,(s), ndo ultrapassa Tr(W,) se existem duas matrizes simétricas W, >0 e W; tais que

(A+B,K)W,+W,(A+B,K)" B, -0
B! —I|
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W, W(C+DLK) ]
(CZ +D22K)VI/1 VI/.“&

0.

3.2.1.2 Controle #, a custo garantido

No caso de sistemas incertos, o problema de controle H’, pode ser tratado como um
problema de controle ¥, a custo garantido que consiste em buscar uma lei de controle que
limite as variagdes da norma H, para todo dominio de incerteza.

Este problema ¢ apresentado com uma formulagdo de LMI, no contexto da
parametrizacdo dos controladores por realimentagdo de estado, segundo o conceito de
estabilidade quadratica, proposta nas se¢des precedentes.

Seja o sistema incerto descrito pelas equagoes:

{&(t) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t) (3.19)

Z (0= sz(t) + Dzz”(t)a

ondeAeD,,B, e D, e os conjuntos D, e D, sao definidos, respectivamente, por (2.8) e
(2.9). Supde-se que o par (4, B,) seja estabilizavel, VA e ®D,,VB, e D, eque D' D >0.
A matriz de transferéncia entre a perturbagdo w e a saida controlada z, € expressa,

com u(t) = Kx(t), K € R"™", por

H, (s)=C,,(sI-A4,)"B, (3.20)

onde 4, =A+B,Ke C,, =C,+D,,K,AeD,,B, €D,.
O problema de controle %, a custo garantido para o caso de incertezas paramétricas

do tipo politopo ¢ enunciado a seguir.

Teorema 3.2 [ARA9S]: Determinar um ganho K~ € R™" e um escalar 0 < ff < 4+ tais que
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K = Arg I{E}é‘},{ﬂ“‘Hsz <B,VAeD,, VB, cD,} 3.21)

A solugdo deste problema se encontra em [GER92a], com a hipotese suplementar de
ortogonalidade C. D,, >0. Uma extensio direta deste resultado, sem considerar esta hipotese,

¢ apresentado no teorema a seguir.

Teorema 3.3 [ARA98]: Seja (W,,,W,,,W,,) a solugdo otima do problema de otimizagdo

Ip>"" 2p>
convexa:
min Tr(W})
Wy Wy Wy (3.22)
s.a
m w,C; +W, Dj, >0 (3.23)
CZWYI +D22W2 WVS

AW, +W, A" +B, W, +W,'B, " +B B <0, i=12,L,N,
J=L2,L,M,

(3.24)

onde W, =W, e R™" , W, >0,W, e R™" e W, =W, e R™ Entdo o ganho estabilizante

dado por K =W, W. ', com B, =Tr(W,,), é a solugdo do problema de controle H, a custo

2p7 T 1p 0

garantido (3.22).

A demonstracdo deste teorema ¢ similar aquela do teorema 4 em [GER92a], levando-
se em consideracao a observacao 3.1 do teorema 3.1.

Quando se trata de sistemas precisamente conhecidos (N =1¢e M =1), o limite

superior £ danorma ¥, ¢ a solucdo do problema de otimiza¢do #,, dado pelo teorema 3.1.
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3.2.2 O problema de controle H; por realimentacio de saida

Nesta subsegao, o problema de controle ', por realimenta¢do dindmica de saida para

sistemas sujeitos a incertezas paramétricas € descrito. Considera-se o sistema linear descrito

pelas seguintes equagoes:

%(t) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t)
(1) =C x(t) (3.25)
2,(8) = C,x(t) + D,,u(?),
onde x(t)eR", u(t)eR", w(t)eR', y(t)eR’, z,(t) e RY, C, € uma matriz conhecida de
posto cheioe AeD, e B, eD,.

Seja um compensador dinamico descrito por:

&(1)= 4, (1) + Bye(0) (3.26)
u(t)= G, () + Dye(?).

onde S (t)eR™e 4,B,, C, eD, sao matrizes desconhecidas de dimensdes apropriadas.
Supde-se que £(0)=0.

A matriz de transferéncia entre a perturbacdo w e a saida controlada z, ¢ dada por:

H,(s)=C,,(sI-4,)"B,, (3.27)

onde

— [4 0778, 0] [-Cc, 0] .
4, = + Ll | i=L2,L,N,
0 0.0 I.]% 0 1,

J=L2,L,M,
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— -C 0
O N N AR

com

D, C
Lk — |:Bk Ak:| c m(m+nc)><(p+n) .
k k

O problema de controle #’, a custo garantido, por realimentacdo dinamica de saida,

consiste em determinar um ganho L, estabilizante (4, seja assintoticamente estavel,
VAeD, e VB, € D,) que limite as variagdes da norma ', de H ,(s) (3.27) para todo

dominio de incertezas. Uma solugdo para este problema ¢ dada pelo teorema a seguir.

Teorema 3.4 [SCHO7][GER9S8]: Seja (W,, L,) a solugdo 6tima do problema de otimizacéo

min Tr(@leaff)

MLy

S.a

AW, +W,A," +B,,B,," <0,

para  todos os  pares (4,5 B,,), i=12,L,N, e j=12,L.M, onde
W, =W, e RUrrtm) W > 0. Entdo, L, define o controlador (3.26) étimo que soluciona

o problema de controle H , a custo garantido e ”H f”i <p*=Tr(C, le@Tf).

A demonstragdo deste teorema segue os mesmos passos daquela do teorema 3.3.
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3.3 Otimizac¢ao em .7'[,;

Em adigdo a norma #’,, que ¢ dada como uma caracterizagdo do ganho médio do
sistema, a norma H _ também ¢ importante para os sistemas, pois prové a medida do pior
caso no ganho do sistema.

O problema de controle H , e sua ligacdo a robustez foi introduzido por George
Zames em seu trabalho seminal no final dos anos 70 [ZAMS1].

Primeiramente a teoria foi apresentada inteiramente no dominio da freqiiéncia, e o
calculo de controladores 6timos H , foi baseado na teoria de fungdes analiticas € em métodos
tedricos de operadores. Estes métodos eram bastante complicados e deram somente uma
introspec¢ao limitada na estrutura das solugdes. Por o exemplo, antes da introdugdo da
solugdo no espaco de estado em 1988, ndo se sabia que a ordem de um controlador era
necessaria para obter-se um limite da norma # . Uma exposi¢ao excelente destes métodos ¢
dada em [FRA87].

A conex@o entre o problema H , e a teoria de jogos linear quadratica foi observada
primeiramente por Petersen [PET87], e o problema #  de realimentagdo de estado estatica
foi apresentado entdo em Khargonekar ef al. [KHAS88] e em Zhou e Khargonekar [ZHOS88]. A
solucdo geral no espago de estado para o problema do controle 6timo #  foi obtida por
Glover e Doyle [GLOS88] e desenvolvida completamente no classico artigo de Doyle et al.
[DOY89] e pela versao preliminar da conferéncia em Doyle ef al. [DOY 88].

A solucdo no espaco de estado revolucionou a computacdo numérica pratica de
controladores 6timos H . Visto que o calculo de um controlador 6timo ¥ antes de 1988
era uma tarefa extremamente dificil, a solu¢do no espago de estado tem aproximadamente a
mesma complexidade que o problema de controle linear quadratico padrao. Entretanto, os
artigos originais [DOY 88, DOY89] ndo fizeram muito para aumentar a compreensao geral do
controle # , devido a sua complexidade. De fato, o artigo [DOY89] foi chamado de “o mais
importante artigo ilegivel na historia da ciéncia do controle”. Desde entdo, o aumento da
compreensdo do problema tornou possivel apresentar o controlador 6timo #, de forma
significativamente simples. Esta aproximacdo foi desenvolvida gradualmente por

pesquisadores na década de 90.
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Ironicamente, o problema do controle 6timo # _, que foi originalmente introduzido
no dominio da freqiiéncia para tratar dos casos de robustez em que os métodos de controle
lineares quadraticos prevalecentes no dominio do tempo ndo atendiam, ¢ resolvido hoje pelos
algoritmos que tém uma semelhanca proxima aos mesmos procedimentos usados para
resolver precisamente muitos problemas de controle lineares quadraticos.

A teoria de jogos linear quadratica, com a qual a solu¢do no espago de estado H_ ¢
semelhante, foi largamente desenvolvida na década de 60. A referéncia padrdao neste campo ¢
o livro [BAS82]. Apo6s a conexdo entre o problema e a teoria de jogos dindmica ter sido
realizada, aquele se tornou mais facil, pois muito da teoria requerida ja estava disponivel na
literatura da teoria de jogos. Em particular, o resultado 6timo da realimentacdo de estado
(teorema 3.6) foi desenvolvido inteiramente na teoria de jogo linear quadratica classica. Uma
apresentacdo completa da aproximagdo da teoria de jogos ao controle H _ pode ser
encontrada em [BAS91].

Na seqiiéncia, os problemas de controle H, por realimentacdo de estado e por
realimentacdo de saida sdo apresentados no contexto das desigualdades matriciais,
considerando-se os sistemas lineares continuos sujeitos a incertezas paramétricas do tipo

politopo.

3.3.1 O problema de controle £, por realimentacio de estado

Inicialmente, o problema de controle ¥ por realimentagdo de estado é apresentado

para o caso de sistemas precisamente conhecidos.

Considera-se o sistema linear descrito pelas equagoes:

{&(r) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t) (3.28)

z,(£) = C,x(t) + D, w(t) + Dp,u(t),

onde x(1)eR",u(t)eR", wt)eR' e z (t)eR? sdo, respectivamente, os vetores de estado,

de controle, de perturbacao e de saida controlada. Supde-se que todas as matrizes do sistema
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sejam precisamente conhecidas, de dimensdes apropriadas. Admite-se igualmente que o par
(4, B,) seja estabilizavel e que o par (4,C,) seja detectavel.
Com uma lei de controle por realimentagdo de estado linear u(z)= Kx(¢), pode-se

definir as matrizes em malha fechada:

A, =A+B,K
/ : (3.29)
C,=C+D,K.
A matriz de transferéncia entre w ¢ z, ¢ dada por:
H,(s)=C, (sI—A4,)"'B +Dy,. (3.30)

Supondo-se que o ganho K estabilize assintoticamente o sistema (3.28), a norma H

da fung¢do de transferéncia H ,(s) € o maior ganho RMS:

|| = sup e (3.31)

onde L, ¢ o espago dos sinais com energia finita e z, (¢) € a saida do sistema para a entrada

u(?) . Esta norma corresponde ao pico do ganho da resposta em freqiiéncia H ,(jw), isto €:

7). = SUP Ty () (3.32)

onde o, € o maximo valor singular da resposta em freqii€ncia do sistema H ,(jw).

x

Em sua formulag@o padrio, o problema de controle #, é definido como um problema
de rejeicdo de distarbio, ou seja, pode ser interpretado como uma minimizacao do efeito do
distirbio w, como medida do “pior caso”, na saida z, . Para um sistema monovariavel, a
norma # _ pode ser obtida a partir do ganho maximo do diagrama de Bode associado.

A partir da defini¢ao (3.32), tem-se que
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HHJ,HOO <y <:>]—7"2Hf(jw)*Hf(jw)20, weR,. (3.33)

Assim, a norma # _ pode ser obtida por busca exaustiva deo (Hf( jw)), para

We W, , W] A norma #H  também pode ser calculada utilizando-se o Hamiltoniano,

max

conforme o teorema a seguir.

Teorema 3.5 [ZHO96]: Sejam o sistema linear dado por (3.28) e a fun¢do de transferéncia

em malha fechada associada (3.30), com A, assintoticamente estavel e y > 0. Define-se a

matriz Hamiltoniano
) T
M, :{ 4, 77BB } (3.34)
-c,c, -4,
Entao, |H f” <y seesomente se M, ndo possui nenhum autovalor sobre o eixo imagindrio.

Pelo teorema 3.5, o » pode ser calculado iterativamente partindo-se de um y >0

inicial, calculando os autovalores de M, variando-se y e repetindo o calculo até a precisdo

desejada.

3.3.1.1 Problema geral de controle H., 6timo

O problema de controle 6timo consiste em encontrar um controlador qualquer K(s)

que estabilize o sistema (3.28) e minimize HH f‘ , ou seja:

min [H | . (3.35)
K(s)eK
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Nota-se que, em geral, a solucdo 6tima do problema acima ndo ¢ Uinica para sistemas

multivariaveis. Além disto, encontrar o controlador otimo ¥, ¢é numericamente e
teoricamente complicado, como demonstrou Glover e Doyle em [GLOS89]. Isto difere da
teoria de controle #,, na qual o controlador 6timo € unico e pode ser obtido pela solugdo de
equacdes de Riccati, sem iteragdes. Assim, um problema de otimizacdo que aproxima da

solugd@o otima do problema (3.35) é definido como Problema de Controle #H , Subdtimo.

3.3.1.2 Problema de controle #,, subdtimo

Dado um y >0, encontrar um controlador estabilizante, se este existe, tal que
i, <7

Pode-se calcular o menor limite superior para a norma ”H f” pela minimizagao de y .
00

Para o caso de sistemas precisamente conhecidos, tem-se o seguinte resultado baseado

na equagao do tipo Riccati:

Teorema 3.6 [DOY89]: Para um y dado, supoe-se que o par (A,,C,,) seja observavel.

Entao,
e 639
se e somente se a equagdo de Riccati
A,"P+PA, +(PB,+C,, D, )y’ 1-DD,)" (B P+ D/C,,)+C,, C,, =0 (3.37)
admite solug¢do simétrica definida positiva P € R"™".

A demonstra¢do se encontra em [DOY89].
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Este teorema ndo ¢ 1til na sintese de um ganho K € K que garanta HH f” <y.Um

resultado importante nesta direcdo, obtido a partir de manipulagdes nas equagdes (3.36) e

(3.37), ¢ dado a seguir.

3.3.1.3 Solugdo via analise convexa

Teorema 3.7 [CHI96], [SCHO95]: Seja ¥ >0 dado, e supoe-se que (A,B,) seja controldvel e

(A4,C,) seja observavel. Entdo, existe um ganho K € K tal que HH/,H <y se e somente se
existirem W, =W," >0 e W, solugdo da LMI
AW +W A" +BW, +W,” B, B (CW,+D.W,)

B’ ~1 D/ <0. (3.38)
CW,+D,W, D, _72[

Em caso afirmativo, o ganho estabilizante solu¢do do problema de controle H , é dado por

K=w,w "

A demonstracdo deste teorema ¢ simples, e pode ser obtida usando-se o complemento

de Schur (subsecao 2.5.2) e a equacao (3.37).

3.3.1.4 Sistemas incertos

Considera-se o sistema incerto, com incertezas do tipo politopo, descrito pelas

equagoes:

{&(t) = Ax(t) + Byw(t) + B,u(r) (3.39)

z,, (1) =C\x(1) + D, (1) + Dy,u(t),

onde4deD,,B, e D, e os conjuntos D, e D, sdo definidos, respectivamente, por (2.8) e

(2.9). Supde-se que o par (A4, B,) seja estabilizavel, V4 D,,VB, e D,.
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Teorema 3.8 [CHIO6], [SCHO5]: Seja y >0 dado, e supoe-se que (A, B,) seja controlavel e

(4,C)) seja observavel, YAeD,,VB, e D,. Entdo A, é quadraticamente estavel se e

somente se existirem W, =W," >0 e W, solu¢do das LMIs

AW, +W, AT +B, W, +W,'B,] B, (CW,+D,W,)
B/ ~1 D, <0 (3.40)
CIVVI +D12W2 D11 _72[

i=L2,LL N,ej=12,L,M. Em caso afirmativo, o ganho estabilizante solu¢do do problema

de controle H , é dado por K =W,W,”" e ”H/,”w <y.

A demonstracdo pode ser obtida utilizando-se os resultados do teorema 3.7 nos

vertices (4, B, ;) e a defini¢do de combinagio convexa.

Observacao 3.4: Para um dado controlador K, o ganho RMS em malha fechada entre w e
z,, ndo ultrapassa y se e somente se existe uma matriz simétrica W,, definida positiva, tal

0

que

(A+B KW, +W,(A+B,K) B, W(C,+D,K)
B/’ ~1 D! <0.
(C,+D,K)W, D, _7’2]

3.3.2 O problema de controle £, por realimentaciio de saida

Nesta subsecdo sera visto o problema de controle H ', com realimentagdo de saida

para sistemas com incertezas paramétricas, realizado usando-se um compensador dindmico.

Considera-se o seguinte sistema controlado:

%(t) = Ax(t)+ Bw(t) + B,u(t)
¥(8)=C x(t) (3.41)
z,,(t) = Cix(t) + Dyyw(1) + Dyyu(?),
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onde x(t) e R", u(t)eR", wt)eR', y(t)eR”, z (1) eR! e C, € uma matriz conhecida de
posto cheio.

Seja um compensador dinamico descrito por:

&(1)= 4,5 (1) + B,e()) (3.42)
u(t) = C,¢ (1) + Dye(t),

onde {(t)eR™ e 4,,B,,C, eD, sdo matrizes desconhecidas de dimensdes apropriada.
Supde-se que £(0)=0.
A matriz de transferéncia entre a perturbacdo w e a saida controlada z_, para a qual

se deseja minimizar a norma H ', é dada por:

H,(s)= af (s] - Zf)fll_alf +D,, (3:43)

onde

com
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D C
Lk — |:Bk Ak:| c m(m+nc)><(p+n)'
k k

O problema de controle robusto H',, por realimentagdo dindmica de saida, consiste
em determinar um controlador dindmico L, que estabilize assintoticamente o sistema (3.43) e
que limite as variagdes da norma H ', de H ,(s) (3.43) para todo dominio de incerteza. O

teorema a seguir apresenta uma formula¢do baseada em desigualdades matriciais para o

problema de controle robusto H .

Teorema 3.9 [CHI96], [SCHO5]: Seja (W,, L,) a solugdo étima do problema de minimizagédo

min y
Wl,Lk

S.a

B, I D, |<o,
ale ljllf - 72[
todos os pares (4,5 B,,), i=12,L_,N, e j=L2,,M, onde

W, =W, e RU ) W > 0. Entdo, L, define o controlador (3.42) étimo que soluciona

o problema de controle robusto H , e HH),H <.

A demonstracdo deste teorema pode ser feita a partir do teorema 3.8 e da defini¢do de

combinacao convexa.

3.4 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados os conceitos basicos necessarios ao entendimento

das normas H, e H_, que servirdo como critérios de desempenho nos projetos de
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controladores desenvolvidos neste trabalho. Enfase foi dada na apresentagio dos resultados
sob a forma de desigualdades matriciais pelas vantagens ja discutidas anteriormente.

E importante salientar que os problemas de otimizacio em H, e H, por
realimentacdo de estado podem ser formulados como problemas de otimizagdo convexa tanto
para sistemas precisamente conhecidos quanto para sistemas sujeitos a incertezas
paramétricas do tipo politopo.

A mesma formulagdo convexa ndo se aplica para o caso de realimentacdo dinamica de

saida. Os problemas de otimizagdo em H, e H , por realimentagdo de saida foram escritos
utilizando-se as desigualdades matriciais, porém estas normalmente ndo sdo convexas em L,

ew.






Capitulo 4

Algoritmos Genéticos

4.1 Introducio

Neste capitulo, sdo apresentados os conceitos basicos da computagao evolucionaria
(ou evolutiva). Os trés principais paradigmas sdo mencionados e algoritmos bésicos, de cada
um, sdo implementados para compara¢ao de desempenho, sendo considerada a melhor aptidao
apds o mesmo numero de geragdes. A aptidao corresponde a minimizagdo da funcao objetivo,

a qual é baseada nos conceitos de normas #, e H , definidos nos capitulos anteriores.

Adota-se, por ter apresentado os melhores resultados, o algoritmo genético como padrao para
a resolucao dos problemas abordados neste trabalho.

Realiza-se, na seqiiéncia, uma descricdo detalhada dos algoritmos genéticos,
abordando-se os principais conceitos, etapas de implementacdo, tipos de representagdo e
operadores, justificando-se, em cada caso, as escolhas para a implementagdo do algoritmo
genético utilizado, visando as caracteristicas dos problemas tratados.

Como o problema a ser resolvido faz o papel do ambiente, e cada individuo da
populacdo ¢ associado a uma solu¢do candidata, um individuo vai estar mais adaptado ao
ambiente sempre que ele corresponder a uma solugdo mais eficaz para o problema. Com a
evolugdo, a cada geragdo obtém-se solucdes candidatas provavelmente mais eficazes, embora
ndo exista a garantia de se chegar a solugdo 6tima ao final do processo evolutivo. Entretanto,
partindo-se do principio que os problemas a serem resolvidos sdo suficientemente complexos,
a ponto de dificultar uma formulagdo matematica abrangente e o atendimento de requisitos

basicos de tratabilidade por ferramentas convencionais, a abordagem a partir da computagao
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evolutiva torna-se atraente, ja que a aplicagdo de técnicas de solugdo conhecidas, dedicadas e

capazes de garantir a obten¢ao de uma solugdo 6tima, ndo € possivel nestes casos.

4.2 Computacio Evolutiva: definicao do paradigma

Os métodos de otimizagdo e busca estocastica baseados nos principios e modelos da
evolucdo bioldgica natural tém recebido crescente interesse nas Ultimas décadas, devido
principalmente a sua versatilidade para a resolu¢ao de problemas complexos, nas areas de
otimizagdo e aprendizado de maquina. O desenvolvimento de modelos computacionais,
inspirados nos mecanismos evolutivos, caracteriza-se pela configuracdo de algoritmos de
otimizacao robustos e sistemas adaptativos [MIC96].

Os problemas de otimizagao sdo baseados em trés pontos principais: a codificacao do
problema, a funcao objetivo que se deseja maximizar (ou minimizar) e o espaco de solugdes
associado.

Os algoritmos evolutivos (AEs), metodologias da area de computacdo evoluciondria
ou evolutiva (CE), ndo sdo algoritmos computacionais em seu significado usual, mas formam
uma classe de métodos regidos por principios similares, constituindo uma familia de modelos
computacionais inspirados na evolu¢do, que incorporam uma solu¢do potencial para um
problema especifico numa estrutura semelhante a de um cromossomo e aplicam operadores
especiais a essas estruturas de forma a preservar informagdes criticas relativas a solugao do
problema. Estes principios oriundos do “mundo bioldgico” sdo baseados na teoria da evolucao
Darwiniana. Os AEs tentam abstrair e imitar alguns dos mecanismos evolutivos na resolugao
de problemas que requerem adaptacao, busca e otimizagao [BAC97].

Apos esta fase, este campo do conhecimento permaneceu relativamente desconhecido
ou inexplorado pela maioria da comunidade cientifica, por mais de trés décadas. Este fato
deve-se, principalmente, a falta de plataformas computacionais poderosas, naquela época, da
formalizagdo e caracterizagao deficiente de cada metodologia evolutiva nos primeiros estudos
nesta area.

Os trabalhos fundamentais de Holland, Rechenberg, Schwefel e Fogel, serviram a
realizagdo de mudangas neste cenario, durante a década de 70. Atualmente, observa-se um

crescimento do nimero de publicagdes, aplicacdes e conferéncias no campo da CE.
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A CE esta baseada nas idéias da selecdo natural e sua aplicagdo em um ambiente
artificial [FOG98, GOL89]. A selecdo natural é vista como um processo de otimizagdo
[BRE62], no qual os individuos da populacao vao melhorando gradualmente para adaptarem-
se ao meio.

Para a CE, um individuo é uma solugdo potencial de um problema, codificado
conforme a operacdo do algoritmo, e o meio onde este se desenvolve compdem a funcao
objetivo e as restrigdes, as quais dirdo quao apto ¢ o individuo para sobreviver.

A CE envolve métodos que sdo populacionais, o que significa que trabalham com
varias solu¢des ao mesmo tempo. Tal fato evita atingir um valor 6timo local. Uma vantagem
significativa da computacdo evolutiva estd na possibilidade de resolver problemas pela
simples descricdo matematica do que se quer buscar como solu¢ao, nao havendo necessidade
de se indicar explicitamente os passos até o resultado, que certamente seriam especificos para
cada caso. E légico que os AEs correspondem a uma seqiiéncia de passos até a solugdo, mas
estes passos s30 0s mesmos para uma ampla gama de problemas, fornecendo robustez e
flexibilidade. Sendo assim, a CE deve ser entendida como um conjunto de técnicas e
procedimentos genéricos a serem aplicados na solugdo de problemas complexos, para os quais
outras técnicas conhecidas sdo ineficazes ou nem sequer sao aplicaveis.

Os progressos verificados nos anos 90 confirmaram a potencialidade dos AEs na
solugdo de problemas de elevada complexidade, assim como evidenciaram suas limitagdes
[BACI7]:

e por serem métodos estocasticos, seu desempenho varia de execugao para execugao
(para evitar isto, neste trabalho foi utilizado o mesmo gerador de numeros
aleatorios com a mesma semente);

e apresentam dificuldades para a determinacdo do 6timo global, sem a utiliza¢do de
uma metodologia de otimizagdo local;

e necessitam da andlise de todas as amostras do processo a cada avaliagdo da aptidao
(limitagdo relevante para aplicacdes de controle em tempo real, fato que nao ¢é

abordado pelos exemplos tratados neste trabalho).
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Durante a execucdo de um algoritmo evolutivo, aplicam-se a populagdo alguns
operadores, através dos quais novas solu¢des sdo obtidas. Estas novas solugdes podem ser
conservadas ou descartadas por meio de um mecanismo de sele¢dao. Este processo ocorre por
um certo naumero de repeticdes que, no contexto da computagdo evolutiva, sio denominadas
de geragoes.

Em relagdo aos operadores, os mais comuns para a representacdo real sdo a
recombinagdo e a mutagdo. Na recombinacao ¢ feita uma mistura de dois ou mais individuos,
chamados de pais, para serem obtidos um ou mais individuos novos, chamados de filhos. A
mutagdo ¢ uma alteracdo aleatoria em um ou mais individuos.

As caracteristicas mencionadas sdo comuns aos trés paradigmas classicos da
computacdo evolutiva. Tais paradigmas sdo:

e Programagdo evolutiva

Foi proposta por Lawrence J. Fogel [FOG66], com o objetivo principal de
desenvolver maquinas de estados finitos. Mais tarde, David Fogel descreveu o

algoritmo de programacao evolutiva para otimizagdo numérica [FOG92].

Algoritmo 1 — Programacao evolutiva

Gerar a populagdo inicial com distribui¢ao uniforme
Avaliar a populagdo inicial
Repetir

Aplicar operador de mutagao

Avaliar cada filho

Realizar a selegdo

Até ser cumprida a condi¢ao de parada

O algoritmo da programagdo evolutiva ¢ mostrado no Algoritmo 1. A populagdo
inicial ¢ de tamanho u. O operador de mutacdo obtém um filho para cada
individuo (quer dizer, sdo obtidos u filhos no total), e estd baseado em uma
variavel aleatoria com distribuicao normal [FOG98]. Nota-se que neste caso nao
se aplica recombinagdo, porque a programacgdo evolutiva simula a evolugdo das
espécies, e espécies diferentes ndo sdo capazes de recombinarem-se uma com as

outras.
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A selegdo realiza-se por meio de uma série de torneio estocastico que leva em

considera¢do os u pais e os u filhos. Ao término do processo de selegdo tem-se

novamente u individuos que passardo a geracao seguinte.

o [Estratégias evolutivas

Foram desenvolvidas por Ingo Rechenberg [REC73], quem primeiro propos a
estratégia evolutiva (1+1), que evoluia um unico individuo.

Mais tarde apareceram as estratégias evolutivas (u,4A) ¢ (u+A4), que ja

utilizavam uma populagdo com mais de um individuo.

Algoritmo 2 — Estratégias evolutivas

Gerar a populagao inicial com distribui¢ao uniforme
Avaliar a populagao inicial
Repetir
Aplicar operador de mutagao
Aplicar operador de recombinagao (opcional)
Avaliar cada filho
Realizar a selegao

Até ser cumprida a condi¢do de parada

O algoritmo das estratégias evolutivas é o Algoritmo 2. A populacdo inicial ¢ de
tamanho , e os operadores de recombinacao e mutagdo geram A filhos.

Se durante a selecdo s6 se levam em conta os A filhos para formar a nova
populacdo, trata-se de uma estratégia evolutiva (1,4 ). Se a sele¢ao leva em conta
tanto os pais quanto os filhos, consiste de uma estratégia evolutiva (x + 4 ).

O mecanismo de sele¢ao ¢ deterministico, ao contrario da programacao evolutiva,
sendo que os melhores individuos x passam a geragdo seguinte. O operador
principal ¢ o de mutacdo, e estd baseado em uma varidvel aleatéria com
distribuicdo normal, igual a programagdo evolutiva. O operador de recombinagdo
¢ secundario, ou seja, tem menor importancia do que o de mutacao e, de fato, pode

ser omitido.
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e Algoritmos genéticos

Foi proposto por John Holland [HOL62] com o objetivo de resolver problemas de

aprendizagem de maquina.

Algoritmo 3 — Algoritmo genético

Gerar a populagdo inicial com distribui¢ao uniforme
Avaliar a populagao inicial
Repetir

Realizar a selegdo

Aplicar operador de recombinagdo

Aplicar operador de mutagao

Avaliar cada filho

Até ser cumprida a condi¢do de parada

O algoritmo genético ¢ mostrado no Algoritmo 3. Nos algoritmos genéticos os
individuos s3o codificados, via de regra, em forma de cadeia bindria, real ou
inteira. Ao contrario da programacdo evolutiva e das estratégias evolutivas que
ndo requerem codificagdo alguma. Até agora, uma grande variedade de formas de
representacdo, métodos de selecdo, operadores de recombinacdo e de mutagao
foram propostos para os algoritmos genéticos [BAC97].

Nota-se que no algoritmo genético, dependendo das probabilidades de
recombinagdo e mutacdo, a recombinagdo costuma ser o operador principal e a

mutacao, o operador secundario.

Os trés tipos de algoritmos foram testados para o caso da realimentacdo de estado com

minimizagdo #, e como o desempenho do algoritmo genético mostrou-se superior, todos os

demais casos foram executados com a utilizagdo do algoritmo genético.
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4.3 Algoritmos genéticos

Os Algoritmos Genéticos (AGs) sdo algoritmos de busca que utilizam principios
inspirados na genética natural para busca de solugdes para os problemas. A idéia basica ¢
manter a populagdo de estrutura conhecida que se desenvolve, no ciclo seguinte, através de
um processo de competicdo e variacdo controlada. Cada estrutura na populacdo representa
uma solucdo candidata para o problema concreto e tem uma aptidao associada para determinar
quais estruturas serdo usadas para formar as novas estruturas na competicdo. As novas
estruturas sdo criadas usando-se operadores genéticos como, por exemplo, selecdo,
cruzamento e mutacdo. AGs sdo empregados freqiientemente com sucesso em problemas de
busca e otimizacdo [SAN97], pois tém habilidade para explorar a informagdo acumulada em
torno de um espago de busca inicialmente desconhecido. Esta ¢ sua caracteristica chave,
particularmente em espagos de busca grandes, complexos e pouco conhecidos, onde
ferramentas de busca cléassicas (por exemplo, enumerativas e heuristicas) sdo inapropriadas,
oferecendo uma aproximagdo valida para problemas que requerem técnicas de busca
eficientes.

Um algoritmo genético comega com uma populacdo de solucdes geradas
aleatoriamente, os cromossomos, ¢ avanca através das melhores solugdes pela aplicagdo de
operadores genéticos, baseados nos processos genéticos que ocorrem na natureza. Nestes
algoritmos ¢ mantida uma populagdo de solucdes para um dado problema e esta populacao
passa por uma evolugdo em forma de selecdo natural. Em cada geracdo, solugdes
relativamente boas reproduzem-se para gerar descendentes que poderdo substituir as solugdes
relativamente ruins. Uma avaliagcdo ou fun¢do de aptiddo executa o papel do ambiente para
distinguir entre as solucdes boas e ruins. A fun¢do objetivo de um problema de otimizagdo ¢
construida a partir dos parametros envolvidos no problema. Ela fornece uma medida da
proximidade da solugdo em relagdo a um conjunto de parametros. A fungdo objetivo permite o
calculo da aptidao bruta de cada individuo, que fornecera o valor a ser usado para o calculo de
sua probabilidade de ser selecionado para reprodugao. O processo de evolugao da populagao
corrente para a proxima populacdo constitui uma geracdo na execu¢do de um algoritmo
genético.

Embora existam muitas variagdes possiveis no algoritmo genético basico, o

mecanismo base opera na populagdo de genotipos ou fenodtipos (que representam possiveis
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solugdes para o problema) e consiste de trés operagdes: avaliagdo da aptiddo individual,
formag¢do de uma populagio intermediaria, recombinagdo e mutagao.

Neste trabalho a fungdo objetivo (J (x)) calcula um limitante superior da norma #’,
ou da norma # _ da fungdo de transferéncia que relaciona a saida e a perturbagdo. Essas

normas estdo definidas no capitulo 3.

Como o que se deseja encontrar ¢ uma solu¢ao que minimize a fung¢do J(x), o calculo

da aptidao de cada individuo ¢ dado pela equacao (4.1):

aptidao = ; (4.1)
1+ J(x)

4.3.1 Principais conceitos

Cromossomo (gendtipo) — cadeia de bits que representa uma solugdo possivel para o
problema (utilizado nas representacdes binarias).

Gene — representagdao de cada parametro de acordo com o alfabeto utilizado (binario,
inteiro ou real).

Fenotipo — cromossomo codificado.

Populagdo — conjunto de pontos (individuos) no espaco de busca.

Geragao — iteracdo completa do AG que gera uma nova populagao.

Aptidao bruta — saida gerada pela funcao objetivo para um individuo da populagao.

Aptidao normalizada — aptidao bruta normalizada, entrada para o algoritmo de selecao.

Aptiddo maxima — melhor individuo da populagdo corrente.

Aptidao média — aptidao média da populagdo corrente.

Deve ser observado que cada cromossomo, chamado de individuo no AG, corresponde
a um ponto no espago de solugdes do problema de otimizagao. O processo de solugao adotado
nos algoritmos genéticos consiste em gerar, através de regras especificas, um conjunto de

individuos, popula¢do, de forma a promover uma varredura do espago de solugdes.
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4.3.2 Etapas

Os algoritmos genéticos sdo tipicamente implementados com as seguintes etapas:

1.

o problema a ser resolvido ¢ definido e traduzido atravez de uma fungao objetivo
que indica a aptidao de cada solugdo em potencial;

a populagdo de solugdes candidatas ¢ inicializada sujeita a certas restri¢des.
Tipicamente, cada amostra ¢ codificada como um vetor x, designado gendtipo,
cujos elementos sdo descritos como genes;

cada genoétipo, x,,i=1,L,P, na populagio ¢ decodificado em uma forma

apropriada para avaliagdo e entdo, ¢ designado um valor de aptidao,

_
1= f(x)’
conforme o objetivo;

a cada genotipo ¢ designada uma probabilidade de reprodugdo, p,,i=1,L_,P, de
tal forma que a chance deste ser selecionado ¢ proporcional a aptiddo do mesmo
relativa a outro gendtipo na populacdo. Se a aptidao de cada genotipo € um numero
estritamente positivo a ser maximizado, esta fungdo ¢ executada através de selegdo
por roleta (figura 4.1); caso contrario, outras técnicas estdo disponiveis;

de acordo com as probabilidades designadas de reprodu¢do, p,,i=1,L,P, uma

nova populacdo de genétipos ¢ gerada. Os gendtipos selecionados geram
descendentes via o uso de operadores genéticos especificos, como por exemplo,
cruzamento ¢ mutagao. O operador de cruzamento ¢ aplicado a dois gendtipos
(pais) e cria dois novos gendtipos (descendentes). A mutacdo ¢ aplicada a um
unico genotipo, alterando um gene para um novo valor, também solucao.
Tipicamente valores para as probabilidades de cruzamento e mutagdo estdo na

faixa de 0,6 a 0,95 ¢ 0,001 a 0,01, respectivamente [JON75, SCH92];
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6. o processo termina se uma solugdo satisfatoria ¢ alcangada ou se o tempo
computacional determinado foi atingido. Caso contrario, o processo retorna ao

passo trés, no qual os novos genotipos sdo pontuados e o procedimento repete-se.

4.3.3 Tipos de representacio

Existem trés tipos de representagdes basicas para os individuos:

e candnica ou binaria [HOL75, GOLS89]: nocdes do teorema de esquemas e
construcao de blocos;

e ponto flutuante ou real [MIC96]: maior compatibilidade, precisdo e rapidez no
tratamento de valores reais;

e inteira [MIC96]: para problemas de escalonamento e do tipo caixeiro viajante.

A essa representagdo se dd o nome de alfabeto do AG. De acordo com a classe de
problema que se deseje resolver pode-se usar qualquer um dos trés tipos.

O uso de cadeias binarias ndo ¢ universalmente aceito na literatura sobre AGs.
Michalewicz ([MIC92], p.82) indica que para problemas de otimizagdo de valores reais, a
representacao de ponto flutuante supera em desempenho a representacao binaria, por ser mais
consistente, mais precisa e conduzir a uma solugdo mais rapida. Mas Michalewicz [MIC92]
também alerta que o desempenho de AGs piora quando o espaco de estado de possiveis
solucdes ¢ extremamente grande, como requerido para otimizagdo numérica de alta precisao
de muitas variaveis. O tamanho do espaco de estado sozinho ndo determina a eficiéncia do
AG, sem levar em consideracdo a escolha da representagdo. Muitos pesquisadores em AGs
substituiram as cadeias bindrias sugeridas por Holland [HOL75] e conseguiram resultados
razoaveis para problemas dificeis [MON91, SYS91, WRI91, MIC92].

Todos os casos abordados neste trabalho sdo caracterizados como problemas de
otimizagdo de valores reais. Além disso, o espaco de estado de possiveis solucdes ¢
extremamente grande. Dadas estas caracteristicas, foi adotada unicamente a representagao real

para a implementagao dos AGs.
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4.3.4 Operadores Genéticos

4.3.4.1 Operador de Selecao

A selecdo emprega o principio de sobrevivéncia dos individuos mais aptos, através de
uma metafora aos procedimentos de reproducdo e selecdo natural, de acordo com o grau de
adaptacdo do individuo ao ambiente. O objetivo € enfatizar as melhores solugdes que
constituem uma populacdo. O operador de selecdo ¢ uma combinagdo de dois conceitos
diferentes: reproducdo e selegdo.

A maioria dos métodos de selecio ¢ projetada para escolher preferencialmente
individuos com maiores notas de aptidao, embora ndo exclusivamente, a fim de manter a
diversidade da populagdo e evitar a convergéncia prematura para pontos 6timos locais.

Os métodos mais comuns de selecdo encontrados na literatura [BAC97] sdo descitos a

seguir, sendo que neste trabalho foi utilizado o método do tipo roleta.

Selecdo do tipo Roleta

Um método de selecdo muito utilizado é o Método da Roleta [KWO96], onde
individuos de uma geracdo sdo escolhidos para fazer parte da proxima geracdo, através de
sorteio baseado em roleta.

Neste método, cada individuo da populagdo ¢ representado na roleta
proporcionalmente ao seu indice de aptiddo. Assim, aos individuos com alta aptidao ¢ dada
uma por¢do maior da roleta, enquanto aos de aptiddo mais baixa ¢ dada uma porg¢do
relativamente menor da roleta.

Este método apresenta uma forte tendéncia a convergéncia prematura, uma vez que a
incidéncia de bons individuos de uma geracdo tende a crescer exponencialmente para a

proxima geragao.
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Individuo Aptidin  Aphdio
R FLE0 Relativa
& 22 2,23 0,14
R 24 7,27 047
o 30 1,05 0,07
Sy 9 3,35 0,21

R & 1,69 0,11

Figura 4.1: Exemplo de aplicacdo do método da roleta.

Selegao proporcional a aptidao pode ser problematica. Ha duas consideragdes praticas:

1. selecdo por roleta depende de valores positivos do individuo;

2. adicionar simplesmente uma constante de valor elevado a funcdo objetivo pode
eliminar a selecdo, com o algoritmo executando simplesmente uma trajetoria
aleatoria.

Alguns métodos tem sido desenvolvidos para compensar estes problemas. Por
exemplo, a aptiddo de todos os pais pode ser relativamente escalada a aptiddo média da
populacao [GOL89], ou uma sele¢do proporcional pode ser baseada na classificacdo pela
aptidao. Selecao baseada na classificagdo também elimina problemas com fungdes que tem

grandes compensagoes.

Selecao do tipo Torneio

O método de selegao Torneio corresponde ao retorno do melhor individuo escolhido
entre um subconjunto da populagdao (usualmente considerado com 2 elementos). Este
subconjunto ¢ escolhido, a principio, sem determinacdo de um critério Unico de selecdo:
selecdo aleatdria ou roleta. O torneio com dois elementos ¢ conhecido na literatura como
torneio binario.

Conforme [GOL89], o método torneio busca dar condigdes aos individuos de menor
valor da fung¢do de aptiddo de serem selecionados no processo de evolugdo.
Selecdo do tipo Amostragem Deterministica

O método de selecdo Amostragem Deterministica pode ser descrito em duas etapas.

Na primeira etapa, parte da populacao selecionada ¢ criada utilizando-se a funcao de aptidao
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média (f,,) de cada individuo (f;/f,,, ). Posteriormente, o restante da populagdo ¢
preenchido com base na parte fracionaria.

Resumindo:

1* Etapa: cada individuo apresentara f,/f, , copias para a popula¢do selecionada
(considerar somente a parte inteira - INT);

2% Etapa: o complemento da populacdo restante ¢ criado com base no valor fracionario
de f./f,.,. Para preencher a popula¢do, podem-se definir regras com individuos com parte
fracionaria mais alta, mais baixa ou até mesmo utilizar-se da sele¢do tipo roleta para selecao

do restante da populacgao.

Sele¢do do tipo Amostragem Aleatoria
O método de selecdo Amostragem Aleatoria baseia-se na escolha aleatoria entre os

membros da populagdo. Assim, cada individuo apresenta uma probabilidade 1/n,,, de ser

escolhido para compor a populacdo de sele¢do, com n  igual ao total de membros da

pop

populagdo.

Selecdo do tipo Amostragem Estocastica

Este método de selecdo ¢ anilogo aquele de Amostragem Deterministica, onde
primeiramente a parte da populagdo de selecdo ¢ criada utilizando-se da fun¢do de aptidao
média de cada individuo f,/f, , , fazendo INT( £,/ f, ., ) cOpias de cada individuo. As vagas
restantes na populagdo sdo preenchidas com base na probabilidade da parte fracionaria mais
alta, mais baixa ou até mesmo utilizando-se da selecao tipo roleta. Em outras palavras:

1* Etapa: cada individuo apresentard INT(f,/f, ) coOpias para a populagdo
selecionada;

2* Etapa: a complementacdao da populagdo restante ¢ criada com base no valor
fracionario de f,/ f,,, . Para preencher a populagdo, pode-se definir regras com individuos
com parte fracionaria mais alta, mais baixa ou até mesmo utilizar-se da selecao tipo roleta.
Assim, se rand()<Prob(parte fracionaria) rand() < Prob(partefraciondria) = o individuo ¢
selecionado para compor a populagdo (rand() ¢ uma funcdo para geragdo de numeros

aleatorios com distribui¢cao uniforme).
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Um problema matematico com a sele¢do de pais para reproduzir em propor¢do a sua
aptiddo relativa é que este procedimento ndo pode assegurar convergéncia assintdtica ao
6timo global [RUD94]. O melhor cromossomo na populagdo pode ser perdido a qualquer
geracdo, e nao ha nenhuma garantia que alguma melhora conseguida em uma dada geragao
seja mantida nas futuras geragdes. Isso pode ser superado pelo emprego do método chamado
de selecdo elitista [GRE86] que simplesmente sempre retém o melhor cromossomo na
populacdo. Este procedimento garante convergéncia assintdtica [EIB91, FOG94, RUDY%4]|,
mas a velocidade especifica de convergéncia varia por problema e ¢ geralmente desconhecida.

Nos AGs implementados foi utilizada a sele¢do por roleta e elitista, onde o melhor

individuo da populacdo anterior ¢ mantido, substituindo o pior individuo da nova geragao.

4.3.4.2 Operador de Cruzamento

O cruzamento ¢ responsavel pela troca de material genético entre os individuos, com
maior probabilidade de reproduzirem os individuos mais aptos ao ambiente.

Neste trabalho foram testadas probabilidades de cruzamento adaptativas [SRI194], mas
resultados melhores foram alcangados com o cruzamento sendo realizado por todos os

individuos da populagdo, ou seja, p. =1 ou 100% ( p. : probabilidade de cruzamento).

Os algoritmos genéticos sdo diferenciados pela énfase no cruzamento, com a mutagao
servindo como um operador de apoio para garantir que todas as possibilidades permitidas
(alelos) possam entrar na populagdo [HOL75]. A probabilidade normalmente designada ao
cruzamento ¢ a mutacdo reflete tal visdo filosofica. Entretanto, a escolha do operador de
cruzamento nao ¢ direta.

Holland [HOL75] e outros (por exemplo, [GOL83] e [GRES85]) propdem que
algoritmos genéticos candnicos trabalhem por identificacdo de bons “building blocks” (blocos
construtores) e por, eventualmente, combinarem estes para obter “building blocks” maiores.
Esta hipotese sugere que um operador de cruzamento de um ponto executara melhor que um
operador que pega cada bit de cada pai com probabilidade igual (cruzamento uniforme),
porque aquele pode manter seqiiéncias (blocos) de “cddigo bom” que sdo associadas com
desempenho acima da média e ndo atrapalha sua ligagdo. Syswerda [SYS89] conduziu

experimentos de otimizagdo de fun¢des com cruzamento uniforme, dois pontos de cruzamento
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e um ponto de cruzamento. O cruzamento uniforme geralmente prové melhores solugdes com
menor esfor¢o computacional. Além disso, nota-se que selecdes de codigo que residem ao
extremo oposto do cromossomo sao mais provaveis de serem divididas sob cruzamento de um
ponto do que sdo as se¢des que estdo proximas a regido mediana do cromossomo. Holland
[HOL75] propde um operador de inversdo que revertera o indicador de posi¢cdo para uma
secdo do cromossomo de forma que ligagdes poderiam ser construidas entre genes arbitrarios.
Mas a inversao nado tem sido util na pratica [DAVI1].

A seguir sdo apresentados alguns operadores de cruzamento para algoritmos genéticos
com representa¢ao em ponto flutuante [MIC92]:

(i)  cruzamento  simples: ¢  selecionado um par de individuos

x=(x,L,x,x,.,,L,x) e y=(,L,y,».,L,y,) recombinados a partir do k-€simo

parametro. Os individuos descendentes resultantes desta recombinacao sao:

x:(xlal—axkayknal—ayq)
y:(ylal—aykaka’Lqu)

(i1) cruzamento aritmético: define o cruzamento como uma combinacgdo linear de dois

vetores, x =(x,,L,x,,x,,,,L,x) e y=(,L,y.,y.,L,»,). Apos esta operagdo, t€m-

se os descendentes descritos por:

x=a,, x+(-a,)y

v=a,, y+(-a,)x

Neste operador pode-se ter um parametroc,, € [0;1], que ¢ uma constante (cruzamento

aritmético uniforme) ou uma variavel que depende do tamanho da populacdo (cruzamento

aritmético nao-uniforme).

(i) cruzamento heuristico: gera apenas um (ou mesmo nenhum) novo individuo,
através da  extrapolacdio  linear  de dois individuos. Considerando-se

x=(x,L,x,x,,L,x)e y=0,L, v, .., y,), apdés esta operagdo tem-se um

individuo resultante factivel regido pela expressao:
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z:ra-(y—x)+-y

onde ra ¢ um numero aleatorio, tal que ra €[0;1]. Caso a solugdo gerada nao seja factivel,

deve-se gerar um novo numero aleatorio para a obten¢do de um novo individuo.
(iv) inversdo: consiste de somente um operador. Sendo o individuo

x=(x,L,x,x,,,L,x,) selecionado para inversio, entdo o vetor resultante ¢

1
x'= (xl,L,xk_l,xj,x L,x ,,x

J

15 jasl,x, ), onde je(l,g) e k<.

Para os problemas tratados neste trabalho foram testados todas os operadores de
cruzamento citados e, por ter apresentado os melhores resultados, € utilizado primeiramente o
cruzamento aritmético. Depois de efetuado o cruzamento, testa-se a factibilidade do novo
individuo e caso este seja infactivel, repete-se o cruzamento com um outro niimero aleatdrio.

Se a infactibilidade ocorrer apos trés tentativas, utiliza-se o cruzamento simples, também com

trés tentativas. Caso todos sejam infactiveis, o cruzamento ndo ¢ realizado.

4.3.4.3 Operador de Mutagao

A mutacdo modifica o valor dos genes do individuo e visa restaurar o material
genético perdido (ou ndo explorado) em uma populagdo. Este operador, quando projetado de
forma apropriada, pode prevenir a convergéncia prematura do AG para solucdes subodtimas e
manter a diversidade da populagao.

A convergéncia prematura ¢ um outro importante ponto de interesse em algoritmos
genéticos. Isso ocorre quando a populacdao de genotipos alcanga uma configuragdo, tal que
cruzamentos ndo produzem descendentes que possam superar o desempenho de seus pais,
como ¢ o caso de uma populagdo homogénea. Sob tal circunstancia, toda forma padrao de
cruzamento simplesmente regenera os pais atuais. Qualquer outra otimizacdo conta com a
mutagdo somente, podendo ser um tanto lenta. A convergéncia prematura ¢ freqiientemente
observada nas pesquisas em algoritmos genéticos [JON75, PIT90, BIC90, DAVI1] devido a

reproducdo exponencial do melhor cromossomo observado juntamente com a forte énfase no
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cruzamento. Davis [DAV91] recomenda que quando a populacio converge em um
cromossomo que requeira uma mutagdo simultdnea para melhora-lo, o processo ¢
praticamente completado e cada mutagdo deveria ser reiniciada usando uma semente aleatoria
diferente ou deveriam ser empregados métodos do tipo escalada para procurar melhorias.

A técnica utilizada neste trabalho para manter a diversidade da populagdo e sustentar a
capacidade de convergéncia do AG foi a de probabilidade de mutacdo adaptativa. Com a

utilizacdo da probabilidade de mutagdo ( p,, ) adaptativa, elimina-se o problema da escolha de
um valor 6timo para a p, , pois tal escolha é sempre critica e afeta o comportamento e o

desempenho do AG.
Dentre as técnicas de probabilidade de mutagdo adaptativa escolheu-se a determinada
pela equagdo (4.2), dada em [SRI94], por ser facil de implementar e atender adequadamente

a0 seu proposito para o caso em estudo:

P =l o = S = S 2] 42)
P = k47 f < f

onde f,f e f referem-se a aptidio (fitness), aptiddio maxima e aptidio média
respectivamente e k;, k, <1 foram ambos definidos em [SR194] como sendo 0,5.

A seguir, sdo apresentados alguns operadores de mutacdo para algoritmos genéticos
com representagdo em ponto flutuante:

(i) mutagdo uniforme: seja x =(x,,L,x,,L,x ) um individuo, a muta¢do uniforme

gera um novo individuo a partir de outro. Apds ser selecionado um individuo x, escolhe-se

aleatoriamente um componente & deste individuo para obtencao de um novo valor, tal que:
x'=(x,L,x",,L,x,)
onde x', ¢ um valor aleatorio dentro dos limites do pardmetro 4.

(i1) muta¢do ndo-uniforme: o componente x, ¢ selecionado para mutagdo, resultando

num vetorx'= (x,, L, x", ,L,x,), tal que:
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x, + A(t,maxlim(k)—x,), sez=0,
X', =

x, +A(t,x, —minlim(k)), sez =1,

onde z ¢ um digito binario aleatdrio (0 ou 1), min lim(k) e max lim(k) sdo os valores minimo e
méximo dos limites do parametro x', , respectivamente. A fung¢do A(#,y) retorna um valor no
intervalo [0,y] tal que a probabilidade de A(t,y) inicia em zero e ¢ incrementada de acordo

com o numero de geragoes ¢, tal que:

-b
t

Alt,y)=y-ra-|1- ,

(&,y)=y { Nger}

onde ra ¢ um nimero gerado aleatoriamente no intervalo [0;1], Nger ¢ o nimero maximo de
geragdes ¢ b ¢ um parametro escolhido pelo usuario, que determina o grau de dependéncia
com o nimero de geragdes. Esta propriedade leva o operador a efetuar uma busca uniforme

no espaco inicial, quando ¢ € pequeno e, mais localmente nas geragdes posteriores.

(ii1) mutacdo de contorno: nesta mutagdo seleciona-se aleatoriamente uma variavel j
com distribui¢do uniforme, em [0;1], € em seguida atribui-se a variavel j o limite maximo ou

minimo do parametro. O procedimento ¢ resumido em:

minlim(i),sei= jera<0,5 max lim(k),se k= jera<0,5
x';={maxlim(i),sei=jera=0,5 x', =yminlim(k),sek=jera>0,5
X,, para os outros valores X, , para os outros valores

Para os algoritmos genéticos implementados neste trabalho, foi utilizada somente a
mutagdo uniforme onde x', foi gerado através da soma de um niimero aleatério a € [-20,20]
ao valor original x,. Como a chance de obter um novo individuo infactivel ¢ elevada, devido

ao grande numero de restrigdes dos problemas tratados, tenta-se efetuar a mutacdo de um
mesmo individuo cinco vezes (parametro obtido experimentalmente), sendo que o nimero

aleatorio a' ¢ decrementado a cada tentativa de mutagao através da seguinte equacao:
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onde a' representa o nimero a ser incrementado/decrementado de x, gerando x', e m

representa a m-ésima tentativa de mutacdo. Para o caso em questdo, os individuos negativos

sdo infactiveis. Todo individuo negativo, gerado por uma mutagao, ¢ descartado.

4.4 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados os conceitos basicos da computagdo evolutiva com
énfase nos algoritmos genéticos, por estes terem se mostrado mais adequados, a partir dos
resultados experimentais, para a resolugao dos casos abordados neste trabalho.

Com a evolugdo encontra-se, a cada geragcdo, solugdes candidatas mais e mais
eficazes, embora ndo exista a garantia de se chegar a solugdo 6tima ao final do processo
evolutivo. O algoritmo genético cumpriu o seu o papel na busca iterativa, resolvendo de
forma adequada e satisfatoria os problemas de otimiza¢do propostos, os quais mostraram-se
suficientemente complexos, a ponto de dificultar a producdo de uma formulacdo matematica
abrangente e o atendimento de requisitos basicos de tratabilidade por ferramentas
convencionais, onde a aplicagdo de técnicas de solugdo conhecidas, dedicadas e capazes de

garantir a obten¢do de uma solugao 6tima, nao foi possivel.






Capitulo 5

Sintese de Controladores 7, e H,,

5.1 Introducio

Este capitulo apresenta os principais resultados deste trabalho a respeito da analise de
estabilidade e da sintese de leis de controle #, e #  para sistemas continuos sujeitos a

incertezas e/ou restricdes no estado, no controle e na saida.
O capitulo est4 dividido em duas partes. A primeira aborda os problemas de controle

H, e H, por realimentagdo dindmica de saida para sistemas lineares com incertezas

paramétricas do tipo politopo. Nenhuma hipotese restritiva ¢ feita sobre a ordem do
controlador. Desta forma, o controlador de saida a ser projetado pode ser de ordem reduzida
ou completa. Entretanto a escolha da ordem do controlador deve ser feita a priori. A solugao
para estes problemas ¢ proposta via um algoritmo hibrido baseado nos algoritmos genéticos
(AGs) e nas desigualdades matriciais lineares (LMIs), que sdo resolvidas pelos eficazes
algoritmos de pontos interiores.

Na segunda parte, os sistemas lineares com restrigdes no dominio do tempo sdo
tratados. Neste contexto, ¢ apresentada uma metodologia de projeto, baseada no conceito de
@ -invariancia positiva, que permite determinar leis de controle estabilizantes por
realimentagdo de estado e por realimentacdo dinamica de saida, que ndo violem as restrigdes
de estado e de saida e, a0 mesmo tempo, evitem a saturagdo do controle. A partir de uma
condi¢do necessaria e suficiente assegurando o comportamento linear da lei de controle, é
proposto um problema de otimizagao, tendo como critério de desempenho uma restri¢cao sobre

asnormas ¥, e ¥ da matriz de transferéncia entre a perturbacdo e a saida controlada. Uma
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vez que os sistemas estdo sujeitos a restricdes no controle ¢ necessario impor restrigdes
adicionais a perturbacdo ao se considerar a factibilidade do problema de controle. As
propriedades deste problema permitem a defini¢gdo de um procedimento hibrido de resolugao,
combinando as propriedades dos AGs e sua heuristica de busca com a precisao e eficiéncia

dos métodos de tratamento das LMIs.

5.2 Controle robusto #> e H,, por realimentacio de saida

Considera-se nesta se¢do o problema de controle H, e # , para sistemas lineares

sujeitos a incertezas paramétricas do tipo politopo (2.7). Deseja-se entdo encontrar um
controlador por realimentagdo de saida (figura 2.4) que minimize uma das normas da matriz
de transferéncia entre a perturbagdo e a saida controlada.

Seja o sistema dindmico incerto dado pelas equagdes de estado:

%(t) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t)
y(t) =C, x(r)

z,(t) = C,x(t) + D,,u(t)

z,,(t) = Cx (1) + Dy w(t) + Dy,u(?),

(5.1)

onde x(t)eR", u(t)eR”, wt)eR', y(t)eR”, z,(t)eR”, z (t)eR", AeD, (2.8) ¢
B, e D, (2.9). Supde-se que C, tenha posto cheio e todas as matrizes tenham dimensdes
apropriadas. Admite-se também que o par (A, Bz) seja estabilizdvel e o par (A, Cl) seja

detectavel, em todo o espago de incertezas.

Considera-se o seguinte compensador dinamico:

&(t)= 4,5 (1) + Bye(d) (52)
u(t) = C,§ (1) + D,e(0),

onde {(t)eR™ e 4,,B,,C, eD, sao matrizes desconhecidas. O erro ¢ determinado por

e(t)=r(t)— y(t). Supde-se que £(0)=0.
Nas proximas subsecdes, os problemas de controle #, e #  sdo reescritos a partir

dos resultados do capitulo 3.
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5.2.1 Controle robusto #;

A partir dos resultados da se¢ao 3.2 e da definicdo de estabilidade quadratica, o

problema de controle robusto ", pode ser formulado como:

Problema 5.1: Encontrar um controlador robusto L,, proprio e com estrutura fixa (ordem

definida a priori), que minimize a norma H', da matriz de transferéncia entre a perturbag¢do

w easaida z,, |H_(s) ) VAe®D, e VBeD,.
Utilizando-se as desigualdades matriciais e explicitando-se a dependéncia de L, , este

problema (teorema 3.4) pode ser reescrito da seguinte maneira:

min  Tr(W;)
Lk,W1>O,W3 (53)
s.a

(4,+B,,L,C )W, +W,(4,+B,,L,C,)" +B, B/ <0, i=12,L,N,
j:1327L7M3

(5.4)

Wy >(C, + Dy, L,C )W, (C, + Dy, L,C,)' (3-5)

onde

— 4 0 _ B, _ B2i 0 —
4, = 0 0 5 Blf= 0 , Bz_/: 0. ] > CZ:[C2 quncl

_ -Cy 0} — |:Dk Ck}
C = . D,=[p, 0,] ¢ L= .
y |: 0 Inc 22 22 q k Bk Ak

o controlador estabilizante L, solugdo de (5.3) ¢ uma solu¢do do problema de controle

robusto H, e Hszw(s)Hj < B =Tr(W,).
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Nota-se que as desigualdades (5.4) e (5.5) ndo sdo LMIs em W, e L, conjuntamente,
porém para um controlador L, fixo, o problema (5.3) torna-se um problema de otimizagao
convexa. A mesma observacdo ¢ valida para uma matriz W, >0 fixa, (5.4) e (5.5) sao LMIs

em L,.

5.2.2 Controle robusto %,

O problema de controle robusto # , pode ser reduzido, a partir dos resultados

apresentados na secdo 3.3, como segue:

Problema 5.2: Encontrar um controlador robusto L,, proprio e com estrutura fixa, que

minimize um limite superior y para a norma H , da matriz de transferéncia entre a

perturbag¢do w e a saida z ,, ou seja, sz(s)u <y, VAeD, e VBeD,.

w0 9

Este problema (teorema 3.9) pode ser reescrito da seguinte forma, utilizando-se as

desigualdades matriciais:

min ¥y
W (5.6)
s.a
(4, + By, L,C )W, + W, (4, +B,,L,C))" B, W(C +D,LC,)' -
. k i=1,2,L,N, 57
B/ ~1 D! <0, (5.7)
-~ = 5 o~ 2 ]:1,2,L,M,
(e +D12LkCy)W1 Dy, -y
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o controlador estabilizante L, solugdo de (5.6) ¢ uma solu¢do do problema de controle
robusto H e ”Hzxw(s)” <y.

Como acontece no problema ¥ ,, as desigualdades (5.7) ndo sdo LMIs em W, e L,
conjuntamente. Com W, ou L,, as inequagdes (5.7) sdo LMIs e o problema de otimizagado

(5.6) pode ser resolvido com técnicas convexas, necessitando-se apenas de uma mudanga de

varidvel em y .

5.2.3 Algoritmo hibrido

INICIALIZACAO
e Gerar uma populacdo L, inicial (aleatoria) factivel

e Calcular a aptidao de cada individuo
ENQUANTO o niimero méaximo de geragdes ndo for atingido
Armazenar o melhor individuo da populagao
Executar operador de sele¢ao
Executar operador de cruzamento
Executar operador de mutagao
Substituir o pior individuo pelo melhor individuo armazenado anteriormente

FIM_ENQUANTO

e Resolver as LMIs para o melhor individuo

Observacao: As LMIs sdo recalculadas apos um cruzamento ou mutagdo (subsecdo 4.3.4.2 e
4.3.4.3), e os individuos obtidos somente sdo efetivados com um resultado factivel, caso

contrario, os mesmos sdo descartados.

5.2.3.1 Geragao da populacao inicial

Para esta inicializagdo foi necessario usar a transformagdo de variavel (2.52) e as

restri¢gdes de estrutura sobre W, e W, (2.54) e (2.55) (subsecdo 2.8.2). Com estas condi¢des
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suficientes, os problemas (5.3) e (5.6) tornam-se convexos ¢ podem ser resolvidos via LMIs.

Diferentes matrizes N, (na transformagédo) possibilitam uma maior diversidade da populagéo

inicial, uma vez que a solugio destes problemas dependem da escolha de N .

5.3 Controle H; e H,, com restricdes no dominio do tempo

Trata-se nesta se¢do dos problemas de controle H, e #, com restrigdes no estado,

no controle e na saida, para sistemas com realimentacao de estado e de saida dinamica.
Considera-se o sistema dindmico continuo sujeito a incertezas paramétricas descrito

por:

&(t) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t)
¥(8) =C x(t)+ D,u(?)

z,(t) = C,x(1) + Dyu(r)

z, (1) = Cox(t) + D,y w(1) + Dy,u(r),

(5.8)

onde Ae®D,eB, €D, O par (4,B,) ¢é suposto estabilizdivel em todo dominio das

incertezas. Supde-se ainda que o sistema (5.8) estd sujeito as seguintes restrigdes:

1. o conjunto dos estados admissiveis ¢ definido pelo poliedro

(D(g,p):{xe‘ﬁ" :gl.TxSpl.,pi >0,i=1,2, L,ng}, (5.9)

onde g, eR", g, #0,i=12,L,n,;

il. o vetor de controle u(¢) pertence ao conjunto poliedral

D)= € R" b u< g, 1, >0,i=1,2,1,n, } (5.10)

onde h, e R", h, #0,i=1,2,L,n,;

1ii. o vetor de saida y(z) pertence ao conjunto poliedral
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@(7775) = {y e R’ :niTySé:i, é:i >0,i:1, 2, I_, I’ln}, (511)

onde , e R”,n, #0,i=1,2,L,n,;
iv. o conjunto dos estados iniciais admissiveis ¢ dado pelo poliedro compacto
D(gyr o) = P50 = x(t) € R" 1 0, X0 < Poys P, > 01 =1,2, L, ny } (5.12)
onde g, €R", g, #0,i=1,2,L,n,. Este conjunto também pode ser

definido pelo envelope convexo Co{vl, L, v, }, onde v, e R",i=12,L,n,

sdo os vértices do poliedroD(g,, p,) -

Por defini¢do, o conjunto D(g,,p,) sempre contém a origem, isto €, a origem € um

ponto interior de D(g,, p,) - Obviamente, o conjunto D(g,,0,) deve ser um subconjunto de

D(g,p)-
Tendo em vista as restrigdes no dominio do tempo apresentadas anteriormente, torna-

se necessario impor limites a perturbagdo e a entrada de referéncia (¢) admissiveis.

Assim, supde-se que o vetor de perturbagdo w(¢) pertenca ao conjunto convexo

@(WO)={WG‘RI :||w||£wo,w0 >0}. (5.13)

Este conjunto define uma hiperesfera de perturbacdo de raio w,,.

5.3.1 Realimentacio de estado

O objetivo desta subsegdo ¢ a determinagdo das leis de controle por realimentacdo de

estado u(?) = Kx(¢t)+r(t), K e R"" e r(t) e R", tais que o controle ndo sature, isto é, tais
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que Kx(¢)+r(t) e D(h,u), Vt 2 t,. Neste caso, de acordo com a expressdo (5.10), o conjunto

D(K,h,u,r), definido no espago de estado como sendo

DK, o t,r) = e € R b Ko+ b r < gy 1, > 0,0 =1,2, L, m, } (5.14)

representa o dominio no qual ndo hé saturacdo no controle.

Considera-se que a entrada »(¢) pertence ao conjunto limitado definido por

R={reR":F"R"r<I,R=R" eR™,R>0)} (5.15)

O sistema de malha fechada ¢ dado entao pela equagao:

(1) =[A+B,Kx(t) + Bw(t) + B,r(t)
¥(t)=(C, +D,K)x(t)+ D,r(t)

(5.16)
z,(t) = (C, + Dy, K)x(2) + Dy, r(t)
z,,(0) =(C, + D,,K)x(t) + D, w(?) + D,,r(2),
onde AeD, eB, €D,.
As restrigdes de saida (5.11) também podem ser reescritas no espaco de estado:
DK, &)= eR" 1, (C,+ D K)x+7 D,r <&, >0,i=1,2,L,n, } (5.17)

Assim, de acordo com (i) € a matriz (5.17) o modelo linear (5.16) que descreve o
comportamento do sistema em malha fechada é valido somente para os estados pertencentes

ao dominio determinado pela interse¢ao

D(g, p) "ND(K, h, 11,r) "D(K, 1, &, 7). (5.18)

De fato, esta interse¢ao representa o dominio de linearidade do modelo (5.16). Este
dominio é também de natureza poliedral e seu contorno depende do ganho de realimentagdo

de estado K . Deve-se observar que a origem ¢ sempre um ponto interior deste dominio.
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Nota-se também que quando o controle ¢ limitado, um sistema instavel em malha

aberta ndo pode ser estabilizado assintoticamente para todas as condig¢des iniciais x, € R"

[GUTSS5]. Em outras palavras, levando-se em consideracao as restricdes impostas ao vetor de

controle, ndo ¢é possivel fazer com que as trajetorias x(¢) tendam a origem para uma condi¢do
inicial qualquer.
Os problemas de controle #, e H, associados ao sistema linear com restrigdes no

dominio do tempo (5.8) sdo formulados a seguir. Ambos sdo apresentados em um unico
enunciado. Nenhuma hipotese sobre a estabilidade em malha aberta ¢ levada em
consideragao.

As matrizes de transferéncia entre a perturbagdo w e as saidas controladas

z5, p=2¢ p =, sdo dadas, respectivamente, por:

H_,(5)=C,,(sI-4,)"B, (5.19)

H. (5)=C, (sI—4,)" B +D,, (5.20)

onde 4, =A+B,K, AeD,, B,eD;, C,,=C,+D,,K ¢ C,, =C, +D, K.
O conjunto dos ganhos de realimentagdo de estado K € R™", tais que 4+ B,K,

VAe®D, e VB, e D,, seja assintoticamente estavel ¢ denotado por K,

Problema 5.3: Determinar um ganho de realimentacdo de estado K € R™" que estabiliza

assintoticamente o sistema (5.16) e um escalar positivo finito, limitante da norma ||Hsz (s)
D

‘77’
P =2 ou p=o0, tais que as seguintes condig¢oes sejam satisfeitas:

1. K minimiza este limite, VAe D, e VB, € Dy;

ii.  para uma condi¢do inicial x, € D(g,, p,) qualquer, as restrigdes no estado,

no controle e na saida, definidas respectivamente por (5.9), (5.10) e (5.11),

ndo sejam violadas pelas trajetorias do sistema em malha fechada (5.16),
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garantindo seu comportamento linear, quaisquer que sejam a perturbacao

admissivel w(t) e D(w,) e r(t) e R,

Para p=2 (p=o0) esta definido o problema de controle H, (H,) com restri¢des no

dominio do tempo.

Com p =2, tem-se:

K= argrlgleiqrg{ﬂ | 5)], < B. V4D, ¢ VB, eD, |, (5.21)

Com p =0, tem-se:

K= argrlglei?rcl{y : HH%W (S)Hw <y,VAe®D, e VB, e D, } (5.22)

Deseja-se assim encontrar uma lei de controle robusto u(¢)= Kx(¢)+r(f) que
estabilize assintoticamente A4+ B,K, VAeD, e VB, €D,, e que minimize um limite

superior da norma %, (ou da norma #,) da matriz de transferéncia H ,(s), em todo o

dominio da incerteza, garantindo que todas as trajetorias x(t; x,), Vx, € D(g,,p,), do

sistema em malha fechada (5.16) ndo saiam do dominio de linearidade (5.17), qualquer que
seja a perturbagdo admissivel w(t) e D(w,) e r(t) € R, Assim, a estabilidade assintdtica e o
comportamento linear do sistema com restricdes (5.16) sdo assegurados apenas localmente
para este ganho de realimentacao de estado.

Com o objetivo de resolver o problema 5.3, € proposto o seguinte resultado, baseado

no conceito de conjunto positivamente @ -invariante.

Teorema 5.1: O ganho de realimentacdo de estado K € R™" é uma solug¢do do problema 5.3

se e somente se K minimiza o limitante da norma HH - w(s)H (p=2 ou p=wm) e existe um
P p

conjunto qualquer Q cR", positivamente D -invariante para o sistema de malha fechada

(5.16), tal que
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D(gy,py) € Q< D(g,p), (5.23)

Qc DK, h, 1, r) "D(K,n,E,7). (5.24)

Demonstracio (Necessidade): Seja K € R™™" uma solugdo do problema 5.3. Definindo-se Q
como o conjunto dos estados factiveis x(#;x,;w;r) para o sistema incerto em malha fechada
(5.16), Vt=t,, Vx,eD(g,p,), Wt)eD(w,) e r(t)eR, Com estas hipoteses, prova-se
inicialmente que (2 ¢ um conjunto positivamente @ -invariante.

Para todo x € Q, existe uma condigdo inicial x, € D(g, p,) € uma seqiiéncia de
perturbagdo w(t) e D(w,) e entrada r(t)eR,, tais que X =x(f;x,;w;r), t >t,. Por outro
lado, para todo estado inicial x € Q e toda seqiiéncia, w(t)e D(w,) ¢ r(t)e®R, t>¢, 0
estado x=x(t;x;w;r) € Q, qualquer que seja ¢>¢ . Conseqiientemente, Q@ é um conjunto
positivamente @ -invariante para o sistema (5.16).

Por definigdo, Q contém o conjunto D(g, p,). Adicionalmente, supondo-se que
exista (x,,w,r), x, € D(g, p,)» W(t)eD(w,), r(t)eR, e um t =1, tais que x(;x;w;r)
ndo satisfaca a restri¢do (5.9) ou (5.10) ou (5.11), entdo o ganho K ndo ¢ uma solucdo do
problema 5.3 porque a condi¢do ii) do problema 5.3 ¢ violada, o que contradiz a suposi¢ao
inicial. Isto implica que as hipdteses Qc D(g,p) ¢ Qc D(K,h,u,r)NnD(K,n,&,r) sao
também necessarias.

Enfim, para satisfazer a condi¢do 1) do problema 5.3, é necessario que 4+ B,K seja

assintoticamente estavel, VAe D, e VB, € D,.

(Suficiéncia): A demonstracdo vem diretamente da definicdo de conjunto positivamente D -

invariante.
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A idéia consiste entdo na determinagdo de uma lei de controle u(z) = Kx(¢) + r(t), que
minimiza o limite superior da norma (#,ou H ) e um conjunto de estados Q incluso na
regido de linearidade (5.17) para o qual a @D -invariancia positiva e a estabilidade assintotica
(sem entradas), relacionada com as trajetdrias do sistema (5.16), sejam asseguradas.

Desejar obter Q2 como o conjunto dos estados alcangaveis a partir de D(g,,p,) €
uma tarefa dificil, as vezes impossivel, de se realizar. E por esta razdo que se determina um
ganho K e um conjunto () associado, positivamente invariante e assintoticamente estavel,
com uma forma definida a priori, que verifica as restrigdes (5.9), (5.10) e (5.11).

Os dominios de invariancia positiva podem ser gerados a partir das fungdes de
Lyapunov associadas com os sistemas estaveis [ARA98]. Na seqiliéncia, com o objetivo de
encontrar uma solugcdo para o problema 5.3, serdo usados os dominios positivamente
invariantes elipsoidais obtidos a partir das fungdes de Lyapunov quadraticas. As solugdes do
problema 5.3 sdo apresentadas considerando-se os conjuntos elipsoidais, centrados na origem,

dados por:

Q:{xe‘R” cx"Px<1,P=P" >O}, (5.25)

onde P € R™". Pode-se também definir estes conjuntos como segue:

Q={feeR xW x <L, W, =W >0} (5.26)

-1
onde W, =P .
O seguinte teorema apresenta uma condicao suficiente para a existéncia de um ganho

K que satisfaz a condi¢do 1i) do problema 5.3.

Teorema 5.2: Seja o sistema incerto restrito definido por (5.16). Se existe uma matriz

simétrica definida positiva W, € R"™" e uma matriz W, € R™" tais que
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mz T 771 ( v g 2) 20, izlazal—’nn’
(CW,+D W,)"n, w
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(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

entdo o ganho de realimentagdo de estado robusto dado pela expressio K = Wszl satisfaz

a condigdo ii) do problema 5.3. Além disso, o conjunto Q obtido a partir da matriz W,,

definida em (5.26), é positivamente invariante e assintoticamente estdavel para o sistema em

malha fechada (5.16).

Antes de apresentar a demonstracdo do teorema 5.2, alguns lemas preliminares sdo

propostos. Estes resultados estdo associados com as restrigdes no estado, no controle e na

saida, definidas por (5.9), (5.10), (5.11) e (5.12), e os conjunto elipsoidais definidos em

(5.26).

Lema 5.1 [NES94]: O elipsoide Q, definido por (5.26) esta contido no politopo convexo

D(g, p) se e somente se
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giTW'lgigpiz,i:LlL’ng. (532)

A demonstragdo deste lema ¢ baseada em consideracdes geométricas, levando-se em

considerag¢do que D(g, o) € uma regido convexa no espaco de estado.

Lema 5.2: O elipsdide Q, definido por (5.26), contém o politopo D(g,,p,) se e somente se

1 v
{ V’}ZO,i:I,Z,L,nv. (5.33)

Demonstracio (Suficiéncia): Usando o complemento de Schur, as LMIs em W, (5.33)

podem ser escritas como:

T -1 .
v, Wy v, <Li=L2,L,n,.

O que significa que cada vértice v, pertence ao elipsoide Q. Sabendo-se que D(g,,p0,) €
um dominio convexo, todo x, € D(g,, p,) pode ser obtido por uma combinacdo convexa dos

vértices de D(g,,p,), assim:

X, Zilivi, ixli =1,4,20,V,.
i=1

i=1

Como ) também ¢ um dominio convexo e v, eQ,i=12,L,n, todo x, € D(g,,p,)

também pertence a Q.

(Necessidade): Evidente.
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Observacao 5.1: Em relagdo ao lema 5.2, se for considerada como descri¢ao do politopo

D(g,,p,) o conjunto das inequagoes (5.12), este problema de inclusdo de D(g,,p,) no

elipsoide € ndo pode ser colocado na forma de LMI. Além disso, a determinag¢do dos

vértices de D(g,,p,), a partir da descrigdo (5.12), pode tornar-se uma tarefa complexa se o

numero de arestas for grande.

O seguinte lema estabelece uma condicdo necessdria e suficiente que assegura o

comportamento linear da lei de controle por realimentacao de estado u(?) = Kx(¢) + r(¢), com

K=W,Ww, W,eR™ e W, eR™", ao longo das trajetorias contidas no dominio elipsoidal

Q.

Lema 5.3: O elipsoide Q definido por (5.26) esta contido no poliedro D(K,h, u,r), para um

ganho de realimentagdo de estado dado pela expressdo K = Wszl, com W, e R, se e
somente se
2 T
: h'W.
G TS0, i=1,2L,m,
w'h W,

onde ¢, = u, —+/h, RE, .

(5.34)

Demonstracio: Levando-se em consideracdo as inequagdes (5.14), uma fun¢do suporte do

elipsodide Q pode ser escrita da seguinte forma:

¢ (h,K,r)=max h'Kx+h'r.

reg, xeQ

Primeiramente, o problema de otimizagao ¢ resolvido. O Lagrangeano do problema ¢ definido

por:

L(x,r, A, ) =h Kx+h r+ 4, (x"W, x =)+ A, (r"R™'r -1).
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onde 4, €N e 4, e R sdo os multiplicadores de Lagrange. Assim, as condigdes necessarias e

suficientes de otimalidade sao dadas por:

a—L=1<Th. +2AW, ' x =0, 8—L:h. +2A.R'r=0,
ax i 1 1 ar i 2

LW x=1)=0, A4LE"R'r-1)=0.

Obtendo-se assim:

ﬂ1 :_%\/hiTKVVlKThia ﬂ’z :_%VhiTRhw

WK, Rh
+

Jh KWK h

De onde segue que a solugdo 6tima ¢ dada por:

x=+

bo(h K7y =lh KWK h, +[h R,

Conseqiientemente, o elipséide Q estd contido em D(K,h,u,r), se e somente se

oo (h,,K,r)< u,,Vi=12,L_,n,, 0 que é equivalente a:

S KWK b 4B R A, <, i=1,2,,m,.

Considerando-se o ganho K = W,W,”" e definindo-se C, =M — VAR h,, tem-se
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hwWw W, ho<c?, i=1,2,L.n,.

Usando-se o complemento de Schur, sdo obtidas as seguintes LMIs em W, e W,:

2 T
“  hWso, i=12Lm,.
wi'h W,

Lema 5.4: O elipsoide Q definido por (5.26) esta contido no poliedro D(K,n,&,r), para um

ganho de realimentagdo de estado dado pela expressdo K = Wszl, com W, e R, se e

somente se

m; n' (C, W, + D))

. >0, i=12L,n,
(C,W,+D W) n, i (5.35)

onde m, =&, — niTDyRDyT n.,

Demonstracio: A partir das inequacdes 5.17, uma fungdo suporte do elipsdide QQ pode ser

escrita como:
¢Q(77i’K’r) = HXIE%X 77,-T(Cy +DyK)x+ 77iTDy r.
O Lagrangeano do problema de maximiza¢ao ¢ dado por:
L(x,7,2,,2,) =7, (C,+ D, K)x+n,D, r+ A (x"W, x=1)+ 4,(*"R"'r -1),

onde 4, €N e 4, € R sdo os multiplicadores de Lagrange. Assim, as condigdes necessarias e

suficientes de otimalidade para este problema sdo dadas a seguir:
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Z_L:C/’vTUi +24,W,'x =0, Z_L:DyT”i +24,R7r =0,
X : r

LW x=1)=0, A4LE"R'r-1)=0.

Obtendo-se assim:

1 1
Iy ==\ (€, + DKWL(C, +D,K) n,.  Ay=——\|n/D,RD, .

W,(C,+D,K) n, RD,'n,

X=+—— ,  r=Et— —.
Jn (€, +D,KW,(C, +D K)"n, Jn'D,RD,"n,

Substituindo-se esses valores em ¢, (77,,K,r), a solu¢do 6tima ¢ dada por:

¢Q(77i5K5r):\/77iT(Cy +DyK)VVl(Cy +DyK)T77i +\/77iTDyRDyT77i'

Assim, o elipsdide Q estd contido em D(K,nE,r), se e somente

oo (n,,K,r)<&,Vi=12,L_,n,, 0 que é equivalente a:

n' (C.W,+D W)W, (CW,+DW,) n,<m}, i=1,2,L,n

n?d

para um ganho K = W,W,”", onde m, =&, —\/UiTDyR DyT n; -

Utilizando-se o complemento de Schur, sdo obtidas as seguintes LMIs em W, e W,:

S€
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m’ 0’ (C,W,+D,W,)

1

>0, i=L2,L,n,.
(C W, +D,W,)n, W, '

Observacao 5.2: Quando os lemas precedentes sdo formulados para um conjunto Q definido
como um elipsoide transladado, com as coordenadas de seu centro desconhecidas, as

condigoes obtidas ndo sdo mais convexas, e, conseqiientemente, ndo podem ser escritas no

formato das LMIs.

O lema a seguir estabelece uma condi¢ao suficiente assegurando a @D -invariancia
positiva de um conjunto elipsoidal Q, definido por (5.26), para as trajetérias do sistema de
malha fechada (5.16), sem levar em consideracdo as restricdes no estado, no controle e na

saida.

Lema 5.5: Seja o conjunto Q, gerado por uma matriz simétrica definida positiva W, e R"",

como em (5.26), e o sistema (5.8). Se existir uma matriz W, e R™™" e os escalares

a,20,0,20,¢ 20, k=1,2,, N*M, tais que:

AW, +W Ap +a, W, B, B, .
r i=1L2,L_,N,
B, —o,1 0 <0, (5.36)
. . j=12,.M,
B, 0 —(a,—o,w))R

entdo Q ¢ um conjunto positivamente D -invariante para o sistema de malha fechada (5.16),

e o ganho K associado é dado pela expressdo K =W, W,

Demonstracio: Seja v(x)=xTWl_1x uma func¢do de Lyapunov candidata associada ao
sistema de malha fechada (5.16). A derivada de v(x) ao longo das trajetorias do sistema

(5.16) ¢ dada por:
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W) =x" (A, W, WA x+ "W Bw+w B W, x+x"W, Byr+r"B, W x.  (5:37)

Para que Q seja um conjunto positivamente D -invariante para o sistema (5.16), ¢

suficiente que #(x) <0, qualquer que seja o vetor x pertencente a fronteira de Q, isto é,
xTVI/flx =1, e para toda perturbag@o admissivel we D(w,) e Vr e R,
Conseqiientemente, se %(x) <0 para todo x tal que v(x)>1 e para todo we D(w,) e

re®, entdo Q é um conjunto positivamente @D -invariante para o sistema (5.16). Isto

equivale a:

XA W w T A+ X W Bw+w B W x+x" W, B+ B W <0 (5:38)

para um ponto qualquer (x,w,r) tal que xTWl_lx >1, w'w<w] e r'R'r<1,

Usando-se o S-procedure [Y AK92], esta condi¢ao pode ser reescrita sem restrigdes: se

existirem escalares ¢, 20, 0,20 e ¢, >0 tais que

XA W A+ x W Bw+w B W, x4+ x W B+ B W+ (5.39)
a, (erl_lx ~D+o,(wy —ww+e,(1-r"R'r) <0,

VxeR", VweR' e Vre®, entdo Q ¢é um conjunto positivamente @ -invariante para o

sistema (5.16). Neste caso, este procedimento assegura somente a suficiéncia da nova

condicao.

Com a mudanga da variavel z = Wl_lx , a desigualdade (5.39) torna-se:

'\ AW +WA, va W, B, B, [z
w B/ o, 1 0 |wl+tow, —a,+¢g <0. (5.40)
r B, 0 - R ¥

Nesta desigualdade fica claro que z, w e r podem assumir quaisquer valores em seus

. . . . o~ 2
respectivos espagos, o que implica na necessidade da condigdo o, y,” —a, +¢&, <0.
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Assim, a desigualdade (5.40) pode ainda ser escrita como:

AW, +W A" +a, W, B B, 0
B’ —ol 0 0 <0, (5.41)
B, 0 —gR" 0 -
0 0 0 o W, —0 +&,

Além disso, se a desigualdade (5.41) for satisfeita para uma combinacdo qualquer

(@y,0,, &), entdo ela também ¢ satisfeita para qualquer ¢, tal que
Oy >&, +G W 22, +5,w,. Assim, pode-se escolher, sem perda de generalidade,

£, =0, —0 W, , obtendo-se para (5.41):

AW+ WA +a, W, B B,
B/ —o, 1 0 <0. (5.42)
B’ 0 —(ay—oc w)R™

Nota-se que esta desigualdade deve ser verificada para toda matriz 4, = 4+ B,K,

AeD,e B, eD,. Entretanto, uma vez que as incertezas sdo convexas, pode-se avalia-la

somente nos vertices (4, B,;) de D, x D,. Conseqlientemente, com a mudanga da variavel

W, = KW, , a desigualdade (5.42) ¢ equivalente a:

AW, + W A" +B, W,+W, B, +a,, W, B, B,
B/ —o,1 0 <0, (5.43)
B’ 0 —(ay—-oc,w)R

i=1L,2,L,N, j=12,LM,ek=1,2,L, N*M. O ganho de realimentacdo de estado ¢
obtido entdo por K =W, 7"

Assim, se existem escalares «, 20, o, 20, k=L2, L, N*M, e W,eR"™
satisfazendo as desigualdades (5.43), entdo Q¢ um conjunto positivamente D -invariante

para o sistema em malha fechada (5.16), para K = W,W,”".

Analisando-se o lema 5.5, pode-se chegar as seguintes observagdes.

Observac¢ao 5.3: De acordo com o teorema 2.3, pode-se facilmente verificar que para o

a, >0, 0,>0, k=L2,L,N*M, as desigualdades (5.43) contém a condi¢do de
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estabilidade assintotica para as trajetorias do sistema (5.16), com w=0 e r=0,

pertencentes a regido elipsoidal Q. ou seja:

AW AW A" +B, W, +W,'B, [ <0, i=12,L,N, (5.44)
i=1,2,L, M.

Observacio 5.4: As desigualdades (5.43) podem ser escritas de forma equivalente:

(A4, +5DW, + W (A +5 D" +B, W, +W,' B, B, B,
B/ ol 0 <0, (5.45)
B’ 0 —(ay—oc w))R™

i=L2, LN, j=L2,L M,ek=1,2,L, N*xM.
Isto significa que todos os autovalores do sistema em malha fechada (5.16) sdo colocados a

esquerda de —mkin(ak/ 2), no plano complexo, para o ganho de realimentac¢do de estado

K=w,w "

Assim, partindo dos lemas anteriores, pode-se apresentar a prova do teorema 5.2.

Demonstracio do teorema 5.2: Pode-se provar o teorema 5.2, com auxilio do teorema 5.1.

De acordo com os lemas 5.1 e 5.2, as LMIs (5.27) e (5.28) garantem que para um ganho de
realimentacio de estado da forma K =W, W,”, W, =W," >0, o conjunto Q, definido pela
matriz W, satisfaz a condicdo D(g,,p,) < Q< D(g, p). Assim, os estados que pertencem ao
dominio elipsoidal 2 também satisfazem as restri¢des nos estados (5.9) e (5.12).

A condigdo (5.24), Qc D(K,h,u,r)N"D(K,n,&,r),relacionada com o controle e a
saida, ¢ verificada pelas LMIs (5.29) e (5.32) com K = Wszl, de acordo com os lemas 5.3 ¢
5.4. Resta, entdo, provar a D -invariancia ¢ a estabilidade assintotica de 2 para o sistema

(5.16), com K =W, W,”", em todo o dominio das incertezas. Isto é feito no lema 5.5.
[
O resultado indicado no teorema 5.2 fornece uma condicao suficiente para que um
conjunto elipsoidal Q, da forma (5.26), seja um dominio positivamente @ -invariante e

assintoticamente estavel, contendo a regido de linearidade (5.18), para o sistema de malha
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fechada (5.16). Isso deve-se ao fato de que cada restrigdo no teorema 5.2representa uma

condi¢do suficiente para uma dada matriz ;. Além disso, o teorema 5.2 permite resolver o

problema 5.1 com um formulagdo convexa para «, >0, k=1,2,L, N *M, fixos.

5.3.1.1 Controle H>com restrigdes

O seguinte teorema fornece uma solugdo para o problema de controle #, com

restricdes no dominio do tempo por realimentacdo de estado, para sistemas sujeitos a

incertezas do tipo politopo.

e . A T
Definem-se, inicialmente, os vetores de parametros «;, =[al a, LaN*M] e

o, =[0'1 o, LO'N*M]T coma,>20e o0, 20,Vk=12,L, N*xM.

Teorema 5.3: Considera-se o sistema incerto vrestrito com restri¢oes (5.8). Seja

(fol W, W, G, ,&L) a solugdo do seguinte problema de otimizag¢do

g T ) (5.46)
S.a.
g' Mg, <p’,i=12,Ln,, (5.47)

1 .T
Vi 1>0i=1,2,L,n, (5.48)
v, W,
2 T
{ & h WZ}ZO,izl,Z,L,nh,
W, h, W (5.49)

com ¢; =4, — VhiTR h; ,
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T T T
W WG, +W, Dy, >0, (5.50)
CZVVI +1)22I/V2 VV3
2 T
A (CW +DW.
ml T 771 ( »l ! 2) Zoaizlazal—inna
(CyVVvl +DyW2) 77i VVvl (5.51)
com mi :éi - niTDyRDyT 77i >
AW, +W A" +B, W, +W,"B,,” + BB <0, (5.52)
AW, +W A" +B, W,+W,'B, B, B,
B, —o,l 0 <0, (5.53)
B, 0 —(a,—c,w)R"

para i=1,2,L,N, j=1,2L,M,ek=12L,N*M, com W,=W," eR™, W, >0,
W, eR™" e W, =W, €R". Entio o ganho de realimentagio de estado linear dado por
K=I/f/21/f/1_1 e B’ =Tr(W3) sdo uma solu¢do do problema 5.3. Além disso, o conjunto

elipsoidal Q definido por Wl ¢ positivamente @ -invariante para o sistema em malha fechada

(5.16).

Demonstraciao: As LMIs (5.47) e (5.48) garantem, de acordo com os lemas 5.1 ¢ 5.2, que

este conjunto elipsoidal Q verifica a condigdo (5.23), isto ¢, D(g,,p,) = QL D(g,p). A
condi¢do (5.24), Qc D(K,h,u,r)N"D(K,n,&,r), é assegurada pelas LMIs (5.49) e (5.51),

para o ganho K = W,W,”", de acordo com os lemas 5.3 ¢ 5.4.

De acordo com o lema 5.5, a @ -invaridncia positiva do conjunto €2 para o sistema de
malha fechada (5.16), para este mesmo ganho K, ¢ garantida pelas desigualdades (5.53).
Partindo-se do teorema 3.1, com a LMI (5.50) e a condigdo de estabilidade quadratica

modificada (5.52), pode-se deduzir que (4+ B,K) ¢ assintoticamente estavel para

K=WWw"'e ”H . (s)”z <Tr(W,),VAe D, e B, € D,. Assim, todas as condi¢des do teorema
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5.1 sdo satisfeitas, implicando que o ganho de realimentacdo de estado K = Wle_l e o limite

superior £ danorma #, sdo uma solugdo do problema 5.3.

5.3.1.2 Controle ., com restri¢des

A solugdo do problema de controle H ', com restricdes no dominio do tempo por

realimentac¢do de estado, para o sistema (5.8) pode ser obtida pelo proximo teorema.

Teorema 5.4: Considera-se o sistema incerto com restri¢oes (3.8). Seja (fol, Wz,dL,é'L) a

solugdo do problema de otimiza¢do

min ¥

Wi 0 (5.54)
S.a.
g'Wg, <p’i=12L,n, (5.55)
1 v .
F1>0,i=1,2,L.n,, (5.56)
v, W

2 T
{Cf h’n}zai:LLLﬂm,

rh W (5.57)
com ¢, = 4, —W’
2 T
| T(C.W, +D,W
ml . 77! ( yl y 2) ZO,izlgzal—?nn’
(C, W, +D,W,)" 1, ", 29

com m, =&, — niTD},RDyT n,,

com
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AW+ W AT+ B W, +W,B, B (CW,+DW,)

B/ ~1 D/, <0 (5.59)
CIVVI +D12W2 D11 _72[
AW, +W A" + B, W, + Werij B, B,
B, ~o,1 0 <0, (5.60)
B,/ 0 —(a,—c,w)R"

para i=1,2, L, N, j=1L2, L M,ek=12,,N*M, com W, =W1T eR™, W, >0 e
W, e R™".
Assim, o ganho de realimentagdo de estado linear dado por K = Wle_l e y sdo uma

solucao do problema 5.3. O conjunto elipsoidal Q definido por Wl ¢ positivamente D -

invariante para o sistema em malha fechada (5.16).

Demonstracio: esta demonstracao ¢ similar a do teorema 5.3, e por isto ndo ¢ apresentada.
[

5.3.2 Realimentacio de saida dinAmica

Nesta secdo, serdo vistos os problemas de controle H, e #, com restricdes no

dominio do tempo, por realimentacdo dinamica de saida (figura 2.4), para o caso de sistemas
incertos, sujeitos a perturbagdes aditivas.

Considera-se o sistema linear descrito por:

&(t) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t)
() =C,y(?)

z,(t) = C,x(1) + Dyu(r)

z,,(t) = Cyx(2) + Dy w(t) + Dy,u(?),

(5.61)

com as restrigdes
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x(t) e D(g, p) < R, (5.62)
u(t) € D(h, 1) < R™, (5.63)
y(t) e D(n,5) =R”, (5.64)
x,(t) € D(g,, ) < R", (5.65)

2, () e R, z ()e R,

onde os conjuntos poliedrais D(g, p), D(h, 1), Dn,E) e D (g o, P, ) sdo definidos,
respectivamente por (5.9), (5.10), (5.11) e (5.12). Supde-se que w(t) e D(w,) (5.13),
r(t)e R (5.15) e os pares (4, B,), VAeD, (2.8) e VB, e D, (2.9), sejam assintoticamente
estabilizaveis. Admite-se ainda que C, tenha posto cheio.

Seja o compensador dinamico descrito por:

&(t)= 4,5 (1) + B,e(d) (5.66)
u(t)=C,§ (1) + D,e(1),

onde J(t)eR™, com ((0)=0, e()=r@)—y(t), e A,B,,C,eD, sido matrizes
desconhecidas de dimensdes apropriadas.

Em malha fechada, o sistema (5.61) resulta em:
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P B A 0 B, 0 . -C, 0 B, B, 0 . I,
f(t)_ 0 0. + 0o I, “ oo I xf(t)+ 0, w(t) + 0o I k Oncxp r(t)

o =[c, o, @

Z,= {(Cz Oq2><nc )+ (D22 0q2><nc )Lk [_ (fy ]O j:|xf O+ |:(D22 Oq2><nc )Lk Kln(c)xp ﬂ”(t)
a=%a%m%@uomﬂ{foﬂnm{mzmmmf?ﬂmx

x(f
onde x,(¢) = (C(t)j e a saida do controlador u(¢) pode ser escrita como:

(5.67)

u(t)z[(z,, OW)L{_(? 10 ﬂxf(t){(zp OIMC)L{OI,J Hr@, (5.68)

pxnc

onde
L, = D, G . (5.69)
Bk Ak
As restri¢cdes associadas aos estados podem ser reescritas como:
X ()eD,(g,,p)={x, eR"™ 1 glx < p,p>0,i=1,2,L,n,} (5.70)

Xr0 €D (&r05Pr0) = {xfo eR"™: g_;T”Oixfo < Pois Por > 0,i=1,2,L, n,

5.71
e xfol.=O,i:n0+1,n0+2,L,n0+nc}, -71)

onde

g; = [ng lenc s l = 17 23 I—7 n

g’



g,{m = [g({i lenc]’ i=1,2,L,n,,

Denota -se por v, sdo os vértices associados ao poliedro D, (g 4, 0,)-

O sistema em malha fechada ainda pode ser reescrito de forma sucinta por:

&,(t)=(A+B,L,C)x,(t)+ B,w(t) + B,L,I1r(7)
y()=-T1"C,x (1)

z, =(C, + Dy, L,C )x (1) + D,, L TTr (1)

z, =(C, + D,L,C,)x(t)+ D, w(t) + Dy, L, IIr(t)

u(t)=-T1"L,C x,(t)+ 1" L,I1r (1),

onde

_[4 o _ [B, 0 _ [-o o

A= ; B, = 5 Cy = ;
O Onc O Inc O [nc

— B — —

Blf :|: : :|’ C2 = [CZ 0q2><nc} D22 = [DZZ 0q2><nc}

I
Cl :[Cl Oqlxncl D, :[Dlz Oqlxncl H:[O 3 }

nexp

Definindo-se
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(5.72)

(5.73)
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,=A+B,L.C,
B,, =B,L,I1
:zf ) gi+ DuLC, (5.74)
D,,, =D, L,I1
C,=C +D,L.C,
Dy,, =D,L,T1

As matrizes de transferéncia entre a perturbagdo we as saidas controladas z;, p=2

e p =, sdo dadas, respectivamente, por:

H_,()=C, (sI-4,)"B,, (5.75)

H_(s)=C,,(sI-4,)"'B, +D, (5.76)

onde AeD, eB, €D,.

Denota-se por K o conjunto dos controladores por realimentacdo dindmica de saida

que estabiliza assintoticamente o sistema (5.61).

Os problemas de controle #, e H , por realimenta¢do dindmica de saida envolvendo
sistemas com restrigdes no dominio do tempo sdo elaborados a seguir e apresentados em um

mesmo enunciado.

Problema 5.4: Determinar um controlador de realimentagdo de saida L, € R"™""™ | de

ordem fixa nc, e um escalar positivo finito, limitante da norma HHH(S) tais que as
P

ﬁ,
seguintes condigoes sejam satisfeitas.

i. L, minimiza este limitante, VAe D, ¢ VB, € Dy;

ii. para uma condigdo inicial qualquer, x, € D(g,,p,) € &(0)=0, as restrigoes no

estado, no controle e na saida, definidas respectivamente por (5.62), (5.63) e



109

(5.64), nao sejam violadas pelas trajetorias do sistema em malha fechada (5.67),

quaisquer que sejam a perturbag¢do admissivel w(t)e D(w,) e entrada de

referéncia r(t) e R,

Para p=2 (p =) estd definido o problema de controle H", (H ) com restrigdes no
dominio do tempo por realimentacao de saida.

A lei de controle L, que resolve este problema tem que estabilizar o sistema (5.61) e
minimizar um limite superior da norma #, (ou # ) da matriz de transferéncia entre a
perturbacdo w e a saida controlada z, (ou z,_ ), em todo dominio de incerteza.

Além disto, o controlador L, tem que garantir que todas as trajetorias do sistema
x,(t x,,) permanecam no dominio de linearidade definido pelas restri¢des no dominio do

tempo, quaisquer que sejam as entradas w(t) e r(¢) admissiveis.

5.3.2.1 Controle H> com restri¢des

A solugdo para o problema 5.4, tendo como critério de desempenho a norma H,, é
apresentada no teorema a seguir.

. . .
Sejam os vetores «, e o, definidos por: aL:[al azLaN*M] e

o, =[0'1 o, LGN*M]T coma,20e 0,20,Vi=1,2,L, N*M.

Teorema 5.5: Considera-se o sistema incerto com restrigoes (5.61). Seja (W] W, ik , ,6‘L)

a solugdo do seguinte problema de otimizagdo

i T
Wl’WzI:IEl:laL 0 r(VVS) (577)

S.a.

gﬁTngﬁ < pl.z, i=12,L,n (5.78)

g’
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1 v
{ ; Wf}zo, i=1,2,L,n, (5.79)

h'I'L,CW,C/LTh <¢’, i=12Ln,

_ (5.80)
com & = p1, —wy\ b/ TI" L,TIRTT LI TTh, ,
~ n ~ \T
o _VVI o I/VI(CVZ +D22LkCy) > 0, (581)
(C2 +D22LkC )VVI VV3
n II'CW,C/Tn <&, i=12L.n,, (5.82)
(A+B,L,CW,+W,(4+B,L,C))" +B,, B/ <0, (5.83)
(Z + Esz 6V)VVI +W, (Z + EszCv)T +a W, Elf EszH

B!, —o,l 0 <0, (5.84)

(B,L,I1) 0 —(a—ow)R"

para i=1,2,L,N, j=1,2,L,M,el/=1,2,LL,N*M, com W, =W]T g RUrtnepnine)
W,>0 e W,=W," eR?>?_ O controlador L, e B*=Tr(W,) sio uma solucio para o
problema 5.4, e o conjunto elipsoidal €, definido por Wl ¢ positivamente @ -invariante para

o sistema em malha fechada (5.70).

Demonstraciao: A demonstragao deste teorema ¢ similar aquela do teorema 5.3.
|

Nota-se que o problema de controle #, com restrigdo (5.77) ndo é convexo em ¢, ,

W, e L, , conjuntamente. Fixando-se o par (¢,,L, ), o problema (5.77) torna-se um problema
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de otimizagdo convexa. Este fato serd utilizado na inicializagdo do algoritmo hibrido de

sintese.

5.3.2.2 Controle #, com restri¢des

O proximo teorema fornece uma solugdo para o problema de controle #  por

realimenta¢do dindmica de saida, para o sistema (5.61) com restricdes no dominio do tempo.

Teorema 5.6: Sejam o sistema incerto com restri¢oes (5.8) e (VIA/I,LA,{, dL,é'L) a solugdo do

problema de otimizag¢do

min  y

M. L0 (5.85)
S.a.
g, Wg,<p’, i=12L,n, (5.86)
1 Vs
r >0, i=12,L,n, (5.87)
v, W

h'II'L,C W,CI LTI <¢’, i=12L.n,,

1

. (5.88)
com & = p1, —wy\/h/TI" L,TIRTT" LI TTh, ,

n/TI'C W,C/Tn, <&, i=12,L,n,, (5.89)
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(A+B,L,C W, + W (4+B,L,C))" B, W(C +D,LC,)

L/
B!, ~1 D] <0, (5.90)
(61 +512Lk5y)W1 D, _72]
(A+B,L,CW,+W,(A+B,L,C) +aW, B, B,LT1
B! —o,l 0 <0, (5.91)
(B,L, 1) 0 ~ (&, —ow)R"

para i=12,L,N, j=12L,M,el=1,2L,NxM, com W, =W eRrmm,
W, >0.

O controlador ik e y sdo uma solugdo do problema de controle H, com restri¢des

(problema 5.4). O conjunto elipsoidal Q, gerado por Wl ¢ positivamente @ -invariante para

o sistema em malha fechada (5.70).

Demonstracdo: A demonstracdo deste teorema ¢ similar aquela do teorema 5.5 e ndo serd

apresentada.
[

O problema (5.85) também ndo ¢ convexo em L,, W, e «, conjuntamente. A

desigualdade matricial associada ao controle ndo permite tratar o problema com técnicas

convexas mesmo para uma matriz W, fixa.

5.3.3 Algoritmo de sintese

Embora o critério de otimizagdo seja linear, o problema (5.46) ndo é convexo, porque
as desigualdades matriciais (5.53) ndo o s@o. Desta maneira, ¢ proposto um algoritmo hibrido,
baseado nos Algoritmos Genéticos, com o objetivo de resolver este problema.

Este procedimento consiste em fixar a variavel ¢, de modo que, com cada iteragdo do

algoritmo, um problema de otimizagdo convexo seja resolvido e, ao final de algumas
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geragdes, tenha-se um valor para o ganho K que minimiza a norma %, ou a norma H , de

forma satisfatoria.

5.3.3.1 Realimentagao de estado

INICIALIZACAO
e Gerar uma populagdo ¢, inicial (aleatoria) factivel
e Calcular a aptidao de cada individuo (resolucao das LMIs)
ENQUANTO o nimero maximo de gerag¢des ndo for atingido
Armazenar o melhor individuo da populagao
Executar operador de sele¢ao
Executar operador de cruzamento
Executar operador de mutagao

Substituir o pior individuo pelo melhor individuo armazenado anteriormente

FIM_ENQUANTO

Observagao.: Para cada «, fixo, um problema convexo é resolvido, formulado através das
LMIs. Se o problema tiver solugdo, o «, é factivel.

As LMIs sdo recalculadas apos um cruzamento ou muta¢do (subse¢do 4.3.4.2 e

4.3.4.3), e os individuos obtidos somente sdo efetivados com um resultado factivel.

5.3.3.2 Realimentag¢do de saida

INICIALIZACAO

e Gerar uma populacdo inicial (aleatoria) factivel com «; e L,

e Calcular a aptidao de cada individuo (resolucao das LMIs)
ENQUANTO o nimero maximo de gerag¢des nao for atingido
Armazenar o melhor individuo da populagao
Executar operador de sele¢ao

Executar operador de cruzamento
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Executar operador de mutagao
Substituir o pior individuo pelo melhor individuo armazenado anteriormente

FIM_ENQUANTO

Observacao: Para cada par (aL,Lk) fixo, um problema convexo é resolvido, formulado
através das LMIs. Se o problema tiver solugdo, o par (05 s Lk) é factivel.

As LMIs sdo recalculadas apos um cruzamento ou muta¢do (subse¢do 4.3.4.2 e

4.3.4.3), e os individuos obtidos somente sdo efetivados com um resultado factivel.

Devido a dificuldade de obter-se uma populacdo inicial factivel a partir do par
(05 s Lk) aleatorio, optou-se por uma primeira tentativa simplificada, na qual as restri¢cdes
envolvendo L, sdo suprimidas ((5.80) e (5.84), para o caso ¥ ,, e (5.88) e (5.91), para o caso
H ), e apenas o «, ¢ gerado de forma aleatoria. Utilizou-se as mesmas restrigdes de
estrutura sobre W, e W, (2.54) e (2.55) (subse¢do 2.8.2). Com estas consideragdes, o

problema resultante pode ser resolvido via LMI.

Se o resultado for factivel, testa-se o par (e, , L, ) com todas as restrigdes do problema
H, ou H,,sendoo L, obtido como resposta da primeira tentativa.

Persistindo a infactibilidade, passa-se a considerar como individuo a matriz W,. W, ¢
gerada aleatoriamente. A factibilidade de cada individuo W, ¢ testada através da solug@o dos
problemas (5.77), caso H ', ou (5.85), caso # _, sem levar em consideragdo a restri¢cao sobre
o controle ((5.80) ou (5.88)). Caso W, seja factivel, um par (a s Lk) ¢ obtido como resposta.

Observa-se que para uma matriz W, fixa, sem as restricdes de controle, estes

problemas podem ser resolvidos via LMI.

Novamente a factibilidade do par (e, , L, ) ¢ testada com todas as restrigdes.

Se mesmo assim ndo houver ainda uma resposta factivel, repete-se o ciclo com um

novo ¢, aleatorio.
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5.4 Conclusao

Neste capitulo, o problema de sintese de controladores H', e #  por realimentacdo

dindmica de saida para sistemas com incertezas paramétricas foi apresentado. A solugdo
proposta foi construida a partir dos conceitos de algoritmos genéticos e desigualdades

matriciais lineares, explorando a bilinearidade, em relagdo ao controlador L, e a matriz de

Lyapunov W, existente na formula¢do do problema via desigualdades matriciais. Para se
chegar a esta formulagao foi utilizado o conceito de estabilidade quadratica no tratamento das
incertezas do tipo politopo.

Com base no conceito da @ -invaridncia positiva, foi abordado o problema de sintese

de controladores #, e H , para sistemas sujeitos a restrigdes nas entradas e saidas e nos

controles. Uma condi¢do suficiente foi estabelecida, garantindo a @ -invariancia positiva de
um conjunto elipsoidal, contido na regido de linearidade, para um sistema com perturbagao e
incerteza paramétrica. Assim, o controlador foi concebido de forma a garantir a estabilidade
assintotica de um conjunto elipsoidal de estados, construido a partir de uma matriz de
Lyapunov, sem violar as restricdes temporais admissiveis.

Inicialmente, o problema foi abordado no contexto da realimentacdo de estado. Em
seguida, foi apresentada uma extensdo dos resultados para o caso de realimentacdo dindmica
de saida. Explorando a geometria do problema, um algoritmo hibrido foi proposto para a
busca de uma solu¢ao 6tima.

Como acontece para a condicao de estabilidade quadratica, o fato de trabalhar com os
conjuntos positivamente invariantes do tipo elipsoidal conduz a condigdes suficientes.
Entretanto, com o uso desta abordagem, pode-se tratar diferentes problemas de sintese, para
0s sistemas sujeitos a restrigdes, com um procedimento cuja caracteristica principal ¢ fungdo

das boas qualidades dos AGs e com a eficiéncia das técnicas de otimizagdo convexa.






Capitulo 6

Resultados

6.1 Introducio

Neste capitulo sdo apresentados varios exemplos extraidos da literatura, relacionados
com os diversos problemas abordados no capitulo 5.
Nos algoritmos genéticos utilizados para a resolucdo dos exemplos, a probabilidade de

cruzamento utilizada ¢ pc =1 (ou 100%), conforme visto na se¢do 4.3.4.2, ¢ a probabilidade

de mutacgao foi considerada adaptativa, conforme se¢ao 4.3.4.3.

6.2 Controladores H; e H,, por realimentacio de saida

6.2.1 Exemplo 1

Considera-se o modelo dindmico linearizado no espagco de estado, descrito em
[GER96], que representa o helicoptero VTOL.
O modelo do sistema ¢ dado por (6.1)

&(t) = Ax(¢) + Bw(t) + B,u(t)
¥(8) =C x(t)+ Du(t) + D, w(t)
z, = Cyx(8) + D,,u(?)

z,, = Cx(t) + Dyw(?) + Dy,u(1),

(6.1)
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onde as matrizes incertas 4 e B, sdo determinadas por:

-0,0366 0,0271  0,0188 —0,4555 —0,4422 -0,1761
_| 0.0482 10100 00024 -4,0208) b,, 7,5922
0,1002 a, —07070 a, [ 7 | 55200 —4,4900/
0 0 1 0 0 0

sendo —0,6319<a,, <1,3681, 1,22<a,, <1,62 e 2,7446 <b,, <4,3446 . As demais matrizes

sao:

1 000

3120100’

001 0

00 01
c,=[o 1 00 bD=[0 0] D, ,=[0 0 0 0]
1 0 0 0] [0 0 0 0] [0 0]
01 00 0000 0 0
C,=|0 0 1 0|, D,=|0 0 0 0|, D,=|0 0}
0 001 0000 0 0
0 0 0 O] 10 0 0 0] 0 0]
1 0 0 0] [0 0 0 O] 0 0
0100 0000 0 0
“=lo 01 of Plo oo of P70 of
0 0 0 1] 0 0 0 0] 0 0

Controle H,
Em [GER96] foi projetado um controlador #, 6timo por realimentagdo de saida
estatica. Neste caso, o limitante superior da norma %, obtido foi f=4,500.

O problema resolvido com a utilizagdo do algoritmo hibrido proposto neste trabalho,
para um controlador de dimensao 2 (figura 6.1), apresentou como limitante superior da norma

H, ovalor #=33873.
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w(?)
CONTROLADOR SISTEMA
K(1t) Ax(t) Bw(t) Bu(r) |
ety | &)= 4L+ Be() <>_ x(6) Bw(t) Byu(r) 20
r(?) (6= C.L(1)+ Dielt) u(t) y(t)=C x(1)
’ u(t)=C, € z(t) = Cx(t) + Dyw(t) + D,u(t) > (1)

Figura 6.1: Sistema em malha fechada com realimentacdo de saida.

O controlador dindmico encontrado foi:

_[897819  -527418 5 - 332759
1197211 -1158507 ¢ | 666767 |

~71941 422610 -258886
C, = , D, = .
70017  -411308 255406

Neste exemplo, o algoritmo foi executado durante 20 geragdes com uma populacao de
30 individuos. A evolucdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura
6.2, no qual nota-se uma convergéncia prematura da solugdo. Tal fato justifica-se pela

presenca de um bom individuo na populagdo inicial.
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Maximo Minimo Média ------- Desvio Padrédo

Figura 6.2: Evolugdo do algoritmo genético para o caso de realimentacdo de
saida com otimiza¢do da norma 74.

A tabela 6.1 mostra os resultados obtidos para este problema considerando-se

controladores com dimensodes diferentes.

Tabela 6.1 — Resultados do limitante superior da norma %, para
controladores de diferentes dimensdes.
Limitante superior da

Ordem do controlador

norma H,
2 £ =33873
3 £ =3,7760
4 £ =3,6772

Calculando-se a norma #, 6tima nos vértices com o auxilio da fungdo HINFMIX do

MatLab® [GAH95], obtém-se os seguintes resultados:

Tabela 6.2 — Normas 7, 6timas nos vértices.

ﬂétimo
B(4,,B,,) 3,2144
B(4,,B,)) 3,2142

B(A4;,B,)) 3,2269
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p(4,,B,) 3,2270
p(4;,B5,) 3,2139
B(4,,B,,) 3,2135
p(45,B,,) 3,2261
p(4,,B5) 3,2260

Nota-se pela tabela 6.2 que o limitante encontrado para o sistema sujeito a incertezas ¢

bem proximo dos 6timos nos vértices.

Controle #H

Com o mesmo sistema, o algoritmo hibrido proposto neste trabalho, para a resolugado
do problema de controle ¥, por realimentacdo de saida, também para um controlador de
dimensdo 2 (figura 6.1), apresentou como limitante superior da norma # o valor
y=11,4922.

O controlador dindmico encontrado foi:

Y 3132614  346,4890 5 - 12852
k123089887 -341,7630 ¢ |-11976]

[-18,5738 -20,6692 _[~1006.,1
*1139,7615 153,0236 | F | 50823 [

A evolugdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.3. Para
este exemplo o algoritmo foi executado durante 20 geragdes com uma populacdo de 20
individuos. Nota-se uma convergéncia foi prematura da solucdo, devido a presenca de um

bom individuo na populagao inicial.
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Figura 6.3: Evolugdo do algoritmo genético para o caso de realimentagdo de
saida com otimizagdo da norma 7.

A tabela 6.3 mostra os resultados

controladores com dimensdes diferentes.

obtidos para este problema considerando

Tabela 6.3 — Resultados do limitante superior da norma 74, para
controladores de diferentes dimensdes.

Ordem do controlador

Limitante superior da

norma
2 y =11,4922
3 y =11,4506
4 y =11,4078

Com o controlador obtido para nc =4,

limitante da norma #H " :

tém-se nos vértices os seguintes valores para o

Tabela 6.4 — Normas %, nos vértices.

Controlador obtido pelo
algoritmo hibrido

Controlador 6timo

¥(A4,,B,)=112722

Vo =10,1351

¥(4,,B,,)=112722

Vo =10,1342

¥(4,,B,)=10,1059

Vo = 10,0006

¥(4,,B,,)=10,1059

Y, =10,0016
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¥(4,,B,,)=11,1823 V. = 10,1341
¥(4,,B,,)=11,1823 Y, = 10,1343
¥(4;,B,,)=10,0684 Vo =9,9988
¥(4,,B,,)=10,0684 Vo =9,9983

Os y, . foram calculados com o auxilio do MatLab® (fungdo HINFLMI) [GAH95],

opt
considerando-se cada vértice como um sistema.
Observa-se pela tabela 6.4, que os controladores obtidos tém um limitante da norma

H , proéximo do valor 6timo nos vértices.

6.2.2 Exemplo 2

Considera-se 0 modelo dindmico linearizado no espaco de estado, descrito em
[OHS98], que corresponde a um sistema de péndulo invertido.

O modelo do sistema ¢ dado por (6.1), onde a matriz incerta 4 ¢ determinada por:

0 0 1 0
0 O 0 1
A= ,
0 a;, ay ay
0 a, a; ay
sendo a,, =—0,0369, -0,1183<a,, <-0,0968, 0,5336-107° < a,, <0,6522- 107,

a, =30,7744, 0,3025<a,, <0,3697 ¢ —0,5444<qa,, <-0,4454. Os elementos a,; € a,; ¢

os elementos a,, ¢ a,, derivam de apenas dois parametros distintos [OHS98]. Desta forma,

ha apenas quatro vértices para a matriz 4. As demais matrizes sdo:

1 0
0 0
B] = 5 Bz = )
0 4,9292
0 -15,4051
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23,3000 0 0 0 0 0
C, = , D,=| |, D, =|_|
! 0 3,3200 0 O "0 ! 0

1 000 0 0 0
C:0100D_00D:0
oo 1 of * oo " |of
0 0 0 1] 0 0] 0]
[1 0 0 0] [0 0] 0]
0100 0 0 0
C,=|0 0 1 O D,=|0 0|, D,=|0]|
00 0 1 0 0 0
10 0 0 0] 10 0] 1]

Controle #,

Em [OHS98], foi considerado o problema de controle #, por realimentacdo de saida.
O controlador obtido em [OHS98] de dimensdo 4 tem limitante superior da norma #, de
[ =3,6433.

O problema resolvido com a utilizagdo do algoritmo hibrido proposto neste trabalho,
para um controlador de mesma dimensao (figura 6.1), apresentou como limitante superior da
norma #, o valor f=2,2417.

O controlador dindmico encontrado foi:

~16033 3755  —20189 10735 -78143 6337
. 1532370 —358886 1929598 —1025996 . | 7468691 -605737
4, =10° , B, =10°x ,
173026  —40523 217879  —115850 843322  -68397

834581 —195462 1050925 —558793 4067706 -329905

C, =10°x[14032 —3286 17669 —9395] D, =107 x[68390 —5547]

A evolugdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.4. Para

este exemplo o algoritmo foi executado durante 30 geragdes com uma populacdo de 20
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individuos. Neste grafico é possivel observar a convergéncia gradativa do algoritmo em busca

da melhor solugao.

AR e N VAN
R T I

0\ N \ / ______ v\ /

Maximo Minimo

Média ------- Desvio Padréo ‘

Figura 6.4: Evolugdo do algoritmo genético para o caso de realimentagdo de
saida com otimizacdo da norma 7.

Controle H
Com o mesmo sistema, o algoritmo hibrido proposto neste trabalho, para a resolugdo

do problema de controle ¥, por realimentacdo de saida, também para um controlador de
dimensdo 4 (figura 6.1), apresentou como limitante superior da norma #H, o valor ¢
y=1,4763.

O controlador dindmico encontrado foi:

, [ 0,0218  0,0024 , [ 10,0025 00299
4, =10° x . B, =1 ,

X
-4,2914 -0,4697 -0,4924 -5,8918

C, =10"x[-2,0072 -0,2197] D, =10%x[-0,2303 —2,7557}
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A tabela 6.5 mostra os resultados obtidos para este problema considerando
controladores com dimensdes diferentes, com o algoritmo executado para 10 geragdes com

uma populagao de 10 individuos.

Tabela 6.5 — Resultados do limitante superior da norma 74, para
controladores de diferentes dimensdes.
Limitante superior da

Ordem do controlador

norma #H
2 ¥ =1,1985
3 y =1,4978
4 y =1,4763

Com o controlador obtido para nc =4, t€ém-se nos vértices os seguintes valores para o

limitante da norma #H " :

Tabela 6.6 — Normas %4, nos vértices.
Controlador obtido pelo
algoritmo hibrido

Controlador 6timo

¥(4,,B,)=1,4750 Vo =1,1817
¥(4,,B,)=1,4627 Vo =1,1751
¥(4;,B,)=1,4647 Vo =1,1788
¥(4,,B,)=1,4729 Vo =1,1765

Os y,, foram calculados com o auxilio do MatLab® (funcdo HINFLMI) [GAH95],

considerando-se cada vértice como um sistema.
Observa-se pela tabela 6.6, que os controladores obtidos tém um limitante da norma

H  proximo do valor 6timo nos vértices.

6.2.3 Exemplo 3

Considera-se o modelo dindmico incerto no espaco de estado, descrito em [GALS86],
que representa a dindmica do eixo lateral do avido L-1011.

O modelo do sistema ¢ dado por (6.1), onde a matriz incerta 4 ¢ determinada por:
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~-2,9800  a, 0  —0,0340
Y —-0,9900 -0,2100 0,0350 —0,0011
0 0 0 10
0,3900 -5,5550 0 —1,8900
onde —0,57<aq,, <243,
1 0 00 —0,0320 |
31:0100332: 0 ’
001 0 0
00 01 —1,6000 |

1 000 00 00 0
01 00 00 00 0

sz aDzl_ :Dzz_:
001 0 00 00 0
0 0 0 1] 10 0 0 0] 1
(1 0 0 O] [0 0 0 O] 0
01 00 00 0 0 0

C1: 7D11_ 7D12_'
001 0 00 0 0 0
0 0 0 1] 0 0 0 0] 1

Controle #,

Utilizando-se o algoritmo hibrido proposto neste trabalho, para a busca de um

controlador (nc =4) por realimentacdo dinamica de saida, obteve-se o seguinte resultado:

-8669860 9182049 1758145 4740673 9117383 1600046
4857463 —5173839 975283  —-2662559 B - -5125240 -896914

“ | -2849621 3016798 —578258 1557911 | 2996036 525887
617900  —-660472 123289 —-339211 —-653312 -114128

’
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C, =[0,0829 0,6987 0,5315 2,7804], D, =[-2,2477 —1,9466]

e o limitante superior da norma #, f=>5,5666 .
Neste exemplo, o algoritmo foi executado durante 30 geragdes com uma populacio de
20 individuos. A evolucdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura

6.5, no qual nota-se a convergéncia gradativa para uma melhor solucao.

——r
N IVAV.Y W AT BV
Nanwa ]

/Y

0102 / " V =

Geragao

‘ Maximo Minimo Média ------- Desvio Padréo ‘

Figura 6.5: Evolugao do algoritmo genético para o caso de realimentagdo de
saida com otimiza¢do da norma 74.

A tabela 6.7 mostra os resultados obtidos para este problema considerando-se
controladores com dimensdes diferentes. Pode-se observar, pela tabela 6.7, que ha uma

degradagdo do limitante superior da norma # ', com o aumento da ordem do controlador. Isto

se deve, provavelmente, ao aumento do numero de variaveis do problema, o que dificulta a

inicializacdo e a progressao do algoritmo proposto.

Tabela 6.7 — Resultados do limitante superiorda norma #5 para controladores
de diferentes dimensoes.
Limitante superior da
norma H,

2 B =4,7655
4 B =5,5666

Ordem do controlador
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Controle H
Para o problema de controle H ', por realimentagdo de saida, o algoritmo hibrido

fornece o seguinte controlador de dimensao 4:

~553732  126,4105  2,8989 —11,7246 ~28,0977 —122,0502
_| 259.5654 —616,6393 147054 542766 | | 139,574 5949168
1 26,9660 —643017 -28756 56125 | f | 14,6428 62,1753 |
~50,9309 117,2456  2,6529 —12,3734 ~26,3892 —113,8668

C, =[169.9306 —-399,0221 -9,3232 36,2010 D, =[89,4863 386,0909]

e o limitante superior da norma #H, ¢é o valor y =27,4263.

Neste exemplo, o algoritmo foi executado durante 30 geragdes com uma populagao de
20 individuos. A evolucao do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura
6.6, no qual nota-se uma convergéncia prematura da solugdo. Tal fato justifica-se pela

presenca de um bom individuo na populagdo inicial.

ARV SN
CINALTTT
\\ A / | \ / v

MR |

0 10 Geragéio 20 30

Figura 6.6: Evolugao do algoritmo genético para o caso de realimentagdo de
saida com otimiza¢do da norma J4,.

Aptidao

Maximo Minimo Média ------- Desvio Padrao ‘
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A tabela 6.8 mostra os resultados obtidos para este problema considerando

controladores com dimensodes diferentes.

Tabela 6.8 — Resultados do limitante superiorda norma 7, para controladores
de diferentes dimensdes.
Limitante superior da

Ordem do controlador

norma
2 ¥y =27,4263
3 y=27,4263
4 y =27,4263

Nota-se que o limitante da norma #, n3o varia de forma significativa com a

dimensdo do controlador.

6.2.4 Exemplo 4

Considera-se o modelo linearizado no espago de estado que descreve o
comportamento dindmico de um satélite com dois corpos rigidos (corpo principal e médulo de
instrumentagao), descrito em [GAH95].

O modelo do sistema ¢ dado por (6.1), onde a matriz incerta 4 ¢ determinada por:

0 0 1 0
0 0 0 1

A= ,
-4 a4 —a, a

a —a a, —a

sendo 0,09<a, <0,4 e 0,0038 <a, <0,04. As demais matrizes sdo:
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Controle #,
O problema de controle #, foi resolvido com a utilizagdo do algoritmo hibrido

proposto neste trabalho, para um controlador de dimensao 5 (figura 6.1).

O controlador dindmico encontrado foi:

[-92,6459 102,4540 -116,0864 -0,7262 -61,0338] [-18,7364 ]
-61,6828 68,5365 -77,2109 0,5460 -41,2936 -12,5455
A, =| -7,1951 85840 -10,2483 0,8499 -5.8828 |, B, =| -1,5453 |,
80,7918 -89,4905 99,2891 -0.2656 54,0626 16,1806
| 43,3356 -48,4963 56,6092  0,0548 29,1617 | | 8,8667 |

C, =[-70,8789 78,7049 -88,6977 0,5978 -46,6240], D, =[-14,2859]

e o limitante superior da norma #, associado ¢ £ =16,4540.

A evolugao do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.7. Para
este exemplo o algoritmo foi executado durante 30 geragdes com uma populacdo de 50
individuos. Devido ao fato do controlador ser de dimensdo elevada (nc=35), houve
dificuldade para a determinagdo de uma populagdo inicial factivel. Como ocorreu da
populacdo inicial possuir um bom individuo, nota-se a convergéncia prematura da solugdo,

como pode ser visto pelos valores maximos na figura 6.7.
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Figura 6.7: Evolugdo do algoritmo genético para o caso de realimentagdo de
saida com otimizagdo da norma 4.

Controle H
Com o mesmo sistema, o algoritmo hibrido proposto neste trabalho, para a resolucao

do problema de controle # , por realimentagdo de saida, também para um controlador de

dimensdo 5 (figura 6.1), apresentou como limitante superior da norma #, o valor

vy =43,2474 .
O controlador dinAmico encontrado foi:
[ 71670 86090 22040 30380 35220 | -7080 |
5720 6870 1760 2420 2810 -565
A, =|-124410 -149430 -38260 -52730 -61130|, B, =|12289 |,
-74280 -89220 -22840 -31480 -36500 7337
| -18350  -22040 -5640 -7780  -9020 | | 1814 |

C, =[163720 196650 50350 69390 80450} D, =[-16173]
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6.3 Controladores 7 e #,, com restri¢oes no dominio do tempo

6.3.1 Estabilizacio por realimentacio de estado

6.3.1.1 Exemplo 1

Considera-se o modelo linearizado no espagco de estado que descreve o
comportamento dindmico de um avido no plano vertical, descrito em [LEIO3].

O modelo do sistema ¢ dado por:

%(t) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t)
(&) =C x(t)+ Du(t) + D, w(t)
z, =C,x(t) + D,,u(t)

z, = Cx(t) + D,w(t) + D,u(t)

onde
0 0 1,1320 0 -1 ]
0 —0,0538 —0,1712 0 0,0705
A=|0 0 0 1 0 |
00,0485 0 -0,8556 —1,0130
0 —0,2909 0 1,0532  —0,6859 |
[0,03593 0 0,01672 | 0 0 0 |
0 0,00989 0 -0,12 1 0
B =| 0 —0,07548 0 |, B,=| 0 0 0 |
0 0 0,05635 4419 0 -1,665
10,00145 0 0,06743 | 1,575 0 -0,0732
1 0000 0 0 0 00 0
C,=|0 1 0 0 0, D,=[0 0 0|, D,=|0 0 0},
00100 0 0 0 0 0 0
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0 0,70711 0 0 0 0 00 0,70711 0 0
Cz = , Dy = s Dy = >
0 0 0,70711 0 O 0 00 0 0,70711 O

0 0,70711 0 0 0 0 00 0,70711 0 0
C = , Dy = , Dy = .
0 0 0,70711 0 O 0 00 0 0,70711 0

Supde-se que o sistema esteja sujeito a restricdes no dominio do tempo e a uma

perturbagdo confinada a uma esfera de raio w, =1.

O conjunto dos estados admissiveis foi definido pela seguinte expressao:

—45<x,()<45
—45<x,()<45
—45<x,(1)<4,5
—45<x,()<45
—4,5< x,(f) < 4,5.

As restrigdes nos controles sdo dadas por:

-9<u,(1)<9
-9<u,(t)<9
-9<u,(t)<9.

As restri¢cdes nas saidas sao dadas por:

~45< (1) <45
—45<y,(1)<4,5
~45<y,(5)<45.

Foi considerada uma regido de estados iniciais admissiveis, centrados na origem,

definida pelo seguinte envelope convexo:

~1,25<x,,(1)<1,25
~1,25 < x,,() < 1,25
~1,25 < x,, (1) <1,25
~1,25 < x,, (1) <1,25
~1,25 < x,5(1) <1,25.
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O sinal de referéncia deve satisfazer as restri¢des

-2<r<2,i=1,2,3. (6.2)

Para a aplicagdo do procedimento descrito no capitulo anterior, considera-se uma

esfera circunscrita na regido definida por (6.2).

Controle H,

O exemplo considerado foi analisado para um caso sem restrigdes. A fungdo MSFSYN
do MatLab® [GAH95] foi utilizada para a sintese. Esta funcio, a partir das equagdes no
espago de estado, calcula o controlador por realimentacao de estado (¢ = Kx) que minimiza a
norma ¥ ,.

Os resultados obtidos para o caso 6timo foram:

2,7344e-011 -1,0000 -4,4538e-010 1,7110e-010 1,9320e-010
K ={-9,8403e-011 1,6022¢-011 -1,0000 -2,2660e-011 1,1277e-010
-1,1430 -7,3403 3,8633 0,9031 0,9408

como ganho de realimentacdo de estado e

B=61104-10"

como limitante superior da norma %, .
O sistema com restrigdes, resolvido com a utilizagdo do algoritmo hibrido proposto

neste trabalho, teve os seguintes resultados:

1,1340  0,6483 -0,2825 -0,7082 -0,9296
K =(-0,5904 -2,1536 -1,1402 -0,0099 0,9102
2,8042 -0,0863 6,4450 1,7339 -3,5088

como ganho de realimentacdo de estado e
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B =4,3056

como limitante superior da norma #, .
Com as restri¢cdes temporais do problema, ¢ natural que a norma #°, degrade.

A regido elipsoidal Q de D -invariancia positiva para o sistema de malha fechada

ficou determinada por:

[ 0,5570 01189  0,7046 01546 —0,4587]
0,189 03445 0,0860 0,0204 —0,1425

W '=| 0,7046  0,0860 15625  0,0080 —0,7932
0,1546  0,0204 0,3380 01243 —0,1839

| —0,4587 —0,1425 —0,7932 -0,1839 0,5312 |

Para este exemplo o algoritmo foi executado durante 30 geracdes com uma populacao
de 10 individuos. A evolucdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura
6.8, no qual pode-se notar a rapidez com que o algoritmo atinge um valor 6timo e, a partir de
tal ponto, a evolugdo passa a ser significativamente lenta.

Uma particularidade deste exemplo foi a dificuldade na determinagdo de uma
populagao inicial factivel, a qual s6 foi conseguida concentrando-se os individuos iniciais
numa faixa de busca mais resumida em comparagdo com a faixa de busca dos demais
exemplos utilizados neste trabalho. Isso justifica a presenga de um bom individuo na
populagdo inicial, mesmo considerando-se populagdes maiores, que nao proporcionaram
nenhuma melhora substancial no ganho e ainda aumentaram o tempo de execucdo do
algoritmo.

Conforme visto no capitulo 4, a utilizacdo de um valor de probabilidade de mutagao
adaptativo forca a diversidade da populacdo, evitando uma convergéncia prematura a um
otimo local. Mesmo assim, ainda relacionado ao fato da dificuldade de obtengdo de elementos
factiveis, muitas vezes varias mutagdes ou cruzamentos ndo puderam ser realizados durante

uma geragao, pois somente resultados factiveis sao efetivados.
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Figura 6.8: Evolugdo do algoritmo genético para o caso de realimentagdo de
estado com otimizacdo da norma 7.
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O melhor a encontrado pelo algoritmo na solucao do problema, foi a =1,5103.

Controle H

O exemplo considerado também foi analisado para um caso sem restrigdes. A mesma
funcdo MSFSYN do MatLab® [GAH95] foi utilizada para a sintese, agora minimizando o
ganho RMS.

Os resultados obtidos para o caso 6timo foram:

-1,4477e - 006 -1,0000 2,6246e-006 1,9735e-006 -4,2745e-007
K =(-2,4944e-007 -1,2076¢-006 -1,0000 3,9179¢-007 -1,6885¢-007
-0,8911 -6,8015 3,3955 0,9386 0,7346

como ganho de realimentagdo de estado e

¥ =4,9853-10™

como limitante superior da norma # .

O sistema com restrigdes, resolvido com a utilizagdo do algoritmo hibrido proposto

neste trabalho, teve os seguintes resultados:
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2,4180 3,6476
K =[-1,6531 -6,3684
3,0000 -0,7603 6,5396

como ganho de realimentagdo de estado e

como limitante superior da norma H .

7 =1,0270

-0,0850

-1,0197 -2,1128
-0,8775 10,3844  2,3838
1,5637 -3,4392

A regido elipsoidal Q2 de D -invariincia positiva para o sistema de malha fechada

ficou determinada por:

10,8198

0,5404
W =| 0,7642
0,1390

0,5404

1,5625

0,1391
-0,0330

0,7642
0,1391
1,5625
0,3455

| —0,6722 -0,6382 —0,8466

0,1390
-0,0330
0,3455
0,1288
—-0,1589

-0,6722]
—0,6382
—0,8466
—0,1589
0,7449 |

A evolugdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.9. Para

este exemplo o algoritmo foi executado até 30 geragdes com uma populagdo de 20 individuos.

Novamente ocorreu dificuldade na determinagdo de uma populagdo inicial factivel, sendo

necessario reduzir a faixa de busca comparando-se com a faixa de busca utilizada nos demais

exemplos deste trabalho. Tais valores foram levantados empiricamente apos testes exaustivos.

Como conseqiiéncia da dificuldade de obter-se uma populacio inicial factivel, pode-se notar a

rapidez com que o algoritmo atinge um valor 6timo e, a partir de tal ponto, a evolucdo passa a

ser significativamente lenta. Populagdes maiores ndo proporcionaram nenhuma melhora

substancial no ganho, justamente pelo fato da populagdo inicial estar resumida a uma faixa

mais estreita.
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Figura 6.9: Evolugdo do algoritmo genético para o caso de realimentagdo de
estado com otimizagdo da norma .

O melhor a encontrado como solugdo do problema com o algoritmo foi & =1,9821.

6.3.1.2 Exemplo 2

Considera-se o sistema continuo incerto abordado em [PER95], onde ¢ proposto um
controle por realimentagdo de estado para o caso de um problema misto H,/H , sem

restricdes. Este sistema ¢ descrito pelas seguintes equagdes:

&(t) = Ax(¢) + Bw(t) + B,u(t)
¥(8) =C x(t)+ Du(t) + D, w(t)
z, = Cyx(8) + D,,u(t)

z, = Cx(t)+ D, w(t) + D,u(t)

onde as matrizes incertas 4 e B, sdo determinadas por:

0,6812 0,2944 -0,9223 0,9386 —2,1884
A=10,8284 -16680 -0,4420|, B,=| b, 0,2947 |,
0,2091 1,5766 — a3 -1,0445 -0,2946

com —1<ay;(t)<1e —0,4723 < b, (¢) <0,9445. As demais matrizes sdo:
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1 00
B, =0 1 0|, 1 10 0 0 0 0 0
C = s Dy = s vW: s
0 0 1 Y10 0 1 0 0 0 0 0
1 1 0] 0 0 0] 0 0
C_101 D_})oo D_oo
27100 of " loo o 2 |1 of
0 0 0] 0 0 0] 0 1
(1 1 0] [0 0 0] 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0
Cl = 5 D11 = 5 D12 =
0 0 0 0 0 0 1 0
10 0 0] 10 0 0] 0 1

As restrigdes no estado sao dadas por:

~10<x,(£) <10
~10<x,(£) <10
~10 < x,(1) < 10.

O controle esté sujeito as seguintes restri¢des:

~20<u,(1)<20
—20 <u,(f) < 20.

As restri¢cdes nas saidas sao dadas por:

—8< y (1) <8
—6<1,(t)<6

e as perturbacdes pertencem a uma esfera de raio w, =0,5.

O sinal de referéncia deve satisfazer as restrigoes

—2<r<2,i=12. (6.3)
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Para a aplicagdo do procedimento descrito no capitulo anterior, considera-se uma
circunferéncia circunscrita na regido definida por (6.3).
Além disso, foi considerada uma regido de estados iniciais admissiveis, centrados na

origem, definida pelo seguinte envelope convexo:

~1,25<x,,(1)<1,25
~1,25 < x,,(£) <1,25
~1,25 < x,,(1) <1,25.

Controle #H,

O exemplo considerado foi analisado para um caso sem restrigdes. A fungdo MSFSYN
do MatLab® [GAH95] foi utilizada para a sintese. Esta funcdo calcula o controlador por

realimentagdo de estado (u = Kx) que minimiza a norma % ,.

Os resultados obtidos para o caso 6timo foram:

-0,7095 0,1465 1,3637
2,0359 11,6309 11,7898

como ganho de realimentagdo de estado e

B =2,4793

¢ o limitante superior da norma ¥, .

O problema com restrigdes, resolvido com a utilizacdo do algoritmo hibrido proposto

neste trabalho, teve os seguintes resultados:

¥ -1,6879 -1,2869 1,8601
12,9690 4,6905 5,0628

como ganho de realimentagdo de estado e
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B =1,7969

como limitante superior da norma #, .

A regido elipsoidal Q de D -invariancia positiva para o sistema de malha fechada

ficou determinada por:

0,3658 0,5877 0,4272
W '=10,5877 1,5624 1,0675
0,4272 1,0675 1,5625

A evolugdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.10.
Para este exemplo o algoritmo foi executado até 30 geragdes com uma populagao de 10
individuos. Ao contrario dos casos anteriores, a determinag¢ao da populagao inicial, neste caso,
foi mais facil, podendo-se adotar uma faixa de busca mais ampla. Tais valores foram
levantados empiricamente apos testes exaustivos. Com uma faixa de busca mais ampla, a
convergéncia mostra-se significativamente mais lenta e os operadores genéticos conseguem

produzir resultados mais efetivos.
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Figura 6.10: Evolucao do algoritmo genético para o caso de realimentacao
de estado com otimizagdo da norma 4.

O melhor vetor a encontrado como solu¢ao do problema, com o algoritmo, foi:
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a=[7,4074 6,6035 54895 7,3569]

Controle #H

O exemplo considerado também foi analisado para um caso sem restricdes. A mesma
funcio MSFSYN do MatLab® [GAH95] foi utilizada para a sintese, agora minimizando o
ganho RMS.

Os resultados obtidos para o caso 6timo foram:

‘o 49,5089 122,2969 167,7769
1347.8135 8449172 1051,3447

como ganho de realimentacdo de estado e

7 =1,8505

¢ limitante superior da norma # .

O sistema com restrigdes, resolvido com a utilizacdo do algoritmo hibrido proposto

neste trabalho, teve os seguintes resultados:

_|-L,7918 -1,9388 2,7139
13,3030 4,3050 5,8860

como ganho de realimentacdo de estado e

¥ =2,2820

como limitante superior da norma H .
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A regido elipsoidal Q de D -invariancia positiva para o sistema de malha fechada

ficou determinada por:

0,3992 0,6508 0,3859
W' =10,6508 1,5625 0,9881
0,3859 10,9881 1,5625

A evolugdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.11.
Para este caso o algoritmo foi executado durante 30 geracdes com uma populacdo de 10
individuos. A mesma facilidade na determinag@o da populagao inicial para o caso # , repete-
se para o caso H_ , podendo ser considerada uma faixa de busca mais ampla em comparagio
a faixa de busca utilizada nos exemplos anteriores. Neste caso, mesmo com uma maior faixa
de busca, ¢ possivel observar no grafico (figura 6.11) a convergéncia prematura, fato
justificado pela presenga de um bom individuo na populacgao inicial. Popula¢des maiores nao
proporcionaram nenhuma melhora substancial no ganho, a convergéncia apresentou-se mais

lenta e houve aumento demasiado no tempo de processamento.
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Figura 6.11: Evolucao do algoritmo genético para o caso de realimentacao
de estado com otimiza¢do da norma #4,.

Média ------- Desvio Padrao

Maximo Minimo

O melhor vetor & encontrado como solucdo do problema, com o algoritmo tendo as

caracteristicas citadas anteriormente, foi:
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a:[10,8253 11,1586 9,5802 9,4441 9,0015 9,2192].

As figuras 6.13, 6.14 e 6.15 ilustram o comportamento do controle, da saida e do
estado para o sistema da figura 6.12, para o caso sem e com restricdo. Nota-se, que para o
caso sem restricdo, os valores finais podem ser bastante grandes, como ocorreu com o
controle, neste exemplo. Também ¢ importante observar que, para o caso com restri¢ao, os

valores das restricdes nao sao violados.

w(?)
SISTEMA

() Ax(t) Bw(t) Bu(t)y ——>z(t)
»(6)=C,x(®) ()

(1) % z(t) = Cx(t) + D,w(t) + Dyu(t) > x(7)

K

Figura 6.12: Sistema de malha fechada para realimentacdo de estado.

Sem restrigbes Com restricdes
3
1
2,5
0,5 2
t
05 05 1,5 2 )
4 AN
A
-1.5 / 0 ; ; t
2 / 0,5 \ 0,5 1 15
2,5 / -1 \
-3 -1,5
[—Saida 1 (y1)— Saida 2 (y2) [—Saida 1 (y1) — Saida 2 (y2)|

Figura 6.13: Comparagdo entre as saidas dos sistemas sem ¢ com restri¢ao
para o caso de realimentacdo de estado com otimizagdo da norma #,.
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Figura 6.14: Comparagdo entre os estados dos sistemas sem ¢ com restri¢ao
para o caso de realimentacao de estado com otimizacdo da norma #.
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Figura 6.15: Comparagao entre os controles dos sistemas sem e com
restricdo para o caso de realimentacdo de estado com otimizagdo da norma
He.

6.3.1.3 Exemplo 3

Considera-se o seguinte sistema restrito sujeito a incertezas do tipo politopo abordado

em [MIL94]:

%(t) = Ax(t) + Bw(t) + Bu(t)
(&) =C x(t)+ Du(t)+ D, w(t)
z, = C,x(t) + D,,u(t)

z, = Cx(t) + D, yw(t) + D,u(t)

onde as matrizes incertas 4 e B, sdo determinadas por:
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91 047 -a, 1,82 3,61
A=117,62 0 756 |, B,=|124 -3,77|,
a3y  —d3;p dyp b,, 0

sendo 6,33<4a,()<6,53, 237<a,(t)<2.87, 3,03<a,(¢)<3,53, 9,66<a,(1)<10,16 e
4,71<b,,(t) <5,11. As demais matrizes sdo:

1 00 0 0 0 00
1 00 010 0 0 0 00
B=/0 1 0|, C,=|0 0 1|, D=0 0|, D,=(0 0 0},
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 0
10 0 0] 10 1) 0 0 0]
1 0 0] [0 0 0] [0 0]
01 0 00 0 00
C,={0 0 1|, D,=|0 0 0|, D,=|0 0},
00 0 00 0 1 0
10 0 0] 10 0 0 0 1]
1 0 0] 0 0 0] 0 0
C,=|0 1 0|, D,=|0 0 0, D,=[0 0]
0 0 1] 0 0 0] 0 0

Supde-se que o sistema esteja sujeito a restrigdes no dominio do tempo e a uma

perturbacdo confinada & uma esfera de raio w, =0,5.

O conjunto dos estados admissiveis ¢ definido pela seguinte expressao:

~8,757 569 197 -1,68 8,75
~10,50 [p| 2,24 —1,68 5,59 |x(t)p|10,50
~1,00 0 0 100 1,00

As restricdes nos controles sao dadas por:

~1<u)<11
—1<u,()<11.

As restricdes nas saidas sao dadas por:
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~35<y,(t)<35
—35<y,(t)<35
—35<y,(£)<35
~35<y,(t)<35
—35< y,(f) <35.

Foi considerada uma regido de estados iniciais admissiveis, centrados na origem,

definida pelo seguinte envelope convexo:

~125<x,,(£) <1,25
—1,25< x,,(£) <1,25
—1,25 < x,,(£) <1,25.

O sinal de referéncia deve satisfazer as restrigoes

—1<r<li=1,2. (6.4)

1

Para a aplicagdo do procedimento descrito no capitulo anterior, considera-se uma

circunferéncia circunscrita na regido definida por (6.4).

Controle #,

O exemplo considerado foi analisado para um caso sem restrigdes. A fungado MSFSYN
do MatLab® [GAH95] foi utilizada para a sintese. Esta funcdo, calcula o controlador por

realimentacdo de estado (# = Kx) que minimiza a norma % ,.

Os resultados obtidos para o caso 6timo foram:

X -2,8176  -1,0508 3,5605
T |-6,7821 -0,5562 -1,3888

como ganho de realimentagdo de estado e
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B =1,9058

como limitante superior da norma %, .
Para o sistema com restrigdes, a utilizacdo do algoritmo hibrido proposto neste
trabalho, resulta em:

o -1,5877 -1,0988 4.6311
- 1-8,6263 -1,3611 -3,2229

como ganho de realimentacdo de estado e

B=9,7115

como limitante superior da norma %, .
A regido elipsoidal QQ de D -invariancia positiva para o sistema de malha fechada ¢

determinada por:

1,5625 0,4056 0,2758
W '=10,4056 0,2019 0,0034
0,2758 —0,0034 1,1760

Neste exemplo o algoritmo foi executado durante 30 geragdes com uma populacdo de
10 individuos. A evolucdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura
6.14. Para este caso também foi possivel a utilizacdo de uma faixa de busca mais ampla, o que
possibilitou melhor exploracdo dos operadores genéticos e tornou a convergéncia gradativa,
mesmo com a primeira populagdo contendo um individuo com uma aptidao bastante proxima
da ultima alcangada. Populagdes maiores ndo proporcionaram nenhuma melhora substancial

no ganho, aumentando, ainda, o tempo de processamento.
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Figura 6.16: Evolucao do algoritmo genético para o caso de realimentacao
de estado com otimizacdo da norma .

O melhor vetor & encontrado como solu¢do do problema com o algoritmo foi:

052[11,9703 10,3084 8,5360 35,2105  7,9493 14,1614]

Controle H

O exemplo considerado também foi analisado para um caso sem restrigdes. A mesma
funcio MSFSYN do MatLab® [GAH95] foi utilizada para a sintese, agora minimizando o
ganho RMS.

Os resultados obtidos para o caso 6timo foram:

_| 103770 99200 66615
~1-358590000 -342790000 -230160000

tendo
y=0,1116

como limitante superior da norma H .
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O problema de controle #, com restri¢des, resolvido com a utilizagdo do algoritmo

hibrido proposto neste trabalho, tem como solugao:

| -0,0701 -0,3773  6,8600
|-11,5496 -3,6158 -5,0720

como ganho de realimentagdo de estado e

¥ =0,7067

como limitante superior da norma # .

A regido elipsoidal ©Q de D -invariancia positiva para o sistema de malha fechada ¢

determinada por:

1,5625 0,6023 0,5574
W '=10,6023 03914 0,3110
0,5574 0,3110 1,2569

A evolucdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.15.
Para este caso o algoritmo foi executado durante 30 geracdes com uma populagdo de 20
individuos. Neste caso, a convergéncia também foi prematura devido ao fato da populacao

inicial conter um bom individuo.
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Figura 6.17: Evolugao do algoritmo genético para o caso de realimentacdo

de estado com otimizac¢ao da norma %4,.

O melhor vetor & encontrado como solucao do problema, com o algoritmo tendo as

caracteristicas citadas anteriormente, foi:

a=[10,8523 11,1586 9,5802 9,4441 9,0015 9,2192].

6.3.2 Estabilizacao por realimentacio de saida

6.3.2.1 Exemplo 1

Considera-se o modelo linearizado no espagco de estado que descreve o

comportamento dindmico de um sistema, descrito em [GER96].

O modelo do sistema ¢ dado por:
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%(t) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t)
»(@&)=C x(t)+ Du(t) + D, w(t)
z, =C,x(t) + D,,u(t)

z, = Cx(t) + D,yw(t) + D,u(t)

onde as matrizes incertas 4 e B, sdo determinadas por:

~0,0366 00271 0,0188 —0,4555 ~0,4422 —0,1761
0,0482 —10100 0,0024 —4,0208 b, 75922

T 01002 @, -07070 a, | * | 55200 -4,4900]
0,0000  0,0000  1,0000  0,0000 0,0000 0,000

sendo —0,6319 <a,,(f) <1,3681, 0,0038 <a,,(f)<0,04 e 2,7446<b, (f)<4,3446. As

demais matrizes sdo:

S O = O
oS = O O
- o O O

c,=[0 1 00 D=0 o0 D,=[0 0 0 0]

(1 0 0 O] 0 0 0 O [0 0]
01 00 0000 0 0
C,={0 0 1 0, D,=[0 0 0 O, D,=|0 0],
00 0 1 0000 0 0
10 0 0 0] 0 0 0 0] 0 0]
[1 0 0 O] [0 0 0 O] 0 0
01 00 00 00 0 0
“=loo1 0 P00 o0 o P70 0
0 0 0 1] 0 0 0 0] 0 0

As restrigdes no estado sao dadas por:
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—40 < x,(f) <40
—40< x, () < 40
—40 < x,(1) <40
—40 < x, (¢) < 40.

O controle esté sujeito as seguintes restri¢des:

—80 <u,(f) <80
—80 <u,(r) <80.

As restrigdes nas saidas sao dadas por:

{~40 <y, (r) <40,

e as perturbagdes pertencem a uma esfera de raio w, =0,5.

O sinal de referéncia deve satisfazer as restri¢oes

-2<r <2, i=1.

1

Além disso, foi considerada uma regido de estados iniciais admissiveis, centrada na
origem, definida pelo seguinte envelope convexo:
-1,25<x, (1)< 1,25
-1,25<x,,(t) <125
-1,25<x,,(r)<1,25
—1,25<x,,(1) £1,25.

Controle H,

O sistema resolvido com a utilizacdo do algoritmo hibrido proposto neste trabalho,

para um controlador de dimensao 5, teve os seguintes resultados:



-1,3236  1,8514
] 12,3428 -1,6433
48117 -7,7703
-3,3198 -2,6866
como ganho de realimentacao de saida e
p=52,3822

como limitante superior da norma %, .

A evolugdo do algoritmo genético utilizado
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0,6619
-1,1022
-2,5516
-1,3132

¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.16.

Para este caso o algoritmo foi executado até¢ 20 geracdes com uma populagdo de 10

individuos. O aumento do numero de geragdes

ou de individuos na populacdo nao

proporcionou melhoras significativas no resultado final considerando o aumento no tempo de

processamento.
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Figura 6.18: Evolugdo do algoritmo genético para o caso de realimentacao
de saida com otimizac¢do da norma #4.

O melhor vetor a encontrado como solucdo do problema, com o algoritmo, foi:
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052[0,0875 0,1009 0,0772 0,0941 0,1087 0,0962 0,0731 0,1069]

Para o sistema em malha fechada da figura 6.1, o controlador encontrado foi:

k

_[-7.7703 -2,5516 [ 48117
1-2,6866 -1,3132 F |-3,3198"

k

[1.8514  0,6619 b ~1,3236
C1-1,6433 -1,1022] F | 23428 |

6.3.2.2 Exemplo 2

Considera-se o sistema continuo incerto abordado em [PER95], onde ¢ proposto um
controle por realimentagdo de estado para o caso de um problema misto H,/H  sem
restri¢des. Este sistema ¢ descrito pelas seguintes equagdes:

%(t) = Ax(t) + Bw(t) + B,u(t)
(&) =C x(t)+ Du(t)+ D, w(t)
z, = C,x(t) + D,,u(t)

z,, = Cx(t) + D, yw(t) + D,u(t)

onde as matrizes incertas 4 e B, sdo determinadas por:

0,6812 10,2944 -0,9223 09386 —2,1884
A=108284 -1,6680 —0,4420|, B,=| b, 0,2947 |,
0,2091 1,5766 —a;, —-1,0445 -0,2946

com —1<a,(t)<1e —0,4723<b,,(¢) <0,9445. As demais matrizes sao:

0

0}, I 10 0 0 0 0 0
C’: > Df: > Dw: ’

1 Y10 0 1 10 0 ! 0 0 0
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1 10 0 0 0 0 0
C_IOID_OOOD_OO
oo of oo of |1 of

0 0 0 0 0 0 0 1

1 1 0] 0 0 0] 00

1 01 0 0 0 0 0
C = » Dy = , Dy, =

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0] 0 0 0] 0 1

As restrigdes no estado sdo dadas por:
-50<x,(r) <50
-50<x,(t)<50
—50 < x;(¢) < 50.
O controle esté sujeito as seguintes restri¢des:
—40<u, () <40
—40 <u,(r) <40.
As restrigdes nas saidas sao dadas por:
—40< y, (1) <40
-30<y,(6)<30
e as perturbacdes pertencendo a uma esfera de raio w, =0,5.
O sinal de referéncia deve satisfazer as restri¢des
—2<r<2,i=1,2. (6.5)

1

Para a aplicagdo do procedimento descrito no capitulo anterior, considera-se uma
circunferéncia circunscrita na regido definida por (6.5).
Além disso, foi considerada uma regido de estados iniciais admissiveis, centrada na

origem, definida pelo seguinte envelope convexo:
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~1,25<x,,(£) <1,25
—1,25 < x,,(£) <1,25
—1,25 < x,,(£) <1,25.

Controle H

O sistema com restri¢cdes, resolvido com a utilizacdo do algoritmo hibrido proposto

neste trabalho, teve os seguintes resultados:

0,1844 -5,2202 0,9132 19913
-2,2781 -0,4089 -0,3101 -0,0778
0,2446 -0,0978 -1,5427 -0,3378
-0,4218 -0,4871 -0,3378 -1,3303

como ganho de realimentacao de estado e

y =14,4035

como limitante superior da norma H .

A regido elipsoidal Q2 de D -invariincia positiva para o sistema de malha fechada

ficou determinada por:

[0,0074 0,0020 0,0058 -0,0035 0,0127 |
0,0020  0,0236 0,0089 0,0063 -0,0411
W' =| 0,0058 0,0089 0,0355 0,0063 0,0055 |.
-0,0035 0,0063 0,0063 0,0251 -0,0332
| 0,0127 -0,0411 0,0055 -0,0332 0,1407 |

Neste exemplo o algoritmo foi executado até 30 geragdes com uma populagdo de 20
individuos. A evolugdo do algoritmo genético utilizado ¢ ilustrada pelo grafico da figura 6.17.
A pouca melhora obtida no resultado final ndo compensa o custo computacional para mais

geracoes.
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Figura 6.19: Evolugdo do algoritmo genético para o caso de realimentacao

O melhor vetor @ encontrado como solucdo do problema, com o algoritmo, foi:

de saida com otimizacdo da norma 4.

a=[1,3992 13517 11522 1,9013].

Para o sistema em malha fechada da figura 6.1, o controlador encontrado foi:

-1,5417
“1-03378

_[09132
7 1-03101

-0,0778

-0,3378

5 _ 0,2446 -0,0979
21,3303 ¢ |-04218 -0,4871(

1,9913 b 01844 —5,2202
©TR 1222781 —0,4089 [
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Conclusao Geral

Neste trabalho foram abordados alguns problemas de sintese de controladores para
sistemas continuos sujeitos a incertezas paramétricas e/ou restricdes no dominio do tempo,
tendo como critério de desempenho as normas H, e H .

Inicialmente, um procedimento de projeto foi proposto para a resolugdo do problema
de controle #H, e H , por realimentagdo dinadmica de saida, para sistemas sujeitos a
incertezas do tipo politopo. A mudanca de variavel feita para o caso de realimentagdo de
estado (K =W,W,') ndo é aplicavel no contexto de realimentagio de saida. Assim, a
formula¢do do problema nado pode ser feita via desigualdades matriciais lineares. Entretanto, a
bilinearidade resultante da formulagao utilizada foi explorada no procedimento de busca.

Considerando-se o conceito de @ -invariancia positiva, extensdo do conceito de
invariancia positiva para os sistemas sujeitos as perturbacdes aditivas, foi entdo abordado o
problema de controle ¥, e H, com restricdo no dominio do tempo. Trata-se de encontrar

uma lei de controle por realimentagdo de estado ou de saida, que limite as variagdes da norma

H, ou H,, em todo o dominio de incertezas do sistema, levando-se em consideragdo as

restricdes impostas no estado, no controle e na saida. Uma condigdo suficiente assegurando a
@ -invariancia positiva de um conjunto elipsoidal, definido por uma matriz de Lyapunov,
para um sistema com perturbacdes, foi entdo estabelecida. A partir deste resultado, o
problema foi expresso através das desigualdades matriciais, sob a forma de um problema de
otimizagao bilinear.

O carater bilinear das restrigdes nos problemas de otimizagdo mencionados
previamente conduziu ao procedimento proposto, baseado em algoritmos genéticos. A
impossibilidade de se assegurar a convergéncia do algoritmo para um oOtimo global da
solugdo, ou mesmo local, e a dificuldade de inicializa¢do, em alguns casos (no problema de

otimizagdo H, e H , por realimenta¢do de saida, com restricdes temporais, para sistemas de

ordem elevada ou com muitos parametros incertos) sao as principais limitagdes deste
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procedimento. Embora problemas convexos, representados sob a forma de LMIs, sdo
resolvidos a cada operagdo de inicializagdo, recombinagdo ¢ mutagdo, o algoritmo mostrou-se
razoavelmente poderoso no tratamento destes tipos de problema. O interesse em apresentar
um problema de otimizacao sob a forma de LMIs reside nos métodos de resolugao numéricos
existentes. Atualmente encontram-se disponiveis diversos métodos de programagdo convexa,
em especial aqueles de pontos interiores [NES94], que sdo particularmente poderosos e
eficazes para a resolucdo de LMIs. Esta abordagem permite também a incorporacdo ao
problema de novas restrigdes convexas como, por exemplo, restricdes de estrutura nas
matrizes de ganho, como ¢ feita na inicializacdo do algoritmo no caso de realimentagdo de
saida.

Por outro lado, os operadores genéticos foram aplicados somente nas matrizes de

ganho K ou L, no caso de sistemas sem restri¢do temporais, € em (a;,K) ou (e, Ly),

com as restri¢des. Isto diminui o esfor¢o computacional durante a execucao do algoritmo.
No caso de sintese de controladores por realimentagao dinamica de saida, tanto para o

critério de desempenho a norma ', quanto para a norma # _, ndo ha restri¢do na ordem do

controlador. Isto ¢ uma vantagem em relacdo a varios métodos de sintese que requerem que o
controlador seja de ordem completa, isto é, de ordem maior ou igual que a do processo a ser
controlado.

Por fim, considerando a continuagdo deste trabalho, sdo listados alguns problemas que

merecem ser estudados:

e extensdo dos resultados apresentados para tratar o problema #H, e #H  para
sistemas em tempo discreto;

e utilizacdo de outras técnicas de AGs (por exemplo, AG paralelo), possibilitando
um tratamento computacional mais eficiente para problemas de sintese com
sistemas de maior ordem;

e analise do custo computacional, levando-se em consideragio o tempo e/ou
operagdes de ponto flutuante;

e determinacdo de dominio de busca de espago de parametros do controlador
buscando a melhoria do desempenho do AG;

e inclusdo de outros critérios de desempenho, favorecida pela abordagem via
desigualdade matriciais utilizada neste trabalho, como por exemplo, aqueles que

podem ser traduzidos pela alocacao de poélo.
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