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Resumo

Este trabalho trata do problema de minimizar uma funcao quadratica sujeita a res-
tricoes lineares de igualdade que aparece em geral como um subproblema nos proble-
mas de programacao nao linear com restricoes. Uma grande variedade de algoritmos
de otimizacao com restrigoes lineares e nao lineares usam resolver a cada iteracao um

subproblema da forma [3], [24].

Minimizar ¢(z) = 327Gz — h'x

sujeito a Ax =b.
Onde o vetor hj representa em geral o gradiente da funcao objetivo ou o gradiente do
Lagrangeano, a matriz simétrica G, é a hessiana da funcao na k-ésima iteragao e a solugao
x), representa uma direcao de busca. Assumiremos nesse trabalho que A é m X n, com
n > m e que A tem posto linha completo. Também assumiremos por conveniéncia que
G ¢é definida positiva no espaco nulo das restrigoes, garantindo com isso que o problema

acima tenha solucao tnica.

Ordinariamente o problema de programacao quadratica é resolvido calculando-se uma
base Z para o espaco nulo de A, e usando-se essa base para eliminar as restricoes, e entao

utilizando-se um método de minimizagao irrestrita para resolver o problema reduzido [4].

Neste trabalho apresentaremos um algoritmo baseado no método do gradiente conju-
gado, que nao utiliza eliminar as restricoes. Existem pelo menos duas boas razoes para
isso. As dificuldades inerentes ao precondicionamento quando a base escolhida nao é or-
togonal, e o problema de perda de esparsidade da matriz hessiana reduzida Z7GZ, que é

usualmente densa, mesmo quando a G é esparsa.

Palavras-chave: Conjugacidade, Hessiana Reduzida, Sistema de Newton.



Abstract

This work deals with problem to minimize a quadratic function subject to linear equal-
ity constraints which appears in general like a subproblem on the problems of nonlinear
quadratic programming with constrained. A large variety of algorithms for linearly and
nonlinearly constrained optimization use the conjugate gradient method to solve the each

iteration subproblems of the form [3], [24].

Minimizar ¢(z) = 327Gz — h'x

sujeito a Ax =b.
Where o vector hy usually represents the gradient of the objective function or the gradient
of the Lagrangian, the symmetric matrix GG represents the Hessian of the Lagrangian and
a solution x;, represents a search direction. We will assume here that A is an m xn matrix,
with n > m, and that A has full row rank. We also assume for convenience that G is
positive definite in the null space of the constraints, as this guarantees that the previous

problem has a unique solution.

The problem of quadratic program can be solved by computing a basis Z for the null
space of A, using this basis to eliminate the constraints, and then applying the conjugate

gradient method to resolve the reduced problem [4].

In this work we present an algorithm based in conjugate gradient method without to
eliminate the constraints. There are at least two good reasons for this. The difficulties
inherent to the preconditioning when the base chosen is not orthogonal, and the problem
loss of sparsity of the reduced Hessian matrix Z7 G Z, that is usually dense, even when G

is sparse.

Key words: Conjugacy, Reduced Hessian, Newton System.



Introducao

1.1 Desafio

Uma grande variedade de algoritmos de otimizacao com restrigoes lineares e nao line-

ares utilizam o método de gradiente conjugado para resolver os subproblemas da forma

Minimizar ¢(z) = 227Gz — h''x

sujeito a Ax =b.

Na otimizacao nao linear, o vetor h representa o gradiente da funcao objetivo ou o
gradiente do Lagrangeano, a matriz simétrica G,, ¢ a hessiana da funcao ou do La-
grangeano e a solucao x representa uma direcao de busca. Assumiremos aqui que A é
mxmn, comn > m, que A tem posto linha completo, e que as restricbes Ax = b constituem
m equacoes linearmente independentes. Também assumimos por conveniéncia que G é
definida positiva no espaco nulo das restrigoes, e com isso garantimos que o problema

acima tenha solucao tunica.

O problema de programacao quadratica pode ser resolvido calculando-se uma base
Z para o espaco nulo de A, e usando-se essa base para eliminar as restricoes, e entao

aplicando-se o método do gradiente conjugado para o problema reduzido.

Neste trabalho estudamos como aplicar o método do gradiente conjugado, sem eliminar
as restricoes. Existem duas razoes para isto. Varios algoritmos de otimizacao requerem a
solugao de duas formas distintas de sistemas lineares de equagoes em todas as iteragoes;
uma para calcular os multiplicadores de lagrange e a factibilidade, e outra para calcular a
base do espaco nulo Z, que é usado para encontrar a solucao do problema acima. O uso da

base Z para obtencao do sistema reduzido pode nos conduzir a dificuldades com relagao ao
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precondicionamento da matriz hessiana reduzida Z7GZ que é usualmente densa, mesmo

quando G é esparsa.

Assim o objetivo deste trabalho é apresentar o desenvolvimento de métodos baseados
em idéias de conjugacidade que contornem principalmente a questao da esparsidade, além
de permitir ao algoritmo parar em alguma solucgao satisfatéria antes de esgotar a dimensao

do espago de busca.

O problema de programacao quadratica desempenha um papel fundamental na questao
geral de otimizagao porque desempenha um duplo papel. Primeiro porque muitos pro-
blemas de otimizacao sao formulados diretamente como um problema de programagao
quadratica , incluindo-se ai o problema de quadrados minimos linear e nao linear sujeito a
restri¢oes lineares, que é provavelmente um dos mais freqiientes problemas de otimizacao
na estatistica, onde aparece com o nome de problema de regressao. A segunda razao im-
portante é porque o problema de programacao quadratica aparece como um subproblema
a ser resolvido a cada iteracao no problema geral de programacao nao linear sujeita a

restricoes nao lineares.

Nas aplicacoes de engenharia de producao esse problema aparece em diversas areas,
ou diretamente [1],[19] ou combinado com outras técnicas de otimizacao [21],[10]. Por
exemplo, no problema de programacao de producao, através da relaxacao do lagrangeano

[15]; no problema de layout, combinado com programagao inteira [22], etc.

1.2 Motivacao

Existem varias motivagoes para o estudo de programacao quadratica, tanto do ponto
de vista das aplicacoes em engenharia de producao quanto do ponto de vista de seu
aparecimento em um subproblema. Nesse ultimo caso, trata-se de fato de um problema
que deve ser resolvido como um subproblema a cada iteracao do problema geral de pro-
gramacao nao linear. O desafio aqui é obter um algoritmo que produza uma solucao de

boa qualidade com baixo custo computacional.

1.3 Proposta e Contribuicao

Neste trabalho é apresentado um algoritmo novo para resolver o problema de pro-
gramagao quadratica que nao envolve nem o calculo da hessiana reduzida, nem o calculo
do sistema Karush-Kuhn-Tucker. O método trabalha diretamente no espaco nulo da ma-

triz das restrigoes, gerando um conjunto G-conjugado, onde G é a hessiana da fungao
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a ser minimizada. A cada iteracao é feito a checagem do critério de otimalidade, e nos
termos do teorema (36) o algoritmo converge em no méaximo n —m iteracoes, onde n e m

sao as dimensoes da matriz das restrigoes.

1.4 Estrutura do Trabalho

Este trabalho estd organizado em 6 capitulos, sendo que o primeiro consiste na in-
troducao. O segundo capitulo apresenta uma revisao dos conceitos basicos de dlgebra
linear. O terceiro capitulo apresenta revisao de programagao nao linear e de otimizacgao.
No quarto capitulo sao descritos os algoritmos propostos. O quinto capitulo apresenta os

resultados dos experimentos numéricos, e no sexto capitulo sao apresentadas as conclusoes.



Topicos de Algebra Linear

2.1 Espacos vetoriais

Definicao 1 Um espaco vetorial € um conjunto nao vazio V. munidos das operagoes de

adicdo e multiplicacao por escalar, tais que:

1. Yu,v eV, entao u+v € V, isto é, a operacao de adi¢io é fechada em V', e além

disso:

e ut+tv=v+u,VuuvelV,

e ut (v+w)=(ut+v)+w, Vuv,weV;

o Kriste em V', um unico vetor nulo, tal que u +0=u e O04+u=u,VuecV;
e Para cada u € V, existe um tnico vetor —u € V, tal que u+ (—u) = 0 e

(—u) +u=0.

2. Seu eV ea éum escalar, entao, au € V, isto €, a operacao de multiplicagdo é

fechada em V', e satisfaz:
e a(fu) = (aB)u,Va,BER, VY ueV;
o (a+B)u=au+pBu, Vo, €R, Y ueV;

e a(utv)=au+av, Va € R, ¥V u,v e V;

e lu=u,VueV.
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2.2 Subespacos vetoriais

Definicao 2 Suponha que V' seja espaco vetorial real, e que Vo € um subconjunto de V
(isto é, cada elemento de Vi € também um elemento de V). Suponha também que as
operagoes dos elementos de Vy sao as memas operagoes que em V. FEntao Vy € dito ser

um subespago vetorial de V.

Teorema 1 Suponha que V' € um espaco vetorial e que Vi € um subconjunto de V. Entaio,

Vo € um subespaco de V' se, e somente se, as sequintes condigoes se cumprem:

o V € nao vazio.

o Vj € fechado para a operacao de multiplicagao por escalar, no sentido que avg € Vj,
Yu, € Vi, Va € R.

o Vi € fechado para a operagao de adigdo, no sentido que vy + v} € Vo, ¥ vg, v, € V.

2.2.1 Os Subesbacos Fundamentais de uma Matriz

Seja A € R™*" x € R"e b € R™. Entao, o sistema linear Ax = b pode ser resolvido
se, e somente se, o vetor b puder ser expresso como uma combinacao das colunas de A.
Esse conjunto que consiste em todas as combinagoes das colunas de A, denotado por R(A)
é um subespaco de R™. Quando b = 0 sempre existe a solugao particular x = 0, mas
podem existir infinitas outras solugoes. O conjunto de solugoes para Ax = 0 é ele mesmo
um espago vetorial - o espago nulo de A. O espago nulo de uma matriz consiste em todos
os vetores z tais que Az = 0, é denotado por X(A) e é um subespago de R". O espago
das linhas de A é gerado pelas linhas de A, que é o espaco das colunas de AT, denotado
por R(AT). O espago nulo de AT contém todos os vetores y tais que ATy = 0, e é escrito
como R(AT).

Resumindo, os quatro subespagos fundamentais de uma matriz A sao:

1. O espago das colunas de A é denotado por R(A);

2. O espago nulo de A é denotado por N(A);

3. O espaco das linhas de A é denotado por R(AT);

4. O espaco nulo de AT é denotado por R(AT).
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2.3 Base

Antes de definirmos o que é uma base faz-se necessdria a compreensao de conjuntos

geradores e independéncia linear.

2.3.1 Conjunto Geradores

Para possibitar uma melhor compreensao sobre conjunto gerador faz-se necessario

antes, citar o conceito de combinacao linear.
Combinacao Linear

Uma combinacao linear dos vetores vq,vs, ..., v, é uma expressao da forma
U1 + QU2 + - -+ + Uy,

onde o0s «;’s sao escalares.
Vetores Linearmente Dependentes e Vetores Linearmente Independentes

Um vetor v é dito linearmente dependente dos vetores vy, v, ..., v, se e somente se v
pode ser escrito como alguma combinacao linear de vy, vs, ..., v,; caso contrario, v é dito

ser linearmente independente dos vetores vy, vg, ..., Uy,.

Com base nesses conceitos de combinagao linear e vetores linearmente independentes,

pode-se definir o que é um conjunto gerador.

Definicao 3 Seja S um conjunto de vetores vy, vy, ...,v, em V. S € dito gerador de algum
subespaco Vo de V' se e somente se S € um subconjunto de Vi e todo vetor vy em Vy €

linearmente independente dos vetores do conjunto S.

2.3.2 Independéncia Linear

Definicao 4 Seja L = {vy,vs, ..., v} um conjunto ndao vazio de vetores.

Suponha que

101 + apvg + - -+ o =0
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mmplica que o = g = --- = g = 0. L € entao dito ser linearmente independente.
Assim, um conjunto que nao € linearmente independente € dito ser linearmente depen-
dente; equivalentemente, L € linearmente dependente se e somente se existem escalares

Qay, g, -, g, nao todos nulos, com
a1V + agve + - - - + oo = 0.

O seguinte teorema formaliza que de fato as duas diferentes maneiras de definir o que
é um conjunto linearmente independente sao equivalentes. Dele também extraimos outros

resultados uteis.

Teorema 2

1. Suponha que
L ={vy,ve, ..., 0}

com k > 2 e todo vetor v; # 0. Entdo, L € linearmente independente se e somente
se ao menos um dos v; € linearmente dependente dos vetores restantes v; (i # j);
em particular, L é linearmente dependente se e somente se ao menos um dos vetores

v; € linearmente dependente dos seus vetores precedentes vy, va, ..., Vj_1.
2. Qualquer conjunto contendo o vetor 0 € linearmente dependente.
3. {v} € linearmente dependente se e somente se v # 0.

4. Suponha que v seja linearmente dependente de um conjunto
L ={vy,vq,..., 0},
e que vj seja linearmente dependente sobre os outros vetores de L, isto €,
L; = {Ul, V2, ety UVj—1, Vjt1, --oy Uk}.

Entao, v € linearmente dependente sobre L;-.

5. Todo subconjunto de um conjunto linearmente independente € linearmente indepen-

dente.
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6. Suponha que L é um conjunto finito devetores e que algum subconjunto Lo de L €

linearmente dependente. Entao L € linearmente dependente.
A definicao de base para um espaco vetorial V' é dada a seguir.

Definicao 5 Uma base para um espaco vetorial V' é um conjunto gerador linearmente

independente.

O seguinte teorema, refere-se a unicidade da representacao do vetor quando esse per-

tencer a uma base.

Teorema 3 Seja B = {vy,...,v,.} uma base. Entdo, a representac¢ao de todo v € B é
unica: se v = a1V + -+ + v, e também v = o/lvl 4+ o+ a;vr, entao o; = a; para
1< <r.

2.3.3 Dimensao

Definicao 6 O nidmero de vetores em uma base para um espago vetorial é conhecida como
dimensao do espaco. Se a dimensdo de V é p, V € dito ser de dimensao p. Quando um
espaco vetorial tem uma base consistindo de algum niumero finito de vetores, o espaco €

dito ser de dimensdo finita. A dimensdo de um espago {0} € dito ser 0.
Corolario 4 O espaco vetorial real R™ é de dimensao n.
Teorema 5 Seja V' um espaco vetorial de dimensdo p. Entao:

e Todo conjunto contendo estritamente mais que p vetores € linearmente dependente.

o Se D = {vy,vy,...,v,.} € linearmente independente e r é menor que p, entdo existe

vetores Vyy1, ..., v, de modo que {vy,va,...,v,} € uma base para V.

e Se um conjunto de exatamente p vetores ou € um conjunto gerador para V ou €

linearmente independente, entao sao ambos e sao uma base para V.

Teorema 6 Um espaco vetorial tem dimensao finita k se, e somente se, k € o numero

mazimo de vetores em um conjunto linearmente independente.
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2.4 Produto interno

Definicao 7 Seja V' um espago wetorial. Um produto interno em V € a func¢ao que
associa a cada par ordenado de vetores u,v em V um nimero real, denotado por (u,v),

satisfazendo:

o (u,v) = (v,u),Yu,v € V;

o (au+ fu,w) = a(u,w)+ 0 (v,w) e (w,au+ fv) = a{w,u)+ 0 (w,v), YVu,v,w € V
e Vo, € R;

o (u,u) >0, seu#0 e (u,u) =0, se e somente se, u= 0.
e O angulo entre dois vetores nao nulos u e v, é definido por:

{u, v)

cosf = 1/2<

(u, ) (v, o)

2.5 Norma de vetores

Definigao 8 Uma norma vetorial de v é um nimero real nao negativo, denotado por ||v||,

satisfazendo as sequintes propriedades:

o ||[v|| >0 parav #0, elv|| =0 exatamente quando v = 0.
o ||lav| = |al||v|l, Vv eR", a€R.

o |lu+ vl < ull + ||v]|, para todo vetor uw e v em V (Desigualdade Triangular).

A norma-p de um vetor-n v é denotado por ||v||,, e é definido como
n 1/p
lollp = (Z\Udp) :
i=1

Os trés valores mais comuns para p sao p = 1,2 e 0o, que correspondem as seguintes

normas:

1. norma-1: |jvl|y = |vi| + ... + |val,

2. norma-2: |[v| = (|o1]2 + ... + |va|?)2 = (vT0)z,
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1
3. norma-0o: ||v]|ee = lim (||v1||P + ... + ||vn][P)? = max|v;].
Pp—00 i

Existem varias desigualdades 1teis que relaciona o produto interno de dois vetores
com suas respectivas normas. Considerado os vetores x, y e y — x como um triangulo
definido em R", a formula do cosseno pode ser utilizada para relacionar o angulo entre x

e y e o comprimento dos vetores x, y e y — x:

ly — I3 = llyll3 + [lzl3 = 2llyll2||2[|2 cos 6.
Expandindo a expressao ||y — z||3 como (y — z)T(y — x), obtém-se
T
cosf = —20 L
||z l2[yl]2

Visto que cos 6 situa-se entre —1 e +1, segue que

ly" 2l < [lzll2llyll2,

que ¢é conhecida como Desigualdade de Schwartz.

Teorema 7 (Normas associadas do produto interno). Seja (u,v) wm produto interno em
V, e defina ||v|| = (v,v)'/? .Entdo || - || ¢ uma norma em V (dita ser a norma induzida

pelo produto interno).

2.6 Norma de matrizes

Definigao 9 A norma de uma matriz A, denotada por ||Al|, € um escalar nao negativo

que satisfaz as sequintes propriedades:

o ||A]| > 0 para todo A; ||A]] =0 se e somente se A é a matriz nula;
o |laAll = |af [[A]l;
o [[A+ Bl <[lAll+ Bl

o [[AB]| < [[A[l || Bl

Uma norma matricial pode ser convenientemente definida nos termos de uma norma
vetorial. Dado uma norma vetorial || - || e uma matriz A, considere ||Az|| para todos
vetores, tal que [|z|| = 1. Uma norma matricial induzida por, ou subordinada a, uma

norma vetorial, é dada por:
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1Al = max||Az]].

l|ll=1

As normas de matrizes correspondentes a uma matriz A,,y,, sao:

m
e ||All; = max [ > lai| |, maximo das somas dos valores absolutos de colunas ;
1<j<n \ Y

o ||Allx = (amaX(ATA))l/Q, a raiz quadrada do maior autovalor de AT A;

n

o ||Allo = | nax <21|a”|> , maximo das somas dos valores absolutos de linhas.
j:

A matriz norma-2 é também conhecida como norma spectral.

2.6.1 Norma de Frobenius

Uma norma matricial importante que nao é subordinada a uma norma vetorial é a
norma de Frobenius, denotada por || - ||r. Esta norma surge considerando um matriz

A,uxn com um vetor com mn elementos, e entao calculando a norma Fuclidiana daquele

vetor:
1
m n 9 2
Allr = | 222 a5
i—1j=1
Uma norma vetorial || - || e uma norma matricial || - ||" sdo ditas ser compativeis se, para
todo A e x,

|| Az]| < [JA]['||]]. (2.1)

Por definigao, (2.1) sempre verifica-se para uma norma vetorial e a norma matricial
subordinada, com possivel igualdade para algum vetor (ou vetores) x. A norma vetorial

Euclidiana e a norma matricial de Frobenius sao também compativeis.

2.7 Ortogonalidade

Definicao 10 Seja V' um espago vetorial munido de um produto interno, (-,-), e seja || -||
sua norma induzida delo produto interno, ver ”Norma induzida pelo produto interno” (pdyg.
10).
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i. Dois vetores u e v sao ditos ortogonais se, e somente se, (u,v) = 0.

1. Um conjunto de vetores é dito ser ortogonal se, e somente se, todo par de vetores

do conjunto sao ortogonais: (u,v) =0, para todo u # v naquele conjunto.

ii1. Se um vetor nao nulo u é usado para produzir v =u/||ul|, tal que ||v|]| =1, entdo u

foi normalizado para produzir o vetor normalizado v.

w. Um congunto de vetores € dito ser ortonormal se, e somente se, o conjunto € orto-

gonal e ||v|| = 1 para todo v no conjunto.

Pelas propriedades de produto interno, (0,v) = (Ov,v) = 0(v,v) = 0. Isto é, em

qualquer espago vetorial com um produto interno, o vetor 0 é ortogonal a todos os vetores.

2.7.1 Projecoes Ortogonais

Teorema 8 Sejam V' um espago vetorial munido de um produto interno e Vi o subespaco

de V' gerado por um conjunto ortogonal

S ={v1,v2,...,0,}

de vetores nao nulos. Define-se projecao ortogonal Py sobre Vi como seque: para qualquer

v em V', estabeleca:
Vi, U
Pov=aqv; + - - aquy, onde «a; = {vi, v)

Entao:

e v — Pyv € ortogonal para todos os vetores vy em Vj;
o Py(u+v) = FPou+ Pyw,Vu,v € V;

o Py(av) =abPyw,VaeReVveV.

2.7.2 Base Ortogonal e Ortonormal

(vi, vi)

Teorema 9 Seja B = {v1,vs,...,v,} uma base ortogonal (ou ortonormal). Entao a re-

presentacao de algum vetor v com respeito a base ortogonal B pode imediatamente ser

escrita abaizo:

<Ui7 U>

V=001 + ...+ aguy,  onde o; =

(vi, vi)
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Deparando com um caso especial, expressando algum vetor p como uma combinagao
liner de ey, ..., e,: estes vetores formam uma base ortonormal para R?, assim os coeficientes

na representacao de v sao

2.7.3 Subespagos Ortogonais

Definicao 11 Dois subespacos V e W do mesmo espagco R™ sao ortogonais se todov € V

¢ ortogonal a todo vetor w € W:

viw =0, Vu,w.

Processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt

O processo de Gram-Schmidt produz uma base ortogonal a um conjunto gerador e

detecta se o conjunto original é linearmente independente.

Teorema 10 Seja S = {v1,..,v,} 0 gerador do espago vetorial V' munido de um produto
interno. O processo de Gram-Schmidt é como seque. Seja V; o subespaco de V' gerado por

{v1,...,v;} e seja P; a projecao ortogonal sob V;; se V; = {0}, seja Piv =0 para todo v.

1. Define-se uy = vy.

2. Para 2 <1 <gq, define-se u; = v; — P;_1v;.
A sequintes propriedades, mantém-se para os vetores produzidos por esse processo:

o B ={uy,..,us} €um conjunto ortogonal gerador V.

e Para 1l <i<gq, B; = {uy,....,u;} € um conjunto ortogonal gerador V;, o subespaco

gerado por {vy,...,v;}.
e u; =0 se e somente se v; € linearmente dependente nos vetores vy, ..., v;_1.

o Uma base ortogonal para V pode ser obtida de um conjunto gerador ortogonal B

omitindo u; = 0, se esse existir.

e Se S ¢ uma base para V, entao B € uma base ortogonal para V.
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O processo tradicional de Gram-Schmidt

Dado um conjunto gerador vy, ..., v,:
1. Define-se u; = v;.

2. Para 2 <1 < ¢, define-se

Ui = Uy — QU1 — oo — Q14U 1,

_ (uj,0i) _ _
onde aj; = (aray) S€ Uj #0eaj =0seu; =0.

2.8 Matrizes Definidas

2.8.1 Matrizes Simétricas

Definicao 12 A € R™" ¢ simétrica se A= AT.

2.8.2 Matriz Definida Positiva

Definicao 13 Seja uma matriz simétrica A € R™"™. Diz que A € definida positiva se

2T Az > 0 para todo vetor nao-nulo x € R”.

Teorema 11 Cada uma das cinco propriedades sequintes € uma condi¢ao necessdria e

suficiente para que uma matriz simétrica A € R™™ seja definida positiva:

1. 2T Az > 0 para todo vetor x ndao nulo;
2. Todos os autovalores de A satisfazem \; > 0;

3. Todas as submatrizes triangulares superiores esquerdas Ay possuem determinantes

POsItIV0S;
4. A possui um conjunto de n pivos d; > 0;

5. Existe uma matriz R, com colunas linearmente independentes, tal que A = RTR.

Demonstragao. Suponha que z; é um autovetor unitario associado ao autovalor \;.

Entao,
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de modo que

o T
pois z;

Ai > 0.

x; = 1. Pela definicao 27 Az > 0, entdo, em particular, 7 Az; > 0 e, assim, tem-se

Agora suponha todos os A; > 0. Isso deve ser provado para todo vetor x, nao somente
para os autovalores de A. Como matrizes simétricas simétricas possuem um conjunto
completo de autovalores ortonormais, é possivel escrever qualquer vetor x como uma

combinagao ¢y + - - - 4+ ¢, x,. Entao,
Ar = c;Axy + - - + ¢, Az, = it 21 + -+ Cu AT, (2.4)
Devido a ortogonalidade e a normalizacao

ol = 1, (2.5)
T Ar = (ol + -+ caxl)(ehay + -+ )
= AN+

Se cada \; > 0, entdo a expressao (2.5) mostra que 7 Ax > 0. Portanto, a condigio
(2.3) implica na condigao (2.2). As condigoes (2.4) e (2.5) e suas equivaléncias com a
condigao (2.2) serao provadas em trés passos. Se (2.2) é verdadeiro entao (2.4) também é:
Primeiro, o determinante de qualquer matriz é o produto dos seus autovalores. Sabe-se

que esses autovalores sao positivos

Para provar o mesmo resultado para todas as submatrizes Ay, verifica-se que, se A é
. oy ~ / s ~ . . 1L
definida positiva, entao todas as A, s também sao. Verificam-se os vetores cujas tltimas

n — k componentes sao nulas:

Ak*

* *

2T Ax = [mf O]

[ :Cok ] = 2T Ay, (2.7)

Se 2T Az > 0, Vx # 0, entdo, em particular, =} Ayxy, Vo, # 0. Portanto, a condigdo
(2.2) se verifica para Ay, e a submatriz permite os mesmos argumentos utilizados para A.
Seus autovalores (que nao sao os mesmos )\;) devem ser positivos, e seu determinante é o

produto deles, de modo que os determinantes superiores esquerdos sdo positivos. Se (2.4)
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¢ verdadeira, entao (2.5) também é : Existe uma relagao direta entre os nimeros det(A) e
os pivos. O k-ésimo pivo dj, é exatamente a razao entre det(Ay) e det(Ag_1). Portanto, se
os determinantes sao todos positivos, entao os pivos também sao e nenhuma permutagao
de linha é necessaria para matrizes definidas positivas. Para verificar a condicao (2.6),
deve-se reconhecer 7 RT Rz como a raiz quadrada de ||Rz||?. Isto ndo pode ser negativo
e também nao pode ser nulo (a nao ser que x = 0), porque R possui colunas linearmente
independentes: se z é nao nulo entdo Rz ¢ nao nulo. Portanto, 7 Az = ||Rx||? é positivo
e A= RTR é definida positiva.

2.8.3 Matriz Semidefinida Positiva

Definigao 14 Seja A € R™"™ uma matriz simétrica. A € dita ser semidefinida positiva

se T Ax > 0 para todo vetor v € R™.

Teorema 12 Cada uma das cinco propriedades sequintes € uma condi¢cao necessdria e

suficiente para que A seja semidefinida positiva:

1. T Az > 0 para todo vetor x;
2. Todos os autovalores de A satisfazem \; > 0;
3. Todas as submatrizes principais possuem determinantes nao negativos;
4. A possui um conjunto de n piwos d; > 0;
5. Existe uma matriz R, possivelmente possuindo colunas linearmente dependentes, tal
que A= RTR.
2.8.4 Matriz Definida Negativa

Definigao 15 Seja A € R™"™ uma matriz simétrica. A é dita ser definida negativa se

2T Az < 0 para todo vetor ndo nulo x € R”.

Teorema 13 Cada uma das quatro propriedades sequintes € uma condi¢ao necessaria e

suficiente para que A seja definida negativa:

1. 2T Ax < 0 para todo vetor x;

2. Todos os autovalores de A satisfazem \; < 0;
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3. Todas as submatrizes triangulares superiores esquerdas A; possuem determinantes

neqativos;

4. A possui um conjunto de n piwos d; < 0.

2.8.5 Matriz Semidefinida Negativa

Definigao 16 Seja A € R™" uma matriz simétrica. A € dita ser semidefinida negativa

se 27 Az < 0 para todo vetor z € R".

Teorema 14 Cada uma das quatro propriedades sequintes € uma condi¢cao necessdaria e

suficiente para que A seja semidefinida negativa:

1. T Az < 0 para todo vetor x;
2. Todos os autovalores de A satisfazem \; < 0;
3. Todas as submatrizes principais possuem determinantes negativos;

4. A possui um conjunto de n pivos d; < 0.

2.8.6 Matrizes Indefinidas

As matrizes que nao se enquadram nas defini¢oes anteriores sao consideradas in-

definidas.

2.9 Matriz de Projecao

Seja A uma matriz m x n e b € R™ um vetor fora do espaco das colunas de A. A
construcao de uma linha perpendicular do ponto b até o espago das colunas de A pode
ser expressa em termos matriciais por p = A(ATA)71ATb. A matriz nesta férmula é uma

matriz de projecao e serda denotada por
P:P=AATA)~tAT

Esta matriz projeta qualquer vetor b no espaco das colunas de A. Em outras palavras,
p = Pb é a componente de b no espago das colunas de A, e a diferenca b— Pb é a componente

no complemento ortogonal. Tem-se entao uma férmula matricial para decompor um vetor



2. Tépicos de Algebra Linear 18

em duas componentes perpendiculares. Pb entd no espaco das colunas R(A), e a outra
componente (I — P)b esta no espago nulo esquerdo R(AT), que é ortogonal ao espago das

colunas de A.
A matriz projegao P possui duas propriedades basicas:
1. P?=p;

2. PT=P.

Reciprocamente, qualquer matriz simétrica com P? = P representa uma projecao.

2.10 Matriz de Permutacao

Definicao 17 Uma matriz de permutacao Py, € qualquer matriz n X n que resulta da

permutacao das linhas da matriz identidade I, .

Pré-multiplicar uma matriz A por uma matriz de permutacao P produz o mesmo
resultado que permutar as linhas de A, exatamente da mesma maneira que as linhas de

I,, foram permutadas para produzir P.
Teorema 15 Seja P uma matriz de permutacdo. Entdo:

1. Para cada A, PA pode ser obtida a partir da matriz A permutando suas linhas

exatamente como as linhas de I foram permutadas para obter P;

2. P € ndo singular, e P~' = PT. Isto ¢, PPT = PTP = 1.

Demonstracao.

1. Segue da definicao de multiplicacao de matrizes e das matrizes de permutacao.

2. Particione P em suas linhas ry,...,7,, as quais sao simplesmente as linhas e/ de

I em alguma ordem. Entao PT possui as 7! como suas colunas. A definigao de

T

multiplicacdo de matrizes implica que a entrada (i,5) de PPT é simplesmente Tt

a entrada na matriz 1 x 1), eistoé 1 se i = j e 0 se i # j; ou seja, PPT = 1. Um
( j j ]

argumento similar em termos das colunas de P mostra que também PTP = I.
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2.11 Propriedades das Matrizes A7A e AA”"

A matriz AT A é simétrica, sua transposta é (AT A)T = AT ATT que é AT A novamente.
Cada entrada (,7) é um produto interno da coluna i de A com a coluna j de A. Isso
concorda com a entrada (7,4), que é a coluna j vezes a coluna i. Se A tem posto completo,
entao ATA tem o mesmo espago nulo de A, N(ATA) C N(A). Certamente se Ar = 0,
entao AT Az = 0. Os vetores z no espaco nulo de A estdo também no espaco nulo de

AT A. Suponha que A" Az = 0 e tome o produto interno com x

2T AT Az =0
ou
| Az|]* =0
ou
Az = 0.

Portanto, z estd no espaco nulo de A, R(A) C R(AT A) e os dois subespagos sdo idénticos.
Em particular, se A possui colunas independentes (e somente x = 0 estd em seu espago
nulo) entdo o mesmo é verdade para AT A: se A possui colunas linearmente independentes,

entao AT A é quadrada, simétrica, inversivel e definida positiva.

2.12 Fatoracao de matrizes

Para alguns problemas de algebra linear computacional, é 1til representar uma matriz
como o produto ou soma de matrizes de forma especial. Cada representacao é chamada

de fatorizacao ou decomposicao da matriz original.

2.12.1 Fatoracao LU

Para se ver como uma fatoragdo pode ser usada para resolver Az = b, assumindo
que a matriz A nao singular tenha sido fatorada na forma A = BC, onde sistemas
envolvendo matrizes nao singulares B e C' sao de facil resolucao. A propriedade associativa

de multiplicacao de matriz significa que a Az = b pode ser escrita como

Ax = BCx = B(Cx) =b.
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O sistema composto BCx = b é resolvido primeiro tratando o vetor C'x como uma
incognita, por exemplo y, e resolvendo o sistema By = b, para y. Uma vez conhecido
Y, a solucao x do sistema original é obtida resolvendo C'x = y. De fato, usando uma
fatoragao de matrizes para resolver Ax = b substitui o sistema original por uma seqiiéncia

de sistemas simples.

A fatoragao associada com a eliminagao Gaussiana é a fatoracao LU, e tem a forma
A=LU,
onde L é triangular inferior unitaria e U é triangular superior.

2.12.2 Fatoracao de Cholesky

Uma fatoracao famosa e extremamente 1til é da forma A = LDL”, que é definida

quando A é simétrica e definida positiva. L é uma matriz triangular inferior.

Matrizes simétricas e definidas positivas tém algumas propriedades interessantes, al-
gumas que seguem imediatamente da definicao. Se A é simétrica e definida positiva,

entao:

(i) ai; > 0 para todo i, isto é, todos os elementos da diagonal sdo positivos;
(ii) o maior elemento (em magnitude) na matriz inteira pode ocorrer na diagonal;
(iii) todos os autovalores de A sdo reais e estritamente positivos;

(iv) toda matriz selecionada simetricamente das linhas e colunas de A sado definidas
positivas. Em particular, as submatrizes 1 x 1,2 x 2,...,n X n comegando no canto

superior esquerdo sao definidas positivas;

(v) se a eliminacao Gaussiana sem trocas é executado em A, a matriz restante é definida

positiva para todo passo.

As propriedades (i) e (v) implicam que a fatoragao A = LDL" sempre existe quando A
é simétrica e definida positiva, e que todos os elementos da diagonal de D sao estritamente

positivos. Com isso em mente, pode-se escrever:

A=LDLT = LD:D:LT =L = RTR,
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onde L = LD%, R=T" e R éuma matriz triangular superior nao singular. A fatoracao
A = RTR é conhecida como fatoracdo de Cholesky e a matriz R é chamada de fator de
Cholesky.

A fatoracao de Cholesky pode ser calculada utilizando eliminacao, com a importante
diferenga que as matrizes eliminadas podem ser aplicadas de ambos os lados esquerdo
e direito para reter simetria nos fatores. Este processo pode ser entendido facilmente,

representando A na forma particionada,

A A
A 1 A 7
Ag1 A

com o bloco (1,1) obtido como o escalar a;; (que, de acordo com a propriedade (i), é

g m AL |
AQl A22

onde AL é o vetor linha (as,...,an1) € Ay é (n — 1) x (n — 1). O primeiro passo da

estritamente positivo):

eliminacao Gaussiana produz a seguinte expressao para a matriz reduzida particionada:

MIA _ 1 0 a1 Agl
—(1/a11)Axn I Ay Ay

a1 0
0 Ay — (1/a11)A21A2Tl
= A@).

A primeira coluna de A® ¢ agora um multiplo de e;. Segue por simetria que, a

primeira linha pode ser reduzida aplicando M{ & direita:

MAMT = [ " 0
! ! O A22 - (1/(111)142114%1 .

A propriedade (v) das matrizes definidas positivas implica que a matriz restante é definida
positiva, e que o proximo passo da eliminacao pode ser executado sem trocas. Continuando
deste modo, a propriedade (v) assegura que todo passo subseqiiente da eliminagao de

esquerda e direita é completada com sucesso. O resultado final é

MAMT = D,
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onde M = M, _;--- M, e D é a matriz diagonal estritamente positiva. Fazendo L = M ™!,
segue que A = LDLT = RTR, a forma desejada.

Os fatores de Cholesky podem ser calculados diretamente, pelas linhas e colunas. Para

a representacao RT R, segue que:

@11 Qa2 - Aip 11 1 Ti2 - Tin
Q12  A22 A2n T2 T2 22 Ton
A1p Ao2pn  * - Ann "n Ton *°° T'nn T'nn

Equacionando o elemento (1,1) de A satisfaz a;; = r?,. Segue da propriedade (i) de

matrizes definidas positivas que a;; > 0, o elemento (1,1) de R é definido por

11 = /Q11-

(A raiz quadrada positiva é escolhida por convengdo.) Movendo para o outro lado da

primeira linha de A, vé-se que 111712 = @12, 11713 = 13, ..., T1171p = A1p, qUE resulta
ayj .
rlj = ) J :2a"'7n7
11

e completa a primeira linha de R.

Continuando para o elemento-(2,2),
2 2 _ 2 _ 2
Tio + T59 = a22, tal que 73, = ag —risy.

A quantidade asy — r3, é o elemento diagonal levado da matriz restante depois do passo
da eliminagao Gaussiana e é positiva devido a propriedade (v). O elemento rag é portanto
bem definido. O elemento (2, j) de A igual o produto interno da segunda e j-ésima coluna
de R, tal que

r1271 + T22l2j = a2y, Jj=3,..,n.

Visto que os valores de 712,71, € 192 sao conhecidos, o j-ésimo elemento na segunda linha
de R ¢é dado por
Q25 — T12T15 .
roj = ———————, 1=3,...,n.
22

Continua-se deste modo até que todos os elementos sejam calculados. O k-ésimo

elemento da diagonal de R é definido pela equacao

2 _ _ 2 2 2
T = dk =Aakk — Ty — Top — -+- — 7nk—l,k'
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Porque dj, ¢ o elemento diagonal levado da matriz restante para o passo k, a propriedade
(v) de matrizes definidas positivas garante que dj, seja estritamente positivo para k =

1,...,n. A k-ésima linha de R é determinada da relacao
lerlj+r2kr2j+-'-+rkkrkj = Ay, ]:k—i-l,,n

Uma caracteristica importante da fatoracao de Cholesky pode ser vista particionando
A e o fator de Cholesky R como

A= An Ale _ RTR — R{]_ Ry1 Rio
Ay Ay RY, REL Ry |’

onde A1 e Ay sdo quadradas, as dimensoes de R;; sao as mesmas de Ay, e pela pro-

priedade (iv) Ajy é definida positiva. Equacionando os elementos, segue

An Ag Y _ RTR — Rf Ru Rf Rip
Ay Ap RI,Ri1 RI,Ris + R, R 7
que mostra que Roy é o fator de Cholesky.

Dado o fator de Cholesky R, a solucao x de Ax = RTRxz = b pode ser calculada

resolvendo dois sistemas triangulares (transposto):
Rf'y=b e Rx=y.
O fator de Cholesky R requer %n?’ multiplicagoes (e adigoes), e n raizes quadradas.

Uma importante beneficio da definicao positiva na fatoracao de Cholesky é que ne-
nhuma troca é necessaria para a estabilidade numérica. Esta propriedade verifica-se de-

vido a seguinte relagao entre os elementos de A e R:
2 2 2
T’lk—i-?”%-i- + 'rk,k.:akk, k: 1,...,”.

Todos os termos da soma sao nao negativos, o que implica que esta expressao supri por

um limite a prior: na magnitude dos elementos de R:

[Tk < /g

Esta relacao mostra que todo elemento da k-ésima linha de R ¢ limitado na magnitude
por uma raiz quadrada do k-ésimo elemento diagonal da matriz original, sendo que o

crescimento nao pode ocorrer em alguma matriz reduzida particionada.
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2.12.3 Fatoracao QR

Suponha que vy, v, ..., v, sa0 matrizes colunas p x 1 e considere a implementacao do

processo de Gram-Schmidt. Da definicao matrizes coluna u;, segue
Vj = U100 + U o + ...+ Uj—1051 5 + Uyj.

Na notacao de matriz particionada, isso é justamente

1 Qg - alq
0 1 T Qg
[ U1 Uq ] = [ Uy uq ]
0 O 1
Seja Qo denotar a matriz p x ¢ [u; --- wu, ] e seja Ry denotar a matriz triangular
superior unitaria g x ¢; visto que A =[ v; --- Vg | pode ser reescrita como
A= QuRy. (2.8)

Os u; em Qg sao construidos pelo processo de Gram-Schmidt, e portanto sao mutuamente
ortogonais; isto é, (Jo tem colunas ortogonais, algumas que podem ser iguais a 0. Seja ()
e R matrizes obtidas pela eliminacao das colunas zero de )y e as linhas correspondentes
de Ry, e dividindo cada coluna nao nula de )y pela norma-2 e multiplicando cada linha

correspondente de Ry pela mesma norma-2. Entao (2.8) torna-se
A=QR (2.9)

com R triangular superior e ) tendo colunas ortonormais. A forma (2.8) é chamada de
decomposi¢ao QR ndao normalizada de A, enquanto (2.9) é a decomposi¢io QR normali-

zada.
Teorema 16 Seja A uma matriz p X q de posto k. Entao:

1. A pode ser escrita pela decomposicao QR nao normalizada como A = QyRy, onde:

e Qo épxq etem colunas ortogonais (de que k sao nao nulos e ¢ — k sao zeros)

que geram o espaco coluna de A.

o Ry € q X q, triangular superior unitdria, e nao singular.



2. Tépicos de Algebra Linear 25

e A norma-2 da i-ésima coluna de Qo € igual a distancia da i-ésima coluna de

A para o espago gerador pelas primeiras i — 1 colunas de A.
2. A pode ser escrita decomposicio QR normalizada como A = QR, onde:

e () ¢ p Xk etem colunas ortonormais que geram o espaco coluna de A.
o R €k xq, triangular superior, e tem posto k.

o Se k = q, entao |(R),;| € igual a distancia da i-ésima coluna de A para o

espaco gerador pelas primeiras i — 1 colunas de A.

2.13 Autovalores e Autovetores

Para qualquer matriz quadrada A, existe pelo menos um nimero A\ e um vetor nao

nulo associado u tal que:
Au = Au, (2.10)
ou equivalentemente,
(A= X)u=0. (2.11)

A equagao em (2.11) indica que a subtragao de A de cada elemento diagonal de A produz
uma matriz singular; a primeira relacao mostra que a premultiplicacao de u por A nao
altera a direcao de u. O valor A é chamado de autovalor de A, e o vetor correspondente

u é chamado de autovetor de A.

Qualquer matriz A, «,, possui n autovalores {1, ..., A\, } ndo necessariamente distintos,

0s quais sao as n-ésimas raizes da equagao polinomial de grau n
det(A — \I) =0.

A soma dos elementos da diagonal de qualquer matriz quadrada A (denominada de

trago de A) é igual a soma dos autovalores, ou seja,

trago(A) = >_a; = Y Ai(A).
i=1 i=1
O produto dos autovalores ¢ igual ao determinante de A:

IT(A) = det(A).

=1
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Multiplicando Au = Au por uma matriz nao singular S, tem-se
SAu = S(Au) = \(Su).
Desde que S™1S = I, segue que,
SAu = SAS™1Su = SAS'(Su) = A\(Su),

o que mostra que \ é um autovalor de SAS~!.

Se a matriz A é singular, existe um vetor nao nulo x tal que Ax = 0, o que mostra

que a matriz singular possui no minimo um autovalor zero.

Caso a matriz A seja nao singular, todos os autovalores sao nao nulos e os autovalores

da A~! sao os reciprocos autovalores de A.

Se A é uma matriz simétrica, todos os autovalores de A sao reais. Uma matriz simétrica
sempre possui autovetores ortogonais que podem ser normalizados para formar uma base

ortonormal para o R"™.

2.13.1 Convergéncia

Definigao 18 Seja || - || uma norma em V. Uma sequéncia de vetores v; € dito ser
convergente para o vetor v, Se, e somente se, a sequéncia de nimeros reais ||[v; — Usol|

converge para Q.

2.14 Numero de condicao
O sistema linear
Az = b, (2.12)

tem uma tnica solugao somente se A é quadrada e nao singular. Antes de considerar como
resolver (2.12), é interessante ver como a solugao é afetada por pequenas perturbagdes no

lado direito e nos elementos da matriz.

A solugao exata de (2.12) é dado por
r= A"

Suponha que o lado direito de (2.12) é perturbado por b+ db, e que a solugao exata do

sistema perturbado é x + dz, isto é,
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Az + 6x) = b+ b,
onde ”7¢” denota uma pequena mudanca em um vetor ou matriz. Portanto,
r+0x =AYb+ o),
e visto que x = A~'b,
oz = A7Lob.
Para medir 6z, invocando a propriedade de vetor compativel e norma de matriz:
llz]] < [JA™"]] [|ab]], (2.13)

com possivel igualdade para algum vetor db. A perturbacao na solucao exata é ainda

limitada por cima por ||A™!|| vezes a perturbacao na lado direito.

Para determinar o efeito relativo desta mesma perturabagao, observe que
ol < [[A[] []]]. (2.14)

Combinando as desigualdades (2.13) e (2.14) e reorganizando-as, segue

[E] Ly 115l
< ||A]] ||A —_— . 2.15
T < Al A7 (215)

Se (2.12) é perturbada por uma matriz A, um processo similar produz (A + 6A)(x +

dz) = b. Esta equagao pode ser reescrita como
dr = —A"1A(z + ox),
de modo que
|zl < [|ATH] [6A]] [l + o]

ou

[|0z]]

< AT |18 AL.
g e < 47541

Quando a mudanga ||§A|| é considerada relativa, isto torna

||5l|| -1
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Em ambos (2.15) e (2.16), a mudanga relativa na solugdo exata é limitado pelo fator
|A]| []A~t|| multiplicado pela perturbagao relativa nos dados (matriz ou lado direito). O

numero ||Al| ||A7!|| é definido como niimero de condigao de A e é denotado por cond(A).

Visto que ||7|| = 1 para alguma norma subordinada, e I = AA™!, segue que
L=lI]] < [lAll [[A71],
de modo que
cond(a) > 1

para toda matriz.

O numero de condicao de uma matriz A indica o efeito mdximo de perturbacoes em b
ou A na solucdo exata de Ax = b. Se a matriz A é mal condicionada, cond(A) é ”grande”.

Se a matriz A é bem condicionada, cond(A) é ”"pequeno”.
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Topicos de Programacao Nao Linear e

Otimizacao

3.1 Funcoes de Classe C*

Seja f : R® — R uma funcdo continua de valor real. f ¢ dita ser da classe C* em

R" se f tem derivadas continuas de todas ordens até k .

3.2 Gradiente

Considere uma funcao f : R® — R, suave. Se a primeira derivada parcial de f com
respeito as n variaveis existem e sao continuas, o vetor coluna dessas n derivadas parciais

é chamado de gradiente de f em z, e representado por V f(x).

Definicao 19 Uma funcao continua f : R — R € dita ser continuamente diferencidvel
se para todo x € R", (0f/0xi) (x), i = 1,...,n, existe e é continua; o gradiente de f em

x € definido como

of (x of (x)1*
Tr - [, ort”

A funcao f € dita ser continuamente diferencidvel em uma regiao aberta D C R", deno-

tando f € CY(D), se é continuamente diferencidvel para todo ponto em D.

3.3 Hessiana

Considere uma funcao continua f : R* — R. Se a primeira e a segunda derivadas de

f com respeito as n variaveis existem e sao continuas, a matriz contendo essas derivadas
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parciais é chamada de Hessiana de f em z, V2f(x), assim,

2f 2f ... 9% ]
Bx% 0x10x2 oxr1Ty
92 f 9% f
2
va(x) — azzaxl 8£E2
ey e .. f
L O0x,0x1 OznlOx2 ox2 |

¢ chamada de hessiana da fungao f no ponto x. H = V2f(z).

3.4 Teorema de Taylor

O teorema de Taylor é de fundamental importancia no que se segue porque ele mostra
que se a funcao e suas derivadas sao conhecidas em um ponto, entao pode-se calcular

aproximacoes para a funcao em todos os pontos pertencentes a vizinhanca deste ponto.

Teorema 17 (Teorema de Taylor) Se f € C* entdo existe um escalar 0 (0 <60 < 1), tal

que
fle4+h) = f(x)+hf'(x)+ 3h2f"(x) + ...
T @)+ b (@ o+ O),
onde f*)(x) denota a k-ésima derivada de f calculado em .

Para a pratica computacional, é interessante somente os trés primeiros termos da

expansao:
F(z 4 hp) = F(z) 4+ hg(z)"p + 1?p" G(z)p + O(R?).

Note que o raio de mudanca de F' no ponto x ao longo da direcao p é dada pela quantidade
g(z)Tp, que é chamado de derivada direcional (ou a primeira derivada ao longo de p).
Similarmente, o escalar p? G(x) pode ser interpretado como a segunda derivada de F ao
longo de p, e é conhecido como a curvatura de F' ao longo de p. Uma direcao p tal que

pT'G(x)p > 0 (< 0) é conhecido como dire¢io de curvatura positiva (curvatura negativa).
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3.5 Teorema Fundamental do Calculo

Teorema 18 Seja f € C? e D um conjunto convexo aberto. Se x,y € D, entdo

fly)— f(x) = [{(Vf(z+tly —x)),y — x)dt.

O%»ﬂ

Demonstracao. Considere uma fung¢ao unidimensional ¢(t) = f(z+t(y—=z)). O teorema

fundamental do Céculo afirma que

Visto que ¢(1) = f(y), ¢(0) = f(z) e
¢'(t) = (Vf(z+ty —x),y — ),

tem-se que ¢(1) — ¢(0) = [(Vf(z+tly —2)),y —x)dt. =

oOt—

3.6 Derivadas Direcionais

Definicao 20 Seja f : R® — R ser continuamente diferencidvel em um conjunto con-
vexo D C R"™. Entao, para x € D e alguma perturbagcao nao nula p € R™, a derivada
direcional de f em x na direcao de p, definido por

of  _ i [fle+ep) — f(x)
a_p(x)_sllno g '

Lema 19 Se f: R" — R existe, entao Vx € R",

i (& +ep) = f(2)
19

e—0

Vi) p,

flz+p) = f(x) +/Vf(x—|—tp)Tpdt = f(z) + /Vf(z)dz. (3.1)

Além disso existe z € (x,x + p) tal que
f+p) = f@) +Vf(z)"p. (32)

Demonstragao. Parametrizando f ao longo da linha formada pelo intervalo de (x, z+p)

tem-se a funcao g de uma variavel definida por
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g:R—=R, g(t) = f(x+tp)

e recorrendo para o calculo de uma varidvel. Definindo z(t) = z + tp. Entao pela regra

da cadeia, para 0 < a < 1,

g _ NROLEO) L de)
w0 = 2 )
- > ety

= Vf(z+ap)p. (3.3)

Substituindo o = 0 reduzindo (3.3) para

of(x) _ T
“ap V() p.

Pelo teorema fundamental do calculo ou teorema de Newton,

que, pela definigao de g e (3.3), é equivalente

1

flx+p) = f(z)+ {f(év + tp) " pdt

e prova (3.1). Finalmente, pelo teorema para fun¢oes de uma varidvel,

9(1) = g(0) + ¢g/(E), §€(0,1)

que pela definigdo de g e (3.3), é equivalente para

fle+p)=f(z)+Vflx+ip)p, £€(0,1),

e prova (3.2). =



3. Tépicos de Programacao Nao Linear e Otimizacgao 33

3.7 Direcao de Descida

Definicao 21 As direcoes d € R"™, tais que
Vf(x)rd <0

sao chamadas direcoes de descida a partir de x.

Lema 20 Sejam f:R" — R, f € Clex € R tal que Vf(z) #0,d € R, Vf(x)Td <
0. Entao, existe a > 0 tal que

flz+ad) < f(x), Ya € (0,a).
Demonstracao. Considere ¢ : R — R,

6(a) = f(x + ad)

e
$(0) = f(x)
Pela regra da cadeia,
#a) = Vf(z+ ad)’d
#(0) = f(z)"d
e
50) = iii%(ﬁ(o + Ozo)é —4(0).

Para 0 < a < @, com & suficientemente pequeno, o sinal de ¢(0) e ¢(a) — ¢(0) deve

ser o mesmo, ou seja, negativo. Como ¢(0) = f(z)'d < 0, logo
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3.8 Condicoes de Otimalidade

Os problemas de otimizagao envolvem minimizar ou maximizar uma funcao objetivo,
sujeita a um conjunto de restricoes impostas nas varidveis. Em, essencialmente, todos os
problemas de interesse as restricoes serao expressas em termos de relagoes envolvendo as
variaveis das funcoes continuas. O problema geral a ser considerado é conhecido como

otimizacao linear restrita e é expresso em termos matematicos por:

minimizar f(x)
ci(x) =0, 1=1,2,....m/; (3.4)
s.a.

ci(x) >0, i=m'+1,...,m.

Um ponto T é dito ser vidvel se satisfaz todas as restri¢goes do problema (3.4). O
conjunto de todos os pontos viaveis é denominado regiao viavel. Um problema para o

qual nao existe pontos viaveis é chamado de problema inviavel.

Para selecionar um método eficiente para resolver um problema particular da forma
(3.4), é necessario analisar e classificar o problema. Antes de considerar um método para
resolver um problema é necessédrio definir uma ”solugao para o (3.4). Para tal solugao

existir considere os seguintes teoremas e as defini¢des de conjuntos e fungoes convexas.

3.8.1 Teorema de Weierstrass

Teorema 21 Seja S um conjunto nao vazio, compacto, e seja f : S C R" — R continua
em S. Entao, o problema

min  f(z) (3.5)

zesS

atinge seu minimo, isto €, existe um minimizador para o problema (3.5).

Demonstracao. Visto que f é continua em S e S é fechado e limitado, f é limitado
inferiormente em S. Conseqiientemente, visto que S # (), existe o menor limite inferior
a=inf{f(z)} :z € S}.

Agora, seja 0 < ¢ < 1, e considere o conjunto Sy = {r € S : a + &} para todo
k = 1,2,.... Pela definicdo de infimo, S; # () para todo k e entdo constréi-se uma
seqiiéncia de pontos {zx} C S selecionando um ponto z; € Sj para todo k = 1,2, ...

Como S ¢ limitado, existe uma subseqiiéncia convergente {z;}x — T, indexado pelo



3. Tépicos de Programacao Nao Linear e Otimizacgao 35

conjunto K. Como S é fechado, tem-se T € S; pele continuidade da funcao f,desde que

a < f(xg) < a+ & para todo k,tem-se que

a= lim  f(z) = f(2).

k—+o00, keK

Portanto, foi mostrado que existe uma solucao T € S tal que f(T) = a = inf{f(z) : z €

S}, e entdo T é um minimizador. m

3.8.2 Conjuntos Convexos

Definicao 22 Um conjunto S em R™ € convexro se para todo x ey em S o segmento de

reta que une x ey também estd em S.

Definindo o segmento de linha [z, y] que une x e y por:
[z, yl ={z+ Ay —2): 0 <A< 1}
Note que este conjunto pode também ser descrito como segue:
[z, yl ={ g+ (1 —-Nz:0< A< 1}

Logo, um subconjunto S de R™ é convexo se, e somente se, para todo x e y em S e todo
Acom 0 <A <1, ovetor Az + (1 — \)y estd também em S.

k)

Teorema 22 Seja S um conjunto convexo em R™. Deize MV, 2@ .. 2®) estar em S.

Se A1, Ao, ..., A\, sGo numeros nao negativos cuja soma € 1, entdo a combinacao convexa
k

S \z® estd também em S.
i-1

3.8.3 Funcoes Convexas

Um conjunto convexo se caracteriza por conter todos os segmentos cujos extremos sao
pontos do conjunto. Se x e y sao pontos de R", o segmento que os une esta formado pelo

z da forma y+ Az —y) = Az + (1 — Ny com A € [0,1]. Isto justifica a seguinte definigao.

Definicao 23 Suponha que f(z) é uma fun¢do real definida em um conjunto convero
S C R". Entao:

e a fun¢ao f(x) € convexa em S se



3. Tépicos de Programacao Nao Linear e Otimizacgao 36

fOz + (1= Ny) <Af(x) + (1 =N f(y),
para todo x,y € S e todo A com 0 <\ < 1;

e a funcdo f(x) € estritamente convera em S se

fQz 4+ (1= Ny) <Af(z) + (1= A)f(y),
para todo x,y € S com x # y e todo A com 0 < \ < 1.

Teorema 23 Todo minimizador local de uma fun¢ao convexa f(x) definida em um sub-
conjunto S de R™ ¢é também um minimizador global. Todo minimizador local de uma
fungdo estritamente conveza f(x) definida em um conjunto convero S C R™ é o unico

minimizador global estrito de f(x) em S.

Demonstragao. Suponha que z* é um minimizador local para a fungdo convexa f(z)
em S. Entdo existe um numero positivo r tal que f(z) > f(z*) sempre que = € S e
|z —x*|| < 7.

Dado algum y € S, quer provar-se que f(y) > f(z*). Para este fim, seleciona-se A com

0 < A < 1etaopequeno que z* + Ay —z*) € S e
|la* + My — o*) — x*|| < 7.
Por conseguinte,
f@®) < f@™+ My —27) = fQy+[1 = Az") < Af(y) + [T = Af (@),

pois f(z) é convexo em S. Nota-se que a ultima desigualdade é estrita se y # x* e f(x) é
estritamente convexa. Agora, subtrai-se f(z*) de ambos os lados da desigualdade anterior
e divide-se o resultado por A

Flat) = fee) _ M)+ 1= NfE) ~ f)
A - A ’

para obter

0<fly) = flz")

desigualdade estrita se f(x) é estritamente convexa e y # z*. Isto estabelece o resultado

desejado. m
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Teorema 24 .

(a)

(b)

Se fi(x), ..., fr(x) sdo fung¢des converas no conjunto convero S em R", entao

f(@) = filz) + fol@) + - + fulz)

¢ convexo. Além disso, se pelo menos um f;(x) é estritamente convexo em S, entdo

a soma f(x) € estritamente convexa.

Se f(x) € convexa (resp. estritamente convera) em um conjunto S em R™ e se o €

um nimero positivo, entao af(x) € convexo (resp. estritamente convexo) em S.

Se f(x) é uma fungao conveza (resp. estritamente convezra) definida em um conjunto
S emR"™, e se g(y) € um fungdo convera aumentada (resp. estritamente aumentada)
definida no range de f(x) em R, entdo a fun¢ao composta g(f(x)) é convera (resp.

estritamente convexa) em S.

Demonstragao.

(a)

(b)
(c)

Para mostrar que qualquer soma finita de fun¢oes convexas em S é convexa em S,
é suficiente mostrar que a soma (f1 + f2)(z) de duas fungdes convexas fi(x) e fa(z)

em S é de novo convexa em S. Se y, z pertence a S e 0 < \ < 1, entao

(fi+ ) Qy+[1—=Xz2) = fAQAy+[1—=XNz2)+ oAy +[1 — A]2)
AMi(y) + 1= Alfi(2) + Afa(y) + 1 = A f2(2)
Afi+ f) ) +[1 = A(fi + f2)(2).

IN

Portanto, (f; + f2)(z) é convexo em S. Além disso, esta claro deste calculo que se
fi(z) ou fa(x) é estritamente convexa, entao (fi + fa)(x) é estritamente convexa
porque a convexidade estrita de um funcao apresenta uma desigualdade estrita no

lugar certo.
Este resultado segue de um argumento similar usado em (a).

Se y, z pertence a S e se 0 < A < 1, entao

FOy+[1=Xz) < Af(y) +[1 = Nf(2)
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visto que f(x) é convexo em S. Conseqilentemente, visto que g é um aumento, a

fungao convexa no range de f(x), segue que

g(fQy+[1=A2)) < g\ fly) +[1—Af(2))
< Ag(f(y) +[1 = Ag(f(2)).

Ainda, a fungao composta g(f(x)) é convexa em S. Se f(z) é estritamente convexa
e g é estritamente aumentada, a primeira desigualdade no calculo anterior é estrito

paray # z e 0 < XA < 1, assim g(f(z)) ¢ estritamente convexa em S.

3.8.4 Caracterizacao de um ponto de minimo

Um ponto Z € R" é solugao de 3.4) se T é um ponto que pertenca a regiao vidvel.
Entao, somente pontos vidveis podem ser 6timos.

Seja z* um ponto viavel para o problema (3.4), e defina N (z*, §) como sendo o conjunto

dos pontos vidveis em uma vizinhanga ¢ de z*.

Definicao 24 O ponto x* € um minimo local se existe 6 > 0 tal que:
1. f(x) é definido em N(x*,0); e
2. [(z") < f(y), Vy € N(2%,0), y # a™.

3.8.5 Otimizacao com restricao linear

Em muitos problemas praticos, nem todos os valores possiveis das variaveis sao aceitaveis,
e sao com freqiiéncia necessarias ou desejaveis para as restrigoes impostas. Uma forma
freqiiente de restricao envolve especificamente que uma certa funcao linear de variaveis
pode ser exatamente zero, nao negativa, ou nao positiva. A forma geral da funcdo nao
linear é [(x) = aTx — (3, para algum vetor linha ol e escalar 3. Por linearidade, o vetor
coluna « é o gradiente (constante) de {(z). Os tipos de restrigoes lineares sao:

(i) oz — B =0 (restrigao de igualdade);

(ii) o’z — 3 > 0 (restrigao de desigualdade).
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3.8.6 Condicoes de Otimalidade de uma Funcgao com Restricoes

Lineares de Igualdade

Considerando as condicoes de otimalidade para um problema que contém somente
restrigoes de igualdade linear (LEP), isto é,

minimizar ~ F(x)
TER™

sujeito a  Ax =b.

A i-ésima linha da matriz A,,, serd denotada por al, e contém os coeficientes da i-ésima

restricao linear:
T . . b,
a; = a1+ ... + apx, = b;.

Um ponto vidvel z* é um minimo local da LEP se e somente se F(z*) < F(x) para
todo x na vizinhanca de x*. Nao existe ponto vidvel se as restrigoes sao inconsistentes.

Assume-se que b situa-se no range de A.

Considere o passo entre dois pontos factiveis T e T; por linearidade A(Z —7) = 0, visto
que AT = b e AT = b. Por razoes similares o passo p de um ponto vidvel para outro ponto

viavel pode ser ortogonal as linhas de A, isto é, pode satisfazer

Ap=0. (3.6)

Algum vetor p tal que (3.6) mantém-se é chamado de diregao vidvel com respeito as
restrigoes de igualdade do LEP. Algum passo de um ponto vidvel ao longo da direcao nao
viola as restrigoes, visto que A(T + ap) = AT = b. Se um passo infinitesimal ao longo do

vetor p provoca Ap # 0, causa um ponto perturbado e assim a infactibilidade.

Deixe as colunas da matriz Z formar uma base, entao AZ = 0, e toda direcao viavel
pode ser escrita como uma combinacaqo linear das colunas de Z. Portanto, se p satisfaz

(3.6), p pode ser escrito como Zp, para algum vetor p,.

Examinando a expansao da série de Taylor de F' em relacao a z* ao longo de uma

diregao viavel p (p = Zp,):

1
F(x* +eZp.) = F(z*) + epl ZTg(2*) + 562p£ZTG($* + efp) Zp, (3.7)
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onde 6 satisfaz 0 < 0 < 1, e € (3.7) mostra que p! Z7g(x*) é negativo, entdo toda
vizinhanca de z* conterd pontos viaveis com valor da funcao estritamente inferior. Ainda,
a condigao necesséaria para r* seja um minimo local da LEP ¢é que p! Z7 g(2*) pode sumir

para todo p., o que implica que
ZTg(z*) = 0. (3.8)

O vetor ZTg(x*) é chamado de gradiente projetado de F em x*.

O resultado (3.8) implica que g(z*) pode ser uma combinagao linear das linhas de A,

isto é,
g(@*) = Ya\i = AT,
i=1

para algum vetor \*, que é chamado vetor multiplicador de Lagrange. Os multiplicadores

de Lagrange sao unicos somente se as linhas de A sao linearmente independentes.

Visto que Z7g(z*) = 0, a expansao da série de Taylor (3.7) torna-se
F(z* +eZp.) = F(z*) + 3€pl ZTG(2* + ebp) Zp.

indicando que se a matriz ZTG(x*)Z é indefinida, toda vizinhanca de z* contém pontos
viaveis com um valor estritamente inferior de F. Portanto a segunda condicao necessaria
para que r* seja 6timo para LEP é que a matriz ZTG(2*)Z, que chamada de matriz

hessiana projetada pode ser semidefinida positiva.

Condigoes necessarias para um minimo de LEP.

o Azx* =b;

o ZTg(x*) = 0; ou, equivalentemente, g(z*) = AT\*; e
o ZTG(2*)Z é semi-definida positiva.

Condigoes suficientes para um minimo de LEP.

o Azx* = b

o ZTg(x*) = 0; ou, equivalentemente, g(z*) = AT\*; e

o ZTG(2*)Z é definida positiva.
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3.8.7 Convergéncia de Seqiiéncias e Rapidez de Convergéncia

Definicao 25 Dado um método iterativo que produz uma seqiéncia de pontos xi, Ta, ...
a partir de um ponto inicial xg, quer-se saber se o método converge para uma solugcao x*,
e caso afirmativo, com que rapidez. Sejam r* € R", x, € R*, k = 1,2,3,.... Entdo a

sequiéncia {xy} converge para r* se

i e =) =0

Se além disso, existir uma constante ¢ € [0,1) e um inteiro k > 0 tal que para todo k >

k
[erer = 27| < cllay — 27|

entdo {xy} € dita ser linearmente convergente. Se para alguma seqiéncia {cy} que con-

verge para 0,
[2rs — 27| < el — 2],

entdao {xy} converge superlinearmente para x*. Se existirem constantes p > 1, ¢ > 0, e

k >0 tais que {x} converge para x* e para todo k > k
lekr1 — 2*|| < cllax — 2%,
entao a convergéncia é dita ser quadrdtica.

Um método iterativo que convergird para a resposta correta em uma certa taxa, con-
tanto que seja inicializado perto o suficiente da resposta correta, é dito ser localmente

convergente naquela taxa.

3.9 Funcoes Quadraticas em R"

Seja n um inteiro fixo e seja F' uma funcao quadratica

1
F(z) = iflfTA:B —hfr+c (3.9)

em R” onde A é uma matriz simétrica n x n, h é um vetor de dimensao n, e ¢ é um

escalar.
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O gradiente de F' em x é o vetor

VF(x)= Az — h. (3.10)

Um ponto critico de F' é um ponto z tal que VF(x) = 0. Ainda = é um ponto critico

da funcao quadratica F' se e somente se x é uma solucao do sistema de equagoes lineares
Ax = h. (3.11)

O sistema (3.11) pode, ou nao pode, ter uma solugao. No entanto, se A é nao singular

existe exatamente uma solucao, isto é,
zo=A"h (3.12)

e xo é o Unico ponto critico de F'. Se A é singular e zg é uma solugao (3.11) entéo toda
solugao de z de (3.11) é expressa da forma = = x¢ + 2, onde z é um vetor do espago nulo
de A, isto é, um vetor z tal que Az = 0. Em outras palavras se xo é um ponto critico de

F', entao todo ponto critico de F' difere de zy por um vetor z pertencente ao espago nulo

de A.

Como F' é uma funcao quadratica, tem-se a identidade

F(x+p) = F(x)+p"(Ax — h) + %pTAp (3.13)

em x e p. Esta identidade ¢é obtida substituindo = por x +p em (3.9). Observe que (3.13)

expressa o Teorema de Taylor para o ponto x. Reescrevendo (3.13) tem-se,
1
F(x+p)=F(x)+p"'VF(x) + §pTV2F(x)p. (3.14)

A matriz V2F(x) = A é a Hessiana de F. Se xy é um ponto critico de F, isto é,

VF(xy) =0, entao substituindo = por xy e p por x — xy em (3.14), obtém-se a equagao
1
F(x) = F(zo) + 5(33 — x0)" Az — o) (3.15)

para F' relativa a um ponto critico de F. Geometricamente esta equagao nos diz que,
quando A é nao singular, o ponto critico zo = A~'h de F é o centro da superficie

quadratica
F(z) =7, (3.16)

onde v é uma constante.
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Por (3.15) um ponto critico zp de F' é um ponto minimo de F' se e somente se A é
semidefinida positiva, isto é, se e somente se a desigualdade p? Ap > 0 mantém-se para
todo vetor p. Se pf Ap > 0 sempre p # 0, isto é, se A é definida positiva, entdao v = A~'h

é 0 tnico ponto minimo de F. Diz-se que F' é definida positiva se A é definida positiva.

As superficies de nivel (3.16) para uma func¢do quadrética definida positiva F' sao

elipséides tendo xy = A~'h como o centro comum.

No estudo de um sistema linear Ax = b, define-se o residual do sistema de x como o

vetor
r=h— Ax.
Quando A é simétrica, o vetor r é o gradiente negativo
r=—-VF(x)=h—- Az
da func¢ao quadratica
F(z) = 12" Az — Tz + c.

Segue que o residual r(z) é a mdxima direcao de descida de F para o ponto z.
A preocupacao é nao somente minimizar F globalmente, mas também minimizar F
sujeita a um conjunto de restri¢oes lineares
Gr=p (i=1,..,n—k 1<k<n), (3.17)
onde qy, ..., ¢,_ sa0 vetores linearmente independentes. O conjunto de pontos satisfazendo
(3.17) é denominado Hiperplano, denotado por Hy.

O teorema a seguir apresenta as condigcoes de existéncia de pontos minimos de uma

funcao quadratica em hiperplanos.

Teorema 25 Suponha que a hessiana A de uma funcdao quadrdtica F' € definida positiva.
Um ponto x* em um hiperplano Hy, minimiza F' em Hy se e somente se o gradiente VF (x*)
¢ ortogonal a Hy. FEziste um inico ponto minimo x* de F' em Hy. Um hiperplano Hy

cortado por um elipsdide E,_; de dimensao (n — 1)
E, 1:F(z)=v

corta E,_1 em um elipséide de dimensao (k — 1) cujo centro € o ponto minimo x* de F

em Hy,.
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3.9.1 Propriedades Basicas de Funcoes Quadraticas

Teorema 26 Os pontos minimos de F' sobre retas paralelas estao num hiperplano H,_4

que contém o ponto minimo xo de F. O hiperplano H,_1 € definido pela equagao
pf(Az —b) =0
onde p € um vetor direcdo para essas linhas paralelas. O vetor Ap € normal a H, 1.

Teorema 27 Dado um vetor nao nulo p e seja xy e x5, respectivamente, os pontos
minimos de F' em duas linhas L e L* cuja direcao € p. O vetor ¢ = x5 — x5 € con-

jugado a p no sentido que a relacao pt Aq = 0 se mantém.
Teorema 28 O ponto minimo x5 de F' na linha x = x1 + ap é dado pela equagao
Tog =1 +Qap

onde

g1 = F/(ZEl) = Al‘l —b

Teorema 29 Os ponto minimos de F em hiperplanos paralelos de dimensdo n — 1 estao
numa linha L conjugada a esses planos e passando pelo ponto minimo xq de F'. Em outras
palavras, se q € um vetor nao nulo dado, entao para todo numero real p o ponto minimo

x1 de F' no hiperplano
H, 1:¢"v=p
estd na linha
L:x=x0+aA g

passando pelo ponto minimo xy de F' na direcio p = A — 1q. O wvetor p, ou equivalente-

mente a linha L, é conjugada a H, .
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Teorema 30 Os pontos minimos de F' em hiperplanos paralelos Hy estdo em um hiper-
plano conjugado a esses hiperplanos e passando pelo ponto minimo xog de F. Em outras
palavras, dado um conjunto de n — k vetores linearmente independentes q, ..., ¢n_r, entao

para todo conjunto de niumeros reais py, ..., Ppn—r 0 ponto minimo x, de F' no hiperplano
Hy:qlx =i (i=1,...,n—k),
estd mo hiperplano
H, p:x=x0+a A7 g+ ...+ an_t A qn_s

passando pelo ponto minimo xo de F. Os vetores p1 = A7 q1, ..., pn—t = A" qn_1 sdo

conjugados a Hy de maneira que H, _j € conjugado a Hy.

Coroldrio 31 Se x; e x7 sao respectivamente os pontos minimos em hiperplanos parale-

los Hy, e H}, entao o vetor p = x] — x1 € conjugado a Hy, e Hj.

Teorema 32 Dado um hiperplano Hy e um vetor w, o conjunto Hj + w de pontos x*
expressivel na forma v* = x + w com x em Hjy é um hiperplano H] paralelo a Hy.
Reciprocamente, se H}; é um hiperplano paralelo a Hy, e w = z* —x € um vetor unindo
um ponto x em Hjy a um ponto z* em H}, entao H} = H, +w. De fato, existe um inico
vetor p conjugado a Hjy de maneira que H = Hy + p. Se x1 minimiza F' em Hj, entao

] = x1 +p minimiza F em Hj .

Teorema 33 Dado um hiperplano Hy e um vetor w ¢ Hy, o conjunto Hy + fw de todos
0s pontos x+[w, determinado pelos pontos x em Hy e os nimeros reais 3, é um hiperplano
de dimensao k +1 que gera Hy, e H]; = H, +w. Existe um unico vetor p conjugado a Hj,
tal que H = H, +p e Hy = Hp + Bp. O ponto minimo xo de F' em Hj, estd na linha

xr = x1 + ap, onde x1 € o ponto minimo de F' em Hy.

3.9.2 Minimizagao de uma Funcao Quadratica em Hiperplanos

Seja xp,1 0 ponto minimo de F' num hiperplano Hy. Usar-se-4 um conjunto de vetores

nao nulos py, ..., pr em Hj os quais sao mutuamente conjugados no sentido que as relagoes

piAp; =0 (i#j, i=1..k)

se mantém. Note que
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pi=plAp; >0, (i=1,..,k)

porque p; # 0 e A é definida positiva. Um conjunto de vetores mutuamente conjugados
nao nulos é um sistema conjugado (também denominados de A — ortogonais) e os vetores

sao linearmente independentes.

Teorema 34 (diregoes conjugadas) Seja pg, p1, ..., Pn_1 um conjunto de vetores nao nulos

A — ortogonais. Para qualquer xo € R™ a seqiéncia {xy} gerada de acordo com

Tg+1 = T + QP (3.18)

para k > 0, com

T
9x, Pk
ap = — 3.19
: p;;FApk ( )
e

gr = Az — b (3.20)

converge para a solucao unica x*, de Ax = b apds n passos, isto €, x, = x*.

Demonstragao. Ja que os pi sao linearmente independentes, pode-se escrever
xt — Ty = Oéodo -+ Oéldl + ...+ Oénfldnfl (321)

para algum conjunto de coeficientes . Multiplicando por A e tomando o produto escalar

com pg encontra-se

)

3.22
i Aps, ( )
Agora seguindo o processo iterativo de (3.18) de z( até ), obtém-se
Ty — To = aopdo + 1dy + ... + Qp—1Pk-1 (323)
e portanto pela A — ortogonalidade dos py segue que
pr Az — 20) = 0. (3.24)
Substituindo em (3.22) obtém-se
_PRAE =) gl 395
R Y (329)
Py APk PrADK

que ¢ idéntico a (3.19). =
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Teorema 35 (subespaco expandido) Seja po, p1, P2, ..., Pi, uma seqiéncia de vetores A —
ortogonais ndao nulos em R™. Entdo para qualquer xo € R™ a seqiiéncia {xy} gerada de

acordo com

T4l = T + (075 Y% (326)
com
T
9k Pk
dp = — 3.27
Pi Apx (3:27)

possui a propriedade que xj minimiza F(x) = %QfTA.I — bz na linha v = x_1 + app_1,

—00 < a < 00, bem como na variedade linear xo + Hy.

Demonstragao. E necessario mostrar somente que zp minimiza F' na variedade linear
xo+ Hg, ja que ela contém a linha x = z;_1 +agpr_1. J& que F' é uma funcao estritamente
convexa, a conclusao serd mantida se puder ser demonstrado que g é ortogonal a Hy, (isto

é, o gradiente de F' em xj é ortogonal ao subespago Hy,).

Prova-se g, 1 Hj por inducgao. Ja que Hy é vazio essa hipdtese é verdadeira para
k = 0. Assumindo que é verdade para k, isto é, assumindo ¢, 1 Hj, mostra-se que

k1 L Hyiq. Tem-se
Jk+1 = g + arApy (3.28)
e portanto
Pt Gk+1 = Pi g + ) App = 0 (3.29)
pela definicao de ay.Também para ¢ < k
Py Gres1 = Dy G + ] Ap (3.30)

O primeiro termo do lado direito da tultima equacao desaparece devido a hipdtese da

inducao, enquanto o segundo termo desaparece pela A — ortogonalidade dos d;. Portanto

Jk+1 1 Hk+1. (331)
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3.9.3 Meétodo das Direcoes Conjugadas

O método das Diregoes Conjugadas é um método iterativo para resolver um sistema

linear de equagoes
Az = b, (3.32)

onde A é uma matriz n x n simétrica e definida positiva. O problema (3.32) pode ser
escrito equivalentemente como o seguinte problema de minimizagao:
1
() = §xTAx — vz, (3.33)
isto é, ambos (3.32) e (3.33) tem a mesma solugdo unica. Essa equivaléncia permitird
interpretar o método do gradiente conjugado ou como um algoritmo que resolve sistema
lineares ou como uma técnica para minimizagao de funcoes convexas quadraticas. Nota-se
que o gradiente de ¢ é igual ao residuo do sistema linear, isto é,
d
Vo(z) = Az — b r(2). (3.34)
Uma das notaveis propriedades do método das Direcoes Conjugadas é sua capacidade
de gerar, de um modo muito econémico, um conjunto de vetores com uma propriedade
conhecida como conjugacidade. Um conjunto de vetores nao-nulos {po, p1, ..., pr} é dito

ser conjugado com respeito a matriz definida positiva A se

p;fFApj =0, para todo i # 0. (3.35)

A importancia da conjugacidade surge do fato de que pode-se minimizar ¢(-) em n
passos minimizando-a sucessivamente ao longo de direcoes individuais de um conjunto
conjugado. Para verificar essa afirmacao considera-se o seguinte método de direcao con-
jugada. Dado um ponto inicial 5 € R" e um conjunto de diregdes conjugadas {po, p1, ...,

Pn-1}, gera-se a seqiiéncia {zy} fazendo-se
Tyl = T + QD (3.36)

onde oy, é um minimizador unidimensional da fungao quadrética ¢(-) ao longo de xy+aypy,
dado explicitamente por

T;:fpk
PhADK

(3.37)

ap = —

A seguir, tem-se o seguinte resultado.
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Teorema 36 Para qualquer xy € R™ a seqiéncia {x} gerada pelo algoritmo de dire¢ao
conjugada (3.36), (3.837) converge para a solu¢ao x* do sistema linear (3.32) em no

mdzimo n passos.

Demonstragao. Visto que as dire¢oes {p;} s@o linearmente independentes, elas podem
gerar todo o espago R™. Portanto, pode-se escrever a diferenca entre zy e a solugao z*

como:
x* —x9=00po+ 0o1p1+ -+ Opn_1Pn-1, (3.38)

para a mesma escolha dos escalares o;. Pre-multiplicando esta expressao por pl A e

utilizando a propriedade de conjugacidade (3.35), obtém-se

)

3.39
pprk ( )

Estabelecendo agora o resultado mostrado que estes coeficientes o, coincidem com o

tamanho do passo «ay gerado pela férmula (3.37).

Se z, é gerado pelo algoritmo (3.36), (3.37), entao tem-se
T = 2o + QoPo + a1P1 4+ 4 Op_1Pk—1- (340)

Pré-multiplicando esta expressao por p. A e usando a propriedade de conjugacidade, tem-

se que
pi Az — m) =0, (3.41)

e portanto
prA(x" = x0) = pp A(e” — ay) = pi, (b — Azy) = —piry. (3.42)

Comparando esta relagao com (3.37) e (3.39), encontra-se que oy = oy, dando o resultado.

Teorema 37 Seja g € R™ algum ponto inicial e suponha que a seqiiéncia {xy} € gerada

pelo algoritmo de dire¢ao conjugada (3.36), (3.37). Entdo
ripi=0 parai=0,..k—1 (3.43)
e x € o minimo de ¢p(x) = a7 Az — bTx sobre o conjunto

{z|x = xo + span{po, p1, ..., Pr_1}} (3.44)
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Demonstracao. Mostrando que o ponto z minimiza ¢ sobre o conjunto (3.44) se e
somente se 7(Z)Tp; = 0, para cada i = 0,1,....k — 1. Seja definida h(c) = ¢(zy +
oopo + 4+ Op_1pr_1), onde o = (0¢,01,...,06_1)". Visto que h(c) é uma quadratica
estritamente convexa, tendo um tnico minimizador o* que satisfaz
Oh(c*)
Jdo;

=0, 1=0,1,..,k—1. (3.45)
Pela regra da cadeia, isto implica que
Vé(zo+ogpo+ -+ 0p_1pr—1) pi = 0, i=0,1,...k—1. (3.46)

Lembrando da definigao (3.33), obtém-se o resultado desejado.

Usando agora a inducdo para mostrar que zj, satisfaz (3.43). Visto que ay é sempre
o minimizador unidimensional, tem-se imediatamente que 77 p, = 0. Fazendo a hipdtese

por indugao, isto ¢, que r}_;p; = 0 para i =0,...,k — 2. Segue
Tk = Tr—1+ Qg1 Ape_1, (3.47)
e tem-se
pZ—lrk = pg—lrk—l + ak—lp;{_y‘lpk—l =0, (3.48)

pela defini¢ao (3.37) de ay—1. Enquanto isso, para os outros vetores p;, i = 0,1,.... k — 2,

tem-se
piTTk = piTqu + OékflpzTApkfl =0 (3.49)

pela hipétese de indugdo e a conjugacidade de p;. Conclui-se que rfp; = 0, para i =

0,1,...,k — 1, e a prova esta completa. m

3.9.4 Propriedades basicas do método do Gradiente Conjugado

O método do Gradiente Conjugado é um método de direcao conjugada com uma pro-
priedade muito especial: na geracao do conjunto de vetores conjugados, pode-se calcular
um novo vetor p; usando somente o vetor anterior p,_;. Nao se precisa conhecer todos os
elementos anteriores pg, p1, ..., pr_2 do conjunto conjugado; p, é automaticamente conju-
gado destes vetores. Esta notavel propriedade implica que o método requer pouco calculo

€ armazenagen.
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Agora, os detalhes do método do Gradiente Conjugado (CG). Toda dire¢ao py é es-
colhida como uma combinagao linear da méxima diregao de descida —V¢(xy) (que é o

mesmo que o residual negativo —ry ) e direcdo anterior py_;. Escrevendo

Pk = =Tk + BrPr—1 (3.50)
onde o escalar 3 é determinado para exigir que pix_; € pr sejam conjugadas com respeito
a A. Pré-multiplicando (3.50) por p!_ ;A e impondo a condi¢ao p! , Apy = 0, tem-se que
TIZApkfl

B =

= =\ 3.51
p£_1Apk71 ( )

Escolhe-se da primeira direcao py sendo a maxima direcao de descida para o ponto
inicial zg.

Como no método de diregao conjugada geral, o método de dire¢oes conjugadas repre-
senta minimizagoes sucessivas unidimensionais ao longo de cada dire¢ao. O algoritmo CG

é expresso a seguir:
Algoritmo - CG
Dado xq;
Faca rg = Axg — b, pg «— —rg, k «— 0;

Enquanto r, # 0

T
Qg «— _p%kj;k (3.52)
Ty1 < Tk + Pk; (3.53)
Try1 <— Axpyer — b, (3.54)
T
Br1 —— %; (3.55)
Prt1 < —Tki1 + Br+1Dk; (3.56)
k—Fk+1 (3.57)

Fim (enquanto)

Teorema 38 Suponha que a k-ésima iteragao gerada pelo método do gradiente conjugado

nao seja a solucao r*. As quatro propriedades sequintes mantém-se:

rir;=0, i=0,....,k—1 (3.58)
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span{ro,r1, ...,y = span{ry, Aro, ..., A¥ry}, (3.59)
Span{p07p17 HE apk} = Spcm{ro, ArOa v 7AkT0}7 (36())
prAp; =0, para i=0,1,....k—1 (3.61)

Portanto, a seqiiéncia {xy} converge para x* em no mdximo em n passos.

Demonstragao. A prova é por indugao. A expressao (3.59) e (3.60) mantém-se trivi-
almente para k = 0 enquanto (3.61) mantém-se por construcao para k = 1. Assumindo
agora que estas trés expressoes sao verdadeiras para algum k (a hipétese indugao), elas

continuam a manter-se para k + 1.

Para provar (3.59), mostra-se primeiro que o conjunto do lado esquerdo esta contido
no conjunto do lado direito. Por causa da hipdtese de indugao, tem-se de (3.59) e (3.60)

que
e € span{rg, Arg, ..., A¥ro, Y, pr € span{rg, Aro, ..., AFry}, (3.62)
enquanto multiplicando a segunda dessas expressoes por A, segue que
Apy € span{Arq, ..., A" g} (3.63)
Obtém-se que
o1 € span{rg, Arg, ..., A¥ g} (3.64)
Combinando esta expressao com a hipdtese de indugao para (3.59), conclui-se que
span{ro,r1, ..., i, Tep1} € spanirg, Arg, ..., A¥ rg), (3.65)

Para provar que a inclusdo reversa mantém-se, usando a hipétese de indugao em (3.60)

para deduzir que
Ay = A(A¥rg) € span{Apo, Apy,. .., Api}. (3.66)
Visto que se tem Ap; = (r;1 — 1)/ para i = 0,1, ..., k, segue que
ANy € span{rg,r1, ... The1}. (3.67)
Combinando esta expressao com a hipdtese de indugao para (3.59), encontra-se que

k+1
span{re, Arg, ..., A" ro} C span{ro,r1, ..., "k Tki1}-
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Portanto, a relagao (3.59) continua para manter-se quando k é substituido por k+1, como

afirmado.

Mostrando agora que (3.60) continua a manter-se quando k é substituido por k + 1

pelo seguinte argumento:

span{po, p1, - - -, Pk Pr+1}
= span{po, p1,- -, Pk, Pk+1} por (3.56)
= span{ro, Arg, ..., A¥rq, 7111} por hipétese de inducao de (3.60)
= span{ro,T1, ..., Tk, Tk+1} por (3.59)
= span{rg, Arg, ..., A¥ 1} por (3.59) para k + 1.

Provando agora a condi¢ao de conjugacidade (3.61) com k substituido por k + 1.
Multiplicando (3.56) por Ap;, i =0,1,...,k, obtém-se

Pha1Api = =11 Api + Brapi Api (3.68)

Pela definicao (3.55) de [, o lado direito de (3.68) desaparece quando i = k. Para

1 < k — 1 precisa-se coletar um numero de observacoes. Observe primeiro que a hipdtese

de indugao para (3.61) implica que as diregdes pg, p1, - . ., pk s@o conjugadas, deduzir que
rioapi =0, parai=0,1,... k. (3.69)
Segundo, repetidamente aplicando (3.60), encontra-se para i = 0,1,...,k — 1, a seguinte

inclusdo mantém-se:

Ap; € A span{ry, Arg, ..., A'ro} = span{Arg, A%rq,..., Ay} (3.70)

C Spa’n{p()’pl’ cee 7pi+1}'
Combinando (3.69) e (3.70), deduz-se que
i Api=0, para i=0,1,...,k+1, (3.71)

e o primeiro termo do lado direito de (3.68) desaparece para i = 0,1,...,k — 1. Por
causa da hipdtese de indugao de (3.61), o segundo termo desaparece, e conclui-se que
pZHApZ- = 0,7 = 0,1,,k. Portanto o argumento de indugdo mantém-se para (3.68)

também.

Segue que o conjunto de diregoes geradas pelo método do gradiente conjugado é de
fato um conjunto de diregoes conjugadas, assim o algoritmo termina em no maximo n

iteragoes.
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Finalmente, provando (3.58) por argumento nao indutivo. Devido o conjunto diregao
ser conjugado, tem-se que rf p; = O paratodoi = 0,1,...,k—lealgumk =1,2,... ,n—1.
Reorganizando (3.56), tem-se que

pi = —ri + Bipi-1, (3.72)
e que r; € span{p;,p;_1} para todo i = 1,...,k — 1. Conclui-se que r}r; = 0 para todo

1=1,...,k—1, como afirmado. m

A prova deste teorema depende da primeira direcao py que é a méaxima direcao de
descida —rq; de fato, o resultado nao mantém-se para outra escolha de py. Assim, os

gradientes 7, sao mutuamente ortogonais.

3.9.5 Uma forma pratica do método do Gradiente Conjugado

A seguir, a forma prética padrao do método do gradiente conjugado.

T
ap = . 3.73
P ADk (3.73)

Segundo, tem-se que aiApy = ki1 — Tk, logo

rl oy
Bryy = 2L (3.74)

Algoritmo - CG Pratico
Dado xq;

Faca ro = Axg — b, pg «— —19, k +— 0;

Enquanto r, # 0
Tng .
i Apy’

Tpy1 ¢ Tk + QpPr;

Qg <

Thy1 <— Tk + o Apg;

T
Te+1Tk+1 |
ﬁk-ﬁ-l ¢ T )

TLTE
Dkl < —Tht1 + Botr1Dk;
k+— k+1,;

Fim (enquanto)



3. Tépicos de Programacao Nao Linear e Otimizacgao 55

O método CG é recomendado somente para problemas grandes; caso contrario, eliminagao
Gaussiana ou outro algoritmo de fatoracao como decomposicao de valor singular sao
preferidos, visto que eles sao menos sensiveis aos erros de arredondamento na imple-

mentacao computacional.



4

Minimizacao de uma Funcao Quadratica
Sujeita a Restricoes Lineares de lgual-
dade

Vamos considerar o problema

minimizar f(z) = 227Gz + h'z +

s.a. Ax =0

onde f é uma funcao quadratica, definida positiva, e A é uma matriz m xn , com n > m.
Usualmente o algoritmo de direcoes conjugadas para resolver esse problema gera uma
sequiéncia de diregoes viaveis no nicleo de A, e entdao uma seqiiéncia de pontos viaveis
resolvendo a cada iteragao o sistema reduzido, ZTV2f(z)Zd, = —ZTV f(z), onde Z ¢

uma matriz cujas colunas formam uma base para o nticleo de A. Mais especificamente,

minimizar f(z) = a"Gx + h'z + ¢

s.a. Az =b

é equivalente a,

minimizar V f(z)'Zd+ 3d"ZTV? f(x)Zd

deRn—m

que ¢ equivalente a resolver o sistema linear

ZINAf(x)Zd = —Z"V f(z). (4.1)
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A solucao étima do problema é entao z* = xg + Zd.

A abordagem do problema a ser feita aqui é diferente. Conquanto ainda utilize o
algoritmo de direcoes conjugadas, o procedimento nao implica em reducao da dimen-
sionalidade do problema, isto é, ndo se utiliza a hessiana reduzida (Z7V?f(z)Z), nem o
gradiente reduzido (Z7V f(z)) para a montagem do sistema (4.1). Além disso, as diregoes
conjugadas nao sao obtidas em R"™", mas diretamente no espaco nulo de A, isto é, em
um subespaco de R". Nesse sentido o algoritmo resolve o problema na variedade xy + B;,
1=1,2,...,n—m, onde B; é o subespaco gerado pelas direcoes conjugadas obtidas pelo

algoritmo.

4.1 O Modelo Quadratico

Um problema de programacao quadrética (QP) surge, muitas vezes, como um subpro-
blema em métodos de otimizacgao restrita geral, razao pela qual deve ser sempre resolvido

de maneira mais simples e barata possivel.

Seja o problema de programagao quadratica restrito dado por

minimizar f(z) = 227Gx + h'z + (4.9)

s.a. Axr=b '
onde G é uma matriz simétrica e definida positiva n x n, h é um vetor de R", A uma
matriz m X n com m < n, de posto m, e b um vetor de R™. As condigoes de otimalidade

de primeira ordem para o poblema (4.2) sao,

Vol(z*, ) = 0
Ax* =

Como I(z, \) = 127Gz — h'z + X' (b — Az), entédo as condicdes anteriores resultam no

sistema,

Gx* —h— AT\ =

4.3
Ar* —b = (4.3)

logo, as condigoes de otimalidade de primeira ordem sao dadas pelo seguinte sistema

GOEC) e

linear,
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A matriz do sistema (4.2) é chamada de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) e o sistema de

equacoes lineares é chamado de sistema KKT.

Sob certas condicoes sobre as matrizes G e A, as condicoes de otimimalidade de
primeira ordem do sistema assume que existe uma unica solugdo para o sistema (4.4),

como pode-se observar no seguinte teorema,

Teorema 39 Suponha que A seja uma matriz m X n, com m < n, de posto completo m,
e que G seja definida positiva no espago nulo de A. Entao, a matriz Karush-Kuhn-Tucker

¢ nao-singular e existe uma unica solugao (x*, \*) que satisfaca o sistema (4.4).

Demonstracao. Sejam x e y dois vetores arbitrarios tais que

G AT x
(<) ()0 “

Sex =0, ATy = 0, entdo y = 0 desde que A tenha posto completo. Se z # 0, Az = 0,
entao, * = Zw para qualquer vetor nao nulo w, onde Z é uma matriz cujas colunas

formam uma base para o espaco nulo de A, assim
T
G AT
0= v )= TGz,
y A0 y

0=2"Gr =w"Z"GZw, (4.6)

Segue que,

e tal w sendo zero, implicaria em, indo contra todas as hipdéteses anteriores que x = 0.

Assim, a equagdo (4.5) tem uma tinica solugao se e somente se o vetor [z y]T =0. =

Levando em consideracao a nao singularidade da matriz KKT, uma solugao para o
sistema (4.4) seria muito problemética do ponto de vista computacional visto que se tem
de resolver um sistema quadrado aumentado de ordem m para m + n, sem saber com
antecedéncia se as matrizes A e G satisfazem as condigoes do sistema acima. Além disso,
do ponto de vista de otimizacao a matriz KKT é uma hessiana de uma fun¢ao indefinida,
a qual é bem sabido ter problemas na manipulagao [19]. Agora serd explorado como

resolver o sistema (4.3) para z* e A* Gtimos.
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4.1.1 Uma Abordagem do Espacgo Nulo

O método do espago nulo, descrito a seguir, nao exige a nao singularidade da matriz
de GG, mas somente que as condigoes do Teorema 39 se cumpram, isto é, A deve ter posto

completo e GG deve ser definida positiva no espago nulo de A.

Seja Z uma matriz de dimensoes n X (n — m), cujas colunas formam uma base para
o espaco nulo de A, e seja R uma matriz de dimensao n X m cujas colunas formam uma
base para o espaco imagem de A”. Observe que como A é uma matriz de dimensao m x n,
com m < n, e posto completo m, entdo uma escolha trivial para R é fazer R = A”. Como
toda solugao z* para o problema (4.4) é um ponto do R", entao ele pode ser escrito de

maneira nica como segue,
¥ = Ru+ Zv,

onde u € R™ e v € R*™. Além disso, como a matriz A tem posto completo m e a
matriz [R|Z] tem posto completo n, entdo A[ R | Z | tem posto completo m. Como
AlR| Z]=[AR|0], entao AR é uma matriz m X m e nao singular. Agora, considere

o sistema Karush-Kuhn-Tucker (4.3), o qual é dado pelas equagoes

Ga* — ATN = &

4.7
Ax* = b (47)

Como z* = Ru* 4+ Zv*, entao temos que,
Ax* = ARu* + AZv*,
donde se tem que,
ARu*=b ou u* = (AR)""b.

Multiplicando-se a primeira equagao do sistema (4.7) por Z7 e usando o fato de que

r* = Ru* + Zv*, segue-se que,
ZTGRu* + ZTGZv* — ZTATX\* = ZTh,
donde,

ZTGRu* + ZTGZv* = Z7Th,
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e finalmente v* é solugao do sistema,
ZTGZv* = ZTh — ZTGRu*,
ou seja,
vt =(27GZ) " [Z27h - Z"GRu?] .
Com a obtencao de u* e v*, x* fica determinado como sendo,
@' =R(AR) b+ Z (Z27GZ) " [Z2"h — ZTGRu*].
Para determinar o valor de \*, multiplica-se a primeira equacao de (4.7) por RT,
obtendo-se,
RTGz* — RTATX\* = RTh,
donde vem que,
(AR)" X* = RT(Gz*—h)
—  RTVf(@a"),
e finalmente,

N = (AR) " RTV f(z*).

Observe que a obtencao de A* nao é cara do ponto de vista computacional tendo
em vista que a matriz AR ja foi anteriormente fatorada para a obtencao da solucao x*.

Portanto, \* pode ser obtido ao custo da ordem O(n?) operagoes.

Esse método, claramente, é bastante atraente se a dimensao do nucleo de A for pe-
queno. Por outro lado, como temos que resolver um sistema cuja matriz é ZTGZ, é
conveniente que Z seja escolhida ortogonal, para nao aumentar o nimero de condi¢ao do
sistema. Se Z ¢ ortogonal entdao o nimero de condigao da matriz (Z7GZ) nao é maior do

que o numero de condicao da matriz G, isto é,
cond(ZTGZ) < cond(G).cond(Z)?,
donde entao,
cond(ZTGZ) < cond(QG),

ou seja, a condicao do sistema reduzido, Z7G Z, é pelo menos tao boa quanto a condicao do
sistema de GG. As equagoes anteriores podem ser bastante simplificadas se introduzirmos

nessa abordacem alctuins elementos de coninieacidade.
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4.1.2 Abordagem de Conjugacidade

A idéia fundamental por tras dessa abordagem de conjugacidade é construir uma

matriz M tal que:
(i) MTGM = 1
(17) AM = [0 U |

Suponha que G, obtida desse modo, seja definida positiva e a matriz M é uma ma-
triz cujas colunas sao vetores GG-conjugados, que pode ser construida do seguinte modo.

Suponha M decomposta em blocos, como sendo,
M == [ M1 MQ ],
onde M; é uma matriz n X n —m e M, é uma matriz m X m tal que,

(1) AM,; =0, isto é, as m — n primeiras colunas de M devem estar no espago nulo de A;
(11) AM, = U, onde U é uma m X m matriz triangular superior.
(4.8)

Como A é uma matriz m X n, m < n, com posto completo, isto é, posto(A) = m, fazemos

a fatoracao QR de AT para obter,
AT = QR,

onde () é uma matriz ortogonal de dimensdes n X n cujas primeiras m colunas de () geram
o espaco vetorial R(AT), e as n — m 1ltimas colunas geram o ntcleo de A, R(A). Entao

particionamos () do seguinte modo,

Q=[Q1 Q]

onde ()1 é uma matriz m X m, e (J2 é uma matriz m X n — m, e correspondentemente

particionamos R como,

Ry
0

R =

onde R; é uma matriz mxm triangular superior, e 0 é a matriz nula de dimensao n—mxm.

Definimos agora uma matriz de permutacgao P que permuta os blocos de () do seguinte

modo.
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Q=0QP=[Q Q]

onde, Q1 = [¢j], para j =1,2,....,m e Q2 = [g;], para j =m +1,....n.

Agora seja X uma matriz definida como

X = AT(AAT)-IR!
= (QiR1)(RTQTQ:1R) 'Ry
= QiR\R{'R{"R,
= QR{"R,.

A matriz X tem as seguintes propriedades relevantes:
1. AX = AAT(AAT)"1R, = Ry; isto é, AX é uma matriz triangular superior.

2. QTX = QTQ(R;TR,) = 0; isto é, as colunas de @ sdo ortogonais as colunas de

X.

3. XTQy = (RTRHQTQ, = 0; isto 6, as colunas de X sdo ortogonais as colunas de

Q2.

Defina agora a matriz Q como Q = Q2] X]. Q é quadrada de posto completo n,
portanto nao singular. Logo, se G é uma matriz definida positiva de qualquer tamanho

n, @TGQ, também é definida positiva, e podemos fazer sua fatoragao de Cholesky
QTGQ = LL".
Seja M = @L*T, entao
MTGM = (QLT)TG(QL™™)
= L'QTGQLT

= L NLL")LT
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Além disso,

Portanto, M como definida acima, satisfaz as condigdes (i) e (ii) da equagdo (4.8). Por

construcao M pode ser particionada como sendo,
w21 a)
onde Z é uma base para o espaco nulo de A e R é uma base para o espaco imagem de

AT, Tem-se entdo que,

I = MTGM

2in)e(z 1)

(
e
1
( Z'GZ Z"GR )

R'GZ R'GR

donde entao
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Z'G7Z =
ZTGR
RTGZ
RTGR =

~N o o~

Essas relacoes obtidas facilitam sobremaneira a solucao dos sistemas lineares obtidas na
segdo 4.1.1 pela abordagem do espago nulo. De fato, a equacao (AR)u* = b, pode ser

simplificada do seguinte modo,
aM=Al[z | R]|=[az | ar]=[0 | U],

e portanto (AR)u* = b pode ser simplificado para Uu* = b, que é um sistema triangular
superior. A equacao (ZTGZ)v* = ZT'h— ZTGRu* fica reduzida a v* = Z7h, e finalmente,
(AR)"X\* = RTV f(x*), fica reduzida a UTX\* = RTV f(x*).

4.2 Descricao do algoritmo

4.2.1 Inicializacao

A inicializacao do algoritmo depende da escolha de um ponto inicial viavel xg, isto é,
Axg = b, cuja escolha pode ser feita por qualquer método de solucao de sistemas lineares.

Aqui foi utilizado o seguinte esquema para encontrar um ponto inicial.

Seja A a matriz dada por (4.2) tal que por simplicidade, as m primeiras colunas de A
sejam linearmente independentes, i.e., formem uma matriz basica B, e as n — m colunas
restante formem uma matriz nao basica N. Portanto, a matriz A pode ser particionada

da seguinte maneira:
A:<B N). (4.10)

Segue que

TN

Az =b < (B N)<x3>:b (4.11)

o que implica

o ainda.



4. Minimizacao de uma Funcao Quadratica Sujeita a Restrigcoes Lineares de
Igualdade 65

BZL‘B = b—N.I‘N

Fazendo xy = 0, implica em resolver o sistema Bxp = b, o qual tem solugao xp,. O

()

De posse de xg, calcula-se gy = Gxg — h.

ponto inicial xq é dado por:

A diregao dy é uma diregao inicial que pertence ao espago nulo de A.

_ 94do
Al Gdo "

O comprimento de passo inicial é dado por: ag =

4.2.2 Critério de Parada
Para o critério de parada, considere o seguinte problema

minimizar ¢(z) = 327Gr — 'z + ¢

s5.a. Ax =b.
Pela condigao de otimalidade segue que,
Vp(z*) = AT\ & (Ve(z*) € R(AT)) & Minimizar s||ATz — V(a*) ||
Seja o conjunto de diregoes conjugadas a N(A)
B ={dy,ds,...,dn_p,}, [B] =R(A).

Seja Vi = xo + [d1], Ve(z1) L di, mas Vo(z;) nio estd necessariamente em R(AT).

Se estiver, z; = z*.

Observe que
Vit = [di]* D R(AT)

Vo = a0+ [{d1,d2}], Vip(az) L {di,do} = V5" D (AT)
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Solugao do problema

Mz'm'gm’zar ATz — V()] .

Nés ja temos AT = QR

Achamos z.

Entao

se p(2) =0 = Vo(z;) € R(AT) e a condigao de otimalidade se cumpre.

AATz = AV(zy)

RTQTQR: = AVi(zy)

RTRz = AVp(xy)

RY = AVo(zp)
Rz = Y

p(2) = 3llAT2 = V()| P,

4.2.3 Iteracoes

Passo 1.
Passo 2.
Passo 3.
Passo 4.

Passo 5.

Calcula-se o novo ponto: xyy1 = o + agdy;
Calcula-se o novo valor da funcao: fri1;

Calcula-se o novo gradiente: gpi1;

T
_9k+1dk .
dTGdy,’

Calcula-se o novo tamanho de passo: agi1 =

Calcula-se a nova direcao dj,Gdy, = 0;

4.2.4 Finalizacao

O algoritmo termina quando ¢(2) < tolerancia (tolerancia = 1078), isto é, quando o

algoritmo verifica o critério de otimalidade, ou quando o niimero méaximo de iteragoes for

alcancado.

Se a condigao p(z) < tolerancia é violada, entao xg = x,_, e retorna para as iteragoes.

4.2.5 Obtencao da G-conjugacidade das diregoes

Seja xp um ponto vidvel das restrigoes e {do, dq, ..

vy} um conjunto de diregoes

vidveis limearmente indenendentes e con<idere auie o alecoritmo atiuialize a cada iteracao



4. Minimizacao de uma Funcao Quadratica Sujeita a Restrigcoes Lineares de
Igualdade 67

as diregoes viaveis. Se xg é um ponto viavel de Ax = b, entdao todo algoritmo do tipo
Tpy1 = Tg + apdy obriga que di € N(A). As diregoes de busca, pg, do algoritmo, sdo

obtidas do seguinte modo:

Do = d,, (4.13)
e
k—1
(dk, pi)c
pr = dj — -———p;, para k=1,2,..n—m+ 1. 4.14

As diregoes p; obtidas desse modo tém pelo menos duas propriedades desejaveis. A
primeira propriedade é que pp € R(A).
De fato,

k—1

Apy = Ady, = > B Ap;, (4.15)

i=1

onde §; = {pic o (x,9) = 2T Gy.

(pi-pi)a

Observe que para k = 0, py = dp pertence ao N(A) para k = 1,
Apy = Ady — BpApo =0
Para k =2
Apsy = Ady — BoApo — B1Ap1 =0
E assim sucessivamente.

A segunda propriedade é que as direcoes p; sao G-conjugadas.

De fato, para todo ¢ diferente de j, tem-se

da,
< 2 p1>Gp{Gp1
<p1;p1>G

= NTGdr) —_ (df).?%»rj — ()

piGpy = plGdy—
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p1 € p2 sao G-conjugados.

Logo,

ds,
piGps = piGds— Mp?(?pl — aud] Gdy
<p1,p1>g
=0

d
< 37p2>Gpg“Gp2

e = pl'Gds — a;dE Gd, —
by GPs Y2 3 1%9 1 <p2,p2>G

= 0

P1, P2 € p3 sao G-conjugados.

E assim sucessivamente, pode-se ir gerando direcoes que sao mutuamente GG-conjugadas

e que estao no espaco nulo de A.

O novo algoritmo a ser apresentado nesse trabalho resolve o problema (4.2), conquanto
satisfaz as restrigdoes impostas ao mesmo e avalia se a condi¢ao de otimalidade de primeira

ordem se verifica.

4.3 Algoritmo I - Versao QR de A"
Inicializacao
Como descrito na pagina 64.

Escolha das Diregoes

Ry

Fazendo a decomposicdo QR de AT, onde AT =QR=(Q, : Q, )| -+ |,
0

o [Q1] gera R(AT);

o Q] gera N(AT).

As colunas de (05 formam uma base para o ntucleo de A,
Q=(a @& - Gmn)
Faca Z = Q2. Logo, z1 = q1,22 = 2, ..., Zn—m = Gn_m Pertencem ao espaco nulo de

A pois Ay —m Aveg — ... — A — ()
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Iteragoes
Como descrito na pagina 66.
Finalizacao

Como descrito na pagina 66.

Algoritmo 1
Passo 1. Encontre xy, tal que Axy = b;
Passo 2. Calcule a fungdo para xy, f(xy);
Passo 3. Calcule o gradiente g(xy);
Passo 4. Seja dy = ¢;
Passo 5. Calcule ¢(z);

Passo 6. Calcule o tamanho do passo ay;
Enquanto p(z) > tolerancia;

Seja T11 = xp + apdy;
Calcule a func¢do para Ty, f(Tre1);
Calcule o gradiente g(xp41);
Awalie o critério de parada ¢(2);
Calcule di41 € R(A);
Calcule agyq;

Atualize o contador i =1+ 1;

fim

4.4 Algoritmo II - Versao (B N)
Inicializacao

Como descrito na pagina 64.
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Escolha das Diregoes

A matriz A pode ser particionada como visto em (4.10) e o sistema Az = b fica

substituido por (4.12). Logo, se tem de resolver

Brp=b— Nxy. (4.16)

Fazendo x = 0 em (4.16), implica em resolver o sistema Bxpg = b, o qual tem solugao

()

Fazendo xny = ey, onde ey é o primeiro vetor canonico, implica em resolver o sistema

zp,. O vetor zy é dado por:

Bz =b— Ney, o qual tem solucao zp,. O vetor z; é dado por:

1'32
€1
Seja z; =x1 — 9. Para j=2,3,....n—m
Construa o conjunto de vetores Z tal que as colunas sejam dadas por:

Zj =XTj — Tj—1,

Os vetores vj, j = 1,2,3,..,n — m obtidos pertencem ao espago nulo de A pois, se
Azxg = be Axy = b, fazendo z; = z1 — xg, entdo Az; = A(zxqy — x9) = b—b = 0. Logo,
para todo j =1,2,3,..,n—m, z; = xj — xj — 1 tem-se Az; = 0 que ¢ equivalente a dizer

que zj € NA, V7.
Iteragoes

Como descrito na pagina 66.
Finalizacao

Como descrito na pagina 66.

Algoritmo 2

Passo 1 Faca '~ = 0 nara Bro - N1~ —= b e encontre Ta -
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Passo 2. Faca xg = e; para Brg + Nxny = b e encontre xy;
Passo 3. Seja dy = x1 — xg;

Passo 4. Calcule a fungdao para xy, f(xy);

Passo 5. Calcule o gradiente g(xy);

Passo 6. Calcule p(2);

Passo 7. Calcule o tamanho do passo ay;
Enquanto p(z) > tolerancia;
Seja r1 = xp + apdy;
Calcule a funcgdao para xgi1, f(Trs1);
Calcule o gradiente g(xy41);
Awalie o critério de parada ¢(z);
Calcule diy1 € R(A), tal que di,Gdy, = 0;
Calcule agy;

Atualize o contador i =1+ 1;

fim

4.5 Algoritmo III - Versao B!
Inicializacao

Como descrito na pagina 64.
Escolha das Diregoes

A matriz A e o vetor x podem ser particionados como feito em (4.11). Dessa forma

de particionar a matriz resulta o seguinte sistema :
Brxg+ Nxy =b. (4.17)

A matriz B é uma matriz nao-singular, a qual possui inversa. Logo, pré-multiplicando
B~! em (4.17), obtém-se

o - BilN.’I?M = Bilb.
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Portanto, qualquer solucao x de Az = b, tem a forma

B='b — B 'Naxy
T = ,
TN

Logo, pode-se escrever x como

B~ —B7'N
T = 0 b+ / TN. (4.18)

Desse modo, uma base Z para o espago nulo é dada pela matriz n x n — m de (4.18),

—B7'N
7- ( ) |
]n—m

Pode-se escolher vetores z;, ¢ = 1,2,3,...,n — m pertencentes ao espaco nulo de
forma que z; seja igual a i-ésima coluna de Z. Desse modo, para qualquer vetor z;,

1=1,2,3,...,n—m tem-se Az; = 0.
Iteracoes

Como descrito na pagina 66.
Finalizacao

Como descrito na pagina 66.

Algoritmo 3
Passo 1. Encontre xy, tal que Axy = b;
Passo 2. Calcule a fungdo para xy, f(xy);
Passo 3. Calcule o gradiente g(xy);
Passo 4. Seja di = zy;
Passo 5. Calcule ¢(z);

Passo 6. Calcule o tamanho do passo ay,;
Enquanto ¢(z) > tolerancia;

Seia 11,1 — 7. -+ vidi*
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Calcule a fungdo para i1, f(zre1);
Calcule o gradiente g(xy41);

Awalie o critério de parada ¢(2);

Calcule diy1 € R(A), tal que di,,Gdy, = 0;
Calcule agy;

Atualize o contador i =1+ 1;

fim

4.6 Algoritmo IV - Gradiente Conjugado Reduzido
Inicializagao

A inicializacao do algoritmo depende da escolha de um ponto inicial viavel xg, isto é,
A{L’O =b.

De posse de xg, calcula-se go = Gxg — h.
Escolha das Diregoes

Encontre todas as direcoes que sao mutuamente GG-conjugadas e que estao no ntcleo
de A. De posse de todas direcoes, monta-se a matriz Z que é uma base para o ntcleo de

A.
Faca H = ZTGZ e g= ZTV f(x0).
Faca ro = Hxg + 3.
Faca dy = —ry.

Iteragoes

A cada iteracao

T’TT’
1. Calcula-se o novo tamanho de passo: a1 = ﬁ;
" k

2. Calcula-se um novo ponto: xp,1 = g + apdy;

3. Calcula-se o gradiente: gg.1.

4. Calcula-se ryp11 =1 + o Hd,
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T TR
5. Calcula-se fj41 = %
k
6. Calcula-se dj 1 = —7rpi1 + Brr1ds
Finalizacao

Se a condigao ||rg|| < tolerancia é violada, xg = x,_,, e retorna para as iteragoes.

Algoritmo

Algoritmo 4
Passo 1. Encontre xy, tal que Axy = b;
Passo 2. Calcule a funcgao para xy, f(xy);
Passo 3. Calcule o gradiente g(xy);

Passo 4. Encontre uma base G-conjugada para R(A);
Faca H=7"GZ;
Faga g = ZTV f(x);

Faca rg = Hxo +7;

Faca dy = —ry;
Enquanto ||ro|| > tolerancia;
Tgrk
Calcule o tamanho do passo g1 = N
k k

Seja Tp11 = Tp + pdy;
Calcule ryvy = 1 + ap Hdy,
T
_ Te4aTE+
Calcule Bry1 = e

Calcule dyi1 = —7p11 + Brrds

Atualize o contador i =1+ 1;



Experimentos Numeéricos

Para analisar o comportamento do algoritmo foram efetuados varios experimentos
numéricos. Na implementagao do algoritmo, os problemas de minimizagao quadratica

com restrigoes lineares sao definidos como:

minimizar f(z) = 227Gz + h'z +
s.a. Az =10

Na apresentacao das tabelas contendo os resultados obtidos se utiliza a seguinte sim-
bologia:

1. Iteragoes: numero de iteragoes feito pelo algoritmo;

2. Tempo(s): tempo de CPU em segundos;

3. ||ZTV f(x)|]: no caso dos algoritmos de dire¢oes conjugadas norma — 2 do produto
interno entre a base Z formada iterativamente e o vetor gradiente, e o caso dos

algoritmos de gradiente conjugado reduzido, Z é uma base para o espaco nulo de A;

4. f(x*): valor da fungao objetivo na solugao obtida;



Conclusoes

A abordagem mais promissora encontrada na literatura para resolver o problemas
de programacao quadratica com restricoes lineares de igualdade usa como idéia basica
a conjugacidade para reduzir a dimensao do espagco mno qual o problema esta imerso.
Essa abordagem, contudo, nao estd isenta de de problemas, principalmente nos casos
mais relevantes de sistemas de grande porte, esparsos. Como ja foi observado, se G,
a hessiana da funcao a ser minimizada, é esparsa, nao existe um procedimento geral
para escolha de de uma base Z do espaco nulo das restricoes de modo que ZTGZ
seja também esparsa [3]. Portanto essa abordagem conduz geralmente a um sistema
de grande porte, denso, o que é uma situacoes desfavoravel. A idéia que apresentamos
aqui para resolver o mesmo problema tem pelo menos duas vantagens sobre a abordagem
descrita acima. Primeiro, nao modifica a esparsidade da matriz G, evitando introduzir
mal condicionamento no problema, e segundo, nao modifica a estrutura dos autovalores
da hessiana G quando essa estrutura é favoravel. Propositalmente, na implementacao
do novo algoritmo, a obtencao dos vetores conjugados nao fez uso de nenhuma técnica
muito apurada, dando oportunidade a que o algoritmo se comparasse favoravelmente
com os algoritmos existentes, baseada apenas nos aspectos conceituais. Uma questao em
aberto é se as performances do algoritmo melhora com escolhas mais sofisticadas na sua
confeccao, e nesse caso, o quanto melhora. Outra questao em aberto é o quanto e de
que maneira a escolha da base para o espaco nulo das restricoes impacta na convergencia
do algoritmo. De todo modo os resultados numéricos oriundos dos testes sao bastante

promissores quanto as potencialidades da abordagem apresentada.
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Tabelas de Dados

Este anexo contém alguns resultados obtidos, utilizando o software MatLab. Utilizou-
se para a matriz hessiana a matriz de Hilbert, a matriz Wathen (matriz do MatLab) e a
matriz Minij (matriz do MatLab).

Hessiana G | Matriz A | Vetor h | Vetor b
Tabela 1 - Hilbert 10 x 10 5 x 10 1I0x1 5Hx1
Tabela 2 - Hilbert 10 x 10 2 x 10 10x1 2x1
Tabela 3 - Hilbert 17 x 17 7T x 17 17x1 7x1
Tabela 4 - Hilbert 17 x 17 6 x 17 17x1 6x1
Tabela 5 - Hilbert 36 x 36 10x36 36x1 10x1
Tabela 6 - Hilbert 50 x 50 20x 50 H0x1 20x1
Tabela 7 - Hilbert 75 x 75 3bxT75 Thx1 35x1
Tabela 8 - Hilbert 90 x 90 10x90 90x1 10x1
Tabela 9 - Wathen 8 X8 2 %8 8x1 2x1

Tabela 10 - Wathen 21 x 21 5 x 21 21 x1 5Hx1

Tabela 11 - Wathen 40 x 40 15x40 40x1 15x1

Tabela 12 - Wathen 65 x 65 30x65 65x1 30x1

Tabela 13 - Wathen 96 x 96 2096 96x1 20x1

Tabela A.1: Dados utilizados nos experimentos
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Hessiana G | Matriz A | Vetor h | Vetor b
Tabela 14 - Minij 5 XD 2 X9 ox1 2x1
Tabela 15 - Minij 15 x 15 5x15 15x1 bHxl1
Tabela 16 - Minij 30 x 30 7Tx30 30x1 7x1
Tabela 17 - Minij 50 x 50 10x50 H50x1 10x1
Tabela 18 - Minij 75 x 75 20x 75 Thx1 20x1
Tabela 19 - Minij 100 x 100 25 x 100 100 x 1 25 x 1

Tabela A.2: Dados utilizados nos experimentos



Tabelas de Resultados

Iteracoes | Tempo

12"V (@)l ]| fa)

Algorithm 1 5
Algorithm II 5
Algorithm IIT 5
Algorithm IV 7

0.0300
0.0300
0.0300
0.0500

7.7415e-09  -3.6163
9.7275e-09  -3.6163
2.1881e-09 -3.6163
2.0807e-09 -3.6163

Tabela B.1: Experimento Numérico 1

Iteracoes | Tempo | ||ZTV f(2)|] f(z*)
Algorithm 1 8 0.0200 8.0787e-09 -9.7915e+4-06
Algorithm II 8 0.0300  3.5253e-09  -9.7915e+06
Algorithm IIT 8 0.0310 3.4131e-09 -9.7915e+4-06
Algorithm IV 28 0.0600  3.5640e-09 -9.7915e+06

Tabela B.2: Experimento Numérico 2
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Iteracoes | Tempo | ||ZTV f(2)|] f(z*)

Algorithm 1 10 0.0700  3.5425e-09 -8.1531e+09
Algorithm 11 10 0.1100 4.7191e-09 -8.1531e+4-09
Algorithm TIT 10 0.0700  9.4223e-09 -8.1531e+4-09
Algorithm IV 84 0.0700  2.2892e¢-09 -8.1531e+09

Tabela B.3: Experimento Numérico 3

Iteracoes | Tempo | [|ZTV f(2)|| | f(x*)
Algorithm I 11 0.0900 6.7843e-09 -1.9536
Algorithm II 11 0.1200 1.9314e-09 -1.9536
Algorithm III 11 0.0900 1.7800e-09 -1.9536
Algorithm IV o8 0.1410  9.2509e-09 -1.9536

Tabela B.4: Experimento Numérico 4

Iteracoes | Tempo | [|[ZTV f(2)|| | f(z*)
Algorithm I 26 0.5110  2.3975e-09 -12.6047
Algorithm 1I 26 0.4809  8.7969e-09 -12.6047

Algorithm IIT 26 0.5110 4.7608e-09 -12.6047

Algorithm IV 31 0.5500 3.0564e-09 -12.6047

Tabela B.5: Experimento Numérico 5

Iteracoes | Tempo | |[|ZTV f(2)|| | f(z*)

Algorithm I 30 1.0020 6.8791e-09 1.7781
Algorithm 11 30 0.9620 1.9014e-09 1.7781
Algorithm III 30 1.1520 3.7524e-09 1.7781
Algorithm IV 35 1.4600 6.2778e-09 1.7781

Tabela B.6: Experimento Numérico 6
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Iteragoes | Tempo | || ZTV f(x)|| | f(z*)

Algorithm 1 40 2.7740  6.4903e-09 29193
Algorithm 11 40 25730 1.7593e-09 2.9193
Algorithm III 40 3.2650  6.4941e-09 29193
Algorithm IV 63 45100 6.7954e-09 29193

Tabela B.7: Experimento Numérico 7

Iteragoes | Tempo | ||[ZTV f(2)|| | f(z¥)
Algorithm 1 80 11.1070  1.9056e-09 -0.5780
Algorithm 1T 80 30.2950 7.8087e-09 -0.5780
Algorithm IIT 80 11.0160  1.8506e-09 -0.5780
Algorithm IV 100 15.1110  1.2235e-09 -0.5780

Tabela B.8: Experimento Numérico 8

‘ [teragoes ‘ Tempo ‘ 121V f(z)]| ‘ f(z*)

Algorithm 1
Algorithm II
Algorithm IIT
Algorithm IV

6

6
6
6

0.0160
0.0160
1.6630
0.0320

4.5461e-09
3.6515e-09
1.3422e-09
1.6746e-09

1.1270
1.1270
1.1270
1.1270

Tabela B.9: Experimento Numérico 9
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Iteracoes | Tempo | |[|[ZTV f(2)|| | f(z*)

Algorithm 1 16 0.0470  1.0650e-09  0.5505

Algorithm 11 16 0.0620  7.5269e-09  0.5505

Algorithm III 16 0.0620 2.8211e-09 0.5505

Algorithm IV 19 0.0470  7.1355e-09  0.5505
Tabela B.10: Experimento Numérico 10

Iteracoes | Tempo | |[|[ZTV f(2)|| | f(z*)

Algorithm 1 25 0.2660 7.6475e-09 1.3322

Algorithm II 25 0.2820  2.2826e-09 1.3322

Algorithm III 25 0.2970  7.1521e-09 1.3322

Algorithm IV 28 0.3070  3.9585e-09 1.3322
Tabela B.11: Experimento Numérico 11

Iteracoes | Tempo | ||ZTV f(2)|| | f(z*)

Algorithm 1 35 0.9060 8.0157e-09 1.7917

Algorithm 11 35 0.9370  5.4822e-09 1.7917

Algorithm IIT 35 0.9220 1.0244e-09 1.7917

Algorithm IV 39 0.9950 6.6381e-09 1.7917
Tabela B.12: Experimento Numérico 12

Iteracoes | Tempo | |[|ZTV f(2)|| | f(z*)

Algorithm 1 76 7.2350 1.6274e-09 0.2841

Algorithm 11 76 6.8750  3.3310e-09  0.2841

Algorithm III 76 6.8130 2.4117e-09 0.2841

Algorithm IV 83 7.7630  3.6830e-09  0.2841

Tabela B.13: Experimento Numérico 13
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Iteragoes | Tempo | || ZTV f(x)|| | f(x*)
Algorithm 1 3 0.0150  4.3566e-09 -0.7750
Algorithm 11 3 0.0100 2.7371e-09 -0.7750
Algorithm IIT 3 0.0160  1.9665e-09 -0.7750
Algorithm IV 3 0.0310  3.1830e-09 -0.7750
Tabela B.14: Experimento Numérico 14
Iteragoes | Tempo | || ZTV f(x)|| | f(x*)
Algorithm I 10 0.0310 7.0857e-09 -1.0428
Algorithm 11 10 0.0310 1.1311e-09 -1.0428
Algorithm IIT 10 0.0310  1.3609e-09 -1.0428
Algorithm IV 11 0.0320 1.8257e-09 -1.0428
Tabela B.15: Experimento Numérico 15
Iteragoes | Tempo | || ZTV f(x)|| | f(x*)
Algorithm 1 23 0.1250  3.5183e-09 -2.3556
Algorithm 11 23 0.1410 8.7309e-09 -2.3556
Algorithm IIT 23 0.1125 1.6371e-09 -2.3556
Algorithm IV 24 0.1570  3.2317e-09 -2.3556
Tabela B.16: Experimento Numérico 16
Iteragoes | Tempo | || ZTV f(x)|| | f(x*)
Algorithm 1 40 0.6560 1.7272e-09 -3.5049
Algorithm 11 40 0.6250 6.4955e-09 -3.5049
Algorithm IIT 40 0.5940  9.2087e-09 -3.5049
Algorithm IV A7 0.7260  7.1166e-09 -3.5049

Tabela B.17: Experimento Numérico 17



B. Tabelas de Resultados

Iteragoes | Tempo | || ZTV f(x)|| | f(x*)
Algorithm 1 95 2.2500 1.3735e-09 -3.5625
Algorithm 11 55 2.3590  2.5106e-09 -3.5625
Algorithm IIT 95 2.1250  2.1092e-09 -3.5625
Algorithm IV 67 2.9470  8.1996e-09 -3.5625

Tabela B.18: Experimento Numérico 18

Iteracoes | Tempo | [|ZTV f(2)|| | f(x*)
Algorithm 1 75 7.9060  0.5224e-09 -6.1546
Algorithm 11 75 7.5930  0.1086e-09 -6.1546
Algorithm IIT 75 6.7820  0.1367e-09 -6.1546
Algorithm IV 85 8.3620  0.5672e-09 -6.1546

Tabela B.19: Experimento Numérico 19



