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Resumo

Este trabalho aborda o problema de controle robusto H., para sistemas lineares sujeitos a
restricdes no controle e na saida, em tempo discreto. Deseja-se encontrar um controlador por
realimentacao de saida, de ordem menor ou igual do sistema (reduzida ou completa), capaz de
tratar as incertezas paramétricas do processo do tipo politopo. A abordagem formulada para
resolver o problema baseia-se nos conceitos de estabilidade quadrética e invariincia positiva.
E definindo um conjunto elipsoidal positivamente (D,R)-invariante, gerado por uma funcio de
Lyapunov quadrética e contido na regido de linearidade do sistema. Assim, procura-se garantir
que a trajetéria dos estados permanece no interior de um conjunto de estados admissiveis,
respeitando as restrigdes nos sinais de controle e saida. Para a sintese dos controladores, propde-
se um algoritmo hibrido baseado em Evolucdo Diferencial (ED) e desigualdades matriciais
lineares (LMIs). O algoritmo de sintese € validado com aplicacdes em exemplos de simulagdo.

Palavras-chave: Controle ., Controle Robusto, BMI, LMI, Restricdes, Evolugao
Diferencial



Abstract

This work deals with the H., robust control problem for linear systems subject to control
and output constraints in discrete time. A dynamic output feedback controller able to handle
with the parametric uncertainties of the system is considered. It can be of reduced or full order.
The approach formulated to solve the problem is based on the concept of quadratic stability and
positive invariance. An ellispoidal positively (D,R)-invariant set is defined, which is generated
by quadratic Lyapunov function, contained in the system’s domain of linearity. This set ensures
the trajectory of the states in a set of admissible states, which complies with the control and
output restrictions. A hybrid algorithm based on Differential Evolution (DE) and linear matrix
inequalities (LMI) is proposed for solving this constrained robust control problem. Examples
are discussed to validate this approach.

Keywords: H. Control, Robust Control, BMI, LMI, Input and output constraints,
Differential Evolution
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1 Introducao

1.1 Introducao

Durante as dltimas décadas, a sintese de controladores robustos para sistemas lineares
vem sendo amplamente discutida pela comunidade cientifica. Esses controladores possuem a
capacidade de assegurar o desempenho e a estabilidade do sistema frente as incertezas inerentes
ao modelo e, diferentemente da teoria de controle cldssico, podem ser utilizados em sistemas

multivaridveis, variantes no tempo e de ordem elevada.

A modelagem matemdtica de um sistema dindmico pode resultar de um procedimento
baseado nas leis fisicas ou em técnicas de identificacdo de sistemas ou ainda por ambos
os métodos (Aguirre, 2000; Ljung, 1999). Ao se realizar a modelagem matematica de um
determinado sistema, procura-se obter um modelo que represente o mais fielmente possivel
seu comportamento dindmico, porém, devido a ndo linearidades ou incertezas de parametros,
isto nem sempre € possivel. Assim, obtém-se uma aproximacdo do modelo real do sistema,
permitindo com que o sistema seja abordado como um sistema incerto, no qual seus parametros

podem assumir infinitos valores dentro de um conjunto com limites conhecidos.

O grande avango no estudo de sistemas incertos deve-se ao estudo de estabilidade. Um
importante trabalho desenvolvido no estudo da estabilidade foi realizado por (Lyapunov, 1893),
o qual se tornou conhecido na década de 60 com o desenvolvimento do conceito de controle
moderno. O trabalho de Lyapunov analisa o comportamento de um sistema mecanico e se
baseia em fun¢des que medem a energia do sistema, na qual a estabilidade estd associada ao
fato do sistema dissipar energia ou ndo. Na década de 80, a teoria da estabilidade quadratica
foi formulada, inicialmente publicada em (Hollot e Barmish, 1980) e posteriormente em
(Barmish, 1983, 1985). A estabilidade quadritica pressupde a existéncia de uma mesma
fun¢do quadrética de Lyapunov para todo o dominio de incerteza do problema, assegurando-
se assim a estabilidade do sistema. Deste modo, o sistema sujeito a incertezas ¢ denominado
quadraticamente estabilizavel se existe um controlador para o qual o sistema em malha fechada

¢ quadraticamente estabilizavel.
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Ao se fazer a sintese de controladores, uma medida de desempenho deve ser escolhida como
critétrio de avaliagdo. A norma H.., descrita inicialmente em (Zames, 1981), € um indice de
desempenho frequentemente utilizado. Em (Doyle et al., 1989), equagdes no espago de estado
sao formuladas para a problema de controle HH., por realimentacdo de saida, as quais se baseiam
nas equagdes algébricas de Riccati (EAR). A motivagdo para a escolha desta norma como
critétrio de avaliac¢do, assim como importantes resultados sobre o problema de controle JH., por
realimentacao de saida, podem ser encontrados em (Bernstein e Haddad, 1989; Khargonekar e
Rotea, 1991; Zhou et al., 1994; Doyle et al., 1994; Scherer, 1995).

Entretanto, formula¢des do problema H., em termos de EAR podem se tornar dificeis de
serem aplicadas aos problemas de controle robusto. Deste modo, muitas pesquisas nos ultimos
anos tém focado no desenvolvimento de abordagens utilizando desigualdades matriciais lineares
(LMIs), por seu poder de tratabilidade computacional e usabilidade na resolu¢do de problemas
na teoria de sistemas de controle. As LMIs permitem que determinados problemas sejam
reduzidos a problemas de otimizacdo convexa. Em (Willems, 1971) foi introduzido o termo
LMI, e Willems refere-se a equacdo de Riccati como um gargalo da teoria de sistemas lineares
e antevé que, apesar da importancia da LMI parecer ndo ser apreciada naquela época, seria
interessante explorar sua capacidade por meio de algoritmos computacionais. Em (Boyd et al.,
1994) foram apresentadas as diferentes caracterizagdes de LMIs para a resolucdo de problemas

de controle e identificados trés fatores que tornam as LMIs uma ferramenta importante:

a. existe uma grande variedade de especificacdes de projetos e restricoes que pode ser

expressa como LMIs;

b. um problema formulado em termos de LMI pode ser resolvido de forma exata, através de

algoritmos eficientes de otimizacdo convexa;

c. a maioria dos problemas com multiplas restricdes ou objetivos sdo frequentemente

trataveis na estrutura de LMI.

Muitos problemas de controle robusto passaram a ser formulados em termos de LMI, tais
como o problema de sintese de controladores robustos por realimentacdo de estado (Chilali e
Gahinet, 1996; Peaucelle ef al., 2000; Ebihara e Hagiwara, 2002; Oliveira et al., 2002), e o
problema de sintese de controladores dindmicos de ordem completa para sistemas precisamente
conhecidos (Chilali e Gahinet, 1996; Scherer et al., 1997; Apkarian et al., 2001; Ebihara e
Hagiwara, 2004). A norma H. e os problemas de controladores H., também podem ser
caracterizados por LMIs, como por exemplo em (Gahinet, 1994; Gahinet e Apkarian, 1994;
Apkarian e Gahinet, 1995; Palhares et al., 1997; Xie et al., 2004).
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No entanto, um grupo de problemas de controle ndo possui formulacdes convexas baseadas
em LMI. Um exemplo, € o problema de sintese de controladores por realimentacio de saida
estatica. Considerdvel esfor¢o tem sido feito para desenvolver um procedimento eficiente para
a sintese de controladores por realimentacdo de saida, como em (Sharav-Shapiro et al., 1998;
Crusius e Trofino, 1999; Bing e Siying, 2001; Bara e Boutayeb, 2006; Rosinova et al., 2003;
Rosinovd e Vesely, 2003). Porém, este continua sendo um problema em aberto. A maioria
das dificuldades decorrem da ndo convexidade do problema de realimentacio de saida, o qual
nao € representado em termos de LMIs, mas sim através de desigualdades matriciais bilineares
(BMI), introduzidas em (Goh et al., 1994, 1995; Safonov et al., 1994).

Diferentemente das LMlIs, ndo s@o conhecidos algoritmos com tempo polinomial para
solucdo de problemas BMIs. Problemas BMIs podem entretanto ser solucionados por diferentes
métodos. Um exemplo € fixar umas das varidveis desconhecidas, tornando o problema convexo,
e minimizar a outra varidvel desconhecida, como em (Grigoriadis e Skelton, 1994). Outra
solucdo € usar métodos globais, como o algoritmo branch-and-bound, apresentado em (Goh et
al., 1995). Assim, diferentes trabalhos tem sido desenvolvidos a fim de solucionar os problemas
na drea de controle robusto na forma de BMIs, tais como (Beran e Boyd, 1997; Hassibi et al.,
1999; Tuan et al., 1999; Kanev et al., 2004; Lu et al., 2005).

Outra caracteristica importante dos sistemas fisicos que deve ser observada ao se projetar
um controlador sdo as restricdes nos sinais de controle e saida. Conforme (Reinelt, 2000a),
a maioria dos problemas em aplicagdes praticas de controle ocorrem devido a existéncia de
restri¢cdes, como no controle e na saida, consequéncia de limitac¢des fisicas e/ou ndo linearidades
inerentes ao sistema a ser controlado. Ao se ignorar estas restri¢des, o desempenho do sistema
pode ser degradado ou at€¢ mesmo pode-se levar a instabilidade do sistema. Muitos trabalhos
foram publicados referentes ao estudo da estabilidade de sistemas lineares sujeitos as restrigoes.
Dentre eles e dentro do contexto deste trabalho, existem duas abordagens principais: a saturagao
de controladores e o comportamento ndo-linear do sistema, conforme verificado em (Gutman
et al., 1985; Vassilaki e Bitsoris, 1989; Castelan e Hennet, 1993; Castelan e Tarbouriech, 1994;
Tarbouriech e Burgat, 1994; Huang et al., 2002; Fang et al., 2003). No entanto, em nenhuma das
referéncias citadas anteriormente foi levada em consideracdo as incertezas do modelo, ou seja,
a sintese de controladores robustos sujeitos a restricdes, que no ponto de vista pratico torna-
se interessante. Assim, nos trabalhos de (Sznaier e Damborg, 1987; Sznaier e Sideris, 1991;
Sznaier, 1992; Bitsoris e Gravalou, 1992; Milani, 1994; Hu et al., 1998; Bitsoris e Gravalou,
1999; Reinelt, 2000b; Silva et al., 2005; Abbas-Turki et al., 2005), o problema de controle

robusto com restricdes € abordado.
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1.2 Proposta

Nesse contexto, este trabalho formulard um problema de controle H., sujeito a incertezas e
restri¢des no controle a saida, o qual resultard em um problema de otimiza¢do multi-objetivo e
nao convexo. Para solucionar este problema, a teoria da Computacio Evolutiva (CE) pode ser
aplicada em conjunto com a formulacdo LMI. Utilizando-se os paradigmas da Computagao
Evolutiva, dentre eles a Evolu¢do Diferencial (ED), € possivel operar sobre um conjunto
de solugcdes candidatas do problema, denominado populacdo, diferentemente dos métodos
classicos de otimizacdo. Os métodos cldssicos operam sobre uma tnica solugdo, necessitando
ser aplicado diversas vezes ao problema, para que seja possivel escolher uma dentre vérias

solucdes Gtimas.

Uma das abordagens mais proximas a desenvolvida neste trabalho € descrita em (Langner,
2004; Aratdjo e Langner, 2005; Aratjo et al., 2006). Nesses trabalhos, é abordada a sintese de
controladores robustos H» e H., por realimentagao de estado e saida para sistemas sujeitos a
restri¢des no estado, no controle e na saida em tempo continuo. Para solucionar o problema em
(Langner, 2004; Aradjo e Langner, 2005), foi proposto um algoritmo hibrido, baseado em LMIs
e algoritmos genéticos, e em (Aratjo et al., 2006) foi proposto um algoritmo hibrido baseado
em LMIs e evolucdo diferencial. O presente trabalho se caracteriza por tratar o problema no

contexto de sistemas em tempo discreto.

Assim, o presente trabalho tem como objetivo o desenvolvimento de uma solugdo para o
problema de controle robusto H.. por realimentacdo de saida dindmica, para sistemas lineares
sujeitos a incertezas e restricdes no controle e na saida em tempo discreto. A modelagem do
sistema serd realizada através de equacdes no espaco de estados, permitindo o tratamento de
processos com multiplas entradas e multiplas saidas (MIMO). A ordem do controlador a ser

sintetizado pode ser de ordem reduzida ou completa.

Para implementar o problema em questdo, um algoritmo de sintese baseado nos conceitos
da Evolugdo Diferencial (ED) e das desigualdades matriciais lineares (LMIs) serd apresentado.
Desta forma o problema podera ser tratado computacionalmente, permitindo o estudo com casos

de exemplo retirados da literatura.

1.3 Estrutura da Dissertacao

Este trabalho estd dividido em seis capitulos, que estardo organizados da seguinte maneira.

No capitulo 2, sdo apresentadas algumas definicdes e conceitos preliminares, como por
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exemplo, a descri¢do de sistemas incertos, LMIS e BMIs. No capitulo 3, € abordado o problema
de controle robusto H. com restricdes e ao final é apresentado o teorema desenvolvido que
permite a sintese desse controlador. No capitulo 4, o conceito da Evolucao Diferencial (ED)
e as suas estratégias sdo abordados e, em seguida, o algoritmo desenvolvido para realizar a
sintese do controlador é demonstrado. No capitulo 5, sdo apresentados os resultados obtidos
em aplicacdes em exemplos de simulagdo, utilizando o algoritmo de sintese para projetar o
controlador desejado. Finalmente, no capitulo 6, sdo descritos os principais resultados, os

desafios enfrentados e algumas possiveis continuac¢des deste trabalho.



2  Conceitos e Definicoes Preliminares

2.1 Introducao

Neste capitulo sdao descritos alguns conceitos e defini¢des preliminares necessarios para a
formulac¢do do problema de controle robusto H.. que serd tratado neste trabalho. Primeiramente,
na secdo 2.2, € descrito o conceito de sistemas incertos e a defini¢ao de incertezas paramétricas
do tipo politopo. Na secdo 2.3, € abordado o conceito, as caracteristicas e as propriedades das
desigualdades matriciais lineares (LMIs). Na secdo 2.4, € descrito o conceito das desigualdades
matriciais bilineares (BMIs). Na se¢do 2.5, a defini¢do de estabilidade quadrética para sistemas
discretos € apresentado. Na secdo 2.6, € apresentado o conceito de invariancia positiva. Na
secdo 2.7, a norma H.. € descrita. Na secdo 2.8, é apresentado o bounded real lemma para

sistemas lineares em tempo discreto.

2.2 Sistemas Incertos

Ao tentar obter o modelo real do sistema, em muitos casos, estamos sujeitos a obter um
modelo aproximado do real. Neste modelo aproximado, algumas propriedades fisicas inerentes
ao sistema sdo ignoradas ou, conforme a complexidade matemdtica do modelo, algumas
simplificagdes sdo adotadas. Assim sendo, alguns dados do problema nao sao totalmente

conhecidos, podendo ser considerados como incertos.

As incertezas devem ser representadas explicitamente no modelo dos sistemas incertos.
Conforme (Oliveira, 1997), as incertezas podem ser representadas de duas maneiras:
estruturadas ou ndo estruturadas. As incertezas estruturadas sdo definidas por um espaco de
pertinéncia para os parametros do modelo, na qual existe uma familia de modelos que relaciona
a entrada e a saida da planta ao invés de um tnico modelo. As incertezas nio estruturadas estao

associadas as dinamicas nao modeladas do modelo da planta.
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2.2.1 Modelo incerto

Seja um sistema discreto, linear e invariante no tempo, sujeito a incertezas estruturadas

paramétricas, definido pela equacdo de estado
x(k+1) =A(r(k))x(k) + Ba(s(k))u(k), (2.1)

onde x(k) € R" é o vetor de estado, u(k) € R™ é o vetor de controle, A(r) € R"*" é a matriz
dindmica do sistema, B;(s) € R ¢ a matriz de controle, r € R C R e s € § C R™, sdo
os vetores de parametros incertos das matrizes dinamica e de controle, respectivamente. Os
conjuntos R e § sdo compactos e as fungdes r(k) : [0,0) — Re s(k) : [0,00) — R sdo

consideradas mensurdveis no sentido de Lebesgue (Aratjo, 1998).

As matrizes A(r(k)) e Ba(s(k)) podem ser decompostas em torno do sistema

nominal(A, B ), quando este é definido por

{ A(r(k)) = A+ AA(r(k)) 2.2)

By(s(k)) = By + ABy(s(k))

onde AA(r(k)) e AB,(s(k)) correspondem as matrizes de incertezas. Supde-se que o par (A, B,)

seja estabilizdvel e constante.

A partir do modelo geral (2.1), adota-se a hipdtese que as componentes dos vetores de
incerteza r(k) € R e s(k) € 8 pertencem a um intervalo fechado, e estdo limitadas superior e
inferiormente como segue

i=1,2,.,n,, 2.3)

§j§sj§§j7 j=1,2,.. n. 2.4)

Os dominios R e 8, definidos por (2.3) e (2.4), sdo poliedros convexos com N=2" ¢ M= 2"

vértices, respectivamente.

Com a hipétese suplementar que os elementos das matrizes A(r(k)) e Ba(s(k)) sao fungdes
lineares de r(k) e s(k), as relagdes de (2.3) e (2.4) definem também as matrizes vértices A; e

Byj,i=1,2,..,Ne j=1,2,..,M, associados aos vértices dos poliedros R e 8.

Assim, as matrizes A e By pertencem aos dominios convexos fechados definidos por

N N
Dy = {AGR”X";A:Z 0GA;, Y o =1, a,-zo}, (2.5)
i=1 i=1
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J=1 J=1

M M
Dg, = {Bz €ER™™ By=) BB, } Bi=1p8= 0}- (2.6)
Com base nas defini¢des (2.5) e (2.6), o sistema geral (2.1) pode ser descrito como

2.7

x(k+1) = Ax(k) + Bou(k)
A€ 'DA , By € @Bz -

O modelo do sistema incerto, descrito neste capitulo, é portanto representado utilizando
incertezas estruturadas paramétricas do tipo politopo, onde o conjunto dos parametros do

sistema € um poliedro convexo e o sistema nominal € localizado no centro deste poliedro.

2.3 Desigualdades Matriciais Lineares - LMIs

Nas udltimas décadas, as desigualdades matriciais lineares (LMIs) obtiveram atengdo
especial pela sua aplicacdo na teoria de controle. Muitos dos problemas que aparecem na
literatura sobre a teoria de controle podem ser reduzidos a problemas cldssicos de otimizagao

convexos ou quasi-convexos, sendo estes resolvidos por meio de LMIs.

Uma vez que o problema ¢ formulado em termos de LMIs, ele pode ser resolvido de forma
exata, através de algoritmos eficientes de otimizacdo convexa como, por exemplo, pelo LMI
Control Toolbox disponivel no software MATLAB. Além de solucdo numérica eficiente, as
LMIs também possuem como principais caracteristicas a robustez na descri¢do de problemas
com incertezas e a habilidade para considerar multiplos requisitos de controle apenas anexando

LMIs adicionais.

A primeira aplicacdo das LMIs na andlise de sistemas dinamicos foi feita por (Lyapunov,
1893), em seus ensaios sobre a estabilidade dos movimentos, conhecido atualmente como teoria
de Lyapunov. No entanto, o termo LMI foi utilizado pela primeira vez para resolucdo de

problemas de controle em (Willems, 1971).

2.3.1 Definicao

Uma desigualdade matricial linear (LMI) € uma inequag¢do na forma

m
F(x)=F+)Y xF >0, (2.8)
i=1
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onde x € R™ é um vetor de escalares desconhecido (varidveis de decisdo ou otimizagdo) e
F, = FiT € R™" i =0,..,m, sdo matrizes simétricas conhecidas. Nota-se que as inequagdes
F(x) <0e F(x) > G(x) sdo casos especiais da equacdo (2.8), pois elas podem ser reescritas

como —F(x) > 0 e F(x) — G(x) > 0, respectivamente.

A LMI (2.8) é uma inequagdo convexa em x, tal que o conjunto F := {x : F(x) >0} é

convexo. Assim, se x; ex, € Fe o € (0,1) entdo

Flax;+(1—o)xy) = aF(x;)+ (1 — a)F(xz) > 0. (2.9)

Como mencionado anteriormente, uma das vantagens da representacdo de problemas de
controle através de LMIs € a possibilidade de considerar multiplos requisitos anexando LMIs

adicionais. Assim, seja um conjunto definido por n LMIs

Fi(x) > 0; F2(x) > 0; ...; Fp(x) > 0. (2.10)

O conjunto apresentado em (2.10) pode ser reescrito por uma tnica LMI

F(x) = diag(F(x),F(x),..,Fy(x)) > 0. (2.11)

2.3.2 Complemento de Schur

O complemento de Schur converte um conjunto de inequacdes ndo lineares convexas, que

aparecem regularmente nos problemas de controle, em LMI. Sejam as desigualdades matriciais
R(x) >0, O(x)—S(x)R(x)"'s(x)T >0 (2.12)
ou, de forma equivalente,
O(x) >0, R(x) —S(x)T0(x)"1s(x) > 0, (2.13)

onde Q(x) = Q(x)T, R(x) = R(x)T e S(x) sdo dependentes de x de forma afim. O lema do

complemento de Schur converte este conjunto de inequagdes ndo lineares convexas na LMI

[ Q(X)T Sx) ] > 0. (2.14)

equivalente
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2.3.3 S-procedure

O S-procedure estende o uso das LMIs, permitindo que as condi¢cdes ndo representadas por
desigualdades lineares, que normalmente aparecem na andlise de sistemas nao lineares, possam
ser representadas como LMIs. A seguir, o S-procedure € descrito utilizando fungdes quadréticas

(Boyd et al., 1994). Sejam Fy,..., F;, fungdes quadraticas na varidvel x € R"
F(x)=x"Tx+2ul x4+ B, i=0,.,n, (2.15)

onde T; = T.". A existéncia de 7; > 0,..., 7, > 0 tal que

n
Fo(x)— ) TFi(x) >0 (2.16)
i=1
implica que
Fy(x) >0, Vx talque Fi(x) >0,i=1,.,n. 2.17)

Nota-se que a equacdo (2.16) é equivalente a

[TO uO]_iTi[Ti ui]zo. (2.18)

”g Bo i=1 ”:T Bi
2.4 Desigualdades Matriciais Bilineares - BMIs

As desigualdades matriciais bilineares (BMIs) sdo uma extensdo da abordagem das
desigualdades matriciais lineares (LMI). As BMIs se popularizaram nos trabalhos de (Safonov

et al., 1994), e sua primeira aplicacio aparece em (VanAntwerp et al., 1997).

Os problemas formulados com BMIs sdao mais dificeis de serem resolvidos que os
formulados com LMIs, pois as BMIs ndo sdo convexas, podem ter multiplas solucdes locais

e sao NP-hard, ou seja, nao podem ser resolvidas em tempo polinomial no pior caso.

2.4.1 Definicio
Uma desigualdade bilinear matricial (BMI) é uma inequagao na forma

m n m n
Fx,y)=F+Y xiFi+ Y yGi+ Y Y xyiH;j > 0, (2.19)
i=1 j=1 i=1 j=1

onde x € R" e y € R" sdo vetores de escalares desconhecidos e F; = FiT e R™" i=0,..,m,

Gi=Gl eR™™ j=0,..,n, H;j = HiTj e R™" i=0,..,mj=0,..,n, sdio matrizes conhecidas.



2.5 Estabilidade Quadrdtica 11

Uma BMI € uma LMI em x para um valor de y fixo, € uma LMI em y para um valor de x
fixo. Assim € convexa em x e em y, separadamente. Como as BMIs descrevem conjuntos que
nao sdo necessariamente convexos, elas podem descrever uma variedade maior de restri¢des
que as LMIs, e podem ser utilizadas para representar muitos tipos de problemas de otimizagao
e controle. A principal desvantagem das BMIs é que elas sdo muito mais dificeis de serem

manipuladas computacionalmente do que as LMIs.

2.5 Estabilidade Quadratica

Ao se projetar um controlador para um determinado sistema, deseja-se que seja assegurada
a estabilidade do sistema em malha fechada, ou seja, todas as trajetérias do sistema devem
convergir para zero quando t — c. Uma condi¢do suficiente para isso € a estabilidade

quadrética.

O conceito de estabilidade quadratica foi introduzido em (Hollot e Barmish, 1980; Barmish,
1985). La foram formuladas as condi¢des necessdrias e suficientes para a estabilidade
quadratica de sistemas sujeitos a incertezas em tempo continuo. No entanto, 0 mesmo conceito

¢ vélido para sistemas sujeitos a incertezas em tempo discreto.

A estabilidade quadratica consiste na existéncia de uma funcdo quadratica de Lyapunov
Unica, independente dos parametros incertos, que decresce ao longo de todas as trajetérias nao
nulas do sistema. Assim, serd assegurado a estabilidade do sistema em malha fechada para todo

o dominio de incertezas admissiveis.

Em (Leite et al., 2004) o conceito de estabilidade quadratica € aplicado aos sistemas sujeitos
a incertezas em tempo discreto, e esta é caracterizada pela existéncia de uma matriz P € R"*",

simétrica e definida positiva, tal que
ATPA—P <O, (2.20)

VA € Dy (2.5),VB € Dp (2.6).

Verificando-se a equagdo (2.20), apenas os vértices do conjunto Dy (2.5) precisam ser
considerados para a andlise da estabilidade quadritica. Assim sendo, um sistema sujeito a
incertezas do tipo politopo (2.7) é quadraticamente estavel se e somente se existe uma matriz

P € R™" simétrica e definida positiva, tal que

ATPA;—P <0, i=0,1,..,N (2.21)
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onde A; sdo os vértices do dominio convexo Dy (2.5).

2.6 Invariancia Positiva

O conceito de invariancia positiva (Aradjo, 1998) € utilizado na sintese de controladores de
sistemas dindmicos sujeitos a restri¢des, pois procura garantir a manutencao das trajetdrias dos

estados de um sistema controlado no interior de alguns conjuntos de estados admissiveis.
Seja o sistema discreto autbnomo descrito por:
x(k+1) =A(r(k))x(k), Vr(k), (2.22)
onde A(.) é uma fungdo continua e r(k) € R (2.3) é o vetor de pardmetros incertos que satisfaz
as hipdteses que asseguram a existéncia e a unidade das soluc¢des da equacgao (2.22).

Definicao 2.6.1. Um conjunto ndo vazio Q C R" é positivamente invariante para o sistema
(2.22) se
Vx(ko) € Q, (2.23)

onde A(r(k))x(k) € Q e Vr(k) € R (2.3), as trajetorias do sistema x(k) € Q, Vk > ko.
Uma outra definicdio importante € a de um conjunto positivamente invariante e
assintoticamente estdvel.

Definicao 2.6.2. Seja Q C R" um conjunto ndo vazio, contendo o ponto de equilibrio x = 0. Q

€ um conjunto positivamente invariante e assintoticamente estdvel para o sistema (2.22) se
vx(k) € Q, (2.24)

onde A(r(k))x(k) € Qe Vr(k) € R (2.3), as trajetorias x(k;x(kg)) — O quando k — oo.

2.6.1 Dominio de invariidncia elipsoidal

Nesta secdo, restringe-se a andlise de dominios de invaridncia positiva elipsoidais.
A determinacdo desses dominios pode ser baseada em fungdes de Lyapunov quadriticas

associadas ao sistema considerado.

Proposicdo 2.6.1. Seja v(x) = x'Px, P = PT ¢ R™" P > 0, uma fun¢do de Lyapunov

quadrdtica para o sistema (2.22), definindo o dominio elipsoidal Q como:

Q={xeR" : v(x) <c, c>0} (2.25)
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Q é um dominio positivamente invariante e assintoticamente estdvel (estdvel) para o sistema

(2.22) se Av(x(k)) =v(x(k+ 1)) —v(x(k)) <0 (Av(x(k)) <0), Vx(k) € Q.

Assim, uma condic¢ao suficiente relativa a invariancia positiva do conjunto Q € enunciada

no caso de sistemas autdbnomos sujeitos a incertezas do tipo politopo.

Seja o sistema discreto autobnomo:

(2.26)

x(k+1) = Ax(k)
A € Dy.

Proposicao 2.6.2. O conjunto elipsoidal Q definido por (2.25) é positivamente invariante para

o sistema (2.26) se a matriz P satisfaz as seguintes LMIs:

ATPA;—P<0, i=1,2,...,N. (2.27)

Esta proposi¢do é uma consequéncia direta do conceito da estabilidade quadratica (2.20) e
da proposicdo 2.6.1 aplicada aos sistemas discretos sujeitos a incertezas politopicas. Nota-se
que a desigualdade estrita da LMI (2.27) assegura a estabilidade assint6tica do dominio € para

o sistema (2.26).

2.6.2 D-invariancia positiva

7z

A D-invariancia positiva € uma ferramenta que se mostra interessante no estudo da

estabilizacdo de sistemas nao autdnomos sujeitos a restri¢cdes de controle ou de saida.

Seja um sistema discreto nao autdnomo descrito por:

{ x(k+1) = Ax(k) + Biw(k) (2.28)

w(k) € D,
onde w(k) € R? é o vetor de perturabagio. O conjunto D é fechado e convexo, contendo w = 0.

Definicao 2.6.3. Um conjunto ndo vazio Q C R" é positivamente ‘D-invariante para o sistema
(2.28) se
Vxg € Q, (2.29)

entao

x(k;x(ko);w) € Q,Vw(k) € D, Vk > k. (2.30)

Assim, o dominio Q € positivamente D-invariante para o sistema (2.28) se todas as
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trajetorias x(k;x(ko);w) inicilizadas neste dominio 14 permanecam, qualquer que seja a

perturbagéo w(k).

2.7 Norma H..

A norma H. é definida como:
|H||oo = SUp Omax [H(2)]. (2.31)

onde sup Omax € 0 valor singular maximo da resposta em frequéncia do sistema H (z).

Em sistemas lineares invariantes no tempo (LTI) estdveis, a norma I, € utilizada para
avaliar o desempenho através da fun¢do de transferéncia desses sistemas. Seja o sistema linear

invariante no tempo S descrito pelas equacdes de estado

.. { x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) 03

y(k) = Cx(k) + Du(k)

onde x(k) € R" € o vetor de estado, u(k) € R™ é o vetor de controle e y(k) € R é o vetor
de saida medida. Por hipétese, assume-se que S seja assintoticamente estavel, ou seja, todos os

polos (A;) da matriz de transferéncia A pertencem a uma circunferéncia de raio unitério (A4; < 1).

Seja H(z) a fungao de transferéncia do sistema S entre a saida y e a entrada u,

H(z) =C(zd —A)"'B+D. (2.33)

A norma H. da funcdo de transferéncia € definida como

|H (2) | = sup Omax [H(2)]. (2.34)
uceR

Assim, a norma H. da funcdo de transferéncia de um sistema corresponde a medida do

“pior caso” no ganho do sistema.

2.8 Bounded Real Lemma

Seja o sistema linear invariante no tempo S, controldvel, descrito pelas equagdes de estado

.. { x(k+1) = Ax(k) + Bu(k) 239
y

(k) = Cx(k) + Du(k)
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Seja H(z) a fungdo de transferéncia entre a saida y e a entrada u,

H(z) =C(zl —A)"'B+D. (2.36)
Entdo, as seguintes afirmagdes sdo equivalentes (Gahinet e Apkarian, 1994):

a. A éestavel e
|C(zI —A) " 'B+D|. < 1; (2.37)

b. Existe uma matriz simétrica P = PT > 0 tal que

ATpaA—p ATpB (T
B'PA B'PB—1 DT | <O (2.38)
C D —I

c. Existe uma matriz simétrica P = PT > 0 tal que

P! A B 0
AT —p 0 (T
BT 0 -1 DT

0 C D -I

<0. (2.39)

Os conceitos e definigdes apresentados neste capitulo serdo utilizados para formular o
problema a ser abordado neste trabalho e auxiliardo na sintese do controlador. No préximo
capitulo serd apresentado o problema de controle robusto H.. de sistemas discretos sujeitos a

restri¢cdes no controle e na saida e o teorema formulado para solucionar este problema.
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3  Controle Robusto JH.. com Restricoes

3.1 Introducao

Neste capitulo é formulado o problema de controle robusto . com restricdes e
apresentado os principais resultados deste trabalho, que permitem a sintese do controlador.
Na secdo 3.2, o controle H., € descrito. Na sec¢do 3.3, o problema de controle robusto He,
de sistemas discretos sujeitos a restri¢des no controle e na saida € apresentado. Na secdo 3.4,
algumas condicdes sdo determinadas a fim de garantir que as restri¢des no controle e na saida

sejam satisfeitas, e assegurar a estabilidade e o desempenho do sistema em termos da norma
Heo.

3.2 Controle H..

O problema de controle I, e sua ligacdo com robustez foi introduzido por (Zames, 1981),
originalmente no dominio da frequéncia, para tratar dos casos de robustez em que os métodos
de controle lineares quadratico, prevalecentes no dominio do tempo, ndo atendiam. Porém,
no inicio da década de 90, com a soluc@o no espaco de estado, os controladores 6timos He

passaram a se apresentar de forma mais simples.

O problema de controle JH{. com realimentacdo de saida para sistemas lineares, utilizando

um compensador dindmico € apresentado a seguir.

Seja o sistema linear invariante no tempo S, descrito pelas equacdes de estado

x(k+1) = Ax(k) + Byw(k) + Bou(k),
S:q y(k) = Cyx(k), (3.1
Z(k) = Clx(k) + D W(k) —|—D12u(k),

z

onde x(k) € R" é o vetor de estados, u(k) € R™, o vetor de controle, w(k) € R/, o vetor de

perturbagdo externa, y(k) € R?, o vetor de saida medida e z(k) € RY, o vetor de saida controlada.
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Assume-se que Cy seja uma matriz conhecida de posto completo.

Seja um controlador dindmico K definido por:

(3.2)

K{ C(k+1) = AL (k) + Bye(k),
| ulk) = Gl (k) + Dye(k),

onde {(k) € R", com £(0) =0, é o vetor de estado do controlador, e(k) € R?, o vetor erro
(e(k) =r(k)—y(k)), r(k) € RP, o vetor referéncia, e Ay, By, Cy ¢ Dy sdo matrizes desconhecidas

e de dimensdes apropriadas.

O sistema em malha fechada esta representado no diagrama da Figura 1.

(k)
k) (k) I
- yik)

Figura 1: Sistema em malha fechada.

O sistema em malha fechada resultante da combinacao das equacdes (3.1) e (3.2) € descrito

por:
([ x(k+1) _ [A—BszCy BaGe | [ x(k) | [ By ]W(k) ByD, 0
C(k+1) “BC, A ||t Op 1 By
) =[ ci-Danic; pace ]| [ |+ Duletd) it
‘ (3.3)

Definindo-se as matrizes do sistema em malha fechada como

_ A o] _ B _ B, 0
= 5 B1: 3 B2: 5
0 Onc 0nc><1 0 Inc
_ [-c o] - _
)= cC=[a 0p |s Da=[Dn 0pu | G4
0 I |
I, ] I
le P s H2: " 5
Onc><p Oncxm
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Dy Cy
By Ag

Ly = , (3.5

e rearrajando-se os termos nas equagdes (3.3), obtém-se:

Xf(k-l- 1) = (Z—FEzLKCy)Xf(k) +l_31w(k) +§2LKH1r(k),
y(k) = —TI} Cyxs (k), (3.6)
Z(k) = (61 +512LK€y)xf(k) —l—DnW(k) +512LKH11’(/<),

onde x7(k) é definido por

(3.7

xf(k) = [ ) ] :

¢ (k)
Seja Hf(z) a fungdo de transferéncia do sistema em malha fechada entre a perturbacdo w e

a saida z:

Hf(z) = Cip(zd —Ay)""Bis+ Dy, (3.8)
onde
Ay =A+B,LkCy,
Bi; =B, (3.9)
Ciy=C1+Dy2LkCy,
Diif=Dy;.
Assim, com a norma H., de Hy(z) dada pela equagdo (2.31), pode-se definir o seguinte

problema de controle 6timo Ho.:

Encontrar um controlador dindmico Lk, tal que a fungdo de transferéncia Hy(z) seja

estdvel e possua norma ||Hy(z)||e minima.

No entanto, encontrar um controlador 6timo H.. € numericamente e teoricamente
complicado (Doyle et al., 1989). Desta forma, um problema de otimiza¢do que aproxima-se

da solugdo 6tima € definido como um problema de controle H, sub-6timo, descrito por:

Dado um y > 0, encontrar um controlador estabilizante, se este existe, tal que ||H¢(z) || <

As solucdes desse problema, se existirem, sdo chamadas de controladores gamma-sub-
otimo. Isto é, pode-se calcular o menor limite superior para a norma |H¢(z)||. pela
minimizacdo de y. Utilizando-se a rela¢do existente entre a norma H.. do sistema e o Bounded

Real Lemma, apresentada na sec¢do 2.8, para um sistema em malha fechada discreto no tempo
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(3.6) assintoticamente estdvel, ||Hy(z)|| < ¥ se e somente se existe uma matriz simétrica

definida positiva P € R™"*" tal que
—P PAy PByy O

—T
AP —P 0 C
7 | <o, (3.10)

0 Ciy Duy vl

Com isso, o problema de controle JH. sub-6timo, para sistemas com realimentacdo de
saida dinamica, € equivalente a encontrar um controlador dindmico Lg (3.5) estabilizante e
uma matriz P solu¢do do seguinte problema de otimizacao:

r[{1L1[r<1}/ (3.11)

sujeito a

—P PA; PBiy 0
A;p P 0 Cy

Bi,p 0 -yl Dy
0 Ciy Dny —v |

<0. (3.12)

3.3 Problema de Controle Robusto JH.. com Restricoes

Seja S o sistema linear invariante discreto no tempo, sujeito a incertezas paramétricas do

tipo politopo, descrito pelas equagdes de estado:

x(k+1) = Ax(k) + Byw(k) + Bou(k),
S:{ y(k) = Cyx(k), (3.13)
z2(k) = Cix(k) + Dyyw(k) + Dipu(k),

onde x(k) € R" é o vetor de estados, u(k) € R™, o vetor de controle, w(k) € R/, o vetor de
perturbagdo externa, y(k) € R”, o vetor de saida medida, e z(k) € R?, o vetor de saida controlada.
Supde-se que C, tenha posto completo e todas as matrizes sejam reais e com dimensdes
apropriadas. As matrizes A e B, pertencem aos conjuntos convexos limitados definidos em

(2.5) e (2.6), respectivamente:

N N
DA:{AE]R{"X”;A:Z oA, Y =1, a,-zo}, (3.14)
i=1 i=1
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J=1 J=1

M M
Dp, = {Bz ER™™ By=) BjBaj, ), Bi=1,B> 0}- (3.15)

Supde-se também que os pares (A,B;) sejam estabilizdveis e os pares (Cy,A) sejam
detectdveis em todo o dominio de incerteza. Supde-se ainda que o sistema (3.13) esteja sujeito

as seguintes restricoes:

a. o vetor de controle u(k) pertence ao conjunto poliedral
Dy ={ueR": hju< p;, >0}, (3.16)
onde h; e R™, h; #0,i = 1,2,....ny;
b. o vetor de saida y(k) pertence ao conjunto poliedral
De={yeR":n/y<&, &>0}, (3.17)

onden, e R”, n; #0,i = 1,2,...,n,.

O vetor de perturbagéo w(k) é limitado em norma, tendo em vista as restri¢des no dominio

do tempo apresentadas anteriormente, € pertence ao conjunto convexo

D(wo):{weRl w| Swo,wo>0}. (3.18)

Este conjunto define uma hiperesfera de raio wy.

Considera-se que um vetor de referéncia r(k) pertence ao conjunto limitado por

R={reR’: /"R 'r<1,R=R" e RP*P,R>0}. (3.19)

O controlador por realimentacao de saida dindmica a ser projetado € definido por (3.2), com

Dy G
By Ay

Ly = € RUmtne)x(ptne) (3.20)

O sistema em malha fechada é dado por:

xp(k+1) = Apxp(k) + B pw(k) + Bayr(k),
y(k) = 6nyf(k), (3.21)
Z(k) = (Evlijv(k) —i—EHfW(k) —f—Blzfr(k),
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onde

Cyy =-MIC,, Ciy=Ci+DlkCy, (3.22)
Diiy =Dy, Diay=DioLgIly,
comA € DyeB; € Dp,.

Utilizando-se a equag@o (3.20), o sinal de controle u(k) pode ser descrito por

u(k) = 15 LxCyx (k) + 05 Lg T (). (3.23)

A partir das restri¢des (3.16) e (3.17), definem-se os conjuntos 5# e 55, para o sistema em

malha fechada, com:
Dy = {xf : W T LgCyx (k) +hl T LTy r(k) < i, i > 0,8 = 1,...,m}, (3.24)
De={xy: —n/ T Cyxy(k) <&, &>0,i = 1,..,n,}. (3.25)

Os conjuntos @u e 55 sdo as regides no espago de estado para as quais os sinais de controle

e de saida do sistema, respectivamente, ndo saturam. Portanto, a partir das equagdes (3.24) e

(3.25), é importante notar que o sistema de malha fechada resultante € vdlido somente para os
estados xy pertencentes a

DuNDe. (3.26)

A fungio de transferéncia H(z) entre a safda controlada z e a perturbagdo w € igual a
Hy(z) = Cip(zl —Ay)"'Bis+Diiy (3.27)

comAcDyeB, € DBz*

Assim, o problema de controle robusto H., de sistemas discretos sujeitos a restricdes no

controle e na saida pode ser formulado como segue:

Problema 1. Encontrar um controlador estdvel por realimentacdo de saida dindmica
Lx € RUmHne)x(ptne) (3.28)
de ordem fixa n. e um escalar positivo v, tais que as seguintes condigcoes sejam satisfeitas:

a. Ly =argmin {y : [[Hs(s)[le < 7}:

b. as restricoes (3.16) e (3.17) sejam respeitadas pelas trajetorias do sistema em malha
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fechada (3.6), para quaisquer que sejam a perturbacdo w(k) € D(wy) e a entrada de
referéncia r(k) € R.

3.4 Sintese de Controladores Robustos H ..

Nesta secdo sdo descritos os lemas que estdo associados as restricdes de controle e de
saida, definidas em (3.16) e (3.17), e o lema associado ao conceito de invaridncia Para
o desenvolvimento dos resultados deste trabalho, a definicdo apresentada a seguir se faz

necessdria (Aratjo et al., 2006).

Definicao 3.4.1. Sejam D e R conjuntos compactos e Q um conjunto ndo vazio. € é um

conjunto positivamente (‘D,R)-invariante em relacdo ao sistema (3.1) se para todo estado

inicial x¢(ko) € Q e toda perturbagio w(k) € D, xy(k) € Q, Vk > ko e Vr(k) € R.

Partindo-se do pressuposto que os dominios de invaridncia positiva podem ser gerados a
partir de fun¢des de Lyapunov quadraticas associadas aos sistemas estaveis, conforme discutido
na secao 2.6, os dominios positivamente invariantes elipsoidais obtidos a partir das funcdes de
Lyapunov do tipo v(x) = x? Px, com P = PT > 0, serdo utilizados para solucionar o problema

de sintese de controladores H...

Seja o conjunto elipsoidal €2, centrado na origem, definido por
Q={xy e R"" : x[Px; < 1,P=P" >0}, (3.29)

onde P € R"**",

Definindo-se £ como o conjunto de todos os controladores Ly € R("+1)x(P+e) tajs que
A £ seja assintoticamente estavel, VA € Dy e VB, € Dp,, o seguinte resultado pode ser obtido a

partir da defini¢do 3.4.1.

Proposicao 3.4.1. O controlador por realimentagdo de saida dindmica Lx é uma solucdo do
problema de controle robusto He para sistemas sujeitos a restricoes, no controle e na saida,

em tempo discreto, se e somente se
Lx =argmin{y : |Hs(z)|| < V. Lx € L} (3.30)

e existe um conjunto qualquer Q C R"™" positivamente (D,R)-invariante em relacdo ao
sistema (3.6) tal que
QCDyNDe. (3.31)
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Alguns lemas preliminares serdo apresentados a seguir, os quais auxiliam na obtengdo
de uma solucdo para o Problema 1. Supde-se que a matriz desconhecida Dy seja nula. No
lema 3.4.1, € apresentado uma condic¢ao suficiente para que a restri¢do de controle (3.16) seja

respeitada, ou seja, Q C 5#-

Lema 3.4.1. O elipsoide Q definido por (3.29) estd contido no poliedro 5“3.24 ), para um

dado controlador Lx, com P € R se e somente se

2 R L C

o h PR S 0 i=1.2,. oy, (3.32)

C, LiITzh; P

Demonstracao: A partir das inequagdes (3.24), uma funcao suporte do elipséide  pode ser
escrita como

¢ (hi, L) = max h! IT; LgCyx;. (3.33)
Xf €Q

O Lagrangeano do problema de maximizacao € descrito por:
L(xp,A) = b/ TI5 Lk Cyxy + A(x} Pxp — 1), (3.34)

onde A € R é o multiplicador de Lagrange. Assim, as condigdes necessdrias e suficientes de

otimalidade sdo dadas por:

dL L
Sy =X Py —1=0,  S-= Cy Lk + 2APx; = 0. (3.35)

Obtem-se assim .
—P'C, LTk

Xp= o , (3.36)
WL LxC\,P~'C! LIk,
k:i\/ — (3.37)
Assim, conclui-se que a solug¢do 6tima é dada por
o(hi, L) = \/ KT TIL L C,P~1C LTTLoh;. (3.38)
i -72 y y K

Consequentemente, o elipsoide Q estd contido em 5u, se e somente se @ (h;, LK) < p;, Vi=

1,2,...,n,, 0 que € equivalente a

\/h,.T M LkC,P~'Cy LETLh; < i, i = 1,2,y (3.39)
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As inequac0es (3.39) podem ser escritas como

w2 — TG L P 'Cy LTk > 0, i=1,2,...,my, (3.40)

Utilizando-se o complemento de Schur em (3.40), sdo obtidas as seguintes LMIs:

W WL,

. >0,i=1.2,....n (3.41)

No lema 3.4.2, € apresentada uma condi¢ao suficiente para que a restricao de saida (3.17)

seja satisfeita, ou seja, Q C 55.

Lema 3.4.2. O elipséide Q definido por (3.29) estd contido no poliedro 55 (3.25), para um

dado controlador Lx, com P € R"*" se e somente se

& n/mic,

1

., >0,i=1,2,...,1n, (3.42)
CyHm,- P

Demonstracao: A partir das inequagdes (3.25), uma funcao suporte do elipsdide Q pode ser
escrita como

os(Mi) = max —n/ TI{ Cyx;. (3.43)

O Lagrangeano do problema de maximizagao € descrito por
L(xp,A) = —n/ TI{ Cyxy+ A (x}Pxy — 1), (3.44)

onde A € R € o multiplicador de Lagrange. Assim, as condi¢des necessdrias e suficientes de

otimalidade sdo dadas por

oL JdL —

S =xPy—1=0, 52— —Cy I 1; +2APxs = 0. (3.45)
Obtém-se assim ;

P~IC, T n;

Xp= oy (3.46)
— AT
nImlfc,p-1C, 1 n;

A:iV A (3.47)

2
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Portanto, na solug@o 6tima tém-se

05(mi) = \/nITITC, P 1T Iy, (3.48)

Consequentemente, o elipsdide Q estd contido em 55, se e somente se @5(1;) < &, Vi=

1,2,...,n,, o que equivale a

— —T
\/n,.TancyP—lcy mn; <&, 1,2,....n,. (3.49)

As inequagdes (3.49) podem ser escritas como

N/ C,P'Cym < &2, i=1,2,...,m,. (3.50)

Utilizando-se o complemento de Schur em (3.50), sdo obtidas as seguintes LMIs:

&? niTangy

1

., >0,i=1,2,...,n,. (3.51)
C, I, P

O préoximo lema apresenta uma condi¢do suficiente assegurando a (D,R)-invaridncia
positiva de um conjunto elipsoidal Q para as trajetérias do sistema de malha fechada, sem

levar em consideracao as restricdes no controle e na saida.

Lema 3.4.3. Sejam o conjunto Q gerado por uma matriz simétrica definida positiva P € R"*",
definido por(3.29), e o sistema incerto (3.3). Se existir uma matriz P € R"*" e escalares o > 0,

0y >0, k=1,2,...,N*xM, tais que o conjunto de desigualdades

=T = =T 5T T =T
E{fPZf F{fpglf — ol Elepng <0, (3.52)
=T o7 =T 5 =T pp —
By :PAy By:PBiy  ByPBy;— (o — o wj)R™!

para cada vértice (A;,B2j) do conjunto Dy x Dp,, entdo Q é um conjunto (D,R)-invariante

para o sistema de malha fechada e Lx é um controlador robusto que estabiliza o sistema (3.1).

Demonstracio: sejav(xy) = xJYQPxf uma fun¢do de Lyapunov quadratica, associada ao sistema

de malha fechada (3.3). A equagdo a diferencas de v(x) ao longo das trajetdrias do sistema (3.3)
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¢ dada por

v(xp(k+1) —v(xp(k)) = xL(AyPAf—P)xp+xLA;PBipw+xiA[PBosr

+w! By ;PAsx; +w'B| ,PBijw+w B PByyr  (3.53)
—i—rTE;fPZfo + I”TngPl_glfW —+ rngfPEer.

Para simplificar notagdo, sumprimiu-se o tempo k nas equagoes.

Para que Q seja um conjunto positivamente (D,R)-invariante para o sistema com incertezas
(3.3), é suficiente que v(xs(k+1)) —v(xs(k)) < 0, qualquer que seja o vetor x; pertencente a
fronteira de Q, isto &, xJT»Pxf = 1, e para toda perturbacdo admissivel w € D(wy) e referéncia

Vr € R. Assim, Q € um conjunto positivamente (D,R)-invariante para o sistema (3.3) se

—T — —T = T — =T = A

X[ (AyPAp —P)xy+xt A PBisw+x7 A PBysr+w! By PApxs +w' B) PBpw (3.5
—|—WT§{f-P§2fr + I”TngPZfo -+ rTl_Bngl_Blfw + rTﬁngEer < 0,

para um ponto qualquer (x¢,w,r) tal que szPxf >Lwlw<wierlR™Ir<1.

Utilizando o S-procedure, apresentado na se¢do 2.3.3, esta condi¢do pode ser reescrita sem

restrigdes:

Se existem escalares o > 0, o > 0 e g > 0 tais que

xJTr (Z;PZ F—P)xs+ ijfZ;PE w+ x]TcZ;PI_BZ r+ WTFITfPZ FxF+ WTEITfPFI w
+wTB| ;PBasr+ 1" By ;PAsx; + "By ;PBy pw + "By ;PBayr (3.55)

+06k(x§Pxf 1) +or(w—wiw)+e&(1-rTR71r) <0,

Vxr € R", Vw € R! e Vr € R, entao Q é um conjunto positivamente (D,R)-invariante para o

sistema (3.3). Neste caso, este procedimento assegura somente a suficiéncia da nova condigao.

A desigualdade (3.55) pode ser reescrita como

T

X ApPA;—P+oyP  ApPBiy A PByy xg
w By PA; B PBi;—old B PBy w | +  (3.56)
d By;PA; ByPBiy  ByPBryy—&R™' | | 7

—oy + oW + € < 0.

Na desigualdade (3.56) observa-se que x¢, w € r podem assumir quaisquer valores em seus

respectivos espagos, o que implica na necessidade da condicao

—oy + opwi + & < 0. (3.57)
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Assim, a desigualdade (3.57) pode ainda ser escrita como

Z]TcPZf —P+oyP Z;PElf Z]TcPEZf 0
=T 5 =T 5 =T 5
Bl_fPAf B1fPBlf — le BlfPBzf 0 <0 (3 58)
=T 5 =T 5 =T 5 1 — :
0 0 0 — 0y + oW} + &

Além disso, se a desigualdade (3.58) for satisfeita para uma combinagdo (@, 0, €x), entdo

ela também € satisfeita para qualquer g, tal que

g < & < O — Gw}. (3.59)

Assim, sem perda de generalidade, escolhe-se

E = O — O'kW%, (3.60)

obtendo-se para (3.58) a desigualdade dada por:

Z]TcPZf —P+oyP ZJYZPEUP Z;PEZJP
E{fPZf E{fpglf — le Effpng <0. (3.61)
=T = +T o5 =T o5 _
By :PAy By);PBiy  By;PBy;—(—0y+ opw§)R™!

No entanto, a desigualdade (3.61) deve ser verificada para toda matriz A rrcomAe€Dye
B; € Dp,. Como as incertezas sdo convexas, avalia-se (3.61) somente nos vértices (A;,B;) de
D A X 932.

A partir dos resultados apresentados nos lemas 1, 2 e 3, o seguinte teorema fornece uma

solu¢do para o Problema 1.

Teorema 1. Seja o sistema incerto (3.13) sujeito as restricoes no controle e na saida, e

(P, Lk, 0, Ox) a solucdo do problema de otimizagdo

min 3.62
P.Lg 0,0y 4 ( )
sujeito a

w? hi T Lk Cy

o >0, i=1,2,....n, (3.63)
C, LETLh; P
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2 T~
: e
_Té’ Uit >0, i=1,2,...,n,, (3.64)
CyHmi P
P PA; PBijy 0 ]
—T =T
A,P —-P 0 C
7 7] <o, (3.65)

0 Cif Dy - |

—T  — —T =T —T T
E{fPZf Elepglf — ol l_ngfpng <0, (3.66)
=T .~ =T . =T = _
B, :PAy By);PBiy  ByPBys— (04— opwg)R™!

parak=1,2,...,NxM e em cada vértice (A;,B2j) de Dy x Dp,.

Assim, o controlador Lg € uma solucdo do problema de controle robusto JH. de sistemas
sujeitos a restricdes no controle e na saida em tempo discreto e o conjunto elipsoidal Q, gerado

por P, é positivamente (D,R)-invariante para o sistema em malha fechada (3.6).

Demonstracao: As LMIs (3.63) e (3.64) garantem, de acordo com os lemas 3.4.1 e 3.4.2, que
o conjunto elipsoidal € verifica a condicao (3.31), isto €, Q C 5“ N 5§.

Partindo-se da definicdo de norma H., as desigualdades matriciais (3.65) (Gahinet e

Apkarian, 1994), garantem o desempenho do controlador.

As desigualdades matriciais (3.66), conforme o lema 3.4.3, garantem (D, XR)-invariancia

positiva do conjunto € para o sistema de malha fechada.
|

As desigualdades matriciais apresentadas em (3.65) e (3.66) sdo bilineares (BMlIs), ou
seja, ndo sdo convexas em Lk, P e ay. Assim, para solucionar este problema de otimizacao,
€ proposto, no préximo capitulo, um algoritmo hibrido, utilizando-se Evolucao Diferencial e
LMIs.
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4 Algoritmo de Sintese

4.1 Introducao

Neste capitulo, é apresentada uma descri¢do sobre o método de otimizacdo evolutiva,
conhecido como Evolugdo Diferencial (ED), e o algoritmo de sintese proposto com o objetivo de
solucionar o problema abordado neste trabalho. Considerando-se que o problema a ser resolvido
¢ suficientemente complexo, o que acaba dificultando uma formulacdo matemética que atenda
os requisitos bdsicos de tratabilidade pelas ferramentas convencionais, a abordagem via ED

torna-se atrativa.

Na secdo 4.2, o conceito principal e as etapas de implementacdao do ED sdo descritas. As
estratégias de ED sdo apresentandas na secdo 4.3. Na secdo 4.4, o algoritmo de sintese hibrido

desenvolvido, utilizando os conceitos de Evolugdo Diferencial e LMIs, € apresentado.

4.2 Evolucao Diferencial

Evoluc¢do Diferencial (ED) pode ser classificado como um algoritmo evolutivo codificado
em ponto flutuante, voltado para otimizacdo global sobre espacos continuos. O algoritmo
de ED foi proposto por (Storn e Price, 1995, 1997) para solucionar o problema de ajuste
polinomial de Chebyshev. Assim como os Algoritmos Genéticos, as Estratégias Evolutivas
e a Programacdo Evolutiva, a Evolucdo Diferencial faz parte de uma grande drea conhecida
como Computacdo Evolutiva. Entretanto, a Evolucdo Diferencial é considerada mais eficaz e
robusta do que as demais subdreas (Vesterstrom e Thomsen, 2004), podendo ser utilizada para
encontrar solu¢des aproximadas em problemas praticos em que as fungdes objetivo sdo ndo

lineares ou ndo diferencidveis no espago continuo.

Conforme (Cheng e Hwang, 2001), a escolha do algoritmo de ED para otimizacdo de
problemas € baseada nas seguintes caracteristicas: € um algoritmo de busca estocdstica,

originado dos mecanismos de sele¢do natural; busca a solu¢do em diferentes regides do espago,
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ou seja, dificilmente torna-se preso em 6timos locais; permite que os parametros de entrada e
saida sejam manipulados como numeros ordindrios reais utilizando eficientemente os recursos

do computador; e € eficaz trabalhando com uma populagdo pequena.

O processo de otimizagdo de um algoritmo de ED consiste basicamente em adicionar a
diferenca vetorial ponderada, entre dois individuos escolhidos aleatoriamente na populacao, a
um terceiro individuo, gerando assim um individuo modificado. Em seguida, as componentes
do individuo modificado sdo recombinadas com as componentes de um individuo escolhido
aleatoriamente, resultando em um individuo tentativa. Se este individuo tentativa resultar em um
valor da fung¢@o objetivo menor que o do individuo escolhido anteriormente de forma aleatéria,

entdo ele o substituird na geragcdo seguinte.

Este processo de ED pode ser dividido em cinco etapas: inicializacdo, mutagao,
recombinacao, avaliacdo e selecdo. A figura 2 representa o procedimento geral do algoritmo

da evolugdo diferencial com as respectivas etapas.

Inicializacao Recombinacao Avaliagdo Selecio

Figura 2: Processo da Evolu¢do Diferencial.

4.2.1 Inicializacao

Na fase de inicializacdo, as varidveis de controle sdo inicializadas e a populacao inicial é
gerada. As varidveis de controle a serem inicializadas sdo: F (fator que controla a amplitude da

diferenga ponderada), CR (probabilidade de cruzamento) e NP (tamanho da populacdo).

Em (Storn e Price, 1997) sdo recomendados valores que devem ser adotados para as
variaveis de controle. O valor de F' a ser escolhido deve pertencer ao intervalo [0,2], e quanto
maior for o tamanho da populacdo escolhida, menor deve ser o valor de F'. Para a varidvel
CR, o valor a ser escolhido deve pertencer ao intervalo [0,1]. Valores proximos a 0 tornam
a convergéncia do algoritmo mais lenta e valores proximos a 1 tornam a convergéncia mais
rdpida. O tamanho da populacdo NP deve ser escolhido como sendo 10* D, onde D € igual a

dimensdo ou ao nimero de varidveis do problema.

Ap6s a inicializagdo das varidveis de contole, a populacdo inicial é gerada. A populagdo

inicial contém NP individuos, denominado de vetores. Cada vetor contém n componentes, que
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representam as varidveis do problema de otimiza¢do. Os individuos da populagdo inicial sdo

escolhidos aleatoriamente, geralmente com distribui¢do de probabilidade uniforme.

4.2.2 Mutacao

ApOs as varidveis serem inicializadas e a populacao inicial ser gerada, ocorre a mutagdo, que
¢ um operador baseado na evolucao natural, cujo objetivo € manter a diversidade da populagdo

e expandir o espago de busca.

Neste trabalho, a forma de realizar a mutag¢do ocorre da maneira descrita a seguir. Entre
os NP individuos da populacdo, sdo escolhidos aleatoriamente trés vetores Xy, Xg e Xy
distintos entre si. Na geragdo g um par de vetores (Xg,Xy) define uma diferenga X - Xy. Esta
diferenca € multiplicada pela varidvel de controle F, sendo denotada por diferenca ponderada.
A diferenca ponderada é usada para perturbar o terceiro vetor X,. Assim, para cada vetor

Xl.(q), i=1,2,...,NP, chamado de vetor alvo, na geracdo ¢, um vetor mutante é gerado pela

expressao:
Vi(q_H) — Xéq) +F(X[§q) _X;Q)), (41)
onde os indices aleatdrios @, f e ¥ € {1,...,NP} devem ser diferentes entre si, e diferentes de

i. Portanto, sdo gerados NP vetores mutantes Vl-(qﬂ) ,i=1,2,...,NP.

4.2.3 Recombinacio

Na fase de recombinagdo € introduzido o cruzamento para aumentar a diversidade dos

1 P
U la+ ), resultante do cruzamento, é

1
(g+1) com o vetor alvo Xl-(q), para

individuos que sofreram a mutacdo. O vetor tentativa
formado pela mistura dos componentes do vetor mutante V;
cadai=1,2,...,NP.

Ui(q+1)

As componentes do vetor tentativa , representadas por u(q.ﬂ), j=12,...,D, sdo
i(J)

formadas conforme a expressao:

vg(q;)r]), se ri<CR ou j=¢(i),

iy = | (4.2)
" ) se 1>CR e j#0¢(i), j=12,...,D,

g(qj?) e vf(q;)rl) sdo as componentes

, respectivamente, CR € a probabilidade do cruzamento,

onde r; € um nimero gerado aleatoriamente no intervalo [0,1], x

(9) (g+1)

dos vetores alvo X; 7 & mutante v
ou seja, a probabilidade do vetor tentativa herdar os valores das varidveis do vetor doador

Vi(qﬂ), e ¢ (i) € um nimero aleatério escolhido no conjunto {1,2,...,D}.
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Quando a probabilidade de cruzamento CR for igual a 1, todas as componentes do vetor

tentativa U (a+1) (g+1)

; serdo herdadas do vetor doador V,

. Caso a probabilidade de cruzamento

(9)

CR for igual a 0, todas as componentes do vetor tentativa serdo herdades do vetor alvo X;™.

4.2.4 Avaliacao

Na fase de avaliacdo, o custo de cada um dos individuos i = 1,2,...,NP, do vetor alvo

Xl.(q) e do vetor tentativa Ui(qH)

£,

1

sdo calculados, representados respectivamente por f (Xl-(q)) e

4.2.5 Selecao

Na fase de sele¢do, os melhores filhos sdo produzidos, e portanto sao determinados

os vetores alvo da geragdo seguinte. O custo do vetor tentativa U, (ath)

: , representado por

f (Ul-(qH)), ¢ comparado com o custo do vetor alvo Xi(q), representado por f (Xi@ ), para cada
i=1,2,...,NP. Se o custo do vetor alvo for menor que o custo do vetor tentativa, ao vetor alvo
¢ permitido avangar para a proxima geracdo. Caso contrdrio, o vetor tentativa substitui o vetor

alvo na geracdo seguinte. Este processo de selecdo pode ser escrito como:

Se f(U.(qH)) <f(X.(q)) entio x0TV — yla+h)

4.3)
Se f(U(q+1)) > f(Xl(CI)), entio Xi(q+1) — X(q)

l 1 ?

i=1,2,....NP.

Para que o procedimento de ED seja finalizado, algum critério de parada deve ser adotado,

como por exemplo, estabelecendo-se um nimero maximo de geragdes.

4.3 Estratégias da Evolucao Diferencial

O algoritmo de ED pode variar de acordo com o critério de escolha do individuo a
ser modificado na formagdo do vetor mutante, o nimero de individuos considerados para
perturbacdo e o tipo de cruzamento a ser utilizado. As estratégias de EDI sdo usualmente escritas

pela notagdao ED/a/b/c, onde:

e a - especifica o vetor a ser modificado Xy, podendo ser “rand” (um vetor da populagdo

escolhido aleatoriamente) ou “best” (o vetor de menor custo da populacdo);

e b - determina o nimero de vetores diferenca usados na mutacgao;
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e c - denota o tipo de cruzamento, exponencial (exp) ou binomial (bin).

Alternando entre os diferentes valores de a, b e ¢, dez estratégias podem ser descritas de
acordo com a Tabela 1. A estratégia a ser adotada para um problema é determinada por tentativa
e erro, pois uma estratégia que funciona bem para um dado problema pode ndo funcionar bem

quando aplicada a outro problema.

Tabela 1: Estratégias da Evolucao Diferencial

Nimero Mutacao Notacdo
1 yig+l) — X( )+ F( é‘” Xj(,q)) ED/rand/1/bin
) vl = x4 F(Xéq) x\7) ED/best/1/bin
3 yla+l) — x @) _|_F(X( 9 X[(;q) +X}(,q) —Xé‘n) ED/rand/2/bin
4 ylat+l) — Xlge S)t + F(Xé 9D _x [(3‘1) +X 7@ -X é")) ED/best/2/bin
5 ylg+l) — X(EI 3 + F(Xlges) ; XCEZ 3 + Xé 9 _x é‘n) ED/rand-to-best/2/bin
6 v+ = x@) 4 (xl(3 @) x{0) ED/rand/1/exp
7 yiat) — leegt L F( x[g‘ﬁ x\7) ED/best/1/exp
2 v = x{@ 4 F(x\9 X[(f) +xy0 — x4 ED/rand/2/exp
9 ylat+l) — Xées)t + F(Xé 9 _x [(;1) +X ﬁq) -X é‘I)) ED/rand/2/exp
(g

—_
)

y(g+1) — ngl 3 + F(lees)[ XCEQ) +Xy ) —Xé‘n) ED/rand-to-best/2/exp

Fonte: (Arantes et al., 2006).

4.4 Algoritmo Hibrido

No capitulo anterior, foi formulado o Teorema 1, com a finalidade de resolver o problema
proposto neste trabalho. No entanto, o teorema é composto por desigualdades matriciais que
ndo sdo convexas, €, consequentemente, tem-se um problema ndo convexo a ser solucionado.
Assim, um algoritmo hibrido é proposto baseado em ED e em LMIs, a fim de resolver o

problema de projeto de controladores robustos.

A Computagdo Evolutiva, que é um importante método de otimizagdo, vem sendo aplicada
com sucesso a uma grande variedade de problemas de otimiza¢do em engenharia. A medida
que novos problemas de otimizacdo em engenharia aparecem, sempre com fungdes objetivo
sendo nao-diferencidvel, ndo-continua, nao-linear, perturbada e multidimensional, ou possuindo
varios minimos locais e restricdes complexas por causa dos diferentes requerimentos praticos,
as abordagens eficazes e vidveis para solucionar tais problemas estao se tornando insatisfatérias

e insuficientes. A ED, que € um métodos de otimizagdo pertencente a drea da Computacdo
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Evolutiva, tem sua efetividade e eficiéncia demonstrada com sucesso nos altimos anos através
de uma ampla quantidade de aplicacdes (Nearchou e Omirou, 2006), tornando-se um método
satisfatorio para solucionar tais problemas em engenharia (Ronkkonen et al., 2005; Salman et
al., 2007).

Para que o problema seja solucionado, € necessdrio encontrar os valores de quatro varidveis:
P, Lk, o e 0. Baseado na estrutura geral do algoritmo de ED, com um conjunto de
solugdes candidatas para as varidveis Lx € 04, as desigualdades matriciais do problema podem
ser tratadas como sendo convexas (LMIs). Assim, para cada par (Lg,04) o algoritmo pode
determinar, resolvendo um problema de otimizagdo convexo, as demais varidveis do problema,

Pe oy.

Desta forma, o algoritmo hibrido proposto gera uma populagdo inicial Pop de solugdes
candidatas (individuos) para as varidveis Lg € 0. Em cada geragao j, o problema de otimizagdo
convexo resultante pode ser resolvido utilizando o pacote LMI-Lab do software MATLAB,
(Gahinet et al., 1995) para cada solucdo candidata, ou seja, o par (Lg,0). Assim, todos os
individuos da populacdo Pop sdo avaliados e ao final de determinando nimero de geracoes,
encontram-se os valores das varidveis que solucionam o problema apresentado, de tal forma

que as desigualdades sejam satisfeitas.

4.4.1 Algoritmo

O algoritmo proposto para resolver o Problema 1, com a minimizacdo da norma H.., pode

ser descrito como:

Algoritmo 1 Algoritmo de Sintese

Gerar uma populagdo inicial factivel Pop;
evalp <= Calcular a aptidao de cada individuo de Pop
enquanto Numero de geracdes ndo for atingido (j < J) faca
Gerar o vetor modificado V;
U < Realizar o cruzamento entre Pop e V;
evaly < Calcular a aptidao de cada individuo de U;
parai=1 até M faca
se evaly, > evalp. entao
Substituir Pop; por U; em Pop
fim se
fim para
fim enquanto
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4.4.2 Inicializacao do Controlador

Para inicializar os individuos Lk, a geracdo da populagdo inicial cldssica de ED, apresentada
em (Storn e Price, 1995), requer um enorme esforco computacional, porque o espaco de
busca ndo € convexo e os limites do espaco de busca sdo desconhecidos. A fim de reduzir o
esfor¢co computacional na geracdo de individuos factiveis, uma abordagem descrita em (Aradjo,
1998) foi implementada. Esta abordagem fornece uma condicao suficiente para a geracao de
elementos factiveis, do ponto de vista da estabilidade quadratica, através de um problema de

controle robusto por realimentacdo de estados.

Portanto, é necessario que o problema de controle robusto por realimentacdo de saida
estdtica seja escrito na forma de um problema de controle por realimentacdo de estados.
Utilizando-se a lei de controle u = Lk y, onde Lx € dado por (3.5), o problema de controle
robusto por realimentacdo de saida dindmica pode ser reescrito como um sistema por
realimentacao de saida estatica, possibilitando o problema ser escrito como um problema de

controle por realimentagdo de estados. Seja o sistema obtido a partir de

x(k+1) = Axs(k) + Biw(k) + Bou(k)
y(k) = Cyxs (k) , (44)
Z(k) = 61Xf(k) +D11W(k) -I—l~)12u(k)

A lei de controle por realimentacao estatica de saida é dada por:

u=~Lgy. 4.5)

Se o posto de Cy ndo for completo, gera-se uma matriz aleatéria N tal que a matriz

N
Cy

M= (4.6)

tenha posto completo. Com a matriz M, definida em (4.6), realiza-se a transformacao de

similaridade X = Mx r€eo sistema se torna:

x(k+1) = Axp(k) + Biw(k) + Bou(k)
y(k) = @xf(k) , “4.7)
Z(k) = Epcf(k) +511W(k) -|-512u(k)

resultante € dada por
u=LC,M ' =7, (4.8)
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onde o novo controlador L possui a seguinte estrutura:

I=[0 g |. (4.9)

Para tornar o problema convexo e encontrar os controladores factiveis Lk, utiliza-se a

transformagdo L G = L, com matrizes de estrutura fixa dadas por

[‘](nxp) 0 ]
G= L= 0¢mx(n [®] (1 (4.10)
[ 0 [o] 1) [ (mx(n—p)) (mxp) ]
para solucionar as LMIs,
P;; AiG+ByiL
o TR <, “.11)
G'AT+L' B}, G+G" —P;

em cada vértice (A;,B2;) de Dy x Dp,.

O controlador robusto Lg é extraido de L e os 0y sdo determinados de forma aleatdria.
Conforme (Neumann, 2006), as restricdes impostas as estruturas de G e L inserem um
conservadorismo extra na geracdo da populacio inicial, fazendo com que o procedimento ndo
encontre solugdes factiveis para determinados problemas ou confinando a populagio inicial em
uma regido restrita do espaco de busca, comprometendo a regido inicial de busca e a diversidade

da populacdo inicial.
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S Resultados

5.1 Introducao

Este capitulo tem como objetivo a validacio do método proposto para a solu¢do do
problema de controle robusto H.. de sistemas discretos sujeitos a restrigdes no controle e na
saida. Assim, dois exemplos extraidos da literatura, relacionados com o problema abordado,

sdo estudados.

5.2 Exemplo 1

Neste exemplo, € utilizado um sistema incerto em tempo discreto, baseado no problema

descrito em (Lu et al., 2005), e descrito pelas seguintes equagdes:

x(k+1) = Ax(k) + Byw(k) + Bou(k),
y(k) = Cyx(k),
Z(k) = Clx(k) +D11W(k) +D12bt(k),

com
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O sinal de controle esta sujeito as seguintes restrigdes:

—1<u(k)<1.

As restri¢des no sinal de saida sdo dadas por:

e o sinal de perturbagdo estd restrito a uma esfera de raio wo = 0,2 e centro na origem.

A entrada de referéncia satisfaz a seguinte restricao:

—1<rk) <1

O controlador por realimentacdo dindmica de saida, de ordem completa (n, = 2), obtido

pelo algoritmo de sintese apresentado na secdo 4.4, € definido por

{ C(k+1) = AL (k) + Bre k),
u(k) = GG (k) + Dre(k),

com

[ ~0,0301 —0,3288 ]
Ay =

0,4269
—0,2561 0,3994 —0,1933 ,

C=0.1031 0,0380 |, Dx=10].

A norma H.. associada ao limitante superior é ¥ = 1,3445 e o melhor valor do vetor oy
encontrado é:

o = [ 02664 0,2678 } .

O conjunto positivamente (D, R )-invariante Q é determindo pela matriz

0,9696 —0,1173 —0,0101 —0,0157
—0,1173 0,7490  0,3518  0,0150
—0,0101 0,3518  0,5057 0,3171
—0,0157 10,0150  0,3171  0,3400
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Neste exemplo, o algoritmo foi executado durante 200 geracdes com uma populagdo inicial
de 20 individuos, e as varidveis de controle do ED foram CR = 0,8 ¢ F = 0,5. A evolugado dos
valores da norma H., durante a execugao do algoritmo hibrido € apresentada na Figura 3. Nota-
se que a partir da centésima geragdo, a norma ja estd préxima de seu valor 6timo, justificando a

parada do algoritmo em 200 iteragdes.

o]
o
Bl
oL
o L
o

1,2

Norma Hee

Geragdo

Figura 3: Evolucdo da norma .. ao longo das geragdes

Nas Figuras 4 e 5, sdo ilustrados os sinais de controle e saida do sistema em malha
fechada quando o processo é definido pelo modelo tal com vértices (A1,Bz1) e (A2,B22),
respectivamente. Nestas figuras ndao hé perturbagdo externa atuando sobre o processo, isto &,

w(k) =0, Vk, e o sinal de referéncia é —1, isto é, r(k) = —1,k > 0.
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-0.04
]

L . . L . N I L L . L
10 20 30 40 50 [=in} o 10 20 30 40 50 =]
tempo termpo

(a) Sinal de Controle (b) Sinal de Saida

Figura 4: Sinais de Controle e Saida para o sistema definido por (A}, B>;).



5.2 Exemplo 1

40

Sinal de Controle {u)

-0.005 -

001

0015

=}
=1
5]

0oz
003
0035+

-0.04
0

L . . L .
10 20 30 40 a0 B0
tempo

(a) Sinal de Controle

Figura 5: Sinais de Controle e Saida para o sistema definido por (A2, B22).
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Nas Figuras 6 e 7, sdo ilustrados os sinais de controle e saida do sistema em malha

fechada quando o processo é definido pelo modelo tal com vértices (A1,Bs1) e (A2,B22),

respectivamente. Nestas figuras ndo hé perturbacdo externa atuando sobre o processo, isto €,

w(k) =0, Vk, e o sinal de referéncia é 1, isto é, r(k) = 1,k > 0.
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Figura 6: Sinais de Controle e Saida para o sistema definido por (A, B3;).
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Figura 7: Sinais de Controle e Saida para o sistema definido por (A2, B22).

Nas Figuras 8 e 9, sdo ilustrados os sinais de controle e saida do sistema em malha

fechada quando o processo é definido pelo modelo tal com vértices (A1,Bs1) e (A2,B22),

respectivamente. Nestas figuras ha perturbacdo externa atuando sobre o processo, isto €,

w(k)

Sinal de Controle {u)

= 0,2, Vk, e o sinal de referéncia é —1, isto é, r(k) = —1,k > 0.
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Figura 8: Sinais de Controle e Saida para o sistema definido por (A1, B3;).
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Figura 9: Sinais de Controle e Saida para o sistema definido por (A2, B22).

Nas Figuras 10 e 11, sdo ilustrados os sinais de controle e saida do sistema em malha

fechada quando o processo é definido pelo modelo tal com vértices (A1,Bs1) e (A2,B22),

respectivamente. Nestas figuras ha perturbacdo externa atuando sobre o processo, isto €,

w(k) = 0,2, Vk, e o sinal de referéncia é 1, isto é, r(k) =1, k > 0.

Sinal de Controle {u)

0.04

003

ooz

0o

001

002

003+

0040

005

25

n

Sinal de Saida (y)

0af

L I i} I L L I L

I
1 20 30 40 a0 60 0 10 20 an 40 a0 B0

tempo tempo
(a) Sinal de Controle (b) Sinal de Saida

Figura 10: Sinais de Controle e Saida para o sistema definido por (A, Bs).
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Figura 11: Sinais de Controle e Saida para o sistema definido por (A2, B2y).

Dentre as Figuras 4 a 11 pode ser observado que as restricdes nos sinais de controle e
de saida sdo respeitadas pelo controlador projetado para o sistema apresentado, na auséncia
ou presen¢a de um sinal de perturbagdo. O desempenho do controlador projetado € satisfatdrio,
uma vez que quanto menor for o valor da norma H.., menor serd o efeito da perturbacio externa

w sobre o sinal de saida do sistema.

O exemplo foi executado durante 20 vezes, para os pardmetros apresentados acima, o que
permitiu determinar o desvio padrdo e a mediana dos valores da norma H... O desvio padrao
calculado foi de 0,0158 e a mediana foi de 1,3365.

A Tabela 2 mostra os resultados obtidos para este problema, considerando-se controladores

com dimensoes diferentes.

Tabela 2: Resultado do limitante superior da norma JH. para controladores de diferentes
dimensoes.

Ordem do Controlador ¥y

1 1,33
2 1,34

Nota-se que os limitantes da norma JH sdo préximos para os dois controladores, ou seja, o

desempenho do sistema permanece o mesmo para as diferentes dimensoes.
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5.3 Exemplo 2

Este exemplo € uma adaptagcdo do problema descrito em (Zhai et al., 2002). Seja o sistema

incerto em tempo discreto, descrito pelas seguintes equagdes:
x(k+1) =Ax(k) + Byw(k) + Bou(k),

y<k) = ny(k>7
Z(k) = Clx(k) —|—D1|W(k) —|—D12u(k),

c
[ 0,46 —1,08 —1,15 0,99 | [ 0,29 | [ 0,73 |
0,33 -052 —1,28 0,97 0,71 2.02
A: 9 BIZ 9 B2: Y
_1.38 034 065 —0,67 0,49 1,82
~0,53 —0,55 0,19 —0,27 0,20 b,
C=| —0,67 0,40 0,18 —0,40}, Cyz[—1,71 0,93 —0,64 0,63],

Dy =10,63], D»=][0],

com —1 < b <—-0,43.

O sinal de controle esta sujeito as seguintes restri¢oes:

—10 < u(k) < 10.

As restri¢des no sinal de saida sdo dadas por:
—10 < y(k) < 10,
e a perturbacao estd restrita a uma esfera de raio wyg = 0,5 e centro na origem..
A entrada de referéncia satisfaz a seguinte restricado:
=3 <r(k) <3.

O controlador por realimenta¢do dinamica de saida, de ordem completa (n. = 4), obtido

pelo algoritmo de sintese apresentado na secdo 4.4, € definido por

{ L(k+1) = AeL (k) + Be k),
u(k) = Cy§ (k) + Dye(k),
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onde

0,2655 —0,1274 0,4447 —0,6310 |
~1,1710
—0,3175
—0,6427

0,0559 —0,0286
~0,2297 —0,6007
0,1415 —0,2733

0,6946
—0,1273
0,1752

—0,2404 |
—0,2287
0,2346
0,2511

Ck:[0,6191 0,4019 0,2189 —0,2047}, Dy = [0].

A norma H., associada ao limitante superior € ¥y = 52,75 e o melhor valor do vetor oy

encontrado é:

o = | 0,2257 0,2186 } .

O conjunto positivamente (D, R )-invariante Q é determindo pela matriz:

[ 2,0860 —1,4276 1,4478 —2,4099
—1,4276 1,1041 —0,9100 1,6519
1,4478 —0,9100 1,0995 —1,7204
p_ | 24099 16519 —1,7204 2,859
—2,2364 1,5995 —1,5611 2,6504
1,8234 —1,2760 11,2358 —2,1038
—4,1340 2,9709 —2,8457 4,8886
3,1826  —2,2330 12,2467 —3,7869

O algoritmo

—2,2364
1,5995
—1,5611
2,6504
11,0386
—8,2752
5,4681
—1,9806

1,8234 —4,1340
~1,2760  2,9709
1,2358 —2,8457

~2,1038  4,8886
~8,2752  5,4681

6,3598 —4,2368
—4,2368 8,7419
1,6098 —6,5371

3,1826
—2,2330
2,2467
—3,7869
—1,9806
1,6098
—6,5371
5,5933

foi executado durante 200 geracdes com uma populacdo inicial de 20

individuos, e as varidveis de controle do ED foram CR = 0,8 e F = 0,5. A evolucdo dos

valores da norma .., durante a execucdo do algoritmo hibrido € apresentada na Figura 12.
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Figura 12: Evolucdo da norma H., ao longo das geracdes.

Nas Figuras 13 e 14, sdo ilustrados os sinais de controle e saida do sistema em malha

fechada quando o processo é definido pelo modelo tal com vértices (A,By1) e (A,B2),

respectivamente. Nestas figuras ndo hé perturbagdo externa atuando sobre o processo, isto &,

w(k) = 0, Vk, e o sinal de referéncia é —3, isto é, r(k) = —3, k > 0.
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Figura 13: Sinais de Controle e Saida no vértice (A, Ba)).
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Figura 14: Sinais de Controle e Saida no vértice (A, Byy).

Nas Figuras 15 e 16, sdo ilustrados os sinais de controle e saida do sistema em malha

fechada quando o processo é definido pelo modelo tal com vértices (A,By1) e (A,B2),

respectivamente. Nestas figuras ndo ha perturbacdo externa atuando sobre o processo, isto €,

w(k) =

Sinal de Controle {u)

nst

0, Vk, e o sinal de referéncia € 3, isto é, r(k) =3, k > 0.
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Figura 15: Sinais de Controle e Saida no vértice (A, Bay).
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Figura 16: Sinais de Controle e Saida no vértice (A, Byy).

Nas Figuras 17 e 18, sdo ilustrados os sinais de controle e saida do sistema em malha
fechada quando o processo é definido pelo modelo tal com vértices (A,By1) e (A,B2),
respectivamente. Nestas figuras ha perturbacdo externa atuando sobre o processo, isto €,

w(k) = 0,5, Vk, e o sinal de referéncia é —3, isto é, r(k) = =3, k > 0.
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Figura 17: Sinais de Controle e Saida no vértice (A, Bay).
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Figura 18: Sinais de Controle e Saida no vértice (A, Byy).

Nas Figuras 19 e 20, sdo ilustrados os sinais de controle e saida do sistema em malha
fechada quando o processo é definido pelo modelo tal com vértices (A,By1) e (A,B2),
respectivamente. Nestas figuras ha perturbacdo externa atuando sobre o processo, isto €,

w(k) = 0,5, Vk, e o sinal de referéncia é 3, isto é, r(k) =3, k > 0.
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Figura 19: Sinais de Controle e Saida no vértice (A, Bay).



5.3 Exemplo 2 50

=]

0.s

[=]
=]

051

=} =}
2 T

Sinal de Controle {u)
o
o
Sinal de Saida [y)

L . . L . . L L . L
o 10 20 30 40 a0 B0 a 10 20 30 40 a0 B0
tempo tempo

(a) Sinal de Controle (b) Sinal de Saida

Figura 20: Sinais de Controle e Saida no vértice (A, Byy).

Dentre as figuras 13 a 20 pode ser observado que as restri¢cdes nos sinais de controle e
de saida sdo respeitadas pelo controlador projetado para o sistema apresentado, na auséncia
ou presenca de um sinal de perturbacdo. O desempenho do controlador projetado ndo € tao
satisfatorio, pois o valor da norma .. € relativamente alto, ndo fornecendo uma boa filtragem

do sinal de perturbacao.

O problema foi executado durante 20 vezes consecutivas para os parametros apresentados
acima, o que permitiu determinar o desvio padrdo e a mediana dos valores da norma H.. O

desvio padrdo calculado foi de 3,17 e a mediana foi de 49,26.

A Tabela 3 mostra os resultados obtidos para este problema considerando controladores

com dimensoes diferentes.

Tabela 3: Resultado do limitante superior da norma JH. para controladores de diferentes
dimensoes.

Ordem do Controlador Y

2 52,27
3 52,51
4 52,75

Nota-se pela Tabela 3 que as normas JH., obtidas sdo relativamentes altas, ndo fornecendo
uma boa filtragem do sinal de perturbacdo. No entanto, o desempenho do sistema permanece o

mesmo para as diferentes dimensdes dos controladores.
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6 Conclusao

Neste trabalho foi abordado o problema da sintese de controladores robustos de sistemas
discretos sujeitos a restricdes no controle e na saida, utilizando como critério de desempenho a

norma Ho..

A descricdo do problema é baseada em um controlador por realimentagdo de saida
dindmica, que garante a estabilidade e o desempenho do sistema frente as incertezas e restri¢des
a qual esta submetido. Para solucionar o problema foram utilizados os conceitos de estabilidade
quadréitica e de invaridncia positiva. As restricdes no controle e na saida sdo satisfeitas
utilizando uma fun¢do de Lyapunov quadritica, que assegura a (D,R)-invariancia positiva de

conjuntos elipsoidais. Desta maneira, ndo ocorrem saturagdes nas varidveis do sistema.

No entanto, o teorema apresentado, que trata da sintese do controlador, € expresso através
de desigualdades matriciais lineares (LMIs) e bilineares (BMIs), ou seja, € caracterizado como
um problema de otimizacdo ndo-convexo. As LMIs podem ser tratadas computacionalmente
utilizando a caixa de ferramentas LMI Control Toolbox do software Matlab. Porém, para que
as BMIs fossem tratadas computacionalmente, foi utilizado em conjunto com o LMI Control

Toolbox um método baseado em Evoluc¢ao Diferencial.

A Evolucdo Diferencial é uma ferramenta capaz de solucionar problemas de otimizagao
nao-convexos e dessa maneira, optou-se em propor um algoritmo hibrido baseado em Evolugdo
Diferencial e LMIs. Esse algoritmo busca uma solu¢do robusta para a sintese do controlador
que satisfaca as restrigdes no controle e na saida. Uma dificuldade deste método € encontrada
na inicializag¢ao do algoritmo e na determinacdo da populacao inicial de controladores factiveis.
Esse processo de inicializacdo pode confinar a populacio inicial em uma regido restrita do

espaco de busca.

O algoritmo proposto foi aplicado em exemplos retirados da literatura e encontrou um
controlador que solucionasse o problema de controle robusto H sujeito a restricdes. Esse
controlador pode ser de ordem reduzida ou de ordem completa, diferentemente de varios

métodos de sintese que requerem que o controlador seja de ordem completa. E importante
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notar que essa sequéncia de minimizagdo ndo garantird a convergéncia para um 6timo global da
solu¢do, ou mesmo local. No entanto, o algoritmo apresentado oferece uma opg¢ao interessante

para resolver o problema.

Como trabalhos futuros de aplica¢do do controle robusto H.., pode-se sugerir os seguintes

tépicos de pesquisa:

e utilizar o conceito de funcio de Lyapunov dependente de parametros para formular uma

solugdo para o problema;

e considerar o problema de controle robusto H., onde as incertezas do sistema sdo

limitadas em norma;

e desenvolver algoritmos hibridos baseados nos outros paradigmas da Computacdo
Evolutiva, tais como o algoritmo genético, a programacdo evolutiva e a estratégia
evolutiva. Assim, serd possivel avaliar qual paradigma que apresenta os melhores

resultados para o problema apresentado neste trabalho;

e utilizar diferentes critérios de desempenho para realizar a sintese do controlador como,

por exemplo, a norma mista J{,/H.. e a alocagdo de pdlos;

e utilizar métodos de inicializacdo para a obtencdo dos controladores da populacao inicial,
no algoritmo hibrido proposto neste trabalho, a fim de diminuir o esfor¢o computacional

realizado na inicializagc@o do algoritmo.
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