PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO PARANA
Escola Politécnica

ARLEY VINICIUS PIARDI NESELLO

UMA ANALISE DO COMPORTAMENTO DO ELEMENTO Q4 EM
PROBLEMAS DA ELASTOSTATICA

CURITIBA
Fevereiro — 2021



PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO PARANA
Escola Politécnica

ARLEY VINICIUS PIARDI NESELLO

UMA ANALISE DO COMPORTAMENTO DO ELEMENTO Q4 EM
PROBLEMAS DA ELASTOSTATICA

Dissertacdo apresentada como requisito parcial a
obtencdo do grau de Mestre em Engenharia
Mecanica, Curso de Pés-Graduacdo em
Engenharia Mecénica, Escola Politécnica, Pontificia
Universidade Catolica do Parana.

Orientador: Prof. Jodo Elias Abdalla Filho, Ph. D

CURITIBA
Fevereiro - 2021



Dados da Catalogag&o na Publicagéo
Pontificia Universidade Catdlica do Parana
Sistema Integrado de Bibliotecas — SIBI/PUCPR
Biblioteca Central
Edilene de Oliveira dos Santos CRB-9/1636

N459a
2021

Nesello, Arley Vinicius Piardi

Uma analise do comportamento do elemento Q4 em problemas da
elastostatica / Arley Vinicius Piardi Nesello; orientador, Jodo Elias Abdalla
Filho. -- 2021

94 1. :il. ; 30 cm

Dissertacdo (mestrado) — Pontificia Universidade Catélica do Parana,
Curitiba, 2021
Bibliografia: f. 92-94

1. Engenharia mecénica. 2. Método dos elementos finitos. 3. Dindmica
dos corpos rigidos. 4. Elasticidade. 5. Cisalhamento. |. Abdalla Filho, Jodo
Elias. Il. Pontificia Universidade Catdlica do Parana Programa de
Pés-Graduagdo em Engenharia Mecanica. 1l1. Titulo

CDD. 20. ed. - 620.1




Pontificia Universidade Catélica do Parana—PUCPR
Escola Politécnica

Programa de Pd6s-Graduagao em Engenharia Mecanica-PPGEM

TERMO DE APROVACAO
Arley Vinicius Piardi Nesello

Uma Analise do Comportamento do Elemento Q4 em Problemas da

Elastostatica

Dissertagdo aprovada como requisito parcial para obtengdo do grau de mestre no Curso de Mestrado em
Engenharia Mecénica, Programa de Pds-Graduagdo em Engenharia Mecanica, da Escola Politécnica da Pontificia

Universidade Catolica do Parand, pela seguinte banca examinadora:

Prof. Dr. Marcos Arndt
Universidade Federal do Parana, UFPR, Relator

g

Prof. Dr. Hsu Yang Sang
Universidade Federal do Parana, UFPR

Prof. Dr/Joao Elias Abdalla Filho

Pontificia Universidade Catélica do Parana, PUCPR, Orientador

Curitiba,02 de dezembro de 2020

Rua: Imaculada Conceigédo, 1155 — Prado Velho — CEP: 80215-901 — Curitiba-Parana-Brasil Telefone: +55 41 3271-1385 E-mail: ppgem@pucpr.br



A minha mae, com todo meu amor,

carinho e consideracao.



AGRADECIMENTOS

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cddigo de
Financiamento 001.

Agradeco ao Professor Joao Elias Abdalla Filho, por todo apoio e comunicacéo,
sendo em sala de aula nas matérias cursadas, bem como na elaboracdo e
acompanhamento deste trabalho.

Agradecimentos também vdo ao PPGEM e a PUCPR por toda a estrutura
disponibilizada para que esse trabalho fosse possivel.

Ao meu pai, Ademir Nesello, pelo companheirismo e apoio em todos os
momentos, bons e ruins.

Por fim, agradeco minha querida mae, Maria Bernardete Pellizzer Piardi
Nesello, que ndo estd mais presente, mas que sonhou até mais que eu com a
concluséo deste trabalho.

Mae, onde estiver, sei que olha por mim e me dara forcas para seguir em frente.



“Engineering is indeed a noble sport, and
the legacy of good Engineers is a better
physical world for those who follow them”
(PECK, Ralph. 1977)



RESUMO

A influéncia do cisalhamento parasitico em modelagem por elementos finitos
tem recebido atengdo desde os primérdios do método dos elementos finitos. Sua
influéncia deletéria altera de maneira muitas vezes drastica o comportamento de
convergéncia dos elementos ao enrijecé-los artificialmente. A literatura apresenta
diversas maneiras de eliminar os termos de cisalhamento parasitico ou de reduzir
seus efeitos, algumas através de técnicas de integracdo numérica, e outras,
empregando outros artificios. Em alguns elementos finitos isoparamétricos, modos
espurios de energia nula sdo introduzidos ao se aplicar técnicas de integracéo
numeérica reduzida para eliminar o cisalhamento parasitico. A Notacao Strain Gradient
€ uma notacdo fisicamente interpretavel utilizada para formular elementos finitos. Ao
contrario das formulacdes convencionais, a notacdo Strain Gradient apresenta
explicitamente os conteudos fisicos dos coeficientes das funcbes aproximadoras do
campo de deslocamentos. Deste modo, as capacidades de modelagem do elemento
sendo formulado tornam-se aparentes, permitindo que os termos de cisalhamento
parasitico sejam precisamente identificados. Consequentemente, esses termos
espurios podem ser eliminados a priori, € a matriz de rigidez construida livre de erros
de modelagem.

O presente trabalho realiza um estudo do comportamento do elemento plano
de quatro nés em problemas da elasticidade. O elemento é formulado na formulacéo
isoparamétrica e na notacdo Strain Gradient, visando comparar resultados. Exemplos
numericos revelam a influéncia dos termos espurios presentes na expressao de
distorcdo angular do elemento ao modelarem vigas esbeltas e curtas, e também uma
chapa com orificio retangular centrado. Comparativos dos resultados com e sem
cisalhamento parasitico sdo apresentados. De modo geral, observa-se que o
cisalhamento parasitico causa erros numéricos que podem ser bastante elevados, e
que sua mitigacdo é essencial para que resultados convergentes sejam atingidos com
menor esforco computacional.

Palavras-chave: Elemento finito plano de quatro nés, formulacdo isoparamétrica,
Notagdo Strain Gradient, cisalhamento parasitico, enrijecimento artificial, modos
espurios de energia nula.



ABSTRACT

The influence of parasitic shear in finite element modeling has received attention
since the early years of the finite element method. Parasitic shear deleterious influence
alters, often drastically, the convergence behavior of elements as it artificially stiffens
them. Literature presents several ways to remove parasitic shear or to reduce its
effects, either by numerical integration techniques or other procedures. In some
isoparametric elements, reduced-order integration techniques introduce spurious zero-
energy modes when attempting to eliminate parasitic shear. Strain Gradient notation
is a physically interpretable notation employed to formulate finite elements. Contrary
to conventional formulations, strain gradient notation derives the physical contents of
the displacement approximation function coefficients. Hence, the modeling capacities
of the element being formulated become apparent, which allows for the parasitic shear
terms to be precisely identified. Consequently, these spurious terms can be eliminated
a priori, and the stiffness matrix can be built free of modeling errors.

This work performs a study of the behavior of the four-node plane element for
elasticity. The element is formulated in the isoparametric formulation and in Strain
Gradient notation aiming at comparing results. Numerical examples reveal the
influence of the spurious terms which are present in the shear strain expression when
modeling slender and short beam problems as well as a plate with a centered
rectangular hole. Comparisons of results with and without parasitic shear are
presented. In general, it is observed that parasitic shear causes errors which can be
very high, and that its mitigation is essential for attaining convergent results with less
computational efforts.

Keywords: Four-node plane finite element, isoparametric formulation, strain gradient
notation, parasitic shear, artificial stiffening, supurious zero-energy modes.
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1 INTRODUCAO

A formulacdo isoparamétrica marca um grande avanco no Meétodo dos
Elementos Finitos. A barreira da limitacdo da modelagem usando apenas elementos
retangulares é vencida, e a distorgcdo geométrica de elementos torna-se possivel de
modo a permitir a modelagem de problemas com geometrias irregulares. Essa nova
capacidade de modelagem fez com que os elementos isoparamétricos obtivessem
grande aceitacdo no meio académico e na pratica da engenharia.

O uso de polindbmios incompletos na formulacdo de elementos finitos para
problemas da elasticidade plana introduz termos de deformacao normal na expressao
de distorcdo angular. Esses termos espurios sdo denominados cisalhamento
parasitico e sdo responsaveis pelo fendmeno de travamento por cisalhamento (shear
locking). O travamento por cisalhamento € um enrijecimento artificial do elemento, que
tem como consequéncia o retardo da convergéncia da solu¢cdo numérica. Termos de
cisalhamento parasitico surgem em elementos cujas fun¢gbes aproximadoras sao
polinbmios incompletos de uma determinada ordem.

No contexto da formulagdo isoparamétrica, a integracdo numérica de ordem
exata integra corretamente a matriz de rigidez de elementos baseados em polinémios
de ordem completa, pois esses elementos ndo possuem termos de cisalhamento
parasitico. Elementos triangulares de trés e seis nés sdo exemplos tipicos. Contudo,
como forma de eliminar termos espurios de modelos com base em polindmios de
ordem incompleta, métodos de integracdo numérica reduzida sdo utilizados.

Quadrilateros sé@o elementos baseados em polinbmios incompletos; portanto
possuem cisalhamento parasitico em sua formulacdo. O elemento de quatro nos é
corrigido pela aplicacdo de uma técnica de integracéo reduzida. Porém, técnicas de
integracao reduzida ndo corrigem adequadamente quadrilateros de alta ordem (oito e
nove nos). Juntamente com 0s termos espurios, termos legitimos que compdem a
equacao de compatibilidade séo eliminados, causando modos espurios de energia
nula (Spurious Zero Energy Modes).

Uma forma alternativa para formular elementos finitos € oferecida pela Notacéo
Strain Gradient, que é uma notacgéo fisicamente interpretavel. A notacao relaciona
explicitamente deslocamentos e deformacdes com grandezas cinematicas do meio

continuo. Essa identificacdo de relacdo é possivel devido a procedimento que
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identifica o conteudo fisico dos coeficientes presentes nos polindmios de
deslocamento e deformacéo. Desta forma, a notacdo Strain Gradient permite ao
analista compreender a priori as capacidades de modelagem do elemento finito sendo
formulado, assim como identificar precisamente os termos de cisalhamento parasitico.
Consequentemente, os termos espurios podem ser removidos a priori, ou seja, antes
do desenvolvimento da matriz de rigidez do elemento. A correta eliminacdo do
cisalhamento parasitico, isto €, sem introduzir modos espurios de energia nula gera
um elemento livre de deficiéncias de modelagem.

O presente trabalho apresenta uma analise dos efeitos do cisalhamento
parasitico no comportamento do quadrilatero de quatro nés para elasticidade plana
em problemas da estatica. Como parte da validacdo deste estudo, faz-se uma
comparacao entre solucdes fornecidas por modelos empregando o quadrilatero de

guatro nos isoparameétrico e Strain Gradient.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo geral deste trabalho € investigar o comportamento do quadrilatero

de quatro nés (Q4) na solucéo de problemas elastostaticos.

1.1.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos do trabalho séo:

a) Comparar os desempenhos do Q4 formulado na notacéo Strain Gradient
em suas duas versdes, com e sem cisalhamento parasitico, para mostrar
precisamente os efeitos deletérios do cisalhamento parasitico nas
solucdes;

b) Comparar os desempenhos do Q4 Strain Gradient e isoparamétrico;

c) Avaliar a convergéncia das solucgdes.

1.2 JUSTIFICATIVA

Erros de modelagem aumentam o tempo de processamento computacional dos

elementos finitos. Métodos de integracdo reduzida mostram-se muitas vezes
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ineficazes como técnicas de remocao de erros. A notacao Strain Gradient oferece uma
alternativa de formular elementos livres de cisalhamento parasitico e modos espurios
de energia nula. A eficiéncia computacional do método dos elementos finitos esta
intrisicamente associada a presenca de termos de cisalhamento parasitico, e nao
apenas ao grau de refino de malha, ordem polinomial adotada ou arquitetura do
programa e computador empregados. A escolha do tema nesta dissertacdo advém da
importancia de se revisitar o tema da qualidade de elementos finitos a luz dos erros
de modelagem inerentes ao processo de formulagdo, uma vez que esse aspecto da
mecanica computacional € muitas vezes desconsiderado por analistas. Por
simplicidade e didatismo, o elemento Q4 é utilizado neste estudo. A notacdo Strain
Gradient € empregada para que o significado fisico dos termos de cisalhamento
parasitico possa ser compreendido. Além disso, o uso da notacdo Strain Gradient
oferece um meio eficiente de remocao desses termos, sem que técnicas numerico-
computacionais precisem ser empregadas. Por fim, intenciona-se ressaltar alguns

outros aspectos computacionais vantajosos da notacao Strain Gradient.

1.3 LIMITACAO DO TRABALHO

7

Uma importante limitacdo deste trabalho é a modelagem dos problemas
escolhidos usando apenas malhas com elementos retangulares. A matriz de rigidez
do elemento finito na notacdo Strain Gradient foi integrada considerando limites de
integracao do elemento na forma retangular. Deste modo, os elementos ndo podem
ser distorcidos. Para que seja possivel a distor¢do, o teorema de Green pode ser

empregado para integrar os termos da matriz de rigidez.
1.4 PROCEDIMENTOS METODOLOGICOS

Para a realizacéo do trabalho, os procedimentos seréo os seguintes:
I. Realizagdo de uma revisao bibliografica das teorias necessarias atraves
da leitura de livros e artigos cientificos;
II.  Descricdo dos conceitos fundamentais;
lll.  Selecéo de problemas da elastostatica a serem modelados;
IV. Comparacéao de resultados entre os modelos com e sem a presenca dos

erros de modelagem,;



VI.
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Comparacédo das solucbes fornecidas pelos modelos com elementos
Strain Gradient e isoparamétricos;

Concluir sobre os efeitos dos termos de cisalhamento parasitico na
convergéncia dos modelos e sobre a eficiéncia dos elementos Strain
Gradient.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo apresenta um resumo de artigos que abrangem o tema geral do
trabalho, apresentando os erros conhecidos como cisalhamento parasitico (parasitic
shear), causador do fendbmeno de travamento por cisalhamento (shear locking) e
modos espurios de energia nula (spurious zero energy modes). Abaixo é dada uma
introducéo do que séo os erros citados acima.

O cisalhamento parasitico ocorre quando termos de deformac¢des normais
aparecem de maneira indevida na expressédo de distorcdo angular. Essa aparicéo
indevida ocorre de maneira natural quando se utilizam elementos formulados atraves
de polinbmios de ordem incompleta, como o quadrilatero de quatro nés e quadrilateros
de oito e nove nés. O cisalhamento parasitico leva ao fendmeno de travamento por
cisalhamento, quando se tem um aumento indevido na rigidez devido aos termos
espurios, fazendo com que o elemento tenha um enrijecimento artificial.

Conforme serd visto abaixo, os chamados termos espurios, ou termos de
cisalhamento parasitico podem ser eliminados de diversas formas sendo a mais
comum a utilizacdo de métodos de integracao reduzida. No entanto, a utilizacdo de
técnicas indevidas de remocdo dos termos espurios em placas com elementos de
guatro nés e elementos planos de oito e nove nds pode levar a remocéo de termos
legitimos de cisalhamento na expressdo de distor¢do angular, ocasionando um
terceiro tipo de erro conhecido como modos espurios de energia nula (spurious zero
energy modes).

E importante destacar que maiores detalhes sobre os erros tratados nesta

secao serdo apresentados no capitulo 3.
2.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE FORMULACAO ISOPARAMETRICA

Ahmad, Irons e Zienkiewicz [1] trataram da andlise de placas finas e espessas
utilizando elementos finitos curvos. Os autores apontavam a necessidade de que uma
nova teoria abrangendo a utilizacdo de elementos curvos fosse introduzida, uma vez
gue até entdo, placas curvas eram idealizadas através da composicao de elementos
planos. Segundo os autores, a literatura jA expressava tentativas de desenvolver
formulacdes de placas curvas. No entanto, essas teorias se limitavam a placas rasas,

ou seja, teorias em que a deformacao por cisalhamento era negligenciada. Utilizando
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exemplos como cupulas esféricas submetidas a pressdes uniformes, tanques de
retencdo de agua, torres de refrigeracdo sob acdo do vento, entre outros; um novo
conceito utilizando a formulagdo isoparamétrica em conjunto com a utilizacdo de
integracdo numeérica é introduzido.

Zienkiewicz, Taylor e Too [2] apresentam seu estudo sobre a utilizacdo de
técnicas de integracdo reduzida aplicadas diretamente na matriz de rigidez em
analises gerais de placas e cascas. O estudo se deu ap0s o0s autores perceberem que
as placas apresentavam um grande aumento em sua rigidez conforme sua espessura
era diminuida em situacGes de flexdo pura. A utilizacdo de métodos de integracéo
reduzida seletiva, utilizando malhas de pontos de Gauss de 3x3 ou 4x4 para as
deformagdes normais e 2x2 para deformagdes de cisalhamento poderia entdo ser uma
alternativa para eliminar possiveis termos parasitas que causavam um aumento
indevido de rigidez nas placas. No entanto, segundo os autores, a convergéncia so
poderia ser provada para elementos de forma retangular.

Os autores, ao levarem a andlise da integracdo reduzida seletiva para analise
de cascas estudaram a possibilidade de utilizar a integracdo reduzida em sua
totalidade, reduzindo os pontos de Gauss de todas as tensdes, primeiro para a analise
utilizando polinbmios de segundo grau e posteriormente para a analise com
polindmios de terceiro grau. Os resultados obtidos superaram as expectativas, uma
vez que ao realizar esse processo, 0s resultados obtidos eram indistinguiveis dos
resultados exatos. No entanto, o problema néo foi testado para a analise de flexdo
pura das cascas.

Pawsey e Clough [3] também estudavam métodos de integracdo reduzida
aplicados a problemas de placas e cascas finas e espessas. Os autores revisaram as
teorias de [1] e apresentaram uma nova formulacdo considerando que as placas
deveriam ser analisadas através da sua face média e que cinco graus de liberdade
deveriam ser impostos ao invés de seis. Os cinco graus eram divididos em trés
translagdes, e duas rotacfes ao longo de dois eixos. O outro grau de liberdade que
deveria ser imposto, associado a variacao da espessura da placa, € substituido apos
0S autores assumirem que a tensdo normal na direcdo da espessura ndo deveria
existir. As conclusdes dos autores foram que o modelo empregado pode ter uma
melhor convergéncia utilizando diferentes integracfes reduzidas em cada energia de
deformacéo do modelo, resultando em uma analise de placas e cascas mais apurada

com pouco ou nenhum incremento de tempo de processamento computacional.
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Hughes, Taylor e Kanoknukulchai [4] apresentam o que eles chamam de o mais
simples e efetivo elemento de placas submetido a flexdo ja proposto. A solucéo
encontrada é um elemento quadrilateral de quatro nés que segue 0s parametros
cldssicos das teorias ja existentes, contendo trés graus de liberdade por nd. Os
elementos entdo sao integrados normalmente utilizando a integracdo numérica de 2x2
pontos de Gauss para as deformacdes normais e um ponto de Gauss para as
deformacgdes de cisalhamento. Os autores entdo aplicam as condi¢ées de contorno
descritas acima e realizam os procedimentos de integracdo numeérica para exemplos
de vigas lineares, placas finas submetidas a flexado e placas relativamente espessas
também submetidas a flexdo. No entanto, ao analisarem os resultados perceberam
gue quando se utiliza apenas um ponto de Gauss nos termos de cisalhamento, cinco
termos s&o zerados, dois a mais do que os trés movimentos de corpo livre
anteriormente conhecidos. Os termos foram entdo nomeados de modos de energia
nula.

MacNeal [5] apresentou um elemento de placa de quatro nés denominado por
ele de QUAD4. Sua formulacdo apontava que era possivel, para uma viga de dois
nds, com campos de deslocamentos laterais de terceira ordem, reduzir o niumero de
pontos de Gauss para um ponto central no elemento no calculo das deformacgdes por
cisalhamento juntamente com a inclusdo de um termo de parcela residual de flexao
no médulo de elasticidade transversal. O procedimento nao afetava a matriz de rigidez
do elemento, uma vez que os coeficientes elasticos tinham apenas suas localiza¢des
alteradas onde as deformacgGes eram computadas. O mesmo estudo foi feito para
placas de quatro nds; porém, aplicando o estudo as propriedades de membrana das
placas, na intencao de se ter um elemento quadrilatero plano.

Hughes e Tezduyar [6] apresentam um elemento de placa de quatro nés
bilinear isoparamétrico, onde seu deslocamento transversal € interpolado através das
funcbes de forma de um quadrilatero de nove nés e as rotacgdes interpoladas através
das funcdes de forma de um quadrilatero de quatro nos. A idéia dos autores era de
calcular as deformacgdes de cisalhamento transversal de uma forma independente dos
graus de liberdade dos pontos médios dos lados e do ponto central. Sendo assim, a
matriz de rigidez do elemento seria composta apenas pelas fungbes de forma
bilineares.

As deformacgdes de cisalhamento transversal, ao serem calculadas nos pontos

médios dos lados do elemento (interpolando valores nodais de vértice), tornam-se
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independentes dos graus de liberdade das posi¢cdes dos pontos médios dos lados e
do centro do elemento. A formulacdo € bastante complexa e tem por objetivo evitar a
introducdo de modos espurios de energia nula no elemento. O mesmo resultado é
obtido via notacao Strain Gradient de forma muito mais simples.

Hughes e Cohen [7] apresentam através de um estudo de placas quadradas e
circulares de baixa espessura o desenvolvimento do elemento Heterosis. Segundo
estudos dos autores, elementos quadrilaterais Lagrangeanos s&o 0s que apresentam
melhor convergéncia de resultados entre os elementos de placas de Mindlin. Todavia,
ao utilizar técnicas de integracao reduzida, ao menos um modo espurio de energia
nula é introduzido no elemento. Elementos de oito n6s também apresentam alto nivel
de convergéncia de resultados. No entanto, quando submetidos a estudos de placas
finas a convergéncia de resultados se distancia muito do esperado. O elemento
Heterosis € um elemento hibrido que combina a melhor parte da capacidade de
modelagem dos dois elementos, utilizando as funcdes de forma Lagrangeanas para
as rotacoes, e as funcdes de forma Serendipity para a distor¢do angular. O resultado
€ um elemento que ndo apresenta nenhum modo espurio de energia nula e corrigido
guanto a convergéncia de resultados para placas de Mindlin de baixa espessura.

Prathap e Viswanath [8] citam em sua apresentacdo, que apesar dos esforcos
previamente realizados por outros autores em utilizar métodos de integracéo reduzida
seletiva, ndo se tinha nenhuma explicacdo adequada e completa que fornecesse o
método mais otimizado para a integracao dos elementos estudados. Ademais, na
visdo dos autores, a integracdo reduzida seletiva apresentava um sério problema.
Dependendo do elemento, ou 0s termos espurios seriam removidos de forma parcial,
ou eram removidos de forma completa ao custo da remocao de termos legitimos em
conjunto nas expressoes de distorcdo angular dos elementos. A solugdo seria um
elemento de quatro nés onde a integracdo completa de 2x2 fosse aplicada aos termos
de deformacbes normais e duas integracdes reduzidas seletivas sendo 1x2 e 2x1
aplicadas a dois termos distintos na expressao de distorcdo angular. O resultado
apresentado foi um elemento de placa capaz de performar bem em elementos de
placa fina e placas relativamente espessas.

Belytschko e Ong [9] apresentam uma nova maneira de controlar/estabilizar os
termos espurios adicionando novas tensdes e deformacdes ao quadrilatero
Lagrangeano de nove nés. Utilizando exemplos de placas retangulares e circulares,

0S autores mostram que o seu método de estabilizacdo dos modos de energia nula
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para o elemento estudado ndo afeta as convergéncias dos resultados. Ademais, para
malhas retangulares, o elemento de nove nds consegue manter a sua ordem cubica
na convergéncia. Entretanto, para malhas irregulares os resultados ficam abaixo da
métrica cubica.

Belytschko et al. [10] citam que dois problemas principais sdo a causa da ma
performance dos elementos de casca: o travamento por cisalhamento e o travamento
de membrana. Segundo os autores, os métodos previamente estudados como
formulagbes mistas, métodos de integracdo reduzida, entre outros, tem em comum o
fato de que todos podem ser vistos como projecdes de tensdes. Sendo assim, se as
projecbes de tensBes fossem modeladas para reduzir as tensbes causadas pelo
cisalhamento parasitico, logo, o travamento por cisalhamento poderia ser mitigado.
De forma similar ao processo feito para o travamento por cisalhamento, o processo
de reducdo das tensdes parasiticas nhas membranas também pode reduzir o seu
respectivo travamento.

Um elemento finito que é usado para modelar uma placa submetida a flexdo
pura deve ser capaz de representar suas deformacdes de maneira que apenas a
energia relacionada a flexdo seja diferente de zero. Qualquer tensao de cisalhamento
ou na membrana, absorveriam uma grande quantidade de energia, fazendo o
elemento performar de maneira muito mais rigida, causando o chamado travamento.

Posto isto, a remocao desses termos parasiticos, consequentemente inibe o
possivel travamento. Essa remocdo foi feita por Belytschko, et al. [10] no que foi
chamado de método de projecdo de decomposicdo de modos. A técnica consistia em
definir os componentes de flexdo de quaisquer deformacdes e ignorar as energias de
deformacgdes por cisalhamento e membrana associadas com os modos de flexao.
Foram feitos experimentos com base no triangulo de trés nos de Kirchhoff e elementos
de casca de quatro e nove nos de Mindlin através das formula¢gdes apresentadas por
outros autores presentes na literatura.

Belytschko, et al. [11] apresentam a criagdo de uma matriz de estabilizagdo
para o elemento quadrilateral de nove nos que permitia que uma integracao reduzida
completa fosse feita na matriz de rigidez do elemento sem causar nenhum modo de
energia nula. Primeiramente os autores trazem novamente a informagdo de que
elementos de placas curvas necessitam procedimentos de integracdo muito precisos,
uma vez que, muitos pontos de integracdo causam o fenémeno de travamento nos

elementos, ao mesmo tempo, 0 uso de pontos insuficientes na integragdo causa uma
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deficiéncia na modelagem, bem como o aparecimento de modos de energia nula, ver
[7]. Um ponto de dificil analise também se deve ao fato de que elementos de cascas
modelados através do quadrilatero de nove nds, ao serem submetidos a integracdes
completas, apresentam tensdes ao longo da sua espessura (membrana). O aumento
da energia de deformacé&o causado pelas tensées na membrana, em conjunto com o
aumento da energia de deformacdo por cisalhamento, causa um problema ainda
maior na analise de cascas submetidas a flexdo pura.

A nova matriz idealizada pelos autores foi aplicada a exemplos de cascas
cilindricas submetidas a cargas uniformes, cascas hemisféricas submetidas a cargas
axi-simétricas, vigas torcidas e outros exemplos apresentados na literatura. Segundo
0S autores, 0 novo elemento teve bom desempenho em todos os exemplos testados,
removendo o0s termos espurios de forma eficiente, e apresentando melhor
convergéncia de resultados em relacdo a outras formulacbes existentes. O
procedimento de estabilizacdo remove todos os modos singulares comunicaveis.
Contudo, o procedimento ndo remove os modos espurios hdo comunicaveis.

Belytschko e Bindeman [12] trazem de volta o0 assunto ja citado diversas vezes
nesse trabalho: o elemento de placa quadrilateral de quatro nés submetido a
integracao reduzida com um ponto de Gauss. Ao citar trabalhos anteriores, os autores
apresentam um novo problema. A aplicacdo das teorias existentes para remocao do
cisalhamento parasitico funcionava muito bem quando aplicadas a exemplos de
estados planos de tenséo, ou problemas de deformag&o que permitiam a compressao
do material. No entanto, quando aplicadas a problemas de materiais incompressiveis,
um novo travamento era identificado: o travamento volumétrico. Utilizando-se de
parametros fisicos dos elementos como sua geometria e as propriedades do seu
material, € possivel construir um método estabilizador para a integracdo reduzida de
um ponto de Gauss gerando elementos mais precisos, particularmente para malhas
menos refinadas.

Os autores entdo analisam uma série de problemas utilizando o quadrilatero de
guatro nés submetido a integracdes completas e integracdes reduzidas seletivas para
mostrar que a performance do elemento ndo € de fato afetada pela integracdo
reduzida, mas sim, pelas caracteristicas do problema analisado.

As modificacbes entdo foram testadas para problemas de vigas torcidas cascas
hemisféricas e painéis cilindricos. Segundo os autores, houve uma melhoria

significativa no problema de viga torcida (twisted beam) e em uma malha particular do
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exemplo da casca hemisférica. Em outros problmas as diferencas de resultados foram
insignificantes. Ademais, foi notado cerca de 10% de acréscimo de custo
computacional no novo elemento.

Lee e Bathe [13] buscam analisar o comportamento de elementos
isoparamétricos planos quando submetidos a distorcdo geométrica. Os autores
apresentam um estudo para elementos planos Lagrangeanos de nove e dezesseis
nés e comparam com estudos para elementos Serendipity de oito e doze nés
utilizando exemplos de vigas com diferentes condi¢cdes de contorno para 0s apoios e
diferentes aplicacGes de cargas. Os resultados dos estudos mostram uma melhor
performance dos elementos Lagrangeanos quando submetidos a distor¢do, pois
apresentam grau polinomial de ordem mais elevada, sendo assim capazes de se
aproximar mais da solucdo exata do problema.

Prathap [14] explica que a origem do locking em vigas de Timoshenko deve-se
ao emprego de polinbmios de mesma ordem para os campos de deslocamento
transversal e de rotacdo, ou seja, polindmios inconsistentes com a teoria de viga de
Timoshenko. O emprego de polindmios de ordens diferentes implicaria em um
elemento livre de locking, porém com formulacdo e implementacdo computacional
mais complexas.

Long et al. [15] desenvolveram o método das coordenadas de area para o
elemento quadrilateral de quatro nés. Segundo [13] elementos da familia Serendipity
apresentam baixa convergéncia de resultados quando submetidos as distor¢des
geométricas. Dois motivos sdo apresentados. O primeiro motivo é que apenas termos
de primeira ordem dos polinbmios de deslocamento sdo representados quando o
elemento é submetido a severas distor¢cdes geométricas. O segundo motivo se deve
ao fato de que quando submetidos a distorcbes, a matriz de rigidez do elemento
isoparamétrico deve ser resolvida através de técnicas de integracdo numérica, logo
nao apresenta um resultado exato. Ja o elemento formulado por Long et al. [15]
(método das coordenadas de area), além de apresentar em seu campo de
deslocamentos grau polinomial mais elevado, pode ser formulado utilizando
integracdo exata, proporcionando melhor convergéncia de resultados.

Zhang, Wang e He [16] apresentam um elemento isoparamétrico de cascas de
oito nos livre do fenbmeno de travamento. O conceito de elemento isoparamétrico
degenerado apresentado por Ahmad, et al. [1] é trazido de volta, onde o elemento

tridimensional é reduzido através da imposi¢éo de condigcbes geomeétricas e estaticas
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a fim de ser capaz de modelar problemas de placas e cascas. Segundo os autores,
dois métodos podem ser utilizados na eliminacdo de problemas de travamento: o
método implicito, que abrange a integracdo reduzida ou reduzida-seletiva; ou o
método explicito, onde é feita uma revisdo das formas de interpolacdo de tensdes e
deformacoes.

A revisdo entdo foi feita através da interpolacdo dos termos de cisalhamento
em coordenadas naturais, preservando todos 0s modos necessarios, como
translagéo, rotacéo e curvatura constante. A interpolacéo dos termos de deformagao
na membrana foi feita em coordenadas locais cartesianas. Ap0s a correta revisao dos
termos de deformacdo de cisalhamento e membrana, uma integracdo completa é
entdo aplicada para avaliagdo da matriz de rigidez do elemento. A metodologia entédo
foi aplicada a um problema de placa quadrada simplesmente apoiada visando avaliar
o comportamento do cisalhamento parasitico; e para o comportamento de membrana
do novo elemento, uma casca em forma de cilindro submetido a compresséao foi
analisada. Os resultados apontaram resultados satisfatérios tanto para cascas e
placas finas ou espessas, sem que fossem notados problemas de travamento por
cisalhamento ou travamento na membrana.

Garusi, Tralli e Cazzani [17] apresentam uma formulacdo ndo simétrica de
tensdes para a teoria de placas de Reissner-Mindlin. Segundos os autores, 0s
modelos padrbes desenvolvidos de elementos finitos ndo eram capazes de capturar
o comportamento no limite da teoria das placas finas. Um elemento misto-hibrido é
desenvolvido entdo, onde as tensées modeladas sdo as tensfes locais e ndo as
tensdes resultantes. Assumia-se também, que as tensdes de cisalhamento no plano
ndo eram, a priori, simétricas. A imposi¢cdo dessas condi¢cfes juntamente com a
inclusdo de um campo de rotacao infinitesimal, permitia que tensdes de cisalhamento
fora do plano fossem obtidas de maneira que nenhuma equacéo de compatibilidade
fosse rompida. O modelo é testado entdo, para diversos exemplos de placa, como
placas simplesmente apoiadas, placas totalmente engastadas e placas com cargas
uniformes, distorcidas com angulos de 60 e 30 graus.

Os autores concluem que seu modelo em termos de qualidade é comparavel
aos modelos existentes na literatura. No entanto, quando consideradas as
deformacdes por cisalhamento, o modelo apresenta sempre o correto descrescimento
da energia de deformacado por cisalhamento, até mesmo no limite de placas finas.

Ademais, o modelo aparenta ser livre de problemas de travamento.
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Zhang e Kim [18] apresentam dois elementos quadrilaterais de quatro nés: um
com vinte e outro com 24 graus de liberdade, ambos baseados na teoria de
deformacéo de cisalhamento de primeira ordem, também conhecida por teoria de
placas de Mindlin para compositos laminados moderadamente espessos.

Os autores descrevem as teorias existentes afim de mostrar suas virtudes e
defeitos. Para a teoria classica de placas existe a restricdo de espessura, sendo
validas apenas para placas muito finas, pois para placas espessas a teoria ndo €
capaz de representar as deformacgdes por cisalhamento. Passa-se entdo para a teoria
de deformacdes de cisalhamento de primeira ordem. No entanto, a teoria assume que
as tensdes/deformacdes ao longo da espessura da placa sdo constantes, o que se
sabe que nao é veridico, uma vez que existem condi¢ces de contorno que impdem
tensdes de cisalhamento nulas. Sendo assim, fatores de corre¢cdo necessitam ser
introduzidos. Outra solucdo conhecida vem a ser a teoria de deformacdes de alta
ordem. Utilizando polinbmios de alta ordem para representar os componentes de
deslocamento ao longo da espessura das placas, a teoria € capaz de representar as
tensdes e deformacdes de maneira correta ao longo da espessura da placa,
respeitando suas condicfes limitantes sem a necessidade de fatores de correcéo.
Contudo, formulagcbes muito complexas envolvem um alto grau de tempo
computacional necessario, fazem com gue a teoria ndo seja economicamente atrativa.
O modelo dos autores era baseado na teoria de deformagdes de cisalhamento de
primeira ordem e na teoria de vigas de Timoshenko. Para o elemento com vinte graus
de liberdade, foi utilizada a interpolacdo linear dos deslocamentos do elemento
isoparamétrico para representar os deslocamentos no plano de analise. Para o
elemento de 24 nos, foi utilizada a interpolacdo das funcdes de deslocamento do
elemento com graus de liberdade de rotacéo plana, para andlise dos deslocamentos
no plano. Sendo esse grau de liberdade de rotacdo plana, uma maneira de aumentar
a performance da parte referente a membrana de um elemento de placa e evitar o
aparecimento do travamento na membrana na analise de cascas. Para os testes,
foram utilizados exemplos de vigas laminadas quadradas e circulares com apoios
engastados-articulados, diversos formatos de elementos distorcidos linearmente e
desde cargas uniformemente distribuidas transversalmente, até cargas senoidais. Os
resultados apontaram que os elementos estudados eram livres de travamentos por
cisalhamento para vigas extremamente finas, inclusive quando submetidos a

integracéo completa.
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Braess, Ming e Shi [19] estudam o fenbmeno do travamento por cisalhamento
em elementos da elastostatica, através do método chamado EAS (enhanced assumed
strain method), onde juntamente com os campos de deformagdes convencionais, um
outro campo de deformaces € introduzido de forma independente e sem nenhuma
relacdo de continuidade entre elementos. Os elementos estudados, com uma grande
relacdo entre seu comprimento e altura, podem ser tratados como vigas. Segundo 0s
autores, a ordem de convergéncia dos resultados com o método EAS € no minimo téo
boa quanto a ordem de convergéncia dos resultados de uma viga modelada através
de termos quadraticos em seu deslocamento transversal.

Bui, Nguyen e Zhang [20] apresentam uma analise de flambagem nas placas
de Reissner-Mindlin submetidas a cargas nas bordas. O trabalho dos autores era
baseado na teoria de deformacdo por cisalhamento de primeira ordem para
formulacdo da placa e utilizava método sem malha (meshfree) para a analise.
Diferentemente dos estudos convencionais, onde malhas ou elementos séo utilizados,
o método meshfree consiste em utilizar um conjunto de nés dispostos sobre o dominio
de interesse no problema. Para eliminagao do travamento por cisalhamento, derivadas
de primeira ordem das fun¢des de forma para as rotacdes foram utilizadas.

A metodologia estudada foi entdo aplicada a problemas de placas retangulares
com cargas de compressao uniaxiais, biaxiais, cargas puras de cisalhamento e cargas
combinadas. Uma placa retangular com um furo circular em seu centro também foi
analisada. Os resultados demonstraram que o método nao so6 eliminava o efeito do
travamento por cisalhamento, como também respeitava todas as condicbes de
equilibrio. Segundo os autores, o0 método poderia ser considerado robusto, efetivo e
de alta preciséo; e com estudos futuros, poderia ser capaz de resolver problemas nao

lineares, entre outros.

2.2 REVISAO BIBLIOGRAFICA SOBRE A NOTACAO STRAIN GRADIENT

Em paralelo aos diversos estudos citados acima, em meados da década de 80,
John Dow desenvolvia uma nova notagdo chamada Notag&o Strain Gradient.

A notacdo apresenta coeficientes fisicamente interpretaveis, e seus
coeficientes sdo escritos em termos de grandezas cinematicas, através de relagbes

deformacé&o/deslocamento.
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Na notacdo Strain Gradient, os modos de deformacdo sdo claramente
apresentados; sao eles: movimento de corpo rigido, deformacdes constantes e
derivadas das deformacg@es. Desta forma, além de se ter um entendimento fisico mais
claro do problema, o conceito de cisalhamento parasitico se torna completamente
visivel na expressao de distor¢ao angular.

Uma vez identificados, os termos espuarios podem ser removidos das
expressdes antes da realizacdo da andalise numérica, gerando um elemento livre de
erros de modelagem.

O estudo completo de Dow pode ser visto em seu livro [21].

Dow, Cabiness e Ho [22] analisam o comportamento de um elemento triangular
de seis nds submetido a distor¢des, movendo uma das arestas do elemento triangular
para uma posicdo diferente da original. Foi também adicionada curvatura a uma ou
mais das bordas do elemento triangular. Duas abordagens séo feitas inicialmente. A
primeira abordagem compara a energia de deformacdo obtida no elemento a
formulacéo apresentada por Rayleigh-Ritz. A segunda abordagem compara a energia
de deformacdo obtida no elemento a solugdo analitica do problema. Ambas
apresentam duas limitacbes basicas. A comparacdo de resultados é feita entre
modelos de elementos finitos e as respostas ndo apresentam nenhum significado
claro quanto a identificacdo dos estados de deformacdo. A solucdo do problema na
notagdo Strain Gradient elimina as duas restricbes anteriores, além de evidenciar a
capacidade de modelagem dos elementos e permitir uma comparagao mais exata do
problema modelado com o problema continuo.

Dow, Su e Feng [23] apresentam um estudo para vigas esbeltas e estruturas
de placas modeladas por elementos de trelica tridimensionais (lattice structures),
repetidos ao longo da estrutura. A utilizagdo da notacéo Strain Gradient na formulacao
desses elementos de trelica permite a avaliacdo de sua capacidade de modelagem e
permite a eliminacdo de termos espurios que atrapalham a convergéncia dos
resultados.

Dow, Cabiness e Ho [24], apresentam novamente um estudo para o elemento
triangular de seis nO0s na notagdo Strain Gradient. Esse novo estudo mostra a
deficiéncia de modelagem de elementos com as bordas curvas. Enquanto elementos
de geometria reta conseguem representar todos os estados de deformacéo,
elementos com bordas curvas sdo capazes apenas de representar deformacdes

constantes.
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Dow e Byrd [25] estudaram os efeitos do cisalhamento parasitico para uma viga
de Timoshenko com dois nds e para um elemento de membrana com quatro nés. E
evidenciado mais uma vez que o fendmeno do travamento por cisalhamento ocorre
devido a termos espurios presentes na expressao de distor¢do angular.

Porém, os estudos também mostram que o cisalhamento parasitico ndo se
limita somente aos termos espurios mas seu efeito também € visivel com o aumento
do comprimento ou da espessura dos elementos analisados.

Dow e Huyer [26] desenvolvem modelos para representa¢cdo no meio continuo
de estruturas para estacdes espaciais usando elementos de trelica espacial (lattice
structures) usando a notacao Strain Gradient. Estes modelos foram desenvolvidos
com a estrutura completa, em escala menor. Para simular defeitos na estrutura, duas
barras do elemento de trelica espacial, uma longitudinal e outra diagonal, tem suas
rigidezes reduzidas.

Dow e Byrd [27] mostram os efeitos do cisalhamento parasitico na formulagéo
para um elemento de placa de Mindlin composto por quatro nés, com trés graus de
liberdade por né. A formulacdo € aplicada com e sem os termos espurios e uma
comparacao de resultados é realizada entre os modelos.

Abdalla e Dow [28] apresentam um estudo para elementos de placas laminadas
de quatro nés. O objetivo € mostrar a presenca de erros quantitativos, causados pela
presenca dos termos espurios no elemento e erros qualitativos também causados pela
presenca do cisalhamento parasitico, bem como pela representacdo do meio continuo
por nameros finitos de graus de liberdade.

Dow e Abdalla [29] mostram em um estudo para placas laminadas que o
fenébmeno do cisalhamento parasitico pode ser eliminado sem grande dificuldade sem
que nenhum outro erro seja introduzido. Porém, isso ndo € validado para o elemento
de oito nés. O refino da malha junto com a utilizacdo de técnicas de integracdo
reduzida para eliminar os termos espurios acaba eliminando termos legitimos das
expressdes de distorcdo angular causando o fendbmeno dos modos espurios de
energia nula. A utilizacdo de técnicas de integracdo reduzida na expressao de
distorcdo angular elimina indevidamente equacdes de compatibilidade da
elasticidade. Ao analisar o modelo na notagao Strain Gradient, essas equagdes s&o
identificadas antes da formacg&o da matriz de rigidez, evitando sua eliminacao.

Mohamed, Byrd e Dow [30] mostram para elementos de placas de Mindlin de

guatro e nove noés os efeitos da escolha certa e errada do nimero de pontos para a
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integracdo reduzida. O processo utilizado para validar os estudos € 0 mesmo
apresentado nos artigos de [22] a [29].

Abdalla, Fagundes e Machado [31] mostram o processo de eliminacdo do
cisalhamento parasitico para uma viga laminada composta por dois diferentes
materiais. A eliminac&o do termo espurio na equacao de cisalhamento acontece antes
da formulacdo da matriz de rigidez do elemento, evitando o enrijecimento artificial do
elemento.

Abdalla, Belo e Pereira [32] apresentam trés problemas de placas laminadas
livres de termos espurios, removidos pela notacdo Strain Gradient. As placas
apresentavam as seguintes caracteristicas: a primeira era simétrica, simplesmente
apoiada e submetida a carga linear; a segunda nao era simétrica e contava com suas
laminas dispostas em 45°, também simplesmente apoiada, mas submetida a uma
carga senoidal. Finalmente, a terceira placa ndo era simétrica e era composta por
duas bordas opostas simplesmente apoiadas e as outras duas bordas livres; esta
placa foi submetida a mesma carga senoidal da segunda placa. A comparagéao dos
elementos com e sem 0s termos espurios mostra a superioridade do elemento
formulado na notacdo Strain Gradient para elementos de placa de Mindlin de quatro
nos.

Abdalla, Belo e Dow [33] apresentam a formulacdo de um elemento de oito nés
para placas de Mindlin. Observa-se que a formulacdo do elemento quadrilateral de
oito nos é dada por uma equacdo de terceiro grau incompleta, o que ocasiona o
aparecimento dos termos espurios nas expressdes de distor¢cdo angular. Apés a
analise das expansfes de deformacédo, o elemento € formulado com sua matriz de
rigidez livre de erros de modelagem.

Abdalla, Belo e Dow [34] apresentam um estudo para elementos de placa de
Mindlin de quatro ndés. Sdo apresentados exemplos de placa isotropica, placa
laminada simétrica e placa laminada assimétrica. Os modelos sdo comparados entre
si e com a solugdo analitica do problema, mostrando a diferenga da modelagem com
e sem 0s termos espurios nas expressdes de distorcdo angular. Os autores
apresentam em sua conclusao que a utilizagdo da notacdo Strain Gradient permite
que apenas os termos ilegitimos das expressfes de distorcdo angular sejam
removidos, ou seja, ndo se tem a introducdo dos ja citados anteriormente, modos

espurios de energia nula. Ademais, a notacao Strain Gradient permite a integracéo
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simbdlica da matriz de rigidez dos elementos, sem que haja a necessidade da
utilizacao de integracdo numeérica.

Nota-se que muita aten¢do é dada para a remocao do locking e modos espurios
de energia nula para placas, cascas e vigas, mas pouca atencdo é dada para o mau
comportamento de elementos planos.

Nos artigos citados acima, foram vistas diversas tentativas de resolver o
problema do locking e modos espurios de energia nula, muitas vezes bastante
complexos e ndo necessariamente eficazes. Em contrapartida, a notacao Strain
Gradient € capaz de identificar e eliminar precisamente 0s termos espurios
responsaveis por erros de modelagem em elementos finitos. Neste trabalho, sera feita
uma analise do comportamento do elemento plano de quatro nés utilizando a notacéo

Strain Gradient.
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3 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

3.1 FORMULACAO ISOPARAMETRICA

A formulacdo isoparamétrica permite que elementos quadrilaterais e
hexaédricos tenham diferentes formatos com arestas ndo necessariamente nao

retangulares, podendo até ter formas curvas. No caso do elemento quadrilateral,
introduzindo coordenadas de referéncia £ no plano que variam de -1 a +1 em ambos

0s eixos, faz-se um mapeamento do elemento disforme em um elemento de referéncia
retangular. Com a utilizacdo de um sistema diferente do sistema cartesiano, faz-se
necessaria uma transformacédo de coordenadas, além disso, as equacgbes geradas
pela formulacdo isoparamétrica dificilmente podem séo integradas de maneira exata,

com isso métodos de integracdo numérica sao utilizados.
3.1.1 Elemento quadrilateral isoparamétrico de quatro nds

A formulacao do elemento quadrilateral isoparamétrico de quatro nés parte da
interpolacdo da geometria e do campo através das funcdes de forma do elemento. As

equacdes podem ser vistas abaixo:
Interpolacéo da geometria:

X:éNi'(@U)Xi

1)
y=2_N;'"(&,n)y,
= )
Interpolacé&o de campo:
u=> N (& ny
= (3)

V:iNi(§1n)Vi
=1 4)
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Abaixo na Figura 1, pode ser observado um estudo do elemento de quatro nés

isoparamétrico segundo Cook, Malkus, Plesha e Witt [35].

o

n
o | —te— | —»] _

4 3 1
|

£
1
1
1 2| |

(2) (b)

Figura 01. (a) Elemento Plano de quatro nés no espaco fisico. (b) O mesmo

elemento, mapeado no espacgo &n

Fonte: Cook, Malkus, Plesha e Witt, 2002

1

Para N i = Ni : elemento isoparamétrico;
1

Para N i < Ni : elemento subparamétrico;

1
Para N i > Ni : elemento superparamétrico.

A imagem abaixo retirada de Zienkiewicz e Taylor [36] representa de forma clara

funcionamento dos elementos isoparamétricos, subparamétricos e

superparamétricos respectivamente, onde: (a) as funcbes de forma tem grau

polinomial igual ao grau polinomial da geometria do elemento; (b) as fun¢des de forma

tem grau polinomial inferior ao grau polinomial da geometria do elemento; (c) as

funcdes de forma tem grau polinomial superior ao grau polinomial da geometria do

elemento.
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Fig. 9.8 Various element spedfi@ations: O point at which coordinate is specified; O points at which the
function parameter is specified. {3) koparametric, {) supemparametric, {c) subparametric.
Figura 02. Apresentacao dos elementos isoparamétricos, subparamétricos e

superparameétricos
Fonte: Zienkiewicz e Taylor, 2000

Tratando-se de um elemento isoparamétrico, as mesmas funcdes de forma

devem ser usadas tanto para as coordenadas como para os deslocamentos.

Segundo Cook, Malkus, Plesha e Witt [35], as funcbes de forma para o

elemento quadrilateral de quatro nds, podem ser obtidas através das expressdes

abaixo:
\ - @=0b-y)
! 4ab ®)
. _ @+xb-y)
? 4ab ©)
N — (a+x)(b+vy)
3 4ab @

N = @=x)b+y)
’ 4ab (8)
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Sendo:
e X e y: coordenadas nodais;

e aeb:dimensdes do elemento em coordenadas cartesianas.

Para o elemento quadrilateral isoparamétrico, utilizam-se coordenadas locais
€ e 1 que variam de -1 a +1 (coordenadas naturais). Com isso, as funcées de forma

para o elemento quadrilateral de quatro nds isoparamétrico sdo escritas conforme as

expressoes abaixo:

N, = % 1-5)A—n) (9)
N, =%(1+ EA-17) (10)
N, =%(1+ $)A+n) (11)
N, = % 1-5)(A+n) (12)

As derivadas parciais das fungdes de forma s&o expressas por:

O O 8E oy OF 12)
ON; _ ON; ox _ oN; oy

on  ox on oy on a

( A = (

ON; | [ox oy ][eN, |

Og ds 0 |] _oX

=2 = A

oN [T ox oy || oN;

(On | |On on|| oy

oN, _ ON; ax _ oN, &y

'

(15)
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(aNi\ rﬁNi\
95 | _137) 0%
ED =Dk ON. [
<y L Y 16)
[ ON. ON.
2% XY
[3]=1 9 % |
s N g ON
\ %xi %yi) (17)

A matriz [J] é a matriz Jacobiana, responsavel por fazer o mapeamento
geométrico do elemento. A matriz Jacobiana pode ser descrita como um fator de
escala que multiplica d€an para produzir o incremento de area dxay.

Como os campos de deslocamento do elemento sdo em coordenadas
cartesianas, suas derivadas de primeira ordem (deformacdes) também deverdo ser

expressas em coordenadas cartesianas.

As deformacdes elasticas sdo obtidas através das equacgdes abaixo:

* OX (18)
oV
Ey =—
oy (19)
v = ou N oV
Y =t
oy OX (20)

Para que as coordenadas isoparamétricas sejam transformadas em

coordenadas cartesianas, faz-se uma reformulacéo da equacéo (16):
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r@Ni\ raNi\
ox | _[312] 95
e =] 1N, [
L Y L 077 1)

As equacdes de deformacdo entdo sao resolvidas a partir das equacdes (18),
(19) e (20), tém-se:

£, —J11(ZNI§U )"‘le(ZNln i

(22)

& _‘J21(ZN|§ |)+J22(ZN”7 i

(23)

= Jl_ll(lef |)+J12 (ZNm i

Zanu)J“Jzz(sz i @4)

Para o calculo da matriz de rigidez, as deformacdes sao expressas na forma

=[5}
- [NYe,
J=[sN]
(8]

= [B {di } (28)
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Sendo:

{€}: vetor de deformacdes elasticas;
{d}: vetor de deslocamentos;

[N]: matriz das fungdes de forma;

[S]: matriz do operador diferencial;

{di}:vetor de deslocamentos nos nos.

Expandindo a equacéo (28), tém-se:

. (29)

&) QN +IN,,) 0 (BiiNge +3N,,) 0 (JiiNg +3N;,) 0 (Nag + 35N, ) 0
&= 0 (aiNyg +92N;,) 0 TNy +3aN;,) 0 (BNs +32N;,) 0 (GaNeg +3N,,)
(JzillNL:' + nglN1,y;) (‘]ﬁlNLz + Jﬁ1N1.y;) g ANy + 1N ) (JENZ; + J[lez ,;) (J;st.: + nglNa,r;) (‘]ﬁleg + J1721Na‘u) (JzillNA; + JzileA‘u) (JﬁlNo‘; + ‘J1721N4‘r;) va

aWNag TNy

A matriz de rigidez do elemento pode ser obtida através da integral de volume:

K=][B] [c]Bdray

(30)

Sendo a matriz [C] a matriz constitutiva com as propriedades do material
utilizado, descritas abaixo:

A matriz constitutiva [C] do elemento para o estado plano de tensées é definida

por:

o O

|
|
<

(31)

@

I
o < B
o B <

N ‘

Para o estado plano de deformagdes a matriz constitutiva [C] é definida por:
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1 v 0
C:ﬁv L
+Vv — 2V —
0 0 1-2v
: 2 (32)

Sendo:
E: Médulo de elasticidade longitudinal do elemento;

v: Coeficiente de Poisson do elemento.

Transformando a integral de volume em uma integral de area com espessura

constante e alterando para o sistema de coordenadas local:

K = ﬁ[B(f,n)]T [c]B(&.n)kidédr )

J =det[J]

dxdy =Jd&dn

(34)
(35)
3.1.2 Elemento Isoparamétrico de quatro nés

Com o elemento de quatro nés definido, as derivadas das funcdées de forma

para o elemento em fungéo de Ear] podem ser vistas abaixo:

1
Nl’f—z[ﬂ_l] (36)
N1’77 :1[(:8_1]

4 (37)
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(38)
N7 == &-1] -
N, &= [r+1] o
N.=5[5+1] a
N,.& =3 -n-1] -
N4,77=%[—cf+1] )

Substituindo as funcbes de forma na equacdo (17) o Jacobiano pode ser

expresso pela equacao:

XY
[J]:1{N1,:+N2,5+N3,5+N4,5} % Y,
4 N,,n+Nyn+Ny,n+N,m | X Y,

(43)
| Xy Yso

Com as funcdes de forma e o Jacobiano definidos, as deformacdes podem ser

obtidas através das equacdes (22), (23) e (24).

8X=J111(1[77—1]U1+1[—?7+1]U2+[77+1]U3+1[—77—1]U4)
4 4 4 (44)

o, =3 gle-tu gt ol ado e Slgab

(45)
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(1 1 1
7= 3l g n et sl b 4o+

Lz %[s—llvlé[—:—l]vz+[¢+1]v3+i[—§+1]v4j+
4 4 4 (46)

! 1 1
33 - gt sl ahy S n-ah )

41 1 1
R R S R e e
3.2 INTEGRACAO NUMERICA — QUADRATURA DE GAUSS

Segundo Burden e Faires [37] 0 método da Quadratura de Gauss consiste em
escolher pontos xi, X2, ..., Xn dentro de uma funcao, entre um intervalo [a,b] e com a
utilizacdo de coeficientes ci1, c2, ..., Cn, qUe Sejam capazes de minimizar 0S erros

devidos a aproximacao de resultados, através da equacao:

[ F(x)dx =3¢, f (%)

(47)

A aplicacdo do método pode ser vista na figura 03 abaixo:

Y4 Y i Y oA

y=rflx)

T
Ml e — — — ——

= ¥
[~
-

Figura 03. Método da Quadratura de Gauss
Fonte: Burden e Faires, 2010

Os coeficientes c1, ¢, ..., cn, S80 coeficientes arbitrarios e os pontos xi, Xz, ...,
Xn € tem como unica restricdo: o fato de que devem estar dentro do intervalo de

integracao [a,b].
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O parametro minimo que deve ser respeitado para que a integracao seja

considerada exata é:

N=2NG-1

sendo:

N: o grau que o polindmio devera ter para ser integrado de forma exata;

NG: o nimero de pontos de Gauss escolhidos para realizar a integracéo.

(48)

Para situacdes no plano, a Quadratura de Gauss é tratada de forma similar a

formulag&o unidimensional. Dow [21] diz que a forma bi-dimensional da Quadratura

de Gauss aproxima o valor de uma integral em uma regido quadrada compreendida

entre os limites -1 <x < +1 e -1 <y < +1, através da equacéao:

+1+1 n

= [ [ Foupsdy= Y Y Ww, F(a,b)

141 i=1 j=1
Sendo:
Wi e W : fatores de peso para o plano;
N, M: nimero de pontos de Gauss nas coordenadas x e y;

ai, bj: pontos de Gauss nas coordenadas x e y.

o L ]
L ] L ] L ]
2x3
'1 ] ]
[ ] L ] [ ] [ ] [ ]
2 2 ® L ] o
X 3x3
[ ] L ] [ ] [ ] [ ]

Figura 04— Localizagdo dos pontos de Gauss no plano
Fonte: O Autor, 2019

(49)



A tabela de fatores de peso e pontos de Gauss pode ser vista na Tabela 2:

Tabela 2 — Tabela de valores para pontos de Gauss

N° de pontos
de Gauss a,b Fatores de Peso Wi

1 0 2

2 0.5773502692 1.0000000000
-0.5773502692 1.0000000000

3 0.7745966692 0.5555555556
0.0000000000 0.8888888889
-0.7745966692 0.5555555556

4 0.8611363116 0.3478548451
0.3399810436 0.6521451549
-0.3399810436 0.6521451549
-0.8611363116 0.3478548451

5 0.9061798459 0.2369268850
0.5384693101 0.4786286705
0.0000000000 0.5688888889
-0.5384693101 0.4786286705
-0.9061798459 0.2369268850

Fonte: Burden e Faires, 2010

3.3 INTEGRACAO NUMERICA EM ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

A integracdo numérica em elementos isoparamétricos € utilizada para resolver
o problema do Shear Locking. Sabendo que o erro citado ocorre nos termos referentes
ao cisalhamento presentes na matriz de rigidez, pode-se utilizar a integracao reduzida
seletiva. Os termos provenientes das deformagdes normais podem ser integrados de
forma exata, ja a equacdo do cisalhamento tem seu niumero de pontos de Gauss
reduzido para que os termos espurios sejam removidos da matriz de rigidez.

Sabe-se que a matriz de rigidez de um elemento isoparamétrico é obtida

através da equacéao:
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K]=[B[c]8] (50)

Separando a matriz [C], em [Ci] para deformagbes normais e [C;] para

cisalhamento, em um caso de estado plano de tensdes, tem-se:

1 v O
[cl]z(lE2 v 10
—v?) 00 0 (51)
0
IC.]= 1E2 00 O
1-v? 0 o v (52)
_ 2 |
Para o estado plano de deformacdes, tem-se:
1 v O
| -
0 0
0
IC,]= £ 00
1+v)A-2v) 1-2v (54)
00 5

Sendo:
v: coeficiente de Poisson;

E: modulo de elasticidade longitudinal.

Apols a separacao das deformacdes normais da deformacéo de cisalhamento,
0 método da integracdo numeérica seletiva pode ser aplicado. Como as deformacdes
normais ndo possuem termos espurios, a integracdo pode ser realizada com

NG :nT+1 pontos de Gauss, ja para o cisalhamento a integracdo devera ter no
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minimo um grau a menos. Com isso, 0s termos referentes a deformacfes normais
presentes na equacao de cisalhamento serdo removidos.

Reduzir um grau para integragdo numérica € um método que apresenta eficacia
para remocao dos termos espurios, até certo grau polinomial. A utilizacdo dessa
técnica a partir de certo momento introduz os chamados modos de energia nula, pois
guando essa integracao é feita, acaba-se por eliminar todos os termos de um certo
grau polinomial sem distingdo. Hughes e Cohen [7] apresentam em seu artigo sobre
0 elemento Heterosis que elementos de oito e nove nds apresentam no minimo um
modo de energia nula. Nesses casos, além de remover os termos espurios presentes
na formulacdo do cisalhamento, a integracdo reduzida acaba removendo termos
legitimos da expressdo e com isso a representacdo do cisalhamento deixa de

representar todo o seu potencial de modelagem.
3.4 NOTAQAO STRAIN GRADIENT

Os coeficientes arbitrarios empregados na formulagcdo convencional de

elementos finitos para um caso bidimensional de deslocamento s&o:

(X, y)=A + Ax+AY+AX+AXy+AY +AX + AXEY+AXY +A,Y (55)

V(X,Y) = B, + B,x+ B,y + B,X* + Byxy+ B, y® + B,X’ + Bx’y + Byxy’ + B,y (56)

Para definir os coeficientes na notacdo Strain Gradient, as expansodes
polinomiais dos deslocamentos séo avaliadas na origem do elemento. Avaliando as

equacdes (55) e (56) na origem tem-se:
u(0,0) = A =|ul,
(57)

v(0,0) = B, =[v], (58)

sendo [U]o e [V]o movimentos de corpo rigido horizontal e vertical, respectivamente.

Para obtencdo das deformacdes normais do elemento, avalia-se a primeira

derivada dos deslocamentos U,V na origem, tendo-se:
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&, =Z—U=A2+A4x+ Ay +3A X% +2AXy+ AY?
X

(59)
oV ) 2
gy:—:BS+BSX+ZB6y+ BSX +289Xy+3810y
oy (60)
£,(00)=A =[e ],
(61)
£,(00)=B, =|¢,| 62)

Através da definicdo de rotacdo no plano e distorcdo angular avaliadas na

origem, tendo-se:

r(x.y) =%<;—9§—%“) = %[(Bz — A;)+(2B, — A)x+(Bs —2A,)y + (3B, — A))X* + -

(2B, — 2A)xy+ (B, ~3A,)Y?

7060y) = (2 D) Z[(B, + A) + (2B, + A)x-+ (B, +2A)y + (3B, + AN +
x oy (64)

(2B, + 2A)Xy + (B, +3A,) Y]

r00) =7 (8, - A)=[r]

(65)
700) =8, +A) =7, | )
Resolvendo as equacdes (65) e (66) tem-se:

_7xy -
= —r

A L2 (67)
B, = s

L2 (68)

A continuacdo da obtencdo dos coeficientes polinomiais € feita através da

derivada das deformacdes normais na origem. As equagdes sao descritas abaixo:



£ (0,0) = a;x _2A
o€

6

¢, (00=—"=2B
¥,y 8y

oe,
o A

¢,,(0,0) =

00)=5 _p
E , = — =
" OX

5

oy
7/xy,x(0’0) :6_;:/ = AS + ZB4

oy
yxy,y (O!O) = ny = BS + 2A6

Resolvendo as equacdes (69) a (74), tem-se:

A4=_ }

L 2 0
A=le, |

| ey &)
n | gt

BS = [gy,x Jo

g _| %
6 20

50

(69)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

(76)

(77)

(78)

(79)

(80)

Os coeficientes Strain Gradient de terceira ordem podem ser definidos através

das segundas derivadas das deformacgdes. As equagdes sao descritas abaixo:



O’e
0,0) = X =6
£, (00) =% —6A
0’e,
gyW(O,O): o =6B,
0’e
£,,00)=—=2
& A,
82
e (00)=—"=2B,
’ OX
00)="5 -2n
& , = =
" G
00)="% 2o
& , = =
Y. Xy axay
o0y
Vo (0,0)=—==2A +6B,
0y,
)/W(O,O): o =6A, +2B,
00)= 7> _6a_ +28
7/xy,xy ! - axay - AlO 9

Resolvendo as equacdes (81) a (89), tem-se:

A7__8X,XX_
__ . i
__gw_

AB—_ 2 |

51

(81)

(82)

(83)

(84)

(85)

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)
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I
2] (92)
A1 _|:( XY, Yy _‘c"y,xy)j|
i 6 . (93)
B7 — |:(7/xyxx _gx Xy ):|
6 o (94)
N
B, =| 2~
L 2 (95)
S
B9 — y.xy
L 2 (96)
E
BlO = —=*
{ 6 } (97)

Foram definidos os coeficientes Strain Gradient até os coeficientes arbitrarios
Ao e Bio. Esse procedimento de determinacdo de coeficientes foi descrito para um

polinbmio tridimensional de quarta ordem e pode ser consultado em Dow [22] (ver
tabela A.1. Pag. 103-104).

3.5 OS ELEMENTOS E A PRESENCA DOS TERMOS ESPURIOS

Esta secéo tem a finalidade de apresentar os polinébmios de deformacdes para
os elementos de trés, quatro, seis e oito nés, visando evidenciar a presenca dos
termos espurios nos elementos formados por polindmios incompletos. Sera dada

énfase no elemento de quatro nés, tema principal deste trabalho.
3.5.1 Elemento triangular de trés ndés

A presente sec¢do apresenta os polinbmios de deslocamento e de deformacéo

para o triangulo de trés nds, os polinbmios sdo apresentados abaixo:

u(x, Y):[u]o+[gx]ox+|_7xy/2_rjoy (98)
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v(x,y)=[v], +|r, 12+r| x+|e, | y (99)

As deformacbes normais e distorcdo angular sdo dadas pelas primeiras

derivadas dos deslocamentos, sendo elas:

ou
(C,‘X=—=[gx]0

OX (100)
g, =2l

oy (101)
yo =M Y]
Y, Tox U (102)

ApoOs a apresentacdo dos polinbmios de deformacado, nota-se que nas trés
expressdes descritas existem apenas termos legitimos de cada equacdo. Isso
acontece pois a formulacéo do triangulo de trés nés parte de polindmios de primeira
ordem completos. Com isso, os termos de deformac&o normal que poderiam causar
o erro de cisalhamento parasitico sdo eliminados naturalmente na formulacdo da

expressao de distor¢do angular.
3.5.2 Elemento quadrilateral de quatro nos

Esta secédo apresenta a formulacdo completa de um quadrilatero de quatro nés

na notacao Strain Gradient. Os polinémios de deslocamento sao apresentados abaixo:
u(x,y) = [U]o +e L x+ly, 12-rLy+le, Ly (103)

v(x, y) =[] +r, 12+ 1] x+|e, | y+|e, | xy (104

As deformacgbes normais e distorcdo angular sdo dadas pelas primeiras

derivadas dos deslocamentos, sendo elas:

(105)
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=le, ] +le,. L x

ou 8v
2+l Lo, Ly

Apos a definicdo das expressoes de deformacgdes normais e distor¢cdo angular,

(106)

}/xy

0 conceito de Parasitic Shear € evidenciado pela primeira vez neste trabalho. Os
termos em x e y presentes na expressao de distorcdo angular acompanham termos
de deformacfes normais. Esses termos séo os ja fartamente citados termos espurios,
gue como ja mencionado anteriormente causam um aumento indevido na energia de
deformacé&o do elemento.

Com a eliminacdo dos termos espurios, a nova equacao de distor¢do angular

fica na seguinte forma:

ou 8V [7/]
oy ax o (108)

Os deslocamentos no MEF s&o calculados nos nés do elemento, a

Vi =

representacdo dos deslocamentos em cada n6é do elemento na notacdo Strain

Gradient é dada por:

{d } = [¢]{5 g } (109)

Sendo:

{d} é vetor de deslocamentos nodais e é definido por:

{d } = {u1 ViU, V; U, v u, V4} (110)

{&sg} € 0 vetor dos modos de deformacao Strain Gradient definido por:

{8sg }T = {U vre, Ey ¥V Exy Eyx }0 (111)
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[¢] € a matriz composta de vetores de deslocamentos linearmente

independendentes que contém as coordenadas nodais do elemento e que relaciona
os deslocamentos aos modos de deformacéo Strain Gradient definida por:

10 -y, x O % Yy, O

0 1 X 0 Y. % 0 X Y1

1 O - y2 X2 O y2 X2 y2 O

01 x, 0 vy, % 0 XYV, (112)
)= 10 -y, x, 0 % XY; 0

01 x5 0 vy, % 0 XY,

10 - Yo % 0 % X4Ya 0

01 x, 0 vy, % 0 XV,

As deformacdes elasticas também sao relacionadas aos modos de deformacao

Strain Gradient, através de:

{5 } = {ng Hgsg } (113)

Sendo:

{&}: vetor de deformacdes normais e distorcdes angulares definido por:

{8}: {Ex (C,‘y 7/xy} (114)

[Tsg]: matriz de transformacéo que relaciona as deformacdes elasticas aos

modos de deformacédo SG, definida por:

[Tel=

o O o
o O o
o O O

1
0
0

o - O
— O O
xX O <
< X O

(115)
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A matriz [Tsg] acima, conta com a presenca dos termos espurios. Apds a

remocéo dos termos X e Y a nova matriz passa a ser:

Tel=

o O O
o O o
o O O
O O

1
0
0

o +— O
O O
o X O

(116)

3.5.3 Elemento triangular de seis nos

Nesta secdo sdo apresentados os polinbmios de deslocamento e de

deformacédo para o triangulo de seis nds. Os polinémios sédo apresentados abaixo:

u(x,y) =[ul, +[z L x+y, 12-r|y+
+le, 12 % +le, L xy +|(r,, —&,.012] y? 117

v(x, y)=[v] +|y, 2+ 1| x+[g, ]y +
+,. —e ) 2)x e, D xy+le, ) 2] v 118)

As deformacfGes normais e distorcdo angular sdo dadas pelas primeiras

derivadas dos deslocamentos, sendo elas:

gx = i&u = [8X ]0 + [gX,X ]0 X+ I:gxyy ]O y

(119)
&, =%= [gy]o + [gy,x]OX+ [gy,y]oy
(120)
ou ov
ﬂ/xy_a—i_&_[yxy]o+[7/W,X]X+[7/Xy'y]y (121)

Observando as expressdes de deformacdes normais e de distorcdo angular,
nota-se que conforme mostrado no elemento triangular de trés nés, ndo ha termos de
cisalhamento parasitico na expressdo de distor¢do angular. Como comentado
anteriormente, isto é, devido aos polindmios de deslocamento do elemento serem de

ordem completa. Com isso, os termos de deformacg&o normal que poderiam aparecer
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na expressao de distor¢cdo angular se anulam durante o processo de derivacdo dos

polindmios de deslocamento.
3.5.4 Elemento quadrilateral de oito nos

Nesta secdo € apresentada a formulacdo completa de um elemento
quadrilateral de oito nés na notacao Strain Gradient. Os polinémios de deslocamento
sao apresentados abaixo:

u(x,y) = _:u]o tle L x+ly, 12—r|y+le, 12 ¥+ e, | xy+
+|(7,y, —€,.)1 2]O Y2+ [gw /2]O X*y + [gw /2]0 yoX (122)

viy) =Vl +ly, 2 erxle Ly +lo, -6 )12 6
+ :5y,x ]0 Xy + [gy’y / 2]O y:+ [Ey,xx / 2]O X'y + [gw / 2]O y*X (123)

As deformacfes normais e distorcdo angular sdo dadas pelas primeiras

derivadas dos deslocamentos, sendo elas:

ou i
o= Smlel el xele byl byl 2y

aV XX
&, = 5 = [gy]o + [gy’X]O X + [gy,v]o y+ {Eyz } x* + [gy,xy ]0 Xy
0

(125)
a =%u+%=[ml g x+
+ [7/xy,y]o y+ % ([gx,xy ]o X' + [gy,xy]o y2 )+ [gx,w TE ]o Xy
(126)

Com as deformacdes elasticas definidas, o conceito de Shear Locking se torna
visivel. Os termos em X% e y2 acompanham termos de deformacdes normais espurios
na expressao de cisalhamento. Os termos de deformac¢des normais acompanhados
por Xy na expressdo de cisalhamento que a priori sdo vistos como espurios, na

verdade sdo equacgbes de compatibilidade da elastica:
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V.. =& +&
Xy, Xy XYy Y, XX (127)

Portanto, sdo termos legitimos da expressdo de cisalhamento e deverao
continuar na equacao.
A nova equacao do cisalhamento sem a presenca dos termos espurios €

descrita abaixo:

ou ov

SRS Ll lxe b Ly +le, v (128)

Os deslocamentos no MEF s&do calculados nos nés do elemento. A
representacdo dos deslocamentos em cada né do elemento na notacdo Strain

Gradient € dada por:

{d}=[oke. s

(129)
Sendo:
{d}: vetor de deslocamentos nodais e é definido por:
{d}: {ul U, Uz Uy Ug Ug Uy Ug Vy V;, V3V Vi Vg V5 Va} (130)

{Esg }: vetor dos modos de deformagéo Strain Gradient definido por:

T
{gsg} - {u vr 8)( gu ]/xy gX,X gy,y 8x,y gy,)( ]/Xy,)( yxy,y ‘9x,yy gy,xx 8x,xy 8y,xy }0 (131)

[6]: matriz composta de vetores de deslocamentos linearmente
independendentes contendo as coordenadas nodais do elemento e que relaciona os
deslocamentos aos modos de deformacao Strain Gradient definida por:
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2 2 2 2 2
y1 X1 7(y1 ) y1 Xl y1 lel
1 0 - x, 0 2% = 0 X 0o = 4 0 0
% 2 2 2 , 1Y12 , 2 2 2 .,
X X (%) v LA X Y
01 x 0 vy =+ 0 X, Y, L 1oL 0 0 o A A
y2 % =(y,") ’ ‘ S T ’ ’
1 0 - X 0o 2z =2 2 0 X o 22 272 22 0 0
yZ 2 2 2 2 2y2 2 2 2
01 x 0 vy X3 0 X,y Xzz *(Xzz) yZ2 0 0 0 Xzyz2 Xz2 2
2 2 T4 2Y2 e —_
>/2 % =(ys) i i i Vo' XYs XeYs ’ ’
10 - X 0o = = 3 0 X 0o & =7 373 0 0
Yo % 2 2 2 , 3y32 , 2 2 2 .
X X0 —(%) Vs XYy XY,
01 x 0 vy, =2 0 Xy, —= L0220 0 0 =
2 2 2 2 2 2
1 0 - X 0 Ya L‘Z _(Y42) 0 X 0 LAZ )(42 4 XAY42 0 0
Ya 4 2 2 ) Ayt; ) 2 72 72 2 2
01 x, 0 v, sz" 0 XV, % —(;4 ) y; 0 0 0 XAZA ><42y4
[¢]: y XZ 7(y2) yz X2 Xyz
10 - X, 0o = = 5 0 X 0 & =75 855 0 0
Ys X5 ) 5 2 5Y52 2 ? 2 > 2 2
X X5 —(%) Ys XsYs. X5 Vs
01 x 0 vy = 0 Xy — 2 0 0 0 =25
y2 X = (¥) i i i Yo Xe Ve XeYe ’ i
1 0 - X o & 26 M6/ 0 X 0 J6 6 J6 66 0 0
Ye 6 2 2 sYs ? 2 2
01 x 0 vy Xs 0 X,y Xaz _(Xez) ysz 0 0 0 X6y62 sty6
6 6 a 6Y6 - —_— 2 70
y2 %" =(y,") i i R L ’ ’
1 0 - X 0o r — U 0 X 0o L 27 27 0 0
Yo 2 2 ] 7y72 , 2 2 2 L
X X (%) v, X2 Y7 X7 Y7
01 x, 0 vy, =~ 0 xy -~ I =1 0 o £ 2
y2 %' —(Y) ’ i ’ Yoo X Vs XeYa ’ ’
10 - 0o =& =5 8 0 o & 878 878 0 0
Yo %o 2 2 2 s 2 2 2
01 x 0 v, % 9 X5, ﬁ Lﬁz) LBZ 0 0 0 XYs Xs Vo
L 8 L 8 Y8 2 5 ) 2 > | (132)

As deformacdes elésticas também séo relacionadas aos modos de deformacao

Strain Gradient, através de:

e} =1, Jie.

(133)
Sendo:
{&}: vetor de deformagdes normais e distor¢ées angulares definido por:
{8}: {gx gy 7xy}

(134)

lngJ matriz de transformacdo que relaciona as deformacgfes elasticas aos

modos de deformacéo Strain Gradient, definida por:

[TSG ] =

o O O
o O O
o O O
o - O
= O O
O O <

0
0
X

o X O

0 vy
0 0 x* 0 «xy
y y? (135)

o O
o O X
O < O
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A matriz lngJ, mostrada na equacdo (135), conta com a presenca dos termos

espurios. Apos a remocéo dos termos X2 e y? a nova matriz passa a ser:

0 00100XxUO0vy O0O0TUOVY 0 xy O
Te]={0 0001 00y 0 x 00 0 x> 0 xy
0000010000 XyVyXxyxy 0 0 (136)

3.5.5 Matriz de Rigidez

Os deslocamentos e deformacdes estdo definidos em termos de grandezas
Strain Gradient. Através da energia de deformacao podemos definir a matriz de rigidez

do elemento através da expressao:

1
Uu== T[C dQ
5 gj} [«]" [C1[£] s

Sendo Q o volume do elemento.
A matriz constitutiva [C] do elemento para os estados planos de tensdes e

deformacdes ja foram definidas anteriormente nas equacdes (31) e (32).
Substituindo (129) e (133) em (137), a energia de deformacdo do elemento é

definida por:
U =)' [¢]" [[TsoT [CIfTsg el d}
p (138)

A partir da equacéao (138) obtém-se a matriz de rigidez K:

K =[g]" j[TsaT [ClTsglucfg]” (130)

Escrevendo a equagédo da matriz de rigidez em uma forma compacta, tem-se:

K=[g]"[Uw 4] (140)

Abdalla, Fagundes e Machado [31] definem a integral de volume contida na
matriz representada por [Um] como uma matriz de energia de deformacgées, onde sua

diagonal principal contém as energias de deformacdo associadas a cada modo de
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deformacéo. Os termos restantes representam as energias de deformacéo associadas

aos acoplamentos dos modos de deformacéo.

3.5.6 Matriz de rigidez Isoparamétrica X matriz de rigidez Strain Gradient

A seguir sdo comparadas as matrizes de rigidez do elemento de quatro nés
formulado utilizando a formulacdo Isoparamétrica e a notacdo Strain Gradient,
respectivamente. O objetivo € apresentar as dificuldades e o numero de operacdes
necessarias para formular a matriz de rigidez através das duas formulagdes.

Podem ter sido observadas as inimeras operacdes matematicas necessarias
para a formulacdo da notacdo isoparamétrica: primeiramente é necessario a
interpolagéo da geometria do problema e dos campos de deslocamento por meio da
utilizacdo das funcdes de forma, sendo esta, a primeira operagdo necessaria
(equacdes 1 a 4). O primeiro problema aparece ao se introduzir o sistema de
coordenadas local, pois de algum modo, essas coordenadas devem se comunicar
com o sistema global de coordenadas do eixo cartesiano. A utilizagdo do Jacobiano é
utilizada entdo para fazer o mapeamento geométrico dos dois diferentes sistemas de
coordenadas (equacédo 15); o segundo problema aparece na forma apresentada do
Jacobiano. Uma vez que as funcBes de forma necessitam estar no sistema de
coordenadas global do elemento, a matriz do jacobiano deve ser remodelada
(equacao 21).

Com o Jacobiano em sua forma adequada, a matriz de rigidez pode ser
calculada (equacédo 30). A formulacdo da matriz de rigidez parte do calculo de uma
integral de volume, envolvendo quatro operagdes matriciais, que envolvem as
diversas operacbes ja citadas no paragrafo anterior, tornando a equacao
extremamente dificil de ser resolvida.

A integracdo numerica passa a ser entdo, de fato, utilizada, sendo necessarios
dois pontos de Gauss para a integracdo completa do elemento isoparamétrico de
quatro nos.

Foram efetuadas, ao longo deste trabalho, diversas citagcdes sobre a presenca
dos termos espurios na expressdo de distor¢cdo angular devido a formulagdo dos
elementos partindo de polinbmios incompletos, bem como a utilizagdo da integracéao
reduzida, utilizando um ponto de Gauss para elimina-los. No entanto, para executar

esse procedimento de maneira correta € necessario que as expressbes de
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deformacfes normais que ndo apresentam erros sejam integradas em sua forma
completa, enquanto apenas a expressao de distorcdo angular tenha sua integracao
reduzida.

Essa necessidade faz com que toda a operacdo necesséria para formular a
matriz de ridigez tenha que ser feita duas vezes, separando a parte referente da matriz
constitutiva do elemento em duas, conforme mostrado nas equacdes 51 e 52 para o
estado plano de tensdes, ou 53 e 54 para o estado plano de deformacgdes. Apos todo
esse esforgo, as duas matrizes obtidas devem ser somadas para se ter a matriz de
rigidez em sua forma completa.

Ao mesmo tempo, todo esse procedimento descrito pode ser deveras
simplificado com a utilizacdo da Notacdo Strain Gradient. O leitor pode ter percebido,
que diferentemente da formulacdo isoparamétrica, na notacéo Strain Gradient ndo sédo
necessarias trocas de sistemas de coordenadas nem operacbes complexas
envolvendo derivadas de funcdes de forma e inversas da matriz Jacobiana.

Apébs todo o procedimento necesséario para chegar na equacao da matriz de
rigidez, é necessario resolvé-la. Para a notagdo Strain Gradient, deve-se resolver a

integral de volume na matriz [Up] presente na equagéo 140. A matriz é apresentada

abaixo:
[0 0 0 O 0 O 0 0 |
0 00 O 0 O 0 0
0 00 O 0O O 0 0
[UM]:I 0 00 ¢c cv 0 ¢y cw 10
50 00 cv ¢ 0 cw «x (141)
0 00 O 0 ce O 0
0 00 cy cww O cy* cwy
10 0 0 cwx ox O cwy cx* |

Devendo c e também e, assumirem os valores das equacoes (142) e (143) para
o estado plano de tensdes, ou (144) e (145) para o estado plano de deformacdes:

Para o estado plano de tensoes:

o E
(1-v? (142)
1-v
e=—
2

(143)
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Para o estado plano de deformacdes:

E
C= ———
(L+v)1-2v) (144)
1-2v
e=
2 (145)

A matriz deve ser resolvida através da integracao tripla de todos os seus

elementos. As integrais podem ser vistas abaixo:

0 0O 0 0 0 0 0

0 0O 0 0 0 0 0

0 0O 0 0 0 0 0

0 0O jch JCVdQ 0 J'cde J'cvde

Q Q Q Q
U, ]= 000 icde E[CdQ 0 Z[CWdQ Z[CXdQ (146)

000 0 0 feedd 0 0

000 Icde Icvde ’ 0 jcyZdQ jcvxde

000 ﬁ:vde Q'[cde 0 ngcvxde QJ'cxde

L Q Q Q Q i

O fato da matriz ser simétrica, permite que apenas metade da matriz precise
ser calculada, podendo ser da diagonal principal para baixo, ou para cima. Sendo
assim, devem ser resolvidas dez integrais de volume. Ao mesmo tempo, para a matriz
de rigidez isoparamétrica ndo existem itens zerados, logo, se utilizando da simetria da

matriz, devem ser resolvidas 36 integrais triplas.
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4 ANALISES

A presente secdo apresentara trés diferentes exemplos, analisados com a
presenca dos termos espurios nas expressdes de distor¢do angular e sem a sua
presenca no modelo. Os exemplos foram modelados em dois programas distintos:
SAP 2000 e LAMFEM.

O SAP 2000 é um dos programas comerciais mais difundidos para analise de
elementos finitos no mundo. Baseado na formulagdo isoparamétrica, o software
resolve desde problemas dos mais simples até os mais complexos da elastica em
analises lineares e ndo lineares.

No entanto, o SAP 2000 resolve os problemas apenas com a integracéo
numérica exata com dois pontos de Gauss. Conforme jA mencionado neste trabalho,
a remocao dos termos espurios na formulacdo isoparamétrica convencional é
condicionada a utilizacdo de métodos de integracdo numérica reduzida. Ou seja, 0
SAP 2000 ndo remove 0s termos espurios na sua analise.

O LAMFEM é um programa criado pelo professor orientador deste trabalho [38].
Formulado na linguagem de programacdo FORTRAN, resolve problemas da
elasticidade com a possibilidade de escolha entre elementos triangulares e elementos

quadrilaterais.
4.1 PROBLEMA DE VIGA ESBELTA

O primeiro problema analisado é mostrado na figura 05. Trata-se de uma viga
Cantilever esbelta de comprimento L=1000 mm, altura h=250 mm e espessura de 1
mm, submetida a uma carga distribuida Q = 10.000 N/m, distribuidos ao longo da
altura na sua extremidade livre. As propriedades de um aco estrutural foram
empregadas, sendo o moédulo de elasticidade longitudinal E=200.000 N/mm?2, o
coeficiente de Poisson v = 0,3 e 0 médulo de elasticidade transversal G=76.923,08
N/mmz. Os deslocamentos serao calculados na Ic (linha central) e as tensdes normais
e de cisalhamento serdo computadas no ponto A.

Serdo apresentadas trés diferentes comparacdes, CCP SAP2000 (resultados
obtidos pela analise utilizando o SAP2000), CCP (com cisalhamento parasitico na
notacdo Strain Gradient) e SCP (sem cisalhamento parasitico na notacdo Strain
Gradient).
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A diferenca dos resultados CCP para SCP sera calculada pela expressao abaixo,

a mesma expressao sera usada para os demais exemplos apresentados:
SCP — CCP

SCP |x100

Diferenca = |

Ic

A

LN NN

Figura 05 — Viga Cantilever esbelta utilizada como exemplo
Fonte: O Autor, 2020

A figura 06 mostra como é feita a subdivisédo das malhas para este exemplo.

MALHA £42 - 8 BLEVMENTOS

MALHA 84 - 32 ELEMENTOS
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MALHA 163 - 128 ELEMENTOS

MALHA 32X16 - 512 ELEMENTOS

Figura 06 — Refino das quatro malhas utilizadas no exemplo um
Fonte: O Autor, 2020

A analise do problema foi feita com o elemento de quatro nos, utilizando quatro
malhas retangulares, nomeadas 4x2 (oito elementos), 8x4 (32 elementos), 16x8 (128
elementos) e 32x16 (512 elementos).

As tabelas abaixo mostram os resultados de deslocamento no ultimo n6 da linha
central, na borda livre da viga. As figuras 07 e 08 mostram o deslocamento vertical na
linha central em relag&o a altura ao longo do comprimento da viga quando os modelos
CCP (com cisalhamento parasitico) e SCP (sem cisalhamento parasitico) séo
utilizados, respectivamente.

Devido a proximidade dos resultados obtidos pelas analises CCP SAP2000 e
CCP, serao apresentados os graficos comparativos apenas entre CCP e SCP, ficando

neste primeiro exemplo os resultados CCP SAP2000 presentes na tabela.
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Tabela 02 — Deslocamentos no ultimo nd da linha central na borda livre.

Quadrilatero de quatro nés, com e sem cisalhamento parasitico.

DESLOCAMENTO (mm)

MALHA CCP SAP2000 CCP SCP DIFERENCA
8 ELEMENTOS 9,366 9,359 12,638 25,95%
32 ELEMENTOS 12,035 12,024 13,126 8,40%
128 ELEMENTOS 12,995 12,979 13,282 2,28%
512 ELEMENTOS 13,273 13,252 13,330 0,59%

Fonte: O Autor, 2020

DESLOCAMENTO VERTICAL - COM CISALHAMENTO PARASITICO
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DESLOCAMENTO VERTICAL EM MILIMETROS
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COORDENADAEM X

Figura 07— Deslocamento em linha central de viga ao longo do comprimento.

Elemento quadrilateral de quatro nos, com cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020
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DESLOCAMENTO VERTICAL - SEM CISALHAMENTO PARASITICO
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Figura 08— Deslocamento em linha central de viga ao longo do comprimento.

Elemento quadrilateral de quatro nés, sem cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020

A analise dos graficos acima mostra que 0s termos espurios presentes na
expressao de distorcdo angular ja mostram seus efeitos no deslocamento. A viga com
a presenca dos termos espurios comeca a apresentar uma tendéncia de aproximacao
das curvas apenas apés a malha de 128 elementos. J& a viga sem 0s termos espurios
apresenta uma convergéncia semelhante ja na primeira malha. A partir da malha de
32 elementos, a diferenca dos deslocamentos € quase imperceptivel. No Ultimo né da
linha central na extremidade livre podemos quantificar o erro apresentado nas malhas
contendo os termos de cisalhamento parasitico, é visto que na primeira malha, a
presenca dos termos espurios causa um aumento nos deslocamentos em mais de
25%, enquanto na malha mais refinada o erro apontado é de 0,59%, uma reducao
consideravel. No entanto, o leitor pode notar ao analisar os numeros que a malha de
128 elementos sem os termos de cisalhamento parasitico ja apresenta resultados
superiores a malha de 512 elementos com os termos de cisalhamento parasitico.

Este fato deve-se aos deslocamentos que séo diretamente influenciados pelos
termos espurios, uma vez que 0s mesmos estao presentes na formacéo da matriz de

rigidez calculada atraves da expressao [140].
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A analise seguinte trata das tensdes normais e tensdes de cisalhamento. Os

valores das tensfes podem ser vistos nas tabelas 3 e 4. Os gréaficos de comparacao

dos resultados com e sem termos de cisalhamento parasitico, CCP e SCP,

respectivamente, séo vistos nas figuras 09 e 10.

Tabela 03 — Tensdo normal em quatro malhas subsequentes. Elemento quadrilateral

de 4 nds, com e sem cisalhamento parasitico

TENSAO NORMAL (Pa)

CCP SAP2000 CCP SCP DIFERENCA
8 ELEM 640,662 640,491 874,766 27%
32 ELEM 886,837 886,748 976,213 9%
128 ELEM 1.018,431 1.018,000 1.055,000 4%
512 ELEM 1.021,903 1.122,000 1.148,000 2%

Fonte: O Autor, 2020

TENSAO NORMAL (Pa)

1.400,000

d

=
[
o
(=]
o
=
S

r

800,000
600,000

400,000

Tensdo Normal (Gxx) Ps

200,000

0,000
8 ELEM

32 ELEM 128 ELEM
Refino de Malhas

CCP
—8—5CP

512 ELEM

Figura 09— Tensdo normal no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro nos, com e

sem cisalhamento parasitico
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e: O Autor, 2020
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Tabela 4 — Tensao de cisalhamento em quatro malhas subsequentes. Elemento

guadrilateral de quatro nés, com e sem cisalhamento parasitico.

TENSAO DE CISALHAMENTO (Pa)

CCP SAP2000 CCP SCP DIFERENCA
8 ELEM 273,913 274,084 40,000 -585%
32 ELEM 228,142 228,310 40,922 -458%
128 ELEM 199,194 199,340 58,046 -243%
512 ELEM 209,044 209,585 86,281 -143%

Fonte: O Autor, 2020

TENSAO DE CISALHAMENTO (Pa)
300,000
250,000
200,000
150,000

—8—5SCP
100,000 CCP

0,000

Tensdo de Cisalhamento (txy) Pa

8 ELEM 32 ELEM 128 ELEM 512 ELEM
Refino de Malhas

Figura 10— Tensao de cisalhamento no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro

nds, com e sem termos espurios
Fonte: O Autor, 2020

Sabe-se de estudos anteriores presentes na literatura, que vigas esbeltas tem
como caracteristica a predominancia da flexao e uma baixa influéncia das tensdes de
cisalhamento. A diferenca percentual encontrada para a tensdo normal tem seu valor
maior em 27%, 0 que ja se pode considerar inaceitavel. Para o maior grau de refino
apresentado (512 elementos), a diferenca cai para aproximadamente 2%, uma

reducdo consideravelmente alta.
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E visto na linha do gréfico que corresponde a presenca dos termos espurios que
apenas o refino das malhas ja causa uma reducao na tensao de cisalhamento, o que
causa uma falsa impressao da correcdo do problema. No entanto, ao analisar os
valores da tenséo de cisalhamento sem termos espurios, o verdadeiro resultado da
influéncia do cisalhamento na viga esbelta se mostra muito menor do que se tinha
anteriormente como verdadeiro na analise comum de elementos finitos. Com uma
diferenca de aproximadamente 585% na malha de 2x4 e aproximadamente 143% no
refino de 16x32, é prudente afirmar que essa diferenca & inadmissivel. Ademais, a
figura 10 mostra que as linhas do grafico de tensdo de cisalhamento apresentam
tendéncias diferentes de convergéncia, ndo havendo indicacdo de que as duas
solugdes convergirdo mesmo com um alto grau de refino das malhas. Isso também
significa que o cisalhamento parasitico ndo causa apenas erros quantitativos, mas
também causa erros qualitativos na modelagem do problema.

Conforme mencionado acima, os resultados para as malhas CCP SAP2000 e
CCP (Notacao Strain Gradient com cisalhamento parasitico) foram praticamente
idénticos. Sendo assim, os proximos exemplos apresentardo apenas a solugao CCP

para representar a malha com os termos espurios.
4.2 PROBLEMA DE VIGA CURTA

O segundo problema analisado é mostrado na figura 11. Trata-se de uma viga
Cantilever curta de comprimento L=1000 mm, altura h=1000 mm e espessura de 1mm,
submetida a uma carga distribuida Q = 16.000 N/m, distribuidos ao longo da altura na

sua extremidade livre. As propriedades de um aco estrutural foram empregadas,
sendo, Médulo de Elasticidade E=200.000 N/mm?, Coeficiente de Poisson v = 0,3,

Modulo de Elasticidade Transversal G=76.923,08 N/mm?2. Os deslocamentos serdo
calculados ao longo da linha central. As tensdes serdo computadas no ponto A.
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Figura 11— Viga Cantilever curta usada como exemplo
Fonte: O Autor, 2020

A figura 12 mostra como é feita a subdivisdo das malhas para o exemplo 2:

MALHA ZZ - 4 ELEMENTOS MALHA 4X32 - 4 BEMENTCOS

MALHA 434 - 18 ELEMENTOS MALHA 824 - 20 B EMENTOS

72
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MALHA EX2 - B4 BLEMENTOS MALHA 182 - 128 BLEMENTOS

MALHA 18X16 - 256 BLEEMENTOS MALHA 3216 - 512 BLEMENTOS

Figura 12— Refino das malhas para o exemplo dois, elementos quadrados a

esquerda e elementos retangulares a direita
Fonte: O Autor, 2020

O problema é analisado com o elemento quadrilateral de quatro nés com e sem
a presenca dos termos de cisalhamento parasitico. Oito malhas foram usadas,
divididas em malhas quadradas, nomeadas, 2x2 (quatro elementos), 4x4 (dezesseis
elementos), 8x8 (64 elementos), 16x16 (256 elementos), e malhas retangulares 4x2
(oito elementos), 8x4 (32 elementos), 16x8 (128 elementos) e 32x16 (512 elementos).
As tabelas dos deslocamentos mostram os valores no ultimo no da linha central, na
extremidade livre. As figuras 13 a 16 mostram o deslocamento vertical em uma linha
central em relagcao a altura ao longo do comprimento da viga quando os modelos CCP
e SCP séo utilizados para as malhas de elementos quadrados e retangulares,

respectivamente.
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Tabela 5 — Deslocamentos no ultimo né da linha central na borda livre. Elemento
guadrilateral de quatro nds, elementos quadrados com e sem termos de

cisalhamento parasitico.

DESLOCAMENTOS (mm)

CCP SCP DIFERENCA
4 ELEM -0,3642 -0,3844 5,26%
16 ELEM -0,4055 -0,4118 1,53%
64 ELEM -0,4202 -0,4221 0,44%
256 ELEM -0,4248 -0,4254 0,13%

Fonte: O Autor, 2020

Tabela 6 — Deslocamentos no ultimo né da linha central na borda livre. Elemento
quadrilateral de quatro ndés, elementos retangulares com e sem termos de

cisalhamento parasitico.

DESLOCAMENTOS (mm)

CCP SCP DIFERENCA
8 ELEM -0,3907 -0,3982 1,89%
32 ELEM -0,4127 -0,4138 0,25%
128 ELEM -0,4223 -0,4228 0,12%
512 ELEM -0,4254 -0,4256 0,04%

Fonte: O Autor, 2020
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DESLOCAMENTO VERTICAL COM CISALHAMENTO PARASITICO
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Figura 13— Deslocamento em linha central de viga ao longo do comprimento.
Elemento quadrilateral de quatro ndés, elementos quadrados com cisalhamento

parasitico
Fonte: O Autor, 2020

DESLOCAMENTO VERTICAL SEM CISALHAMENTO PARASITICO
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Figura 14— Deslocamento em linha central de viga ao longo do comprimento.

Elemento quadrilateral de 4 ndés, elementos quadrados sem cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020
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DESLOCAMENTO VERTICAL COM CISALHAMENTO PARASITICO
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Figura 15— Deslocamento em linha central de viga ao longo do comprimento.

Elemento quadrilateral de quatro nés, elementos retangulares com cisalhamento
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Fonte: O Autor, 2020

DESLOCAMENTO VERTICAL SEM CISALHAMENTO PARASITICO

1200

—8— 38 ELEM

—8— 32 ELEM
128 ELEM
512 ELEM

COORDENADAS EM X

Figura 16— Deslocamento em linha central de viga ao longo do comprimento.

Elemento quadrilateral de quatro nés, elementos retangulares sem cisalhamento

parasitico
Fonte: O Autor, 2020
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E possivel verificar, que diferentemente do exemplo um, a viga curta apresenta
resultados de deslocamentos menos relevantes do que a viga esbelta. Para a viga
curta, a diferenca apresentada na malha de menor refino & de aproximadamente a
5%, enquanto a malha mais refinada apresenta uma diferenca de aproximadamente
0,04%. Essa diferenca nos resultados é devida a diferenca de rigidez das duas vigas,
sendo o deslocamento atrelado majoritariamente a flexdo. Uma viga curta apresenta
uma rigidez muito superior a uma viga esbelta devido ao seu momento de inércia. H&4
de se considerar também que para vigas curtas, o efeito do cisalhamento passa a ser
mais relevante.

Os valores das tensdes normais e de cisalhamento podem ser vistos nas tabelas
7 a10. As figuras 17 a 20 mostram as linhas de tendéncia dos resultados CCP e CPS
no ponto A.

Tabela 7 — Tensdo de normal em quatro malhas quadradas subsequentes. Elemento
guadrilateral de quatro nds, elementos quadrados com e sem cisalhamento

parasitico.

TENSAO NORMAL (Pa)

CCP SCP DIFERENCA
4 ELEM 53,219 58,236 8,61%
16 ELEM 75,214 77,891 3,44%
64 ELEM 92,166 94,000 1,95%
256 ELEM 108,536 110,283 1,58%

Fonte: O Autor, 2020
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Figura 17— Tensdo normal no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro ngs,

elementos quadrados com e sem cisalhamento parasitico

Fonte: O Autor, 2020

Tabela 8 — Tensao de cisalhamento em quatro malhas quadradas subsequentes.

Elemento quadrilateral de quatro nés, elementos quadrados com e sem

cisalhamento parasitico

TENSAO DE CISALHAMENTO (Pa)

CcCP SCP DIFERENCA
4 ELEM 23,092 12,500 -84,74%
16 ELEM 22,914 11,750 -95,01%
64 ELEM 23,805 12,639 -88,35%
256 ELEM 26,450 14,744 -79,40%

Fonte: O Autor, 2020
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TENSAO DE CISALHAMENTO - ELEMENTO
QUADRADO
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Figura 18— Tensao de cisalhamento no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro

nos, elementos quadrados com e sem cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020

Tabela 9 — Tensdo de normal em quatro malhas retangulares subsequentes.
Elemento quadrilateral de quatro nés, elementos retangulares com e sem

cisalhamento parasitico

TENSAO NORMAL (Pa)

CCP SCP DIFERENCA
8 ELEM 66,265 68,341 3,04%
32 ELEM 84,703 85,930 1,43%
128 ELEM 101,006 102,040 1,01%
512 ELEM 118,358 119,452 0,92%

Fonte: O Autor, 2020
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TENSAO NORMAL - ELEMENTO RETANGULAR
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Figura 19— Tensdo normal no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro ngs,

elementos retangulares com e sem cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020

Tabela 10 — Tenséo de cisalhamento em quatro malhas retangulares subsequentes.
Elemento quadrilateral de quatro noés, elementos retangulares com e sem

cisalhamento parasitico

TENSAO DE CISALHAMENTO (Pa)

CcCpP SCP DIFERENCA
8 ELEM 21,561 12,500 -72,49%
32 ELEM 22,838 13,382 -70,66%
128 ELEM 25,545 15,288 -67,09%
512 ELEM 29,658 18,220 -62,78%

Fonte: O Autor, 2020
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TENSAO DE CISALHAMENTO - ELEMENTO
RETANGULAR
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Figura 20— Tenséo de cisalhamento no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro

nos, elementos retangulares com e sem cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020

Os resultados mostram que as tensGes normais sofrem grande influéncia do
refino das malhas, enquanto a influéncia do termo espurio € minima. Como ja muito
citado neste trabalho, as expressdes de deformacdo normal ndo apresentam termos
espurios em sua formulacdo. No entanto, a remocdo dos termos espurios da
expressao de distorcdo angular afeta a matriz de rigidez como um todo, fazendo com
que a tensdo normal tenha uma leve variacao, conforme apresentado nos graficos
acima. O problema maior é revelado na analise do grafico da tensdo de cisalhamento,
onde a real capacidade de modelagem do elemento de quatro nés € revelada apds a
remocao dos termos espurios.

Para a viga curta do segundo exemplo, o efeito do cisalhamento passa a ser
mais relevante com relacdo a flexdo, diferentemente do que ocorre no primeiro
exemplo. Neste segundo exemplo a diferenca entre as malhas com cisalhamento
parasitico e sem cisalhamento parasitico apresentada diminui enormentente,
passando de aproximadamente 500% para, em média, 80% no caso de elementos
quadrados. Ja no caso de elementos retangulares, este erro baixa para cerca de 70%,
uma vez que os termos de deformacdo normal passam a ter menos influéncia na

formacao da matriz de rigidez da viga em relacdo aos termos da distor¢do angular
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devido a diminuicdo dos efeitos de flexdo e o aumento expressivo da presenca do
cisalhamento.

Ademais, é visto que da mesma maneira que no primeiro exemplo, as duas
linhas representadas pelas tensdes de cisalhamento com e sem termos espurios
também ndo apresentam uma tendéncia de convergir, mesmo com o0 aumento do

refino das malhas.

4.3 PROBLEMA DE PLACA QUADRADA COM FURO CENTRAL

O terceiro problema analisado é mostrado na figura 21. Trata-se de uma placa
retangular de comprimento L=2000 mm, altura h=2000 mm e espessura de 1mm, com
um furo central de L=1000 mm e altura h=1000 mm, submetida a uma carga distribuida
P = 16.000 N/m ao longo da altura na sua extremidade livre. As propriedades de um
aco estrutural foram empregadas, sendo, Médulo de Elasticidade E=200.000 N/mm2,
Coef. de Poisson v = 0,3, Mddulo de Elasticidade Transversal G=76.923,08 N/mm2.
Por se tratar de uma placa simétrica, a analise sera feita considerando apenas um
qguarto da placa, localizado no primeiro quadrante superior. Para que as condi¢des
aplicadas no quadrante Unico representem de maneira adequada o problema como
um todo, foram aplicadas vincula¢des rotuladas méveis nos pontos referentes as
arestas de ligacdo com os outros quadrantes. As tensdes serdo computadas no ponto
A e as deformacdes serdo computadas em uma linha central ao longo do comprimento

da viga.
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Figura 21— Quadrante superior
Fonte: O Autor, 2020

A figura 22 mostra como é feita a subdivisdo das malhas para o exemplo 3.

RAALHA QUADRADA, - 12 ELENENTDS RAAL A GRADUAL - 27 ELENMENTOS

83



84

MALHA QUADRADA - 45 ELEMENTOS MALHA GRADUAL - 108 ELEMENTOS

MALHA QUADRADA - 192 BEMENTOS MALHA GRADUAL - 432 ELEMENTOS

Figura 22— Refino das malhas para o exemplo trés, elementos quadrados a

esquerda e elementos de refino gradual a direita
Fonte: O Autor, 2020

O problema sera analisado com seis malhas diferentes, sendo trés malhas
guadradas, nomeadas doze elementos, 48 elementos, 192 elementos e trés malhas
com refino gradual, nomeadas 27 grad. elementos, 108 grad. elementos, 432 grad.
elementos. Para o terceiro exemplo, serdao levadas em consideracdo apenas as
tensdes normais e de cisalhamento no ponto A, sendo este o ponto mais critico para
0 problema em quest&o, onde ocorrem concentragdes de tensdes. Os valores podem
ser vistos nas tabelas 11 a 14 e suas linhas de tendéncia de convergéncia podem ser

vistas nas figuras 23 a 26.
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Tabela 11 — Tensdo normal no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro nds,

elemento quadrado com e sem cisalhamento parasitico

TENSAO NORMAL (Pa)

CCP SCP DIFERENCA
12 ELEM -43,778 -46,079 4,99%
48 ELEM -53,016 -54,867 3,37%
192 ELEM -72,049 -74,206 2,91%

Fonte: O Autor, 2020

Tabela 12— Tens&do normal no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro nés, malha

de refino gradual com e sem cisalhamento parasitico

TENSAO NORMAL (Pa)

CCP SCP DIFERENCA
27 GRAD ELEM -60,422 -62,317 3,04%
108 GRAD ELEM -77,178 -79,540 2,97%
432 GRAD ELEM -92,722 -95,257 2,66%

Fonte: O Autor, 2020
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Figura 23— Tensao normal, malha de elementos quadrados. Elemento quadrilateral
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Fonte: O Autor, 2020
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Figura 24— Tensao normal, malha com refino gradual. Elemento quadrilateral de

guatro n6s com e sem cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020
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Tabela 13 — Tensao de cisalhamento no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro

nos, elemento quadrado com e sem cisalhamento parasitico

TENSAO DE CISALHAMENTO (Pa)

CCP ScP DIFERENCA
12 ELEM 9,596 6,831 -40,47%
48 ELEM 14,303 9,807 -45,85%
192 ELEM 19,956 13,378 -49,18%

Fonte: O Autor, 2020
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Tabela 14 — Tensao de cisalhamento no ponto A. Elemento quadrilateral de quatro

nos, malha de refino gradual com e sem cisalhamento parasitico

TENSAO DE CISALHAMENTO (Pa)

CCP SCP DIFERENCA
27 GRAD ELEM 15,676 10,800 -45,16%
108 GRAD ELEM 21,993 14,719 -49,42%
432 GRAD ELEM 25,290 17,265 -46,48%

Fonte: O Autor, 2020
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Figura 25— Tensao de cisalhamento, malha de elementos quadrados. Elemento

guadrilateral de quatro nés com e sem cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020
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Figura 26— Tensao de cisalhamento, malha de refino gradual, elemento quadrilateral

de quatro nés com e sem cisalhamento parasitico
Fonte: O Autor, 2020

Similar aos exemplos um e dois, o terceiro exemplo reforca o fato de que a
tensdo de normal ndo é afetada de forma expressiva pelos termos espurios, sendo
apenas o refino das malhas a causa do aumento de tensdes, vista de forma igual nas
duas linhas dos gréficos da malha quadrada e de da malha de refino gradual.
Ressalta-se que os valores de tensdo mostrados, sao referentes as tensdes no eixo
X, sendo a tensdo normal maxima perpendicular a linha de falha no ponto critico da
placa.

Para as tensdes de cisalhamento, novamente o padrdo se repete onde a
diferenca se torna clara na anélise dos valores com e sem termos espurios. E natural
gue para a malha gradual o erro tenha uma oscilagao devido aos diferentes tamanhos
dos elementos utilizados; porém, a superioridade da malha de refino gradual € vista
na primeira malha, onde o erro do refino gradual de 27 elementos é de 45,16%
enquanto o erro do refino quadrado de 48 elementos é de 45,85%. Isso se deve ao

fato de se ter uma malha mais refinada no ponto de concentragéo de tensoes.
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5 CONCLUSOES

Elementos finitos planos baseados em polinbmios incompletos incorporam
termos de cisalhamento parasitico, que sdo termos espurios causadores do
travamento por cisalhamento. Na formulacéo isoparamétrica, o tratamento dos efeitos
do travamento consiste na aplicacao de técnicas de integracéo reduzida dos termos
de cisalhamento da matriz de rigidez. Sendo técnicas numéricas projetadas para néo
integrar termos de determinadas ordens, eventualmente poderdo eliminar termos
legitimos, causando modos espurios de energia nula. Em contrapartida, a Notacao
Strain Gradient permite a andlise a priori do comportamento dos elementos através
do emprego de polinbmios aproximadores fisicamente interpretaveis. A partir desta
caracteristica, a notacdo permite que termos espurios que causam o enrijecimento
artificial dos elementos sejam precisamente identificados e facilmente eliminados
antes da formulacdo da matriz de rigidez. Modos espurios de energia nula séo,
portanto, evitados.

Neste trabalho, investiga-se as capacidades de modelagem do elemento de
quatro nos para elasticidade plana. Os resultados apresentados mostram os efeitos
deletérios dos termos de cisalhamento parasitico identificados através de exemplos
numericos para problemas da elasticidade plana. Os resultados apresentados foram
validados através da utilizacdo do programa de elementos finitos LAMFEM, onde
elementos Strain Gradient estdo implementados, e o programa de elementos finitos ja
deveras difundido no meio cientifico, o SAP 2000.

Foi observado que os elementos de quatro nds Isoparametrico e Strain
Gradient contendo cisalhamento parasitico apresentam resultados muito similares. O
manual do programa SAP 2000 informa que nenhum tipo de tratamento é feito no
programa para a correcdo do erro, sendo as deformagdes normais e distor¢oes
angulares integradas igualmente de forma exata com 2 pontos de Gauss. Desta forma,
o cisalhamento parasitico ndo é eliminado do elemento. Os resultados obtidos com o
elemento Strain Gradient sem cisalhamento parasitico sdo mais acurados, uma vez
gue o cisalhamento parasitico causa erros quantitativos e qualitativos no modelo,
enrijecendo de forma indevida o modelo, bem como retardando a convergéncia dos
resultados. Os erros causados pelo cisalhamento parasitico encontrados neste

trabalho sdo bastante significantes. Na viga esbelta em balanco, ao se comparar os



91

resultados com cisalhamento parasitico e sem cisalhamento parasitico, ha uma
diferenca de mais de 500% com relacao as tensdes de cisalhamento. Na viga curta,
comparando os resultados com cisalhamento parasitico e sem cisalhamento
parasitico, h4 uma diferenca de cerca de 70% com relacdo as tensdes de
cisalhamento. O alto indice de erro também se repete no terceiro exemplo, onde a
placa quadrada com furo central apresenta uma diferenca de cerca de 40% com
relacdo as tensbes de cisalhamento com e sem a presenga do cisalhamento
parasitico.

Estudos revisados neste trabalho mostram que quando a parcela da matriz de
rigidez associada ao cisalhamento é integrada com um ponto de Gauss no centréide
do elemento de quatro nés (integracao reduzida), os termos espurios sao removidos
corretamente do elemento Isoparametrico.

Posto isso, pode-se concluir que matematicamente, tanto a formulacéo
isoparamétrica quanto a Notacdo Strain Gradient sdo equivalentes quando se trata do
elemento de quatro nds. A superioridade da Notacdo Strain Gradient se mostra na
capacidade das expressoes revelarem explicitamente as capacidades de modelagem
do elemento, e permitir a identificacdo e eliminacdo correta dos termos espurios
causadores do travamento.

Os elementos isoparamétricos possuem uma caracteristica importante,
inerente ao procedimento de formulacdo, que é a de assumirem geometrias
irregulares na malha. O procedimento de formulagéo da notagdo Strain Gradient ndo
envolve recurso matematico para realizar mapeamento geométrico. Para que
elementos Strain Gradient possam assumir geometrias irregulares, pode-se empregar
o Teorema de Green para integrar a matriz de rigidez. Neste trabalho, a matriz de
rigidez do elemento de quatro nés foi integrada considerando geometrias retangulares
apenas. Entendendo ser fundamental para a validacdo de um elemento finito que ele
possa assumir geometrias irregulares na malha, sugere-se para trabalho futuro a
implementacgéo desta capacidade no elemento de quatro nés e também nos demais
elementos planos e de placa desenvolvidos na Notacdo Strain Gradient. Sugere-se
ainda estudos das capacidades de modelagem dos elementos planos de oito
(Serendipity) e de nove nds (Lagrangeano) particularmente, avaliando efeitos de
travamento e de modos espurios de energia nula. Para concluir, um estudo bastante
interessante seria o de avaliar os comportamentos de elementos planos ao impor-se

curvatura em uma ou mais arestas.
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