PONTIFICIA UNIVERSIDADE CATOLICA DO PARANA
ESCOLA POLITECNICA

ANALISE DINAMICA ELASTOPLASTICA DE PROBLEMAS DA
MECANICA DE SOLIDOS VIA METODOS ENRIQUECIDOS DE
ELEMENTOS FINITOS

Curitiba
2014



HSU YANG SHANG

ANALISE DINAMICA ELASTOPLASTICA DE PROBLEMAS DA
MECANICA DE SOLIDOS VIA METODOS ENRIQUECIDOS DE
ELEMENTOS FINITOS

Tese apresentada como requisito parcial
para obtencdo do grau de Doutor em
Engenharia, Curso de Pds-Graduagdo em
Engenharia Mecéanica, Escola Politécnica,
Pontificia Universidade Catodlica do Parana.

Orientador: Roberto Dalledone Machado,
D. Eng

Curitiba
2014



RESUMO

Andlise dinamica elastoplastica envolvendo propagacéo de ondas € um dos tépicos
de interesse em diversas areas de engenharia. A propagacdo de ondas mecéanicas em
alta magnitude pode levar sélidos ao regime plastico e assim, alterar permanentemente
suas propriedades mecanicas. Nos problemas de elastodindamica com plasticidade,
existem diversos algoritmos para avanco do tempo, envolvendo processo incremental do
tempo e processo iterativo para plasticidade. Os algoritmos apresentam diferentes
caracteristicas de estabilidade que podem afetar o processo elastoplastico de solucéo
numérica. A abordagem matematica para este tipo de analise envolve diversas
dificuldades, dentre elas, descontinuidades matematicas em respostas de deslocamentos,
velocidades e aceleracdes de ondas mecanicas, assim como descontinuidade em
propriedades mecanicas em funcdo da mudanca dessas propriedades num processo de
plastificacdo. Em funcdo dessas dificuldades, varias inovacdes foram introduzidas em
métodos numéricos tradicionais, como por exemplo, o Método dos Elementos Finitos
(MEF). Nas dultimas duas décadas, as formulagcbes do MEF foram aprimoradas para
admitir fungbes de enriquecimento, sem alterar a formulagdo convencional. Entre as
diversas formulagcBes enriquecidas, existe a técnica baseada no Método de Particdo de
Unidade e método das nuvens hp, o Método dos Elementos Finitos Generalizados
(MEFG). Outra alternativa € a técnica de enriquecimento hierarquico, que emprega
polinbmios hierarquicos, designada por Método dos Elementos Finitos Hierarquicos
(MEFH). Essas formulacdes enriquecidas foram implementadas no presente trabalho para
elementos de barras, vigas e Estado Plano de Tensdes. Os elementos foram aplicados
para analises de problemas de propagacdo de ondas. Para verificar a robustez das
formulagbes enriquecidas, foram determinados pares de autovalores e autovetores, com
diferentes metodologias de refino de malha, refino h e refino p de niveis de
enriguecimento. Além disso, relacdes entre integracbes numéricas, formulacdes
enriquecidas para EPT também foram analisadas. As influéncias dessas relacdes em
analises dinamicas elastoplasticas também foram estudadas neste trabalho. O MEFG se
mostra estavel numericamente na determinacdo de curvas de deslocamentos,
velocidades e aceleracdes, diante de qualquer algoritmo de avanc¢o do tempo. Isso ocorre
ndo somente para elementos unidirecionais, também ocorre para elementos quadrilateros.
O refino p de niveis de enriquecimento do MEFG de elementos quadrilateros se mostra
eficiente na determinacdo de pares de autovalores e autovetores, para malha uniforme.
Por outro lado, para malha distorcida, para as formulacdes enriquecidas, o MEFG do
elemento quadrilateral de quatro nés e de oito nés, € necessaria elevada quantidade de
pontos de integracdo numérica, obtida pela integracédo por subintervalo.

Palavras chaves: Método dos Elementos Finitos Generalizado, Método dos Elementos
Finitos Hierarquicos, analise dinamica elastoplastica, propagacdo de ondas mecanicas,
integracdo numérica, descontinuidade matematica.



ABSTRACT

Elastoplastic dynamic analysis involving wave propagation is one of the topics of
interest in several fields of engineering. The propagation of mechanical waves with high
intensity can lead the solids to the plastic regime and permanently change its mechanical
properties. In elastodynamics problems with plasticity, there are many algorithms for time
stepping, which involves incremental process and iterative process for plasticity. The
algorithms present different stability characteristics, which may affect the process of
elastoplastic numerical solution. The mathematical approach for this type of analysis
involves several difficulties, among them, the mathematical discontinuities in responses of
displacements, velocities and accelerations in mechanical waves, and the physics
discontinuities, produced by change of mechanical properties, during the process of
material yielding. Due to these difficulties, several innovations were introduced into
traditional numerical methods, such as the Finite Element Method (FEM). In the last two
decades, the formulations of the FEM have been enhanced to incorporate enrichment
functions, without changing the conventional shape function. Among the several
enrichment formulations, there is a technique based on the Partition of Unity Method and
hp cloud method, or GFEM. Another alternative is the hierarchical enrichment technique
that employs hierarchical polynomials. This technique is known as HFEM. These
enrichment formulations were implemented in this work for elements such as bar, beams
and Plane Stress. The elements were applied for analysis of wave propagation problems.
In order to verify the robustness of enriched formulations, the pairs of eigenvalues and
eigenvectors were evaluated with different mesh refining methodologies, such refining h
and refining p of levels of enrichment. In addition, relationships between numerical
integrations, enriched formulations in Plane Stress were also analyzed. The influences of
these relations in elastoplastic dynamic analysis were also studied in this work. The GFEM
has shown to be more numerically stable and accurate in determining displacements,
velocities and accelerations curves, independent on employment of algorithm in time
stepping. This occurs not only with unidirectional elements, but also occurs with
guadrilateral elements. The refining p of levels of enrichment in GFEM, for quadrilateral
elements, shows to be efficient in determining pairs of eigenvalues and eigenvectors for
uniform mesh. By the other hand, for non-uniform mesh, it is necessary to employ high
guantity of numerical integration points.

Key words: Generalized Finite Element Method, Hierarchical Finite Element Method,
elastoplastic dynamics analysis, mechanical wave propagation, numerical integration,
mathematical discontinuity.
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1. INTRODUCAO

Nos diversos ramos da Engenharia, a propagacao de ondas, embora seja um
fenbmeno bastante comum, ocupa um papel fundamental no estudo de parametros
fisicos. Ha diferentes tipos de ondas - sonora, eletromagnética, de calor, de tensao,
de deslocamento, entre outros, sendo representadas matematicamente por
equacOes de propagacdo de ondas, com o0s respectivos parametros fisicos do meio
onde se encontra a propagagao.

Na Mecéanica dos Solidos € interessante conhecer particularmente a
propagacdo de ondas mecéanicas, dado que os solidos sdo submetidos a
carregamentos e, por consequéncia, podem produzir também ondas de tensdes ou
de pressdo. A avaliacdo da forma de propagacdo das ondas permite conhecer o
comportamento de um solido. Entretanto, como a velocidade de propagacdo da
onda, em geral, é bastante elevada, a avaliagdo da resposta estrutural €, as vezes,
de dificil realizacdo. A alta velocidade de propagacéo faz com que as ondas viagem
em curto intervalo de tempo, de um ponto de onde o carregamento é aplicado, até
outro no dominio ou no contorno do problema. Muitas vezes, essas ondas sao
refletidas e condicionadas a viajarem em sentido contrario, gerando superposicdes
sucessivas. Do ponto de vista microscépico, a passagem das ondas transmite
energia que excita os atomos do material por onde passam. Desse modo, altera o
posicionamento atébmico dos diferentes pontos, gerando deformacdes. Caso a
energia transportada pela onda seja elevada, as tensbes geradas podem exceder o
limite de elasticidade do material e, entéo, inicia-se o processo de plastificacdo ou de
escoamento, que pode ser entendido como uma alteracdo permanente do
posicionamento atbmico de diferentes pontos do material devido ao elevado nivel de
energia da onda.

A fim de delimitar o escopo deste trabalho, considera-se somente o caso de
propagacdo de ondas mecanicas em solidos - mais especificamente, ondas de
deslocamentos e de tensdes, ndo se tratando aqui da propagacdo de ondas
acusticas ou sonoras.

O estudo de propagacdo de ondas pode ser feito por meio de duas
abordagens: a experimental e a numeérica, sendo a ultima o foco deste trabalho. A

passagem de uma onda produz tensdes, deformacbes e deslocamentos que séo



funcdes que variam com o espago (posi¢cédo) e com o tempo. Entretanto, quando um
sélido é submetido a um carregamento qualquer, alguns pontos se deslocam
gerando deformacdo. Como as deformacfes sdo determinadas a partir das
derivadas dos deslocamentos em relacdo as coordenadas espaciais, algumas
descontinuidades mateméaticas podem surgir, conforme a forma de variacdo dos
deslocamentos. Os métodos numéricos empregados para solucionar esses
problemas devem ser capazes de prever e determinar, com precisdo, as ondas de
deslocamentos e de tensdes, mesmo que hajam descontinuidades matematicas. O
presente estudo procurou desenvolver métodos numéricos que apresentem
eficiéncia e precisdo, em especial, quando se consideram descontinuidades
numeéricas decorrentes do campo de deslocamentos.

Entre os métodos numéricos consagrados, o Método dos Elementos Finitos
(MEF) € um dos mais utilizados e conhecidos. A formulagdo convencional de
elementos finitos apresenta limitacbes e, para alcancar boa precisdo, necessita de
aumento do numero de graus de liberdade. Para tanto, duas alternativas sao
bastante conhecidas: aumento do numero de elementos (refino h) e aumento do
grau dos polinbmios interpoladores (refino p). No caso do refino p, ao se elevar a
ordem da funcéo de forma, é necessario gerar as novas funcdes, sem possibilidade
de aproveitamento daquelas da ordem anterior. Isso representa uma dificuldade de
implementacédo, pois ndo ha caracteristicas hierarquicas no método.

Do ponto de vista computacional, € vantajosa a solucdo que permite aumentar
0 namero de graus de liberdade do problema sem a necessidade de se refazer todas
as matrizes geradas em etapas anteriores. Os métodos com caracteristicas
hierarquicas apresentam essa propriedade. Ao se elevar o nivel das funcbes de
interpolacdo, aumenta-se o nimero de graus de liberdade do problema, mas ndo ha
necessidade de se reconstruirem as matrizes dos niveis anteriores. As novas
funcdes aumentam o tamanho das matrizes, mas aproveitam integralmente os
termos gerados nas etapas anteriores.

No contexto das formulacdes enriquecidas de elementos finitos, o presente
trabalho implementou e explorou o Método dos Elementos Finitos Hierdrquicos
(MEFH) e o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) em problemas da
elastodinamica.

Um aspecto relevante para a estabilidade dos métodos numéricos em

problemas da dindmica é o condicionamento das matrizes de massa e de rigidez



gue depende de um parédmetro conhecido como numero de condicionamento. O
ndamero de condicionamento € dado pela razdo entre o maior e 0 menor autovalor de
uma matriz, e fornece o grau de dificuldade para a inversdo da matriz. Quanto mais
proximo da unidade, maior a estabilidade do método. No caso de analises
elastodinamicas, os pares de autovalores e autovetores sao conhecidos como
frequéncias naturais e modos de vibrar, respectivamente. Um dos aspectos
abordados no presente estudo € a influéncia do grau de enriquecimento nas
condicBes de estabilidade numérica.

Outro aspecto importante nos métodos aproximados € a integracdo numérica
para a determinagdo de matrizes. Caso essas forem mal geradas, existe o risco de
surgirem resultados incoerentes nas analises. Especialmente para os elementos
enriquecidos, em que a quantidade de pontos de integracdo desempenha um papel
fundamental na precisdo do resultado, porém nao foi encontrada na literatura que
define claramente a quantidade minima de pontos de integracdo numérica,
diferentemente de elementos convencionais.

Este trabalho adota algoritmos de solucdo temporal, que consistem em
processos incrementais do tempo. Esses algoritmos sdo o método de Newmark, o
método Hilbert - Hughes — Taylor (HHT), e o método alfa generalizado. Nesses
algoritmos, as respostas do estagio atual, tais como curvas de deslocamentos,
velocidades e aceleracdes, sdo determinadas a partir das respostas do estagio
anterior. Os algoritmos que empregam este tipo de estratégia de solucdo
apresentam dependéncias no intervalo de tempo adotado para garantir a
estabilidade na solugdo numérica. Quando menor o intervalo do tempo adotado na
solucéo, maior esforco computacional, especialmente para solucdo de problemas da
dindmica elastoplastica. Um dos métodos que apresenta essa dependéncia € o
método de Newmark com aceleracdo linear. A fim de reduzir o esforgo
computacional e proporcionar respostas incondicionalmente estaveis, os algoritmos
de solucdo temporal foram modificados, tais como o método Newmark de
aceleracdo média, o método HHT e o método alfa generalizado. As influéncias que
esses algoritmos exercem sobre as formulagdes enriquecidas e convencionais do
MEF é um dos tdpicos de analise no presente trabalho.

O presente trabalho visa contribuir para desenvolvimento da formulagéo
enriquecida de elementos finitos, tanto no MEFH quanto no MEFG, aplicados em

problemas de propagacdo de ondas em regime elastoplastico. Estuda-se a relacdo



entre as fungbes de enriquecimento com o0s problemas que apresentam
descontinuidades matematicas, assim como a quantidade necesséria de pontos de
integracdo numérica para o0s elementos enriquecidos. Estuda-se também o
desempenho das formulac¢des enriquecidas frente ao uso de algoritmos para solugao
temporal em problemas elastodindmicos. A abordagem aqui tratada néo foi, até o

momento, encontrada em nenhum trabalho da literatura.

1.1 Justificativas

Nos trabalhos de Arndt (2009) e Torii (2012), os autores apresentaram
formulacdes enriquecidas que contribuiram na analise dindmica. No trabalho de
Arndt (2009), o autor prop06s funcdes generalizadas de enriguecimento que utilizam
funcdes trigonométricas. Para verificar versatilidade e robustez da nova formulacao,
0 autor desenvolveu vérias analises de determinacdo de pares de autovalores e
autovetores, assim como metodologias adaptativas de refino h ou refino p. As
funcBes generalizadas de enriquecimento contribuiram significativamente na
reducdo da taxa do erro relativo na determinacdo de pares de autovalores e
autovetores, especialmente para modos mais elevados. Essa caracteristica €
essencial na analise numérica da propagacao de ondas. Posteriormente, Torii (2012)
desenvolveu formulagcdes enriquecidas para elemento quadrilateral e aplicou essas
formulacbes para a propagacdo de ondas, e para a determinacdo de pares de
autovalores e autovetores. Pela observacdo dos resultados apresentados pelos
autores, € possivel concluir que as funcdes generalizadas construidas na base de
funcdes trigonométricas contribuem de forma eficiente em andlises de vibracdes
livres.

Na analise numérica da propagacéo de ondas elastoplasticas, é frequente se
deparar com descontinuidades matematicas nas curvas de deslocamentos,
velocidades e aceleragdes. Para melhorar a solucdo com descontinuidades
matematicas, as formulacées enriquecidas sdo empregadas para realizar as
analises numéricas, pois, as fun¢bes trigopnométricas nas funcdes generalizadas
apresentam caracteristicas de continuidade mesmo nas derivadas de ordem elevada.

Pela observacédo dos resultados apresentados por Arndt (2009) e Torii (2012),

as formulagdes enriquecidas se mostraram como uma solugao eficiente para as



dificuldades numéricas presentes na andlise dindmica elastoplastica na propagacao
de ondas. Por isso, este trabalho visa propor solugbes para essas dificuldades,

utilizando-se formulacdes enriquecidas de elementos finitos.

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivo Geral

O objetivo principal deste trabalho é contribuir para a analise de problemas
dindmicos da propagacdo de ondas elastoplasticas, usando os métodos
enriquecidos de elementos finitos, em particular o MEFG e o MEFH.

O presente trabalho visa analisar diversos aspectos, entre eles a influéncia da
formulagdo enriquecida na determinacdo dos pares de autovalores e autovetores,
em problemas de barras, vigas e estado plano de tenséo, assim como a relacéo
entre a formulacdo enriquecida e a quantidade minima dos pontos de integracao
numérica para elementos quadrilaterais. Outro aspecto € o comportamento da
formulacdo enriquecida na obtencdo da propagacdo de ondas de deslocamentos e
de tensdes diante de diferentes algoritmos da solucdo temporal, assim como seu
comportamento em lidar com descontinuidade matematica. Além disso, o
desempenho da formulacdo enriquecida na analise dinamica elastoplastica. Esses
ultimos topicos também tém pouca referéncia na literatura.

Para realizar analises numéricas neste trabalho, cédigos computacionais

foram desenvolvidos em linguagem Fortran.

1.2.2 Objetivos especificos

e Aplicar e comparar o MEF convencional, com o MEFG e o MEFH para
analise de propagacdo de ondas com elementos de barra, viga e estado
plano de tensdo, em problemas lineares e ndo lineares.

e Aplicar os algoritmos de Newmark, HHT e Alfa-generalizado para solugéo
temporal da equacdo do movimento e analisar suas influéncias no
desempenho do MEF convencional, MEFG e MEFH em problemas da

elastodinamica.



e Desenvolver no contexto da dinamica elastoplastica, as formulactes
enriquecidas, baseadas nas funcbes de enriquecimento propostas por
Arndt (2009), Torii (2012) e Oliveira (1993) para elementos de barras,
vigas, e elementos planos quadrilaterais de quatro nés e de oito nos.

e Verificar a estabilidade dos métodos enriquecidos via determinacdo dos
pares de autovalores e autovetores.

e Investigar a quantidade minima de pontos de integracdo numérica para
formulacdes enriguecidas, empregando-se das técnicas sugeridas no MEF

convencional.

1.3 Estrutura do trabalho

O capitulo 1 deste trabalho consiste em uma introducdo a assuntos a serem
abordados ao longo do texto. Para tanto, faz-se uma breve revisdo de artigos e
trabalhos relacionados. No capitulo 2 expdem-se as equacdes governantes de
propagacdo de ondas elastica e elastoplastica. No capitulo 3 apresentam-se o0s
algoritmos para a solugdo temporal do problema elastodinamico, incluindo o método
de Newmark, HHT (Hilbert Hughes Taylor) e alfa generalizado. No capitulo 4
descrevem-se 0s elementos enriquecidos utilizados, viga e quadrilatero, bem como
os fundamentos tedricos associados. No capitulo 5 faz-se um estudo da formulacao
enriquecida proposta neste trabalho bem como uma avaliagdo do condicionamento
da matriz de rigidez, através do calculo de autovalor e autovetor. Varios aspectos da
formulacdo enriquecida sdo descritos, especialmente a estratégia da integracéo
numérica. No capitulo 6 apresenta-se a aplicacdo da formulagdo enriquecida para
analise elastodindmica e plastica, numa viga, em que se vale das hipoteses de
formulacdo Euler - Bernoulli. Além disso, € apresentado também o resultado obtido
pelo enriguecimento de elemento quadrilateral no estado plano de tensdo. No
capitulo 7 encontram-se as conclusdes deste trabalho e as sugestdes para futuras

pesquisas.



1.4 Revisao bibliografica

Na secdo da revisdo bibliografica, sdo referenciadas diversas pesquisas de
topicos diferentes. Na secdo 1.4.1, sdo apresentadas as pesquisas relacionadas ao
algoritmo para solugéo temporal. Nesta parte, consideram-se os estudos sobre a
estabilidade numérica do algoritmo para analise dinamica elastoplastica. No item
1.4.2, apresentam-se algumas pesquisas sobre os métodos enriquecidos e, na
secdo 1.4.3, sobre plasticidade. Por ultimo, no item 1.4.4, descrevem-se as
pesquisas sobre integracdo numérica para obtencdo de matrizes a serem utilizadas

na solucao.

1.4.1 Algoritmo para solugéo temporal

Nesta secdo procura-se apresentar na ordem cronoldgica as publicacdes
sobre algoritmos de solucao temporal.

Em 1972, um dos trabalhos pioneiros na area de elastodindmica foi
apresentado por Goudreau e Taylor. Nesse trabalho foram analisados varios
aspectos da equacéo diferencial governante do comportamento dinamico; diferentes
métodos de solucdo, entre eles os métodos do tipo Newmark e Houbolt. Um dos
méritos desse estudo foi a analise de erro inerente aos métodos numeéricos
envolvidos, relativos a discretizacdo no tempo e a discretizacdo no espaco. A
condicdo de estabilidade foi intensamente investigada e testada nos exemplos
contidos no trabalho. Os métodos utilizados pelos autores, permitiram capturar a
passagem de onda no sélido utilizando-se de elemento de viga. O perfil de onda foi
avaliado utilizando-se diferentes métodos de solucéo.

Em 1977, Hilbert et. al. desenvolveram um método, mais tarde conhecido
como HHT, baseado no método implicito de Newmark que visa introduzir um
parametro ajustavel para controlar a dissipagdo numérica. O método foi
desenvolvido com o propésito de fornecer estabilidade incondicional para a solucao
da equacéo de equilibrio dinamico e linear. Segundo o autor, 0 método de Newmark
apresenta oscilacdo numérica para baixos modos de vibracdo. Nesse caso, seria
conveniente desenvolver outro método com o objetivo de reduzir a oscilagdo, porém

sem afetar modos mais baixos de vibracdo. Por outro lado, 0 método HHT introduz



amortecimento numérico artificial na solugdo numérica. Do ponto de vista da
formulagdo do elementos finitos, tal amortecimento artificial faz com que o erro
numérico inerente da formulacdo de elementos finitos seja escondido. O método
HHT é simples de programar quando jA se tem o algoritmo de Newmark
implementado, pelo fato de que apenas um parametro é introduzido para calcular
gama e beta de Newmark. Segundo os autores, esse parametro varia entre 0 e -1/3.

Posteriormente, em 1981, Mikkola et. al. analisaram a precisdo de diversos
métodos de solugcdo em analise dindmica com o comportamento do material
elastoplastico, e viscoplastico. Entre os métodos analisados estdo o de Newmark de
regra trapezoidal, o de Houblt, o de Wilson - 8 e o método explicito do tipo diferenca
central. Os métodos implicitos se mostraram mais eficientes com menor custo
computacional pelo fato de que conseguem garantir estabilidade numérica mesmo
diante de passo de tempo significativamente grande.

Anos mais tarde, em 1988, Hoff e Pahl desenvolveram novo algoritmo
generalizado que pertence a familia de métodos implicitos, de passo Unico na
marcha do tempo. O objetivo do trabalho foi elaborar um algoritmo
incondicionalmente estadvel e que proporciona precisdo de segunda ordem na
analise dinamica ndo linear e dissipacdo numérica controlavel. Para atingir esses
objetivos, novos parametros foram introduzidos. Além dos parametros inerentes ao
método de Newmark, outros quatro parametros foram introduzidos, sendo que um
deles é independente e varia de 0.95 a 1.0. O dltimo parametro foi de fato o que
determinou a convergéncia do algoritmo. Para comprovar a aplicabilidade do método,
fez-se analise do raio espectral e comparacao entre este novo algoritmo e outros ja
conhecidos. O novo algoritmo se mostrou eficaz na analise dinamica linear;
entretanto, o trabalho ndo contempla exemplos de anélise dinAmica nao linear, o que
deixa duvida sobre sua aplicabilidade e sua precisdo quando o material sofre
encruamento. Além disso, foram muitos os parametros introduzidos no algoritmo, e
cada um pode influenciar na sua convergéncia, de modo que o resultado de uma
determinada analise acaba sendo influenciado por diversos fatores de dificil ajuste.
Isso ndo comprometeu o método de Newmark, cujos para@metros sdo somente dois,
0 que permite maior e mais facil controle.

Em 1992, Simo e Tarnow desenvolveram um método para solucionar

problemas do tipo da elastodinamica néao linear. O novo método procurava preservar



a quantidade de momento linear e angular durante a solucdo da equacédo do
equilibrio.

No ano seguinte, Chung e Hulbert desenvolveram outro método, o alfa
generalizado, baseado no método implicito de Newmark. O novo método visa
controlar a dissipagdo nas frequéncias de vibracdo mais elevadas e minimizar a
dissipacao indesejada nas frequéncias mais baixas. A diferenca entre esse método e
0 HHT esta no nimero de parametros ajustaveis que foram introduzidos para
determinar os parametros gama e beta de Newmark. O método alfa generalizado
possui dois parametros ajustaveis, cujos valores sao fornecidos pelo proprio usuario
do método. A vantagem desse método estd na sua abrangéncia. Dependendo dos
valores dos parametros, o método alfa generalizado pode se tornar Newmark, ou
HHT, ou WBZ.

Em 1997, Fung publicou um estudo sobre modificacdo do método Newmark.
O autor desenvolveu diversas formas de marcha do tempo envolvendo termos de
derivada temporal de ordem superior a dois. Em algumas delas, o método chega a
guarta ou a quinta ordem, tendo niamero complexo na sua formulagéo. Isso foi uma
tentativa de encontrar um método ndo dissipativo e ao mesmo tempo
incondicionalmente estavel. Entretanto, as modificacbes apresentadas por Fung,
apesar de proporcionarem resultado satisfatério em alguns casos de aplicacao,
requerem, em seu processamento, mais tempo do que muitos outros meétodos ja
conhecidos, como por exemplo, o HHT.

No ano seguinte, Barthold et. al. desenvolveram estudo comparativo de
indicador de erro, baseado no refino da malha e passo de tempo. O foco era analisar
erro numerico apresentado diante da plastificacdo quando a estrutura € submetida a
carga ciclica. Diferentes modelos de material, a saber, Hencky e Prandtl-Reuss, com
endurecimento ndo linear e sem endurecimento n&o linear, foram utilizados e
comparados os erros. Diversas malhas foram testadas num exemplo de placa com
furo. Entretanto, o foco da analise era voltado para o método da solucéo, e ndo para
a nova formulacdo do elemento. Por isso, o elemento quadrilateral utilizado foi o
convencional sem enriquecimento.

Em 1999, Kuhl e Crisfield desenvolveram um método para analises nao
lineares, envolvendo combinacdo de um método implicito com método de
conservacao de energia. Naguele mesmo ano, Han desenvolveu uma metodologia

para avaliar o erro em um problema de plasticidade ciclica. Em 2001, Xue e Meek



estudaram a resposta dindmica e a estabilidade numérica de porticos com
formulacdo geometricamente ndo linear. O método empregado na solucdo foi o
implicito de Newmark de aceleracdo média, junto com o algoritmo de Newton-
Raphson para processo iterativo. A combinacdo dos dois algoritmos forneceu
estabilidade incondicional e dissipacdo numérica. Os resultados apresentados foram
satisfatorios.

Em 2003, Armero e Romero, apdés observarem as limitacdes contidas nos
métodos explicitos, desenvolveram um algoritmo baseado em conservacdo de
momento e dissipacdo de energia para andlise dindmica néo linear de barra do tipo
de Cosserat. A maior critica dos autores volta-se aos métodos explicitos, do tipo
Newmark e HHT. Segundo eles, ha instabilidade numérica quando a estrutura entra
no regime nao linear, mesmo que 0s mesmos meétodos apresentem estabilidade
incondicional no regime linear do material. Durante o encruamento, 0os meétodos
explicitos acusam aumento subito de energia dada a transi¢cdo do material do regime
linear para nao linear. Por esse motivo, os autores desenvolveram novo esquema de
solucdo, levando-se em consideracdo algumas caracteristicas importantes, como
garantir a precisdo de segunda ordem, a dissipagdo numérica de energia controlavel,
através de parametros introduzidos no esquema, e a competitividade, em termo de
custo computacional, em comparagdo aos métodos explicitos.

No ano seguinte, Zhou et. al. desenvolveram novo algoritmo para analisar a
estrutura submetida a carga dinAmica com comportamento de material hipoelastico e
hipoelasto-plastico. O novo algoritmo foi capaz de incorporar deformacéao finita com
precisdo de segunda ordem. O algoritmo que serviu de referéncia para comparagao
foi o0 método de Newmark em combinacdo com processo iterativo de Newton-
Raphson. O novo algoritmo batizado de EL consiste em uma integral da razéo
constitutiva do material. Ao mesmo tempo, apresenta as seguintes caracteristicas:
incondicionalmente estavel, precisdo de segunda ordem, dissipacdo na alta
frequéncia, sendo isento de iteracao nao linear.

Em 2006, Corbani apresentou estudo sobre andlise dinamica elastoplastica
em estrutura metdlica submetida a excitacdo aleatdria de sismo. O modelo foi
baseado na teoria de viga de Euler-Bernoulli e se utilizou o método de Newmark
para solucdo. Os efeitos causados por rotulas plasticas foram considerados na
plastificacdo. O mérito desse trabalho foi incorporar a simulacdo de Monte Carlo

para representar uma forca exercida pelo abalo sismico.
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No ano seguinte, Menin et. al. analisaram o0s métodos implicitos que
provocam dissipacdo numérica, tais como Newmark, HHT, WBZ e alfa generalizado.
Esses métodos foram comparados em termos de comportamento e desempenho
numérico na analise de uma estrutura néo linear. Durante a analise, diversos valores
de raio espectral foram utilizados e os autores obtiveram resultados especificos de
cada método. Segundo os autores, 0s quatro métodos citados anteriormente nao
garantem a estabilidade numérica e ndo tém capacidade de dissipar altas
frequéncias quando o raio espectral for igual a um. O método de Newmark
apresentou, por exemplo, dissipacdo numeérica excessiva nas baixas frequéncias
guando o raio espectral varia entre 0.6 a 0.8, enquanto os outros trés métodos
permitiram dissipacdo numerica até um determinado tempo com raio espectral 0.8. A
partir de entdo ocorreu um crescimento da velocidade acompanhado por um
aumento da energia. Porém, quando o raio espectral foi igual a 0.6, o0 método alfa
generalizado foi 0 que apresentou a menor dissipacdo numérica.

No mesmo ano, Silva desenvolveu um esquema de integracdo implicito-
composto, baseado na formulacdo de aceleracdo linear de Newmark para analise
dindmica nado linear. Nesse esquema, o0 processo de Newton-Raphson foi
incorporado. Além disso, foi utilizado o método backward Euler de trés pontos, o que
fez acrescentar dois processos iterativos ao esquema. A vantagem é sua facil
implementacdo computacional, que permite tratamento de efeito de grande
translacdo e de rotacdo de corpo rigido. Entretanto, ndo é incondicionalmente
estavel, e o custo computacional é muito maior que a regra trapezoidal.

Ainda no mesmo ano, Kirsch e Bogomolni desenvolveram novo algoritmo para
solucéo de problema de dindmica ndo linear, que inclui tanto nao linearidade fisica
guanto geométrica. Esse algoritmo foi desenvolvido inicialmente para analise linear
de estrutura. Posteriormente, 0s autores perceberam seu potencial em termos de
eficiéncia e flexibilidade, assim como facilidade na implementacdo. Estenderam o
método, desse modo, para outras areas de analise nao linear. O algoritmo consiste
basicamente na combinacédo de diversos métodos ja conhecidos.

Em 2009, Monteiro desenvolveu um novo operador de captura para inserir no
Método dos Elementos Finitos descontinuos no tempo a fim de capturar a passagem
de onda em um solido. O método descontinuo no tempo se mostrou eficiente para
determinar passagem de onda, mesmo quando a funcdo de deslocamento ou de

velocidade assume perfil da funcdo de degrau. No ponto singular, os resultados
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apresentaram oscilagdo numérica para o Método dos Elementos Finitos
convencional, mesmo diante de método implicito mais eficiente. Entretanto, para
método dos elementos finitos descontinuo, essa oscilacdo numérica nao foi
observada tanto no elemento de viga quanto no elemento quadrilateral 2D.
No mesmo ano, Shishvan et. al. desenvolveram outro método da familia de marcha
do tempo, passo a passo, que € direcionado para solucdo de problema parabdlico e
hiperbodlico. Diferentemente de outros métodos, o algoritmo desenvolvido adota
funcdo de Kernel para fazer interpolacdo do tempo inicial até tempo final. Essa
aplicacdo tornou o método estavel com intervalos de tempo relativamente altos, em
problemas que envolvem equacdo parabdlica, como por exemplo, conducdo e
escoamento de fluidos. Outra contribuicdo importante é a sua capacidade em reduzir
efeito de amortecimento artificial (numérico), inerente em diversos métodos de
solugéo.

No ano seguinte, Chang desenvolveu uma nova familia de métodos implicitos
para a solucdo dindmica de sistemas estruturais lineares. O novo método, inspirado
na familia do método de Newmark, objetiva introduzir parametros de ajuste nas
equacbes de equilibrio e ao mesmo tempo atingir precisdo de segunda ordem e
estabilidade de forma incondicional na solugcéo que envolve nao linearidade. A partir
dessas condicdes, € possivel utilizar um passo de tempo maior para poupar esforco
computacional e evitar processo iterativo de solucéo do tipo Newton-Raphson. Essa
nova familia de métodos possui os parametros de solucdo em funcdo de condicdes
iniciais, além de envolver os pardmetros gama e beta, tradicionalmente conhecidos
do método Newmark. Outras variaveis introduzidas para determinar esses
parametros sdo a razdo de amortecimento, a frequéncia natural da estrutura e um
fator 6mega que esta em funcédo da frequéncia natural.

Como se percebe nesta breve revisdo, o assunto da estabilidade numérica
em problemas da dindmica ndo linear ainda é bastante atual, o que sinaliza

cuidadosa escolha dos métodos de solucéo no presente estudo.

1.4.2 Métodos de Enriquecimento

Esta secdo apresenta uma breve revisdo de pesquisas sobre meétodos

enriquecidos. A apresentacdo procura seguir uma ordem cronoldgica, com o intuito
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de mostrar a evolu¢do do assunto, assim como mostrar dificuldades que ja foram
superadas ou ainda a serem superadas.

Em 1983, Zienkiewicz et. al. apresentaram um meétodo alternativo de solucéo
de elementos finitos, que, mais tarde, ficou conhecido como elementos finitos
hierarquicos. A ideia se baseia no fato de que ndo ha necessidade de alterar as
funcbBes de interpolacdo nodal ja existentes, deduzidas a partir do polinémio de
Lagrange, basta acrescentar como funcdes de enriquecimento os polinbmios
hierarquicos.

Anos mais tarde, 1989, Deuflhard et. al. apresentaram um dos trabalhos
pioneiros sobre malhas adaptativas de elementos finitos hierarquicos. A metodologia
buscou a solucdo de equacdes diferenciais parciais bidimensionais em problemas
elipticos. Dada a limitacdo computacional da época, o trabalho preocupou-se em
mostrar como a malha hierarquica adaptativa é eficiente no calculo computacional e
como o tempo de solucao foi reduzido. Os autores elaboraram estimador de erro na
malha e apresentaram conceitos basicos que serviram de referéncia para trabalhos
futuros.

No ano seguinte, Leung e Au sugeriram outras fun¢des de forma para o caso
de elementos de viga e de placa. Os autores utilizaram uma fungéo B3 spline como
funcdo de interpolacdo para deslocamentos no lugar de funcbes convencionais
conhecidas. Os resultados foram satisfatorios, tanto no tempo de processamento
guanto na reducao do numero de grau de liberdade.

Em 1992, Ganesan e Engels apresentaram estudo sobre o MEFH para
analise dindmica de viga de Euler - Bernoulli, utilizando fun¢des trigonométricas. Os
resultados mostraram-se satisfatorios.

No ano seguinte, Oliveira propbds fun¢des hierarquicas para refino p
adaptativo aplicado a elementos hierarquicos. O estudo concentrou-se na solugao
do problema de autovalores e autovetores. Os exemplos 1D, 2D e 3D foram
analisados e estudados. Uma das contribuic6es do trabalho foi na elaboracdo de um
estimador de erro eficiente.

Em 1995, Belytschko et. al. propuseram novo método para andlise de
propagacdo de trinca. O novo método foi denominado pelos autores como Método
Sem Malha de Galerkin, um dos pioneiros no estudo dos métodos sem malha e na
aplicacdo em propagacao de trinca. A questéo de propagacéo de trinca vinha sendo

analisada pelo Método dos Elementos de Contorno ou por meio de malhas
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adaptativas de elementos finitos. No mesmo ano, Cho e Youn apresentaram um
estudo sobre malhas adaptativas hierarquicas para problemas elastodinamicos. A
proposta foi centrada na adaptatividade de tipo p, e ndo a do tipo h. Os autores
afirmaram que malhas adaptativas tipo p em conjunto com métodos de integracao
direta elevam o custo computacional do processamento.

No ano seguinte, Han e Pety apresentaram dois artigos sobre vibracdes livres
em uma placa retangular utilizando MEFH, com fun¢cBes de enriquecimento Bardell
(1991). Os resultados do calculo das frequéncias naturais mostraram que o MEFH é
eficiente quando utiliza polin6mios de ordens mais elevadas. Isso permite reduzir o
namero de graus de liberdade necessario, sem comprometer a precisdo nos
resultados. Mesmo no caso de propagacdo de ondas, provocadas por vibracdes
forcadas ou harmobnicas, o MEFH comportou se de forma eficiente, com boa
preciséo nos resultados.

Ainda no mesmo ano, Melenk e Babuska apresentaram uma nova formulacéo,
conhecida como “Partition of Unity Finite Element Method” (PUFEM). Este é um dos
trabalhos pioneiros a introduzir conceitos de Método Sem Malha na formulacdo de
elementos finitos. Essa formulag&o permite incorporar as fungdes conhecidas a priori
como funcgdes locais na formulagéo enriquecida, e apresenta versatilidade em gerar
dominio de elementos finitos com o grau de refino desejado, sem a complicacéo de
gerar novamente a malha.

Em 1998, Taylor et. al.,, baseados na técnica de particdo de unidade,
deduziram funcbes de enriquecimento hierdrquico, que foram aplicadas para
elementos unidimensionais e bidimensionais, no caso, elementos quadrilaterais e
triangulares. No mesmo ano, Leung e Chan apresentaram estudo sobre
enriquecimento de elementos finitos utilizando séries de Fourier. Os autores do
trabalho alegaram que a utilizacdo de funcédo de enriquecimento do tipo polinomial
acarreta numa matriz mal condicionada quando a andlise € para vigas ou placas.
Diferentemente, a utilizacdo de séries de Fourier pode evitar este tipo de problema
guando a matriz de rigidez é calculada analiticamente, e ndo numericamente.

No ano seguinte, Cramer et. al. desenvolveram uma estratégia de malha
adaptativa para andlise de problemas elastoplasticos. A estratégia € baseada em
enriquecimento dos elementos com funcdes hierarquicas, e a0 mesmo tempo,

refinos de malha nas regides de interesse. A regido onde se faz o refino é sinalizada
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por indicador de erro, determinado, por sua vez, por algoritmo baseado na
comparacao de energia de tenséo e deformacao.

No mesmo ano, Ribeiro e Petyt desenvolveram formulacdo de MEFH,
utilizando funcdes de Legendre para o enriguecimento de uma placa, submetida a
vibragdo geometricamente nao linear. Mais uma vez, o MEFH mostrou-se eficiente
com resultados relativamente precisos em relacdo aos resultados de referéncia.
Ainda no mesmo ano, 0s autores publicaram outro trabalho sobre a formulacéo
desenvolvida para o caso de placa de material composto submetida a vibracao
harmonica.

Em 2000, Strouboulis, Babuska e Copps desenvolveram estudos sobre
combinacdo do Método de Particdo de Unidade e Método convencional dos
Elementos Finitos. Essa combinacdo foi denominada pelos autores como Método
dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). A diferenca entre o MEFG e outros
métodos baseados no Método de Particdo de Unidade é que ele tem suas funcdes
de enriquecimento anuladas nos pontos nodais. Outro aspecto € que a precisao da
integracdo numérica para matriz de rigidez € controlada de acordo com tipo de
funcdo introduzida. Por ultimo, a dependéncia linear do sistema de equacdes pode
ser resolvida empregando-se métodos numéricos ja conhecidos.

Em 2001, Duarte et. al. aplicaram a técnica de particdo de unidade para
analises tridimensionais do problema dindmico de propagacdo de trincas. Nesse
trabalho, os autores utilizaram diversas funcdes de enriquecimento, nos elementos
por onde passa a trinca. Essas funcbes podem ser polinomiais ou outras ja
conhecidas, como, por exemplo, a equacédo para célculo de fator de intensidade de
tensdes. O estudo em questdo constata que a técnica de particdo de unidade é
eficiente na aproximacéo de campo singular em volta da trinca.

Em 2002, Barros estudou a aplicacdo do Método Sem Malha e do MEFG para
analise nédo linear fisica em estruturas. Foram diversas as funcdes de
enriquecimento adotadas, principalmente as conhecidas a priori na solucéo tedrica.
Apresentou também, o desenvolvimento de formulacdo enriqguecida com Mecéanica
do Dano. Além disso, foi desenvolvido o estimador de erro para essa aplicacdo. Uma
das sugestdes do trabalho foi aprimorar esse estimador de erro e estendé-lo para a
dindmica elastoplastica.

No mesmo ano, Babuska et. al. publicaram um trabalho analisando os

principios para selecdo das funcbes de forma para o MEFG. E um dos primeiros
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estudos publicados que discute e mostra teoremas relacionados a selecdo de
funcbes de forma. Os autores desenvolveram teoremas a partir de principios
matematicos do espaco de Sobolev e mostraram exemplos para 0 caso
unidimensional.

Em 2003, Torres desenvolveu elementos tridimensionais hexaédricos e
tetraédricos para andlise de sélidos com comportamento nao linear fisico,
incorporando, ao mesmo tempo, modelos de dano, como o de Mazars ou de
Lemaitre. Algumas vantagens do MEFG foram observadas, entre elas a facilidade de
obter resultados mais precisos na regiao - apenas com enriquecimento de fungao -,
de alta gradiente de tensdes e deformacdes; sem necessidade de refino na malha.

Em 2004, Oliveira realizou um estudo comparativo voltado para a
determinacdo das frequéncias naturais de vigas biapoiada com modelos de
Timoshenko e Vlasov. Em suas analises, empregou o Método dos Elementos Finitos
Hierarquicos e os resultados obtidos foram comparados ao Método dos Elementos
Finitos convencional. Na anadlise utilizou-se do elemento quadrilateral. No caso de
MEF convencional, considerou-se elemento da familia Serendipity. As primeiras seis
frequéncias foram determinadas, e o0 MEFH se mostrou mais proximo ao resultado
tedrico em comparacdo ao MEF convencional.

No mesmo ano, Solin et. al publicaram um livro tratando do MEFH que utiliza
diversas categorias de funcbes hierarquicas, como func¢des de enriquecimento na
solucao. Entre elas, as funcdes de Legendre, as de Lobatto, as de Kernel e outras.

Ainda em 2004, Goébis apresentou um trabalho direcionado para a
determinacdo de tensbes e deslocamentos, empregando-se elementos
guadrilaterais, utilizando o MEFG. A formulacdo para obter tensées no dominio do
elemento € conhecida como formulacdo hibrida mista de tensdo (FHMT). Essa
formulagdo possibilita o célculo de tensdes de forma precisa. Um dos exemplos
apresentados no seu trabalho trata de determinacao de tensées numa trinca, em um
exemplo classico na mecéanica de fratura. Para essa analise, diversas categorias de
funcbes de enriqguecimento foram utilizadas e analisadas. Entre elas, as funcdes
polinomiais e as fun¢des trigonométricas.

No mesmo ano, Pereira realizou um estudo sobre método de extracdo de
fatores de intensidade de tensdes, utilizando MEFG. No seu trabalho, varios
métodos da mecanica de fratura, como a integral de contorno, a funcao cutoff e a

integral “J”, foram abordados no contexto de MEFG. As fun¢bes de enriquecimento
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tratadas foram de ordem polinomial. Observou-se que, com a utilizacdo de MEFG, a
taxa de convergéncia e robustez do algoritmo depende das funcdes de
enriguecimento, enquanto a malha pode ser reduzida a fim de diminuir o esforco
computacional.

Leung et. al. propuseram, em 2004, nova formulagcdo de enriquecimento,
fazendo uso de séries de Fourier, empregando elementos quadrilaterais e aplicando
em problemas de vibracfes livres. Essa formulacdo se mostrou mais eficiente para
célculo de frequéncia natural em comparacdo ao MEFH com funcdo de Legendre.
Os autores também comentaram que o enriquecimento com a série de Fourier
facilita a obtencdo de solugéo analitica, revelando-se mais eficaz que a solucéo via
integral numeérica.

Em 2004, Romkes e Oden, apresentaram metodologia para analise de sélido
elastico submetido a propagacdo de ondas de tensdo. O solido estudado em
guestdo é de material heterogéneo, e empregou-se formulacdo hierarquica. Os
resultados apresentados mostraram-se satisfatorios.

Em 2005, Nirschl estudando o MEFG, adotou funcdes polinomiais e funcdes
trigonométricas como funcgdes de enriquecimento, para analise de tubos cilindricos e
cascas esféricas. Entretanto, ndo se fez andlise de estabilidade da matriz de rigidez,
nem estudo de convergéncia ou erro.

No mesmo ano, Law e Lu apresentaram uma formulacéo para identificacao de
trincas em vigas de Euler - Bernoulli em analises dindmicas. A proposta era
representar trincas pela funcdo Delta de Dirac. O processo € equivalente a
enriquecer a formulagédo convencional de viga na regido de trinca com essa funcao
matematica. Os resultados mostraram-se satisfatorios.

Também em 2004, De Bel et. al. estudaram a vibracao forcada numa placa,
tipico problema de natureza elastodinamica, analisada pelo método de particdo de
unidade. O objetivo era observar a propagacdo de onda acustica de média
frequéncia na placa. Os resultados apresentados revelaram que o método era
promissor na analise de ondas acusticas.

Independentemente das formulagbes do MEFG e MEFH, Hughes et al.,
publicaram, nesse mesmo ano, nova formulacdo, também fundamentada no MEF
convencional, em que se valeram das funcdes isogeométricas, ou funcdes B-Splines,
também conhecidas como NURBS. Trata-se de um dos trabalhos pioneiros nessa

nova formulacdo, que foi aplicada em problemas de mecénica linear. Além disso, 0s
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autores também desenvolveram nova estratégia de refino de malha, chamada de
refino k, além do refino h e do refino p. A formulacdo isogeométrica foi aplicada em
diversos exemplos, com resultados satisfatérios e, diga-se, mais eficientes em
comparacao a outros métodos.

Em 2006, Mangini desenvolveu elemento de casca de revolucgéo utilizando o
MEFG. As func¢des de enriquecimento consideradas foram as polinomiais.

No mesmo ano, Strouboulis et. al. desenvolveram metodologia para estimar
erro a posteriori do MEFG. Essa metodologia exerce um papel fundamental por
permitir determinar erro numeérico da malha, comparando-o com o valor de referéncia,
e, a partir disso, gerar outra malha mais adequada. O algoritmo proposto mostrou-se
eficiente como uma estratégia de malhas adaptativas. Varios exemplos foram
apresentados envolvendo plastificagdo ou nao linearidade geométrica, ou para
determinar frequéncias naturais. E a metodologia proposta mostrou-se eficiente.

No mesmo ano, Cottrell et. al. desenvolveram o MEF com base na formulacéo
isogeométrica para analise estrutural. O trabalho dos autores constitui-se na primeira
investigacdo da analise isogeométrica para problemas de vibracdo estrutural. Os
autores observaram que as NURBS sao eficientes para determinar frequéncias
naturais, inclusive sendo capazes de eliminar frequéncias espurias.

Em 2008, Duarte e Kim apresentaram trabalho relacionado a aplicacdo de
MEFG para analise de trincas, com atencdo especial voltada para funcdes de
enriquecimento locais e globais. Funcdes de enriquecimento locais foram utilizadas
para a regido préxima da trinca, ou até mesmo na fronteira da trinca, enquanto
funcbBes de enriquecimento globais foram aplicadas para o restante do solido. Os
autores observaram que essa combinacdo provocou uma melhoria bastante
significativa em termos de resultado, além de economizar tempo de processamento.
Outra observacéo feita foi que fungcdes de enriquecimento globais praticamente nao
interferem no efeito gerado pelas funcdes de enriquecimento locais.

Ainda no mesmo ano, Strouboulis et. al. publicaram um trabalho sobre MEFG
aplicado para solucdo de equacdo de Helmholtz. A equacdo Helmhotz é utilizada
para problemas fisicos que envolvem variaveis dependentes no espacgo e no tempo,
como o0s problemas acusticos, eletromagnéticos, entre outros. Os autores
apresentaram funcdes de enriquecimento que envolvem funcdes exponenciais e

funcdes trigopnométricas para a propagacdo de ondas bidimensionais. A escolha
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dessas funcdes, além de respeitar critérios previamente estabelecidos pelo MEFG,
considerou as solugdes ja consagradas e estudadas na literatura.

Em 2009, Arndt desenvolveu o MEFG em analises dindmicas de estrutura
reticuladas, especificamente para a determinacdo de frequéncias naturais de
estruturas. Em seu trabalho, os métodos de refino h, p e adaptativo foram analisados
e comparados. O autor inicia suas pesquisas com a analise de diferentes fungcbes de
enriquecimento para barra, que posteriormente estendeu-se para a viga de Euler-
Bernoulli. Foram feitas analises de formulacdes enriquecidas para problemas de
dindmica de vibragdes livres, assim como uma detalhada andlise de convergéncia
empregando-se refino p e refino h. Além disso, o autor desenvolveu métodos
adaptativos para aprimorar determinacdo de pares de autovalor e autovetor,
utilizando refino p e refino h.

No mesmo ano, Belytschko et. al. apresentaram estudo sobre o MEFG e
MEFe (Método dos Elementos Finitos estendido) num trabalho de revisdo e
verificaram a aplicacdo desses métodos na engenharia. Segundo esses autores,
MEFG e MEFe ja sao utilizados para analise de propagacdo de trinca, inclusive
alguns softwares comerciais ja incorporam esses métodos no seu pacote. Porém em
outras areas, como contornos de grdos e deslocamentos de discordancia, ainda
requerem estudos mais aprofundados.

Em 2010, Yu et. al. estudaram outra possibilidade de elementos finitos
hierarquicos de funcdes de Legendre numa viga. A funcdo de enriquecimento é
adicionada a formulagdo convencional de elemento de viga. No seu trabalho, varios
casos de andlises estéticas foram considerados, e os resultados se mostraram
satisfatorios. A analise dinamica, por sua vez, € uma questéo ainda aberta.

Em 2010, Arndt et. al. apresentaram estratégias de refino adaptativo com
elementos finitos com funcbes de enriquecimento generalizados, para barras, em
problemas de vibragdes livres.

Posteriormente, em 2011, Babuska e Banerjee observaram que ha uma
deficiéncia inerente ao MEFG, que € a matriz de rigidez mal condicionada devido a
introducéo de fungbes de enriquecimento. Para superar esse problema, os autores
apresentaram um pequeno ajuste no MEFG de modo a tornar o método ainda mais
robusto, tanto quanto o MEF convencional. Essa modificacdo introduzida recebeu o

nome de MEFG estavel (Stable Generalized Finite Element). A nova modificacao,
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cujo resultado se mostrou satisfatorio, preserva as caracteristicas de MEFG, porém
introduz modificacao e critério de selecao para funcéo de enriquecimento.

No mesmo ano, Yang et. al. desenvolveram outra estratégia de malha
adaptativa hierarquica com base na formulacéo de elementos finitos e elementos de
contorno. Segundo os autores, essa formulagdo mista, eficiente para determinar
tensdes e velocidades em analises elastodindmicas, utiliza fun¢cdes semianaliticas.

Ainda no mesmo ano, Arndt et. al. apresentaram aplicacdes do MEFG para
poérticos, em que a taxa de convergéncia para frequéncias naturais de referéncia foi
examinada, em comparagdo com certa situacao de referéncia. No estudo, o MEFG
se mostrou eficiente para determinar frequéncias naturais de ordens mais elevadas
em comparacao aos outros métodos.

No mesmo ano, Loureiro desenvolveu, em sua tese de doutorado, outra
formulacédo, utilizando a fungdo de Green para solucionar equacgfes parabdlicas e
hiperbdlicas. A nova formulagdo, denominada de LExGa, trata de forma
independente a discretizacdo no tempo e no espaco da equacdo de onda e da
conducdo térmica. Ao mesmo tempo, faz um enriguecimento do dominio do
elemento. Esse enriquecimento define um subdominio para solu¢éo do problema.

Em 2012, Torii desenvolveu estudo aplicado a analise dinamica transiente de
barras, vigas de Euler — Bernoulli, bem como na propagacdo de ondas
bidimensionais no estado plano de tensdes. Para tanto, valeu-se do MEFG e MEFH
e do MEF com funcédo de interpolacdo lagrangeana quadratica. Esses métodos
foram comparados para a determinacdo de pares de autorvalores e autovetores, e o
MEFG se mostrou mais preciso que os outros dois.

Também no mesmo ano, Gupta et. al. propuseram uma melhoria no
enriquecimento global-local utilizando MEFG para solucdo de problemas de
propagacéo de trincas. Depois de se obter a solucdo global, os resultados servem
como condi¢cdes de contorno para funcdo de enriquecimento local, em torno da
trinca. Apoés obter a solucao localmente, os resultados voltam a enriquecer a solucéo
global.

Ainda no mesmo ano, Torii e Machado apresentaram estudos da aplicagao do
MEFG para deslocamentos axiais de barra e de viga. Este trabalho empregou
método de Newmark e método de superposicdo modal como algoritmos para

solucdo. E um dos trabalhos pioneiros a aplicar o MEFG para anélise dinamica
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transiente. Os resultados obtidos se mostraram satisfatorios em compara¢do com 0s
gue foram obtidos pelo MEFH, da ordem mais elevada.

Em 2013, Murotani et. al. elaboraram uma estratégia de malha adaptativa
aplicada para analise de propagacéao de trincas. Para tanto usaram elementos finitos
hierarquicos. Como outras estratégias, os autores apresentaram estimador de erro
como primeiro passo e, em seguida, o método de Zienkiewicz — Zhu (Wu et. al,;
1990, ap ud Murotani et. al. 2013), que consiste em estimar o valor do erro utilizando
as deformacoes e, a partir de entéo, refinar a malha onde houver necessidade.

A partir das revisdes bibliograficas apresentadas, € possivel perceber que
ainda existem muitos tépicos a serem pesquisados e aprofundados para métodos

enriquecidos de elementos finitos.

1.4.3 Plasticidade

Esta secdo apresenta uma breve revisdo sobre de plasticidade. A
apresentacdo procura seguir uma ordem cronoldgica, com o intuito de mostrar a
evolugéo do assunto.

Em 1978, Costa desenvolveu algoritmo de solucdo para analise dinamica
elastoplastica de estruturas. Nesse trabalho, varios critérios de plastificacdo foram
comparados, tais como os de Von Mises e Mohr-Coulomb, para modelar o
comportamento dos materiais durante o encruamento e a plastificagcdo, ao mesmo
tempo em que esse material estava submetido ao carregamento dinamico. O autor
fez analises de varios casos comparando diferentes algoritmos de solucdo. Em
alguns casos, foi incorporado processo iterativo ao método explicito da diferenca
central. Os resultados desses dois esquemas foram semelhantes para um passo de
carga relativamente grande. O método explicito, ou de diferenca central, é
considerado incondicionalmente estavel, e sua implementacdo para solu¢cdo nao
linear do sistema € aplicada de forma relativamente simples. Outro mérito do
trabalho foi o desenvolvimento do elemento de interface e a analise de propagacéo
de ondas em meios fluidos.

Em 1993, Lai et. al. apresentaram estudos com abordagem matematica da
Mecénica do Meio Continuo. Os autores apresentaram 0s conceitos fundamentais

para analise matematica de meio continuo, solidos e fluidos.
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Em 1995, Kwan e Huang apresentaram estudos sobre conceitos fisicos e
matematicos de plasticidade de materiais diversos.

No mesmo ano, Abbasnia e Kassimali apresentaram estudo de estrutura com
grandes deformacdes e empregaram o conceito da rotula plastica. Fendmenos como
grandes rotacdes e translacfes foram incorporados. O comportamento do material €
considerado um elastoplastico perfeito. No trabalho em questdo, porém, ndo se
apresentaram claramente os detalhes sobre a formulacdo de grandes deformacdes.
Também ndo se comentou sobre a condicdo de estabilidade da estrutura sujeita a
flambagem, assim como o calculo de fronteira de estabilidade. Os autores
apresentaram outra metodologia para proceder a andlise de material elastoplastico
perfeito. A formulacéo utilizada no trabalho foi desenvolvida a partir da funcao de
escoamento via esforcos internos que, por sua vez, sdo calculados através de
deslocamentos nodais e funcéo de estabilidade.

Anos mais tarde, em 1997, Bonet e Wood publicaram estudos voltados para
tratamento matematicos para analise nao linear, empregando Método dos
Elementos Finitos.

Em 2000, Rodrigues desenvolveu metodologia computacional para analise
nado linear geométrica e fisica de plataformas de exploracdo de petréleo. No seu
trabalho, foi adotada uma formulacdo co-rotacional com elementos de portico
tridimensionais - que levam em consideracdo uma rotacdo finita, além dos outros
fenbmenos, como grandes deslocamentos e pequenas deformacfes. Diferentes
técnicas de solucao foram utilizadas, tais como: controle de deslocamento, controle
de deslocamentos generalizados e comprimento de arco constante. Uma énfase
particular foi dada ao problema de néo linearidade fisica; os efeitos de imperfeicdes
geométricas e de tensdes residuais foram tratados de maneira simples.

Em 2001, Kim et al. desenvolveram outra metodologia, baseada em MEF
convencional, para andlise de ndo linearidade fisica e geométrica de poérticos
metalicos tridimensionais. A formulacdo de nao linearidade fisica incluiu o efeito de
rétulas plasticas. O algoritmo de solucdo adotado € o método dos deslocamentos
incrementais modificado.

No mesmo ano, Magdi apresentou uma deducao da superficie de escoamento
pelo critério de Von Mises, para combinacdo de carregamento em duto. A partir
desse critério, as formulas foram utilizadas para tratar casos de interacdo entre

torcao-cortante e flexdo-axial. Nos dois casos, equacgfes analiticas foram deduzidas
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e verificadas em comparacdo com os dados experimentais. No mesmo trabalho, o
autor estendeu a deducao para o comportamento elastoplastico, em que considerou
rétulas plasticas nos nés.

Em 2005, Zienkiewicz e Taylor apresentaram trabalhos sobre tratamento
matematico via elementos finitos nos problemas que envolvem néo linearidade fisica
e geomeétrica.

Anos mais tarde, em 2007, Andreaus et. al. desenvolveram analise de uma
viga com fissura e submetida a excitacdo harménica. O estado incluiu analise ndo
linear dindmica, ndo linearidade geométrica e modelo de contato. O elemento
guadrilateral foi utilizado para simular a situacdo. A nédo linearidade do problema foi
solucionada usando-se o método Newmark, de aceleracdo média, juntamente com o
processo iterativo de Newton-Raphson. Diferentes situacdes de carregamentos
foram consideradas, incluindo cargas impulsivas e cargas harmonicas. Os resultados
se mostraram satisfatorios: a combinagdo de Newmark, de aceleracdo média, com
Newton-Raphson obteve resultados efetivos. Por meio desse estudo, apesar de nao
ter sido o foco dos autores, foi observado que a combinacdo de Newmark e Newton-
Raphson, embora tenha apresentado deficiéncias em termos de estabilidade
numérica, fornece resultados coerentes.

Em 2007, Almeida e Lavali apresentaram estudo de plasticidade distribuida
em elemento de portico. Os autores formularam matriz de rigidez para a plasticidade
distribuida de comprimento diferente de zero ao longo do elemento. Empregou-se
formulag&o co-rotacional, com plasticidade distribuida.

No mesmo ano, Forti et al. desenvolveram uma formulacdo de viga 3D para
analise nao linear fisica. Foi adotada a teoria de viga de Euler-Bernoulli e foram
desprezados os efeitos de cisalhamento devido a forca cortante e a torcdo. Nesse
estudo, um perfil tubular foi utilizado e os autores consideraram elementos
infinitesimais na sec¢do transversal para integracdo numérica. O comportamento do
material foi elastoplastico perfeito. O elemento empregado foi de dois nés e foi
introduzido na equacédo de energia virtual. Essa equacao foi resolvida pelo método
de Galerkin. Para solucionar as equacfes nao lineares, os autores utilizaram o
método Newton-Raphson modificado.

Como é possivel perceber, a pesquisa sobre plasticidade ainda € bastante
atual, especialmente quando se trata de algoritmo de solucdo. Até o0 momento, nao

ha muitas publicacdes envolvendo plasticidade e métodos enriquecidos de
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elementos finitos, o que indica a necessidade de estudos aprofundados neste

aspecto.

1.4.4 Integracdo numeérica.

Nesta secdo, sdo apresentadas algumas referéncias sobre o estudo da
integracdo numérica de elementos finitos convencionais assim como alguns
fendbmenos associados, tais como modos espurios e travamento numeérico.

Em 1978, Hughes et. al. publicaram um estudo sobre o desempenho de
integracdo numeérica reduzida e seletiva na analise de placas. Os autores mostraram
a eficiéncia em aplicar integracdo reduzida e/ou seletiva para alguns casos.
Entretanto, os modos espurios ndo sédo controlados. Os autores comentaram sobre a
possibilidade de se criar uma metodologia de controle desses modos espurios e
sobre a integracdo reduzida uniforme, que seria ainda mais preferivel para evitar
travamento artificial no elemento.

Em 1983, Park e Flaggs apresentaram uma analise de modos espurios e do
problema de travamento em elemento de barra e de viga de Timoshenko. O estudo
€ baseado na analise dinamica dos elementos e conhecimento de uma solucéo
analitica, na forma trigonométrica. A partir da solu¢é@o analitica conhecida a priori, foi
desenvolvida uma metodologia de filtro dos modos espurios e do travamento, para
ser acoplada na solucdo do Método dos Elementos Finitos.

Em 1984, Belytschko et. al. apresentaram um estudo sobre metodologia de
controle de modos espurios que surgem na integracdo numérica de elementos
lagrangeanos de 9 nés. Esse método foi estendido para fazer controle na equacédo
de Laplace e equacdes de placa de Mindlin.

Em 1985, Belytschko et al. também apresentaram um trabalho sobre a
implementacdo de elemento lagrangeano de casca de nove nds, com controle de
modos espurios. Os resultados obtidos considerando 2x2 e 3x3 pontos de
integracdo foram comparados e observou-se que a integracdo numeérica de 3x3
pontos, apresenta maior porcentagem de erro relativo em relacdo a integracao
numérica de 2x2 pontos, integracdo uniformemente reduzida. Além disso, os autores
desenvolveram um método de controle de modos espurios com o esquema de

integracdo uniformemente reduzida. Esse método € denominado método gama, e
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consiste em adicionar na matriz de rigidez convencional outra matriz de
estabilizacdo. No ano seguinte, os autores estenderam a formulac&o para elementos
guadrilaterais de nove nos. O método gama também foi utilizado e se mostrou
eficiente.

Em 1988, Briassoulis apresentou analise do problema de modos espurios
com elementos lagrangeanos de casca de nove nés. Neste trabalho, o problema de
integracdo numérica foi discutido e analisado. O estudo apresentou metodologia
simplificada para eliminar modos espurios. Trata-se de enrijecer artificialmente a
matriz de rigidez. Na integracdo reduzida, para algumas condi¢cbes de contorno,
pode aparecer singularidade na matriz de rigidez, tornando assim a matriz mal
condicionada, com modos espurios. Na analise dinamica, tais modos podem
provocar instabilidade na solucao.

Em 1989, White e Abel apresentaram um estudo da analise de eficiéncia de
um elemento de casca, de nove nos, aplicado a problemas nao lineares, envolvendo
controle de modos espurios. Neste trabalho, os autores introduziram artificialmente
um vetor de operador na determinacéo de pares de autovalor e autovetor. Adotaram
também a integragdo numeérica com 2x2 pontos de quadratura de Gauss. A escolha
por esses pontos de integracdo se deu para evitar travamento e a0 mesmo tempo,
modos espurios. O fenbmeno de travamento surge quando a energia contribuida
pela técnica de integracdo numeérica for muito grande nos modos de deformacéao
mais elevada. Entretanto, os modos espurios de energia zero do elemento ficam
dificeis de controlar quando a energia € pequena. Na analise ndo linear fisica, a
metodologia de controle de modos espurios se mostrou eficiente.

Em 1992, Zhiliang e Qigen publicaram uma nota técnica discutindo sobre
ocorréncia de modos espurios ndo comunicaveis nos elementos quadrilaterais de 9
nés e serendipity. Nessa nota, os autores apresentaram a diferenca de modos com
diferentes pontos de integracdo numeérica, total e reduzida. Nos casos apresentados,
0 elemento serendipity apresenta modos coerentes com integracao total, enquanto a
integracdo reduzida pode excitar modos espurios nas frequéncias de baixa energia.

Em 1992, Abdalla apresentou um estudo para eliminar os termos causadores
de travamento artificial nos elementos de placa, empregando notacdo strain gradient.
Essa técnica permite identificar e remover a priori 0s termos que geram travamento,
e foi aplicada pelo autor na analise de placa de compdsito laminado. Os resultados

obtidos mostraram que a técnica € eficiente.
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Em 1993, Kim e Min apresentaram um estudo sobre integracdo inteira e
reduzida para elementos quadrilaterais de quatro, oito e nove nés. O foco do estudo
€ analisar a influéncia do método de integracdo numeérica nos elementos quando sao
aplicados para o caso de estado plano de tensdes e deformacfes. Ao mesmo tempo,
analisar a relagdo entre os modos espurios e travamento com os metodos de
integracdo numérica, entre elas, a integracdo inteira, seletiva reduzida e
uniformemente reduzida.

Em 2004, Pereira desenvolveu modelo de elementos finitos de placa
incorporando formulagdo de compdsito laminado. A teoria do modelo desenvolvido
esta baseada em deformacao de cisalhamento de primeira ordem da hipétese de
lamina equivalente. Neste trabalho, o autor empregou técnica de strain gradient para
identificar e eliminar os termos geradores de travamento artificial. Os resultados
obtidos mostraram que a técnica € eficiente.

Em 2012, Madeo et. al. publicaram desenvolvimento de elemento
guadrilateral do tipo membrana, livre de modos espurios. Diferente do elemento
convencional conhecido, o elemento proposto conta com trés graus de liberdade por
nd, dois deslocamentos e um grau de liberdade correspondente a rotacdo. De
acordo com os autores, o elemento proposto apresenta menos sensibilidade em
relacdo a malha distorcida e desempenha um comportamento eficiente na obtencéo
do resultado preciso no patch test.

Conforme a breve revisao feita, percebe-se que existe uma relacao entre a
técnica da integracdo numérica dos elementos e efeitos indesejaveis, tais como
modos espurios e travamento artificial. Além disso, vérias técnicas foram
desenvolvidas a fim de eliminar e controlar esses efeitos indesejaveis. Entretanto,
ndo ha literatura até o momento que defina claramente o critério para definicdo da
guantidade minima necessaria na integracdo numérica para as formulagbes

enriquecidas, tal como para formulagdes convencionais.
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2. ELASTOPLASTICIDADE COM PROPAGACAO DE ONDAS

Este capitulo apresenta uma breve revisdo de alguns conceitos fundamentais,
tais como a Mecanica do Continuo (LAI, 1993), o fenbmeno elastodindmico e a
propagacdo de ondas elastoplasticas [(VOLTERRA, 1965); (ERINGEN, 1974);
(MONTEIRO, 2009)], e plasticidade [(LUBLINER, 2008); (KHAN & HUANG, 1995);
(BONET & WOOD, 1997); (ZIENKIEWICZ & TAYLOR, 2005)].

A propagacédo de onda de tensdo é provocada pela propagacdo de onda de
deslocamento. Quando um sélido é submetido a onda de tensdo elastica, a
configuracdo de arranjo atbmico é deformada durante a passagem. Logo apoés,
retorna-se a configuracdo original. O tratamento mateméatico € visto neste capitulo
para diferentes situacdes, tais como tensdes produzidas por tracdo ou por flexao.
Em seguida, a fisica de passagem de onda elastoplastica sera apresentada e
discutida brevemente, assim como 0s conceitos de plasticidade e tratamento
matematico.

O modelo matemético para o problema elastodinamico pode ser visto pela
Mecéanica do Continuo, e 0os conceitos basicos sdo apresentados por Monteiro (2009)
e Lai (1993).

Considere inicialmente um problema de Estado Plano de Tensé&o, no regime

elastico linear. Dado um sélido de material homogéneo e isotropico, representado

pelo dominio do problema Q c R? e limitado por seu contorno I'=0Q =T, UT,,

onde I', e I, representam, respectivamente, as partes do contorno essencial e

u
natural, com vetor normal unitario i, como mostra a Figura 2.1, e sujeito a um
carregamento no dominio Q, sendo a variavel temporal designada por t.

A equacédo diferencial que descreve a propagacdo de ondas elasticas no
sélido é a equacao de equilibrio, apresentada na forma tensorial:

G—pl’j— f=0 (2.1)

onde o representa o tensor de tensdes, p €& a densidade do meio, admitida

constante; U e f representam, respectivamente, as componentes da derivada
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segunda no tempo do campo de deslocamentos do vetor u e as componentes das
forcas de volume do vetor f.

F2

X

Figura 2.1 Modelo mateméatico do sélido elastico linear.

As relacbes deformacao-deslocamento para a hipétese de pequenas

deformacdes sédo dadas, respectivamente, em sua forma indicial:

g =%(u” +u,) i=12, =12,

(2.2)
ou, na forma matricial:
0 0
OX,
o || U
e=Bu=| 0 —
<] 23
R
| OX,  OXy |

As equacdes constitutivas para materiais linearmente elasticos, homogéneos
e isotrépicos, podem ser representadas pelas seguintes expressoes:
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Oy = A0y + 218y (2.4)

ou

o =Deg (2.5)

sendo

D=| A A+2u 0 (2.6)

A matriz D representa a matriz constitutiva do material, ; € o delta de Kronecker,
¢; sdo as componentes do tensor de deformagdes; e € € a representacdo vetorial

das deformagbes. Nas expressoes (2.4) e (2.6), A e u representam as constantes

de Lamé, definidas em funcdo do médulo de Young E, e do coeficiente de Poisson

v, COMO:

Ev

) o0
E
M) 29

O fenbmeno fisico descrito pela equacao (2.1) € conhecido como problema
elastodindmico de um meio continuo. Esse tipo de fenémeno frequentemente
apresenta solucao temporal descontinua, que, em geral, é provocada pela aplicacao
instantanea de uma forca externa durante um intervalo de tempo curto. Os métodos
numéricos tradicionais procuram discretizar espaco do dominio de forma
independente do tempo. Muitas vezes, o algoritmo utilizado para marcha do tempo
apresenta oscilacdo numeérica excessiva, ou excesso de dissipacdo, ndo presente na
solucéo real do problema. Portanto se torna impreciso na determinagéo de ondas de
tensdes. Por um lado, problemas elastodinamicos precisam de métodos robustos de
discretizacdo do espaco para obter resultados precisos, por outro lado, também

precisam de algoritmos estaveis para solugdo temporal. A solucdo espacial e a

29



solugdo temporal sdo variaveis que interferem na precisdo de resultados do
problema. Como o presente trabalho emprega formulagbes enriquecidas para
discretizacdo espacial, por este motivo, existem diversas questbes ainda abertas,
como por exemplo, uma investigacdo detalhada sobre a influéncia exercida pelo
método de discretizacdo do espaco sobre algoritmo de marcha do tempo, e vice
versa.

Em outras palavras, a questdo que se coloca € a seguinte: na busca pela
melhor solugdo para problema elastodinAmico, qual seria a metodologia mais
conveniente, uma formulacdo que acopla discretizacdo no espagco e tempo
simultaneamente, ou uma forma independente? Este trabalho assumiu como ponto
de partida um tratamento separado de discretizacdo no espago e no tempo, com o

objetivo de estudar a influéncia de uma sobre a outra.

2.1 Propagacao de onda unidirecional na barra

Para melhor compreender o fen6meno de propagacéo de onda, considere-se
um caso simples de propagacdo de onda unidirecional numa barra. A equacéo de
propagacao de onda em barras é aqui apresentada [(VOLTERRA, 1965); (ERINGEN,
1974)], assim como € determinada a relacdo entre tensbes e velocidades,
associadas a propagacao das ondas resultantes de um carregamento subito.

A figura 2.2 mostra a propagacdo de uma onda de deformacado elastica
representada como um elemento infinitesimal numa barra linear. Nesta analise nao
sdo considerados os deslocamentos verticais e radiais, assim como seus efeitos

associados, a saber: deformagdao, tenséo, inercial, amortecimento, entre outros.
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Figura 2.2 Esquemaético de propagacdo de onda numa barra.

A coordenada x coincide com eixo longitudinal da barra, e na secéo
transversal, a area da barra é A. O deslocamento longitudinal dessa secao é
descrito pela variavel u(x,t). Admite-se que a barra estd sujeita a um campo de
tens&o dinamico o(x,t), e um elemento infinitesimal tem diferencial de tens&o. Pela

equacdao de equilibrio, tem-se:

oo o%u
—oA+| o+ 2% ax |a= onlY dx 2.9
G (G ox J PR o (2.9)

Para o caso particular em que a area A ndo varia ao longo da barra, e o
comportamento do material seja elastico, a lei de Hooke, para um estado uniaxial de

tensao, fornece:

o =Ee¢
e
ou
&, =—
OX

Introduzem-se essas expressdes na equacao (2.9), para se obter:

o (_au o%u
—| E—|=p— 2.10
6x( 8xj p ( )
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Supondo um material homogéneo, e que E e p n&o variam com x, resulta:

— 2.11

ot pox? (2.11)
ou

o%u o%u

com ¢, :\/E. O parametro c, € a velocidade de propagacdo de onda na dire¢édo
ol

longitudinal. Nesse caso, u representa deslocamento longitudinal de uma secao

transversal da barra situada no ponto x no tempo t, e velocidade de propagacao de
ondas c=c, =+/E/p . A fim de obter a solu¢éo da equacéo geral (2.12), foi utilizado
o0 método D'Alembert de integracdo (VOLTERRA, 1965), em que se introduzem duas

novas variaveis independentes:

E=x-ct (2.13a)
n=X+ct (2.13b)

Sendo assim, a equacao (2.12) pode ser escrita da seguinte forma:

2
ou _ (2.14)
ogon
A integracdo da equacéo (2.14) em relagcéo a n fornece:
ou .
=) (2.15)

P

em que f'(é) € uma funcéo arbitraria de &. A integracdo da equacao (2.15) em

relacdo a & fornece:

32



u={f'(&)de+Fn) (2.16)
ou,

u=f(£)+Fn) (2.17)

A equacédo (2.17) pode ser representada pela figura 2.3. Suponha que no
tempo t=0, a funcdo f(x—ct) representa o perfil da onda, e o pico do perfil ocorre
guando o valor de x € igual a zero. No instante t, o pico da fungéo f(x—ct) ocorre
novamente com o valor do argumento x—ct igual a zero, ou quando x =ct. Isso
indica que a onda se propaga no sentido x positivo com velocidade constante c.
Logo, a funcédo f(x—ct) representa uma onda que se propaga sem distor¢bes na
direcao positiva de x com velocidade c¢. De maneira similar, a funcao F(x+ct) pode

ser analisada.

t=0 ct t=x/c

Figura 2.3. Propagacéo de onda dada pela expressao f(x - ct).

Para interpretar a propagacao de tensbes, convém considerar que a onda

desloca-se no sentido negativo de x, e o seu perfil € dada pela:
u=F(x+c,t) (2.18)
A deformacéo longitudinal na barra é:

ou
Po— =

- °F (x+cot) (2.19)

Neste caso, F indica a derivada do F em relagdo a x. Assim, a tensio

longitudinal correspondente é:
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o =EF (x+c,t) (2.20)
e a velocidade da secdo transversal cujo deslocamento na direcéo longitudinal é:

v:g—ltj:coF'(x+cot) (2.21)

A partir das equacgdes (2.20) e (2.21), demonstra-se que a tensao longitudinal

€ proporcional a velocidade do elemento infinitesimal, o que da:
o=ty (<—j (2.22)

Da mesma forma, para a propagacdo de ondas na direcdo positiva de x,
dada por:
u=f(x—cst) (2.23)

A relacéo entre a tensao longitudinal e a velocidade da secao transversal é:

o= —EV (E)j (2.24)

Co

As expressoes anteriores descrevem a propagacao de onda unidirecional de tenséo

e deformacédo em funcéo da velocidade, que variam no tempo numa barra.
2.2. Onda de deslocamentos e tensdes gerada por flexao

A onda de deslocamentos numa viga na direcao vertical € expressa pela
equacao diferencial (VOLTERRA, 1965),

—clz = (2.25)
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em que w= w(x,t) € a funcéo que representa deslocamento vertical de um ponto no

eixo da viga localizado na coordenada x e no tempo t, e,

E |
N =£ e 2=k (2.26)

De modo geral, a expressdo w=acos[2z(wt¥nx)] satisfaz a equagéo
diferencial e estabelece que w/n=2rc,zn. Portanto, a velocidade ¢ = w/n=wA de

uma onda harmoénica de flexdo, de frequéncia w, e comprimento da onda A, é dada

por:

27w Cy 2
Cc=
A

(2.27)

2.3. Ondas plasticas na dire¢do longitudinal

Esta secdo apresenta conceitos basicos sobre propagacéo de ondas plasticas
na direcdo longitudinal. As expressfes matematicas [(VOLTERRA, 1965);
(LUBLINER, 2008)] para abordagem desse assunto sao aqui apresentadas.

Considere-se agora uma barra de material uniforme, isotrépico, engastada —
livre, e por simplicidade a relacdo de tensdo — deformacado € bilinear, em que a
tangente das duas retas é o modulo de Young do material. Aplica-se uma tensao de

compressdo ou de tracdo de magnitude o, na extremidade livre da barra. Quando
submetida a uma carga de impacto, a onda de tensdo de magnitude o, viaja ao
longo da barra com velocidade constante c, =,/E,/p . Caso tiver outra onda de
tenséo, seja de compressédo ou de tragédo, de magnitude o, sobrepondo-se a tenséo
o, nha extremidade da barra, entdo uma parte do material que ja estava submetida a
tensdo o,, podera entrar em regime plastico e mudar sua propriedade mecéanica

para médulo tangente E,, desse modo, a nova onda de tensdo de magnitude o,

viaja ao longo da barra com velocidade c, = /E,/p .
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O fendbmeno explicado pode ser entendido como sobreposicdo de tensoes,
gue pode ser aplicada para interpretar quando uma situacdo em que uma tenséo de
magnitude o, e outra de magnitude o, sao aplicadas simultaneamente na
extremidade livre da barra. O efeito provocado € o mesmo e a onda de tenséo pode
ser vista na figura 2.4. A onda resultante consiste de duas ondas diferentes, de

magnitude o, e o,, respectivamente. A distancia entre as duas frentes de onda

pode ser determinada como:

(c,—c = J—(JET—JET) (2.28)

t

Yo
No caso do material que apresenta relacédo de tensdo — deformacdo como
sendo elastopléastico perfeito, o modulo tangente no segundo trecho € zero, E, =0.
Uma vez que uma tensao de tracdo ou compressao, aplicada na extremidade livre
da barra, tem o valor de tensédo acima do escoamento, entdo, a onda se propaga ao

longo da barra com valor de tensdo de escoamento. Enquanto que o restante da

energia exercida pela carga é absorvida pelo material no ponto de aplicacao.

O A
E2
R ]
o, c - E
2
. P
4 —
E
61 C1: -1
P
A 4 > X
P

Figura 2.4. Passagem de onda de tensédo ao longo do eixo longitudinal.

Pode-se pressupor que a relacdo de tensdo — deformacdo do material

apresente um decréscimo gradual de modulo tangente conforme a tensdo aumenta,
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0 qual caracteriza um material de relacao tensédo — deformag&o multilinear. Pode-se

pressupor que a tensao de tragdo ou compressdo de magnitude o, gere uma
deformacéo ¢, na extremidade livre da barra, a relacéo de tensédo — deformacéo é
mostrada a figura 2.5. Logo, quando se dividir a deformagéo total &, em fragbes

infinitesimais de, entdo é possivel determinar a velocidade de propagacao de cada
fracdo como sendo:

c, = \/@ = \/lda(gi) ,parai=1,2,.....n (2.29)
p p de

do

de

Figura 2.5. Relacéo de tensdo deformacao.

em que do/de representa o moédulo tangente da curva tensdo — deformagéo,
correspondente a deformacéo ¢, i representa a parcela infinitesimal da divisdo e p

€ a densidade da barra. A distancia percorrida por cada uma dessas ondas
infinitesimais no tempo t é:

i (2.30)
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Logo, a frente da onda de tensdo muda constantemente, como mostra na figura 2.6.

c(e)= /%di‘g) (2.31)

expressa a velocidade de propagacdo de onda plastica. Para caso particular em que

E a equacéao

material é elastico, onde:

do(e)
de

= E = constante

. /E . .
a equacao (2.31) reduz a c = _|—, conforme visto anteriormente.
Yo

Frente da onda
Frente da onda
Frente da onda

v

X
[—— Tempol —»
< Tempo 2 >
< Tempo 3 >

Figura 2.6 Propagacéao de frente de onda de tenséo plastica ao longo do eixo

longitudinal em relacéo ao tempo.

2.4 Plasticidade

Em muitos problemas de engenharia, a Teoria de Elasticidade nem sempre

descreve o comportamento real dos materiais. Especialmente em circunstancias em
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gue o material admite relagdo nao linear entre tenséo e deformagédo, ou ainda,
guando ocorre plastificacdo. Neste caso, a tenséo sofrida pelo material ultrapassa a
tensdo de escoamento, e quando o carregamento € removido da peca, a mesma
ndo retornara a sua configuracdo original. Esse fendmeno exige tratamento
matematico mais complexo que o da elasticidade. No presente trabalho, o
tratamento matematico da plasticidade restringe-se aos materiais com
endurecimento isotropico, mais especificamente o modelo de Von Mises.
[(ZIENKIEWICZ, 2005); (LUBLINER, 2008); (SOUZA, 2005)].

Neste trabalho, é considerado apenas o material metélico que apresenta
comportamento nao linear fisico, de acordo com critério de escoamento de Von

Mises, e endurecimento isotropico.

»
»

Superficie de escoamento
apds carregamento

F(O'ij )= k2 >k?

Superficie de escoamento
inicial

2
F (Gij ) =K,

Figura 2.7 Superficie de escoamento apds carregamento no material que apresenta

endurecimento isotrépico.

Materiais com encruamento isotropico sdo aqueles em que, durante o

processo de escoamento plastico, a superficie de escoamento do material se
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expande sem distor¢cdo ou translacdo, como se pode observar na figura 2.7. Outros
tipos de materiais podem apresentar comportamentos diferentes, especialmente por
conta do efeito de Bauschinger. Para exemplificar esse efeito, considere-se um
corpo de prova solicitado por alguma forca de tragcdo ou compressao até o regime
plastico. O carregamento € removido e o corpo de prova € recarregado novamente
na direcdo contraria até escoamento. E como pode observar, a tensdo de
escoamento no recarregamento é menor que a tensdo de escoamento na direcao
original, como mostra a figura 2.8. Esse efeito de Bauschinger foi observado em
metais policristalinos [(LUBLINER, 2008), (KHAN & HUANG, 1995)].

Descarregamento

Figura 2.8. Curva de tensédo — deformacéo mostrando efeito de Bauschinger.

Na teoria da Mecéanica do Continuo, € de costume decompor o segundo

tensor de Piola-Kirchhoff em duas partes:
Opkaij = PO +5;; (2.32)

sendo p é a presséao hidrostética dada por:

1
p= 5(01 +0,+0,) (2.33)
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Onde o,, o, € o, sdo tensdes principais, € pd; € o tensor de tensdes hidrostaticas.

A segunda parte S; € calculada como:

S, =0y — Pd, (2.34)

1
e é designada componentes de tensor de tenséo desviatorio.
As tensOes desviatérias principais podem ser relacionadas com tensdes

principais por meio da seguinte expressao:

20, -0, -0,

S, = ;
g, =20270170s (2.35)
3
s, = 20,—-0,-0,
3
ou
S =g, —p (2.36)

Para metais ducteis, a plastificacdo dos materiais € comandada
principalmente pelas tensGes desviatérias, mas ndo pela tensdo hidrostatica. Desse
modo, para calcular a expanséo da superficie de escoamento para um material com
endurecimento isotrépico, € necessario primeiramente calcular as tensfes
desviatérias [(LUBLINER, 2008), (KHAN & HUANG, 1995)].

Considere-se uma funcdo de escoamento que depende do estado de
tensdes e de parametros do material. O escoamento do material ocorre quando a

superficie de escoamento do material alcancar o limite de regime elastico dado pela
expressao F(oij)z kz(gp) [(LUBLINER, 2008), (KHAN & HUANG, 1995)]. Neste caso,
para modelo de Von Mises, F representa a superficie do escoamento do material
definida pelo parametro k, que esta relacionado com a deformacéo plastica medida
por meio de um ensaio uniaxial. No desenvolvimento da teoria de plasticidade para

material isotropico com endurecimento, as seguintes condigfes sdo necessarias:
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1. Existéncia de uma superficie inicial de escoamento que define o limite
elastico do material para um estado multiaxial das tensoées.

2. Lei de endurecimento que descreva a evolucdo da superficie de
escoamento, durante o processo de carregamento.

3. Lei de escoamento, que relacione a funcdo de potencial plastico com a
direcdo e o valor da deformacdo plastica no espaco de tensdes, como
mostra a equacao (2.37) [(LUBLINER, 2008), (KHAN & HUANG, 1995)]:

f(dij'K): F(Uij)_kz(gp) (2.37)
O comportamento do material € elastico quando:

f(a K)<O (2.38)

ij?
E o material inicia o regime plastico quando:

f(oy,x)=0 (2.39)

Porém, a condicao f(aij,ic)>0, € inadmissivel. Portanto, a equacao (2.39)

deve ser atendida apenas durante expansdo da superficie definida pela equacao
(2.37).
Considere-se que a lei de escoamento de Von Mises € aplicavel durante a

resposta plastica, entdo a funcéo f(O'ij,K) é utilizada na lei de escoamento para

determinar-se incremento de deformacédo plastica [(LUBLINER, 2008), (KHAN &
HUANG, 1995)]:

de =da-0 (2.40)

00;;

sendo da um escalar a ser determinado. A lei de endurecimento, que também

depende do tipo do material, muda as variaveis na funcao f(O'ij,K) como efeito de
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escoamento plastico e, por conseguinte, muda as condicfes de escoamento durante

o regime plastico.

Em seguida é apresentada uma metodologia de solu¢do conhecida como

método de retorno radial. Os parametros como as tensdes desviatérias e as

deformagdes s&o consideradas sempre nas diregdes principais.

Durante a plastificacdo, que segue o modelo de Von Mises, as deformacdes

plasticas volumétricas sdo nulas. Entdo é conveniente expressar a relacéo geral de

tenséo — deformacéao no tempo t + At na forma:

S= €

thAl o _ E (t+At '+t+Atep)
1+v

onde S & o vetor de tensdes desviatorias com 0s componentes:
t+AtSij :t+At _t+Ato_ 5

ij mYij

4o € atensdo média ou tensdo hidrostatica.

t+At 5°

€ é o vetor de deformagdes desviatérias com os componentes:

t+At o' _ t+At t+At
e;= €~ eméij

Mg & a deformagdo média.

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)
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A partir das equagbes (2.41)-(2.46), somente é desconhecida a deformacao
plastica, “"e!, e tens&o desviatoria, “*'S; .
Considerando que o0s componentes de tensdao e deformacdo sao

conhecidos no tempo t, a equacao (2.41) pode ser escrita pela seguinte forma:

+ E + "
t AtSij :m(t Ateij _Aeijp) (2.47)

em que

t+Ate;; =t+Atei'j _teijp (2.48)

O passo seguinte é calcular as tensdes desviatdrias e 0 incremento de

deformacdes plasticas sujeitas as condicfes de escoamento, a lei de endurecimento
e a lei de escoamento.

Pelo critério de Von Mises, a condicdo de escoamento no tempo t+At é

[(LUBLINER, 2008), (KHAN & HUANG, 1995)]:

tHAL £ v :_HA’(S” _t+AtSij _ %(tmtaesc )2 ~0 (2.49)

N |-

t+At

onde "o, é atensdo de escoamento no tempo t+At.

Este capitulo apresentou conceitos relacionados a propagacdo de ondas,
assim como a formulacdo matematica a ser trabalhada nos capitulos seguintes.
Além disso, conceitos de plasticidade também foram revisados, com o intuito de
fundamentar o desenvolvimento do trabalho. Tais conceitos foram empregados para
desenvolver os algoritmos iterativos de solucdo numérica implementados no

presente trabalho.
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3. ALGORITMOS PARA SOLUCAO TEMPORAL: NEWMARK,
HHT E ALFA GENERALIZADO

Este capitulo apresenta uma breve revisédo conceitual de algoritmos utilizados
neste trabalho. Os conceitos que serdo apresentados encontram-se nas referéncias.
[(CHOPRA,1995); (HILBERT ET. AL., 1977); (MENIN ET. AL., 2007); (WOOD, 1981);
(SOUZA, 2005); (CHUNG & HULBERT, 1993)].

Existem diversos algoritmos para marcha do tempo em analises dinamicas
elastoplasticas, nos quais a solucdo do problema € determinada em cada passo de
tempo. Basicamente, sdo dois procedimentos a serem considerados. O primeiro é o
procedimento incremental do tempo propriamente dito. Em cada passo, a funcéao de
plastificacéo é verificada. Caso o nivel de tensdes determinado em certo passo de
tempo ultrapassar o limite de escoamento do material, entdo inicia-se outro
procedimento iterativo para adequar o material em analise as condi¢ces de equilibrio.
Neste trabalho, adota-se o0 método de Newton-Raphson para procedimento iterativo
de plastificacdo. Os detalhes sobre algoritmo para o método de Newton-Raphson
para expansao da superficie de Von Mises encontram-se na referéncia LUBLINER
(2008) e KHAN & HUANG (1995).

Entre os algoritmos para processo incremental do tempo, 0os mais conhecidos
e utilizados sdo os métodos de Newmark (CHOPRA, 1995), de Hilbert Hughes
Taylor, ou HHT (HILBERT et. al. 1977), e o método de alfa generalizado (CHUNG &
HULBERT, 1993).

3.1 Método de Newmark

O método de Newmark é amplamente empregado na solucdo de problemas
elastodinamicos devido a sua facilidade de implementacdo e precisdo fornecida. E
considerado um dos métodos que apresenta dissipacdo numérica, diferente de
outros métodos de solucdo que trabalham com conservacdo de momento ou energia.
Este algoritmo de solucéo trabalha com um passo de tempo e, durante esse passo,
trés vetores sdo atualizados — os de deslocamentos, velocidades e aceleracdes. O
método também possibilita ao usuario optar pelo esquema explicito ou implicito,
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através da escolha de parametros independentes, 5 e y. Essa facilidade inspirou

muitos trabalhos cujo objetivo foi buscar parametros que fornecessem solu¢cdo mais
estavel e precisa.

O préprio método de Newmark implicito trabalha com duas possibilidades de
parametros, aceleracdo média, que fornece a estabilidade incondicional, e
aceleracéo linear, que é condicionalmente estavel e requer um intervalor de tempo
suficientemente pequeno em cada passo para fornecer convergéncia. Entretanto, o
ultimo € o mais indicado para problemas de néo linearidade fisica e exige que seja
incorporada, ao longo da marcha do tempo, atualizacdo da matriz de rigidez e sua
propriedade mecanica. Mais especificamente, durante a plastificacdo do material, a
superficie de escoamento se expande e o proprio método Newmark nao prevé isso
no seu algoritmo. Por isso, muitos pesquisadores utilizam uma combinacdo dos
métodos, Newmark e Newton-Raphson para contornar esse problema.

No quadro a seguir, € apresentado algoritmo do método de Newmark com o
algoritmo de Newton-Raphson, que é o adotado neste trabalho. Essa sequéncia foi
desenvolvida e testada pelo proprio autor, baseada na referéncia Chopra (2005) e
Souza (2005).

Método de Newmark e algoritmo de Newton-Raphson:

1) Aceleracdo média (y =1/2, g =1/4)

2) Aceleracgéo linear (y =1/2, B =1/6)

(u,: deslocamento inicial, u,: velocidade inicial, U,: aceleragao inicial)

1.0Condicdes iniciais

°f { o}_[c]{uo}_[K]{uo}
1.1 fu,}=1P ]
1.2 Selecionar At
13 [C]newmark :M+M
pAt p
_[Mm]
Mo = o+ 1 -1

2.0 Célculo para cada passo de tempo, i
2.1 {Aﬁ}l = {Ap}l + [C]newmark {U }i + [M ]newmark {u}l

2.2 Iniciar Newton-Raphson
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2.2.1 Dados iniciais

Ui =), (=1 Jin (AR} = {ap)

2.2.2 Calculo de cada iteracao, j=1,2,3,.....

2.3 {Au},

2.4 {Al}, =

2221 [K] =[k] + % s ﬁ[('\A"t])z

2.2.2.2 Resolve |K| {au}! ={AR}! = {au}

2.22.3 {ufl, ={ull; +{auf e {Auf, ={Auf, +{Auf
2.2.2.4 Calcular gil

2.2.2.5 Calcular As=¢), —¢}}

i+1
2.2.2.6 Calcular segundo tensor de Piola — Kirchoff Ac =C* As

22270}, =0} +Ac

i+1

2.2.28 [ o} dA={f}]

i+1 int

2229 {A }int = {f }ijnt - {f }ijn::l

2.2.2.10 {AR}™ ={apj; - {af };, — M Jur; - [CJu}

2.2.2.11 Caso néo atender ao critério de convergéncia definida a priori,
entdo retorna para passo 2.2.2.1 para 2.2.2.10.

=7 _{au}, - Liu), + At(l—LJ{U}i

pAt B 2p
1 . 1 .
W{Au}i _M{u}i _ﬁ{u}i

2.5 {uf,,, ={u}, +{Auf; {uf, ={u}, +{adf,

3.0 Repetir o proximo passo de tempo. Substituir i por i+1 e seguir passo 2.1 até 2.5

para préximo passo de tempo.

3.2 Método de Hilbert Hughes Taylor (HHT)

Em busca de um método que fornecesse estabilidade numérica de forma

incondicional e que possibilitasse ao usuario controlar a dissipacdo numerica, Hilbert

et. al. (1977) desenvolveram ajustes no método de Newmark pela introducdo de
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pardmetros novos. Essa nova metodologia foi denominada HHT. Seu
desenvolvimento é apresentado em seguida.

Considere-se inicialmente a equacdo de vibracBes livres, em que um
parametro alfa € introduzido na equacéo de tal forma a nado alterar a condicdo de

equilibrio da equacéo:
M Jid},., + - a) Kl +alK ., = F(t,..) (3.1)

onde os vetores de deslocamentos e de velocidades séao calculados de acordo com
a equacao original de Newmark, assim como as condi¢des iniciais, como mostram

as equacoes (3.2) — (3.6)

o = + vl + o[ 2l + 910, ©2)

=, + At (@-p)al, + 7 {u}0) (3.3)
{uly = {u} (3.4)

{ul = {u} (3.5)

o =[MJ(F, - [KJiu, ) (3.6)

As caracteristicas dissipativas do algoritmo podem ser avaliadas de acordo
com propriedade dinadmicas da estrutura, considerando-se a forca externa igual a

zero. Logo, as equacgdes podem ser reescritas na forma matricial:
X} = [AlX], (3.7)
sendo que
(X}, =(u,,u,At, t At)
e matriz [A] é chamada de matriz de amplificacdo. A estabilidade e a precisdo de

um algoritmo dependem dos autovalores dessa matriz. Logo, a equacao

caracteristica da matriz [A] é:
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det([A]-A[1])= A —2A 2% + AAL-A, =0 (3.8)

onde,

[I] é a matriz de identidade, e 4, sdo autovalores. Os invariantes de matriz A s&o:
1
A = Etrace[A]

A, =soma dos principais menores de [A]

A, = det(A).

Os autovalores da matriz de amplificacdo sdo utilizados para a determinacao
do raio espectral de operador do algoritmo (HILBERT et. al.; 1977). Esse raio
espectral é o que realmente controla a estabilidade numérica do algoritmo e a
dissipagdo numérica: p, = max(j;tl|, |;tz|,|ﬂ,3|), em que 4, sdo autovalores da matriz de
amplificacéo.

A definicdo da matriz de amplificacéo é dada por (HILBERT et. al.; 1977):

1+ afI1? 1 %—ﬁ
A-2] < ey 1-p-leaf3r-plnt| @9
~T1? — 1+ a)? -(1+a)(%—ﬁjnz
onde,
D=1+(1+a)pII’ (3.10)
IT = wAt (3.11)
o = ,k/m (3.12)

Logo, ao substituir equacdes (3.10)-(3.12), na matriz [A] e resolver equacao (3.8),

as invariantes da matriz de amplificacdo podem ser assim representadas:

A =1-T1*[1+a )y +1/2)-ap]/2D (3.13a)
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A, =1-T1%[y -1/2+2a(y - B)|/D (3.13b)
A, =all*(8-y+1/2)/D (3.13c)

De acordo com estudo de Hilbert et. al. (1977), quando « assume valor
positivo, a dissipacdo numeérica ndo se revela eficiente, seu comportamento é
semelhante ao amortecimento viscoso linear. Por esse motivo, foi sugerido o uso de
valor negativo, para o a no intervalo entre 0 e -1/3. Segundo 0s autores, a nessa
faixa de valor apresenta estabilidade e dissipacdo numérica. Quando o €

introduzido nos parametros independentes de Newmark, assim se apresenta:

ﬁ:(l—a)2/4e y=12-a (3.14)

gue, ao ser introduzido nas invariantes da matriz de amplificacdo, se mostra como:

A =1-T1°/2D+ A, /2 (3.15a)
A, =1+2A, (3.15b)
A, = a(l+a)’T1? /4D (3.15¢)

Convém observar que, com a utilizacdo da equacdo (3.14), ndo ha
necessidade de se alterar o algoritmo de Newmark; basta utilizar o mesmo e alterar

apenas os valores de parametros, y e £.

3.3 Método alfa generalizado

Segundo o estudo de Chung e Hulbert (1993), um novo algoritmo de
integragao para a dinamica de estruturas foi desenvolvido, utilizando-se como base
o método Newmark, WBZ (WOOD et. al., 1981) e HHT. O novo método, conhecido

como alfa generalizado, é desenvolvido com base em dois parametros, o, € «, . O

desenvolvimento do método é apresentado a seguir.
As equac0es tipicas do método de Newmark (3.2) e (3.3), séo utilizadas pela

equacao (3.16) a seguir.
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[M ]{U}nﬂ—am + [C ]{U }n+17af + [K ]{u }n+1faf =F (tn+1—ozf ) (3.16)

em que,
Upig g, = (1—ocf )um1 +o, U, (3.17a)
Upoy, =L—a U, +a, U, (3.17b)
Uy, ==y Uy, +ap, Uy (3.17¢)
tye, = L0 Sty +y 1, (3.17d)

sédo interpolagbes feitas utilizando-se parametros independentes propostos.
Segundo o0s estudos realizados, o0os parametros de Newmark podem ser

representados em funcéo dos parametros independentes o, e «, . Logo:

y=%—am+af (3.18a)

ﬁ=%(1—am+af)2 (3.18b)

A estabilidade, a dissipacdo e a dispersdao numéricas de um algoritmo
dependem dos autovalores da matriz de amplificacéo [A] que séo o raio espectral

do algoritmo. No caso de estabilidade incondicional, o método alfa generalizada

estabelece que:
1 11
(XmS(Xf SE, ﬂZZ+E(05f —am) (319)

e 0s parametros independentes podem ser representados em termo de raio

espectral, p,, como sendo:

a. _2p. 71 o, =P (3.20)

p.. +1 p. +1
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Conforme os valores de p_, é possivel optar por diferentes métodos de solugéo. As

expressao para determinarem os parametros a serem utilizados no algoritmo estao

apresentadas na tabela a sequir.

Tabela 3.1. Algoritmos para solugéo temporal.

Algoritmo o, o B y
N k 0 0 ! 3P
s (o, +1) 20, +2)
WBZ-«a 1
P 0 T-a,) }a,
(Wood et. al. 1981) P, +1 2
HHT-« -1
0 Pe —(1+af)2 E+ocf
(Hilbert et. al. 1977) P, +1 2
o - generalizado 2p. -1
J P P l(1—05m+05f)2 ——a, +a,
(Chung e Hulbert, 1993) | ,.+1  p,+1 4

Para uma analise dinamica néo linear, o valor de raio espectral ocupa um
papel fundamental, uma vez que ele interfere na estabilidade numérica ao longo da
analise. Por esse motivo, Menin et. al. (2007) desenvolveram estudo em relagdo a
esse tema. Suas conclusdes séo reproduzidas parcialmente aqui:

e Quando o raio espectral for igual a 1,0, os métodos de Newmark, WBZ, HHT e
alfa generalizado ndo garantem a estabilidade numérica e ndo tém capacidade de
dissipar altas frequéncias.

e O método de Newmark apresenta dissipacdo numeérica excessiva nas baixas
frequéncias quando o raio espectral vale 0,6 ou 0,8. Outros métodos, WBZ, HHT
e alfa generalizado, apresentam, por sua vez, dissipacdo numeérica até
determinado periodo de tempo com raio espectral igual a 0,8.

e Para o raio espectral 0,6, todos os métodos apresentaram estabilidade e precisao

razoavel, dos quais o alfa generalizado se mostrou o mais estavel.

Este capitulo apresentou as op¢des de algoritmo para marcha do tempo, que
serdo utilizadas e testadas em combinagédo com diferentes formulacdes enriquecidas
e formulacdes convencionais de elementos finitos. Além disso, conforme a breve

revisdo sobre conceitos dos algoritmos, os valores de parametros serdo definidos.
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Esses valores serdo apresentados no capitulo que apresenta aplicagées. Em fungéo
do amortecimento artificial introduzido pelos algoritmos de dissipacdo numérica, HHT
e alfa generalizado, os resultados dos deslocamentos e das velocidades podem
apresentar maior estabilidade numérica, entretanto os erros numéricos inerentes do

MEF convencional e enriquecido podem ser mascarados.
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4. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS
E HIERARQUICOS

Este capitulo apresenta conceitos matematicos envolvidos no Método dos
Elementos Finitos Enriquecidos [(MELENK & BABUSKA, 1996); (ARNDT, 2009);
(TORII, 2012); (BARROS, 2002)]. Mais especificamente, a formulacdo generalizada
e a formulacdo hierarquica. Posteriormente, os conceitos serdo aplicados para
desenvolver fungbes de enriquecimento para elemento quadrilateral de quatro noés,
elemento quadrilateral serendipity, e elemento lagrangeano quadrilateral de nove

nos.

4.1 Método dos Elementos Finitos Hierarquicos (MEFH)

Esta secdo apresenta conceitos fundamentais da formulacdo hierarquica
(Solin et al, 2004), e esses conceitos ja foram apresentados anteriormente por Arndt
(2009) e Torii (2012).

A formulacdo convencional de MEF permite, a partir das funcdes polinomiais,
definir funcdes de interpolacdo para um campo de variaveis desconhecidas, de tal
modo que essas variaveis incognitas sejam definidas a partir dos valores nodais da
variavel. Esse tipo de formulacéo traz desvantagens quando se deseja aumentar a
ordem da aproximacdo do elemento, pois requer que as funcdes de interpolacao
sejam modificadas completamente. Do ponto de vista de implementacéo
computacional, esse aumento da ordem da aproximacdo implica em alterar a
estrutura de subrotinas. Para evitar esse tipo de problema, é possivel definir funcbes
de interpolacdo de ordem arbitraria que, quando introduzidas na aproximacao, nao
alteram as funcdes de interpolacdo anteriormente definidas, da formulacéo
convencional.

Por apresentarem essa importante caracteristica, essas funcbes de
interpolacdo de ordem arbitraria, que alteram a ordem do polinbmio de forma
hierarquica, sdo chamadas de fun¢des de interpolacédo hierarquicas. Essas funcdes
apresentam valor nulo nos pontos nodais e assumem valores diferentes de zero nos

outros pontos. Dessa forma, para funcbes hierarquicas de ordem superior que a
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ordem da funcdo convencional, suas incégnitas correspondentes deixardo de ter o
significado de variavel fisica nodal da fungao convencional.

A formulacéo hierarquica do método dos elementos finitos (MEFH) difere da
formulacdo convencional, devido ao emprego de funcbes de interpolacdo
hierarquicas de grau arbitrario (ZIENKIEWICZ et. al., 1983). Essas fungbes séo
introduzidas nos elementos principalmente com o objetivo de permitir refino na
solucdo obtida pelo método convencional dos elementos finitos, sem causar
modificacbes na matriz de rigidez gerada pela formulacdo convencional. Em
problemas de elasticidade, a formulacdo hierarquica consiste na introducdo de
novos modos de deformacdo, através do aumento do numero de parametros
hierarquicos, usados na interpolacéo da variavel fisica (ZIENKIEWICZ et. al., 1983).

O MEF na sua forma mais tradicional utiliza polinbmios como funcbes de
aproximagéo, como por exemplo polinOmio de Lagrange. Isso porque esses
polinbmios sao relativamente faceis de construir e respeitam a condicdo do MEF,
gue facilita a aplicacédo de condi¢cdes de contorno e o processamento de quantidades
nodais. Entretanto, os polinbmios de Lagrange de ordem inferior sdo diferentes dos
polindbmios de Lagrange de ordem superior, fato que dificulta a implementagéo,
exigindo que todos os polindmios sejam obtidos novamente.

A ideia do MEFH é fazer uso dos espacos de aproximacdo que sejam
hierarquicos. Em outras palavras, ao se aumentar a ordem da aproximacédo de n
para n+1, as funcdes consideradas no nivel n ndo se alteram.

A construcao de espacos de aproximacéao hierarquicos polinomiais foi descrita
em detalhes por Solin et al. (2004). Nesse caso, sdo empregados os polinémios de
Lobatto, ou de Kernel, ou de Legendre, em vez dos polinbmios de Lagrange como
funcbes de aproximacao locais. Assim, construir espacos de aproximagao
hierarquicos, passa a ser uma forma eficaz.

Para os problemas que envolvem flexado (vigas de Euler-Bernoulli e placas
submetidas a flexdo) existem trés abordagens distintas. A primeira abordagem
consiste em gerar espacos de aproximacdo hierarquicos que sejam polinomiais.
Essa abordagem é descrita por Bardell (1991).

Outra possibilidade, descrita por Beslin e Nicolas (1997), consiste em utilizar
funcdes trigonométricas, por ocasionarem menores erros de truncamento e serem
mais faceis de obter, que sejam semelhantes as fun¢des polinomiais, mas que

possuam melhores caracteristicas para a manipulagdo numérica.
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A terceira possibilidade (HOUMAT, 1997 e RIBEIRO, 2001) combina funcfes
polinomiais com fun¢des trigopnométricas. Os resultados obtidos por Beslin e Nicolas
(1997) e Houmat (1997) mostram que, quando séo utilizadas aproximacdes de
ordem alta, a aplicacdo de funcdes trigopnométricas € vantajosa. Porém, o0s
estimadores de erros obtidos para o MEF polinomial ndo séo validos nesse caso, 0
gue torna a abordagem menos formal do ponto de vista matematico, sujeito, portanto,
a novas investigacdes cientificas.

Na formulacdo convencional do MEF, utlizam-se como funcbes de
interpolacdo os polinbmios de Lagrange para problemas de segunda ordem, e 0s
polindmios de Hermite para problemas de quarta ordem. Portanto, as fungcbes de
enriquecimento devem atender a essa necessidade de serem continuas nas
derivadas de alta ordem para terem efeito de enriqguecimento. As fungdes de Lobatto
e de Bardell, ambas utilizadas neste trabalho, sdo descritas a seguir. As fungdes de
Lobatto, obtidas a partir da integral do polinbmio de Legendre, sdo adotadas para o
enriquecimento de deslocamentos em barras, problemas de segunda ordem,
enquanto as funcbes de Bardell sdo utilizadas para vigas de Euler — Bernoulli,
problema de quarta ordem, que apresentam, graus de liberdade, de deslocamentos
transversais e rotagao [(ARNDT, 2009); (TORII, 2012)].

Para efeito de enriquecimento na captura da passagem de ondas de
deslocamentos, é necessario adotar funcdo de enriguecimento com grau superior
em relacdo as funcdes de interpolacdes convencionais. Entretanto, esse contexto
ndo é suficiente para a captura com precisdo da passagem de ondas de tensdes
dado que a formulacdo de MEF adotada neste trabalho é de deslocamento, a menos
gue uma malha refina € adotada. Isso porque a deformacédo é determinada pela
derivada de deslocamento. As funcdes de interpolacao linear do MEF convencional
sdo utilizadas para determinar deslocamentos, entretanto, muitas vezes nao
apresentam continuidade na determinacdo de deformacdes. No caso do elemento
guadratico, as funcdes de interpolacdo ja geram tensdes continuas. Para aprimorar
os resultados do elemento com fungdes de interpolacao linear, de tal modo que néao
se degradem resultados de deslocamentos, e a0 mesmo tempo, proporcionem
enriguecimento na determinacdo de deformacfes, € necessario adotar funcdes de
enriquecimento capazes de satisfazer essa consideracao.

Em seguida, funcbes de enriquecimento hierarquicas adotadas neste trabalho

serdo apresentadas.
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FuncBes de Lobatto no dominio x =[-1,1] (SOLIN et. al. 2004) séo:

|0(x)=‘7X (4.1a)
X+1

Il(X):T (41b)

|2(x)=% (x2-1) (4.1c)

(x2 -1 (4.1d)

1,(x)= %\E(XZ ~1)5x* -1) (4.1e)

IE.)(X):%\/g(x2 ~1)7x* - 3)x (4.1f)

l5(x) = %\/%( 2 _1)21x* —14x% +1) (4.1g)

1, (x) = %E(xz ~1)33x* —30%° +5)x (4.1h)

1,(x) = %E(xz ~1)429x° - 495x* +135x* —5) (4.1i)

ly(x) = % %( 2 _1)715x° —1001x* + 3852 — 35)x (4.1j)
o(X)= % %( > 1)2431x° — 4004x° + 2002x* —308x? +7) (4.1K)

Todas as funcdes de Lobatto assumem valores nulos nos pontos nodais. Por
Isso, sao utilizadas tanto para formulagdo de barra quanto para elemento
guadrilateral. Para formulacédo do elemento de barra, as funcdes (4.1a) e (4.1b) sao
funcdes conhecidas de interpolacdo do MEF convencional. A partir disso, as funcdes
(4.1c) - (4.1k) séo funcbes de enriquecimento.

Polindémio de Bardell no dominio x =[-1,1] (BARDELL, 1991) séo:

1 3 1
L ==x®-Zx+= 4.2a
Yoy 4" 2 (4.22)
1, Y S (4.2b)
4 4 2
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L ==X"—=X"—=x+= (4.2c)

[, ==X"+=X"—=X—-= (4.2d)

1 1 1
I, ==x*—=x*+= 4.2e
> 8 4 '8 (4.2€)
TSI (4.29)
8 4 8
= xo 2 X4+3X2_i (4.29)

T 48" 160 16 48
3, 7 . 5, 1

lp=—X"——X*+—X"——=X (4.2h)
16 16 16 16

384 20,35, 5, 1

lg =—X° ——Xx +—
128 32 64 32 128

Iloz%x9—§x7+§x5—§x3+ix (4.2))

384 32 64 96 128
L1430 429, 231, 105, 35, 1 (4.2
256 256 128 128 256 256

221 , 715 4 429 ;, 231 o 105 , 7
l, = X" = X7+ X' ——x"+ X® — X
256 256 128 128 256 256

(4.2i)

(4.21)

As funcbes hierarquicas apresentadas por Bardell (1991) foram obtidas a
partir dos polinébmios de Legendre. As funcbes (4.2a- d) apresentam valores nao
nulos nos pontos nodais, -1 e 1. Além disso, sdo polinbmios de terceiro grau. Para o
caso de viga de Euler — Bernoulli, que necessita da derivada de ordem elevada na
sua formulacdo matematica para obter matriz de rigidez, as funcbes (4.2a-d) séo da
formulacdo convencional, funcdes de Hermite, e foram adotadas como funcdes
convencionais. Apesar de nulas nos pontos nodais, sdo funcdes lineares apds a
segunda derivada. Neste trabalho, para garantir um enriquecimento com polindbmio
de grau minimo de segunda ordem, utilizam-se, portanto, funcfes de (4.2e) adiante.

4.2 Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG)

Esta secdo apresenta conceitos fundamentais para o desenvolvimento de

formulacdes enriquecidas. Os conceitos foram apresentados inicialmente por Melenk
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e Babuska (1996a) como Método dos Elementos Finitos de Particdo de Unidade,
posteriormente por Barros (2002), Arndt (2009) e Torii (2012).

O Método dos Elementos Finitos de Particdo de Unidade (MPU) apresentado
por Melenk e Babuska (1996a) serviu como fundamento para o desenvolvimento dos
métodos de solugdo de problema de valor de contorno, mais especificamente o
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). O MEFG, segundo Barros
(2002), foi proposto de forma independente por:

e Babuska e colegas (1997), sob a denominacdo de método dos elementos finitos
especiais, e como Método Particdo de Unidade.

e Duarte e Oden (1996), como Método de nuvens hp, e por Oden et al. (1998),
como nova opc¢ao de método de nuvens hp.

Seu emprego sob a denominacédo atual de Método dos Elementos Finitos
Generalizados surge, contudo, pela primeira vez em Melenk (1995, apud BARROS,
2002).

A estratégia utilizada no MEFG consiste em empregar as funcfes na forma do
MEF como PU. Para os problemas de elasticidade plana, por exemplo, o MEF
convencional emprega as funcfes Lagrangianas bilineares. O dominio original do
elemento é entéo enriquecido pelo método das nuvens hp [(BARROS, 2002); (TORII,
2012)].

Neste trabalho, optou-se por denominar como MPU a metodologia de
obtencdo de funcdes de enriquecimentos locais a partir de uma PU e funcbes de
base que representem o fenbmeno estudado. Ja o termo MEFG é reservado para o
caso em que as fungdes obtidas com o MPU sao acrescentadas naquelas obtidas
com o MEF polinomial padrdo. O MPU pode ser visto como um método alternativo
ao MEF para gerar espacos de aproximacado com propriedades de conformidade e
regularidade quaisquer.

A formulacdo do MPU é apresentada brevemente abaixo, de acordo com
Babuska e Melenk (1997):

Definigdo 4.1 (Particdo de unidade): Seja Q c R" um conjunto aberto, {Q,} uma

cobertura aberta de Q satisfazendo uma condicdo de sobreposi¢cdo ponto a ponto.

MeN VvxeQ card{i|xeQ <M (4.3)
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Seja {p,} uma particio da unidade Lipschitziana subordinada & cobertura {Q,}

satisfazendo:
Suporte (p, ) cfechamento(Q,) V,, (4.4)
D =lemQ, (4.5)
o], ) < C.o. (4.6)
Vo) < o @)

onde C, e C, sdo duas constantes. Entao {(Di} € chamada uma PU (M, C_, C;)

subordinada a uma cobertura {Q,}. A PU {p,} possui grau meN, se {p,}< C™(R").
Os subdominios {Q,} sdo chamados subcoberturas (Melenk & Babuska, 1996a).

Na Definicdo (4.1), a constante M da equacédo (4.3) controla o numero de
subcoberturas que podem se sobrepor em um mesmo ponto dentro do dominio do

problema Q. A equacéo (4.4) indica que as fungbes ¢, devem ser ndo nulas apenas

dentro da subcobertura as quais estdo vinculadas. A equacdo (4.5) evidencia a

caracteristica mais marcante da PU, o fato de que as fungdes ¢, que a compdem

devem resultar na unidade quando somadas. Por fim, a equacéo (4.6) e a equacao

(4.7) indicam que as fung¢des ¢, devem ser continuas e possuir derivadas continuas.

Com essas definicbes de PU, é possivel apresentar a definicdo do espaco de

aproximacéo do MPU.

Definicdo 4.2 (Espaco MPU). Seja {Qi} uma cobertura aberta de Q < R" e seja
{p,} uma partido da unidade (M ,C,, C,) subordinada a {Q;}. Seja um dado

espaco V, c H'(Q, Q). Entfo o espago

Vipy = Z(pivi = {Z(pivi v, Evi}c Hl(Q) (4.8)
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é chamado de espaco do MPU. O espa¢o do MPU possui grau m se V,,,, C C'"(Q).
Os espacgos V, sdo chamados aqui de espacos de base (TORII, 2012).

O seguinte teorema, de Melenk e Babuska (1996), apresenta as propriedades

de aproximagao de um espaco MPU (TORII, 2012).

Teorema 4.1 (Aproximacdo utilizando o espaco MPU). Seja um dado Q c R".
Sejam {Q,}, {p,} e {V,} como nas Definigbes 4.1 e 4.2. Seja ue H'(Q) a fungdo a
ser aproximada. Assumindo que os espagos de aproximagdo locais V, tenham as
seguintes propriedades: em cada subcobertura O, N Q, u pode ser aproximado por

uma fungdo v; eV, tal que:

Ju=vill 20, 0y S (0), (4.9)
[Viu-v, )HLZ(QimQ) <e, (i) (4.10)
Ent&o a fungéo
Uy, = Z(pivi eV c HY(Q) (4.11)
satisfaz
Ju-ug|. o JM Cw(zef (i)jl/2 , (4.12)
Vlu-u, ) < V2M [Z(difggi j e; (i)+C2 € (i)TZ (4.13)

O teorema 4.1 mostra que na verdade o espaco MPU é semelhante aos

espacos de base V,. Da equagdo (4.12) pode-se notar que a diferenca entre a
fungédo u,, e a fungdo original u sera delimitada pelas diferengas individuais das

funcdes v, €V, utilizadas. O mesmo ocorre para a gradiente da fungéo aproximada,
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como mostrado na equacgdo (4.13). Consequentemente, € de se esperar que a
utilizacdo do espaco MPU seja capaz de obter resultados semelhantes aos que

seriam obtidos ao se utilizar o espago de aproximagao local V,, desde que v, €V,

sejam boas aproximacdes para u (BARROS, 2002).

A vantagem de se utilizar o espago MPU esta nas funcdes v, €V, néo
polinomiais que sejam representativas para o fenébmeno a ser estudado. No caso de
fratura, a funcdo poderia ser previamente conhecida com teoria. Ou, no caso de
analise dinamica, a funcdo pode ser adotada como a funcdo de deslocamento no
tempo. Isto permite que uma gama maior de espacos de aproximacao locais possa
ser utilizada sem alterar as premissas basicas do MEF.

Um exemplo de uma PU s&o as funcbes de forma utilizadas no MEF
Lagrangeano, em que nuvens sdo formadas por conjunto de elementos finitos que
concorrem nos pontos nodais (Barros, 2002). Isso pode ser visto ao se analisar
essas funcdes para polindmios de Lagrange de ordem n=1. Neste caso, cada funcao

de aproximacéo global ¢, € na verdade uma particdo da unidade ¢, da definicéo 4.1.
Percebe-se que a condicdo imposta pela equacao (4.5) € respeitada, pois realmente
a soma de todas as fungbes ¢, resulta na unidade em todo o dominio. Além disso,
as condicdes impostas pela equacdo (4.6) e pela equacdo (4.7) também sao
respeitadas, uma vez que tanto as funcdes ¢ como suas derivadas de primeira
ordem sdo continuas. Basta verificar a condicdo imposta pela equagéo (4.4) e definir
as subcoberturas Q.

Na figura 4.1 é possivel observar que cada funcdo ¢ é definida dentro de dois

elementos finitos adjacentes, a nao ser no caso da funcao ¢, e da funcao ¢, .. A

funcé@o ¢,, por exemplo, é definida na unido do primeiro com o segundo elemento
finito da figura 4.1. Portanto, de forma geral, cada subcobertura como apresentada
na definicio 4.1 é dada pela unido de dois elementos finitos vizinhos.
Consequentemente, a PU dada pelas funcdes lineares do MEF Lagrangiano é como
a mostrada na figura 4.1, em que cada elemento finito € definido na intersecdo de

duas subcoberturas {Q,}. O nimero de subcoberturas que se sobrepdem em cada

elemento finito € 2 e, portanto, nesse caso tem-se M como definido na equacéo (4.3)
igual a 2. Ainda na figura 4.1, é possivel observar que a PU dada pelas funcdes

lineares do MEF respeita também a equacédo (4.4). Isso porque o suporte de cada
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PU ¢, esta contido no fechamento de cada subcobertura ., ou seja, ¢, € diferente
de zero apenas dentro de Q,. E possivel também construir uma PU baseada em

polinbmios de Lagrange de ordem n maior que 1, o que caracteriza elemento
convencional de ordem superior no MEF [(BARROS, 2002); (TORII, 2012)].

PP

Elel Ele2 Ele3

: ¢

L 2 *—»

Ql

9,

@ *—»
Q 2
9

@

Q,

Q,

Figura 4.1. Esquema de particdo de unidade.

O enriguecimento feito de acordo com o método das nuvens hp permite que
espaco do dominio do elemento seja enriquecido, como, por exemplo, pela
multiplicacdo da funcdo base de cada nd, pertencente ao elemento, por um novo
conjunto de funcdes linearmente independentes.

As fungdes 7, ou funcdes base, podem ser quaisquer, desde que atendam

as condigbes estabelecidas pelas definicbes 4.1 e 4.2. Ou, até mesmo, podem ser
definidas a partir de solucao analitica conhecida a priori. Sdo aproximacdes locais
gue devem representar bem a solugcdo sobre o suporte a elas associado. Assim, &
possivel utilizar a PU para gerar espacos de aproximacdo local, em que funcdes
podem ser reproduzidas em cada elemento como parte da aproximacgao global
(BARROS, 2002).
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A generalizacdo dessa formulacdo para R? pode ser entendida como sendo
uma combinacao de funcdo de base e funcao de PU. Sendo que a PU é de ordem 1
(funcdo bilinear), geradora de uma aproximacdo C° e a funcéo base é uma funcéo
especial arbitraria. A combinacdo dessas duas funcdes, de base e de PU,
proporciona a funcdo de enriquecimento. Essa combinagdo apresenta as
caracteristicas aproximadoras da funcdo especial, a0 mesmo tempo em que
incorpora o suporte compacto da PU. Assim, a aproximacao global, obtida em um
dado elemento pela combinacdo das fungdes de enriquecimento com as funcoes
convencionais do MEF, relativas a cada n0O, é construida sem penalizar a
continuidade (no caso do tipo C° entre os elementos, que, portanto, se mantém
conformes (BARROS, 2002).

Assim,
_ N N g N .
U(X):Z¢j(x){uj +Z7/ji(x)bji}:q) U (4.14)
em que:

def
UT=[u by, . by . Uy by . byl (4.15)

def

ol :[¢1 Yub 7/1qj¢1 N TN 7qu¢N] (4.16)

sendo ¢; as fungdes de particdo de unidade, u; o deslocamento nodal, q;
representa 0o numero de funcdes de enriquecimento utilizadas, y; as fungbes de
enriquecimento, ou fungdes base, e b;; o grau de liberdade do campo.

Um problema inerente dessa estratégia de enriquecimento é a possibilidade
de se formar um conjunto de funcdes linearmente dependentes (DUARTE et. al.,
2000). Isso ocorre quando se enriqguece com monémios de PU polinomial. O mesmo
ndo acontece para o Método das nuvens hp, em que a PU é construida por funcdes
nao polinomiais ou polinomiais por setores.

A obtencdo de uma matriz de rigidez singular € um risco inerente do MEFG.

Entretanto, o MEFG proporciona a possibilidade de se empregarem funcdes
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analiticas, j& conhecidas na solugdo, como sendo func¢des de enriqguecimento. Uma
vez introduzidas na aproximacao, conforme o tipo de aplicacdo desejada pode
fornecer resultados precisos. Desse modo surge a possibilidade de se empregar o
MEFG, de maneira eficiente, em problemas em que o campo de tensbes apresente
singularidades, como no caso de meios com presenca de descontinuidades ou
propagacao de trincas.

Neste trabalho, sdo consideradas - tanto para analise de barras e vigas
guanto para enriquecimento de elementos quadrilaterais para problema de Estado
Plano de Tensdo. Algumas das fungbes de enriquecimento propostas por Torii
(2012).

Funcéo de Torii (2012), adaptada de Arndt (2009) para deslocamento longitudinal:

vy = sen[@} (4.17a)
v, = cos(wj -1 (4.17b)
v, = sen(@j (4.17¢)
v, = cos(@) -1 (4.17d)

As funcgdes (4.17a-d) relacionam-se ao enriquecimento de primeiro nivel.
Para o enriqguecimento de problema viga, Torii (2012) propds as seguintes

funcoes:

Vi :cos(ﬁj %)—1 (4.18a)
V,; = CO0S ﬂj%_l)—l (4.18Db)
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4.3 Enriquecimentos dos elementos quadrilaterais

De acordo com Solin et. al. (2004), para enriquecimento hierarquico de um

elemento quadrilateral de ordem arbitraria x, tem seu dominio definido como:
K, :{r,SE R%:-1< r,s<1}

em que r, e s representam coordenadas naturais do elemento, e g indica

elemento quadrilateral.

Para atender a condicdo de continuidade e definir a funcdo de forma no
espaco H', é necessaria a condi¢do de continuidade para funcbes de aproximacao,
entre elas as funcbes de MEF convencional e as funcbes de enriquecimento. Essa
condicdo estabelece um critério a ser atendido na selecdo das funcdes de
enriquecimento. Em outras palavras, existe um grau minimo necessario de
aproximacdo tanto nos vértices quanto nos contornos. Somente as funcdes que
assumem inteiramente valores nulos nos contornos estédo livres dessa imposicao.
Portanto, a base hierarquica para funcdes de interpolacdo é composta pelas funcdes
de vértices, de contorno e de campo.

Para os vértices de 1 até 4, essas fungdes devem assumir valores unitarios
no seu respectivo vértice bem como valores nulos nos outros. As equacodes (4.19a-d)

estabelecem as fungdes de interpolacéo bilinear.

83 (r.s)=15(r)15(s) (4.192)
gy (r,s)=1,(r)1,(s) (4.19b)
8,5 (r,s)=1,(r) L, (s) (4.19¢)
¢y (r,s)=1(r)1,(s) (4.19d)

em que a fungéo |, e |, séo definida pelas equagdes (4.1a) e (4.1Db).
De acordo com Solin et. al. (2004), para compor funcao de enriquecimento, 0

grau de polinbmio de funcBes de contorno e de campo deve obedecer a regra

minima do espago H', tal que a ordem polinomial da fun¢éo de enriquecimento do
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contorno deve ser menor ou igual & ordem polinomial da fungdo de enriquecimento

do campo. Portanto,

el e2 < b,2 e3

P2 <pe p?, pt < p™

P

em que p*, p?, p® e p* dizem respeito & ordem polinomial das funcdes de

enriquecimento do contorno, enquanto p°* e p®? sdo das funges do campo.

Assim, as fungdes de contorno sao dadas pelas equacdes (4.20a) (4.20d):

e (r,s)=1,(r)(s) 2<k<p® (4.20a)
dea(r,s)=L(r (s) 2<k<p (4.20b)
deo(r,s)=1.(r)l,(s). 2<k<p® (4.20c)
den(r,s)=1(r(s) 2<ks<p* (4.20d)

e para funcao de enriquecimento no campo:
r nars)=1(r), (s) 2<n <p", 2<n,<p" (4.21)

As equac0es (4.20) — (4.21) passam a gerar as funcdes de interpolacdo para
0s elementos — tanto para o MEFH. Essa estratégia é valida para enriqguecimento
hierarquico e generalizado a partir do elemento quadrilateral de quatro nés. MEFHs
e MEFGs séao, por sua vez, utilizadas para denominar formulagdes enriquecidas
feitas a partir do elemento Serendipity. Este trabalho procurou utilizar o menor grau
de enriguecimento para explorar a capacidade de solucdo dos métodos. As funcbes
de interpolacéo e superficies geradas sao apresentadas logo abaixo.

Para o MEFH, as func¢des de interpolagéo (4.22a) — (4.22d) séo as fun¢des do
MEF convencional; (4.22e) — (4.22h) séo funcdes de enriquecimento de contorno; e
(4.22i) é a funcao de enriquecimento do campo. As figuras 4.2(a) — (i) mostram as

superficies geradas por essas equacgdes.

h, =%(1+ rfi+s) (4.22a)

67



(a). Superficie de MEFH h;.

(c). Superficie de MEFH h,.

(4.22b)
(4.22c)

(4.22d)

(4.22e)

(4.22f)

(4.229)

(4.22h)

(4.22i)

(b). Superficie de MEFH h,.

(d). Superficie de MEFH h, .
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(e). Superficie de MEFH h,. (). Superficie de MEFH h,.

(9). Superficie de MEFH h, . (h). Superficie de MEFH h;.

(1). Superficie de MEFH h,.

Figura 4.2. Superficie de MEFH de fun¢des de Lobatto.

Um aspecto importante a ser atendido pelas funcdes de enriquecimento de
contorno diz respeito a continuidade na fronteira onde ocorre coincidéncia de

funcdes matematicas de dois elementos vizinhos, como mostram as figuras 4.2 (e) e
4.2 (9).
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Para o enriquecimento de elementos finitos generalizados, s&o adotadas duas
estratégias de enriquecimento. A primeira estratégia emprega-se 0 mesmo
desenvolvimento da formulacdo hierarquica, e consiste no enriquecimento pelo
contorno e pelo campo, que precisa atender a condicdo de continuidade na fronteira
entre elementos vizinhos, conforme trabalho apresentado por Torii (2012). Com esta

estratégia, segundo Torii (2012), € necessario empregar valores de 3, > /2 para

evitar sistemas de equacdes mal condicionados. Porém, também foi observado pelo
mesmo autor que o refino do tipo p, quando as fungdes foram geradas para diversos
valores de f;, ocasionou sistemas mal condicionados. A segunda estratégia se faz
pelo enriquecimento apenas do campo. Tanto a primeira quanto a segunda

estratégia seguem a equacao (4.14). Os resultados de andlise com base nas duas

formas séo apresentados no préximo capitulo.

(c). Superficie de MEFG h,. (d). Superficie de MEFG h,.

70



(e). Superficie de MEFG h,.

Figura 4.3. Superficies de MEFG, primeiro nivel de enriquecimento.

As funcdes de interpolacédo nos vértices sdo as mesmas das equacoes (4.22a)
— (4.22d). Para efeito de apresentacdo, apenas fungdes de enriquecimento de
alguns niveis sao mostradas. O enriquecimento pelo contorno é apresentado pelas
equacodes (4.23a) — (4.23d) e pelo campo é a equacao (4.23e), de acordo com Torii

(2012). Com valor de g, igual a «, as figuras 4.3(a) — (e) mostram as superficies

geradas pelas equacdes (4.23a) — (4.23e):

hs = —%(r ~1)1+ s)sen(%(ﬂ r)) (4.23a)
1 :Bj
he = Z(r ~1)(s —1)sen(7 1+ s)j (4.23b)
)
=(r-1)s—1)sen - @+r (4.23c)
1 ﬂj
hy = _Z(1+ rs —1)sen[7(l+ s)} (4.23d)
h = L1 —1)sen[%(1+ r)}en[%(u S)J (4.23¢)

O enriquecimento pelo campo é feito a partir das funcbes (4.24a) — (4.24d),
também propostas por Torii (2012). As figuras 4.4(a) — (d) mostram as superficies

dessas funcdes com valor de j; igual a = e dadas por:
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n = et 22 o) 200 (4.2
n =0 o dher £e ) | D09 (@241
e e LRI (4.240)
L X (4.2

(a). Superficie de MEFG h,. (b). Superficie de MEFG h;.

(c). Superficie de MEFG h,. (d). Superficie de MEFG h,.
Figura 4.4. Superficies de MEFG, enriquecimento de campo.

Para fazer enriqguecimento hierarquico de um elemento Serendipity, o trabalho de
Oliveira (1993) é adotado. Em seu estudo, Oliveira (1993) desenvolveu funcdes
hierarquicas para enriqguecimento de contorno, uma funcdo em cada lado, como

sendo o primeiro nivel de enriquecimento. No segundo nivel, &€ acrescentada mais
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uma funcdo no contorno, portanto, duas fungcdes em cada lado, mais ainda uma
funcdo de enriquecimento no campo. As func¢des utilizadas por Oliveira (1993) sao
reproduzidas a seguir. O presente trabalho tese adotou essas mesmas funcdes para
proceder ao enriquecimento hierarquico, MEFHS, que serve como comparacao para
0 enriquecimento generalizado.

As equacdes (4.25a) — (4.25d) sao de enriquecimento de contorno; as

superficies geradas de cada equacao sdao mostradas nas figuras 4.5 (a) — (d).

hy =2(r* —r)i+s) (4.25a)
hy = 2(s* —s)1—r) (4.25b)
h, =2(r* —r)1-s) (4.25¢)
hy = 2(s* —s)L+r) (4.25d)

g 4 r 5 A

(a). Superficie de MEFHS h.. (b). Superficie de MEFHSs h.

] o r 5 A r

(c). Superficie de MEFHSs h,. (d). Superficie de MEFHSs h;.

Figura 4.5. Superficies de MEFHSs, primeiro nivel de enriquecimento.
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Para enriquecimento de elemento serendipity, utilizando-se a formulacao de
particdo de unidade, MEFGs, as func¢des propostas por Arndt (2009) séao
modificadas de modo a se adequarem ao fato de que o elemento tem quatro nés nos
vértices, e outros quatro nos, um em cada aresta. Neste trabalho, a opcédo por
empregar as fungdes propostas por Arndt (2009) se justifica no fato de que elas sao
continuas no dominio do elemento, assim como suas derivadas. Outro aspecto a ser
atendido é a necessidade de essas funcfes assumirem valores nulos nos pontos
nodais. Assim, o sentido fisico dos resultados nodais ndo sera afetado.

As equacles (4.26a) — (4.26d), apresentadas a seguir, mostram as funcdes

propostas nesta tese para o elemento serendipity:

h, = %(1— r)1+s)sen(B, (1-r)) (4.26a)
h, = %(r —~1)s—1)sen(B, (1+5)) (4.26D)
h, = %(r —~1)s—1)sen(B, (1+r)) (4.26¢)
h, :%(1+ r)1-s)sen(B, (1+5)) (4.26d)

para B;=jr; j=1234,...

As figuras 4.6 (a) — (d) mostram as superficies geradas pelas equacdes

propostas, com S, =r.

(a). Superficie de MEFGs h;. (b). Superficie de MEFGs h;.
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(c). Superficie de MEFGs h, . (d). Superficie de MEFGs h,.

Figura 4.6. Superficies de MEFGs, primeiro nivel de enriquecimento.

Considere o enriquecimento de um elemento quadrilateral de quatro nos.
Segundo Solin et. al. (2004), as variaveis a serem determinadas sdo expressas
como sendo uma somatéria de fungbes convencionais com funcbes de

enriqueCimentO no contorno e no campo:
G,(r,s)=0)(r,s)+0c(r,s)+a’(r,s) (4.27)

sendo U,(r,s) a funcdo de aproximacdo na coordenada local do elemento, U
variaveis nodais situadas nos vértices, U, variaveis situadas nos contornos e por
ultimo, G variaveis situadas no campo.

A U é determinada pelas fungBes de interpolagdo convencionais, e u; €

determinada por:

4
U, = Zuq ,sendo U” = bej,qﬁbffq (4.28)

j=1 k=2

p—p
~b b b
U = Z anl,nz,q¢n1,n2,q (4.29)
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b

onde b, e b’ . indicam variveis locais geradas em funcéo do enriquecimento e

gue ndo desempenham papéis fisicos, e sdo determinados sem desempenhar
nenhum significado fisico até entdo conhecido.

A formulagdo de enriquecimento desenvolvida até entdo, do elemento
guadrilateral, serd empregada visando analisar sua robustez e as condi¢cdes de
continuidade. Para esta finalidade, sera feita uma analise de autovalores e
autovetores a serem determinados a partir de matriz de rigidez e matriz de massa.

Essa metodologia € conhecida como uma ferramenta eficiente para verificar a

qualidade do elemento. O resultado da analise seréa apresentado no proximo capitulo.

4.4 Medidor de erro para analise dinamica

Ha grande dificuldade de se encontrar medidor de erros em problemas da
dindmica estrutural. Nesta secdo apresenta-se brevemente um medidor de erro
proposto por Torii (2012) e que serd também empregado em algumas aplicagbes do
presente estudo.

Um medidor de erro procura quantificar o erro entre a solucdo numérica e
uma solucdo de referéncia, e serve como uma medida para avaliar se a malha
adotada na analise € capaz de determinar um resultado preciso ou ndo. A
formulacdo de medidor de erro consiste em determinar a diferenca entre resultados
da solucdo numérica com a solucdo analitica e pode ser determinado de diversas
formas, como citado em Zienkiewicz (2005) e Bathe (1996). Numa analise dinamica
empregando o MEF baseado em formulacdes de deslocamentos, a variavel adotada
para a determinacdo de erro € o deslocamento. Além disso, dependendo do
algoritmo de marcha do tempo, o intervalo de tempo utilizado na andlise também
desempenha um papel fundamental. Logo, é conveniente desenvolver a formulacdo
do estimador de erro baseada nessas duas variaveis, o deslocamento e o intervalo
de tempo. Segundo Torii (2012), o erro pode ser estimado num ponto fixo no

dominio de problema pela expresséo:

g® o g®

analitica

erro~ Y At (4.30)
i=1
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onde erro representa erro a ser estimado, n é a quantidade de passos de tempo

adotado na andlise, At é o intervalo de tempo utilizado na analise, u" € a

analitica

solucéo analitica, i¥éa solucédo do MEF, convencional ou enriquecido.
Esse modelo de medidor de erro ser4 adotado no capitulo 6, para servir como
um parametro de avaliacdo de desempenho de formula¢gdes convencionais e

enriquecidas.
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5. DETERMINAQAO DE AUTOVALORES E AUTOVETORES
NAS VIBRACOES LIVRES PELO ELEMENTO
ENRIQUECIDO

Uma das metodologias conhecidas para avaliacdo da qualidade dos
elementos consiste no célculo de autovalores e autovetores da matriz utilizada. Nos
problemas da Mecanica dos Sodlidos, os pares de autovalores e autovetores
correspondem as frequéncias naturais e aos modos de vibragcéo respectivamente. A
determinacao dos pares de autovalores e autovetores é a solucdo da equacao 5.1.
Especialmente para uma andlise dindmica, esse teste, via frequéncias naturais e

modos de vibrar, desempenha um papel importante.
(K]-A[MDinj=0 (5.1)

No caso dos elementos quadrilaterais utilizados neste trabalho, aplicados ao
problema do Estado Plano de Tensdes, em que cada né tem dois graus de liberdade,
os trés primeiros modos de vibrar correspondem aos movimentos de corpo rigido,
guando tais movimentos ndo estdo impedidos. Enquanto, os outros trés modos

subsequentes dizem respeito aos modos de deformacao constante.
5.1. Integracdo numérica no elemento enriquecido

A determinacéo dos pares de autovalores e autovetores quando envolvem as
matrizes de massa e de rigidez de grau de liberdade elevado, torna-se de dificil
resolucdo. Por este motivo, existem varios métodos de solugcdo numérica para
auxiliar no calculo computacional. Neste trabalho, foi adotado o método de iteracdo
inversa para determinar a primeira frequéncia natural e seu modo correspondente.
Em seguida, € aplicado o método de coeficiente de Rayleigh para determinar outros
pares de autovalores e autovetores.

O método de iteracdo inversa consiste em se estimar um valor inicial de
autovetor para calcular seu autovalor correspondente. A partir do autovalor obtido, é

corrigido também o autovetor, e em seguida, 0 processo iterativo € acionado, até
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gue o erro apresentado esteja menor que a tolerancia previamente estabelecida. No
caso deste trabalho, foi considerada uma tolerancia de 1x10°® para todos os modos.

O método de coeficiente de Rayleigh consiste em aplicar um shift na primeira
frequéncia natural determinada para depois inseri-la num processo iterativo.
Entretanto, conforme o valor do shift dado, a frequéncia natural determinada pelo
método de coeficiente de Rayleigh pode ndo ser a frequéncia de modo em
sequéncia, pois, por esse método, o resultado converge sempre para a frequéncia
mais alta e mais proxima. Por esse motivo, este trabalho adotou um algoritmo
simples para determinar frequéncias naturais, desde o primeiro modo até um modo
qualquer. Esse algoritmo consiste simplesmente em um processo incremental de
valor de shift.

A obtencdo dos pares de autovalores e autovetores corretos depende do
refino da malha e da funcdo de interpolacdo adotada pelo elemento. Conforme o
aumento do numero de graus de liberdade na matriz de massa e de rigidez, a
determinacao fica mais precisa, entretanto, demanda maior esforco computacional
NoS processos iterativos adotados, mencionados anteriormente.

Uma das vantagens de se utilizar o MEF para analise de estruturas é a sua
versatilidade em fornecer resultados satisfatérios em geometrias complexas, mesmo
guando envolve malhas distorcidas. Logo, € mais facil do ponto de vista
computacional a integracdo numeérica para determinar a matriz de rigidez e de
massa de malhas distorcidas. Neste trabalho, adota-se, portanto, a quadratura de
Gauss.

Para se obter matrizes de rigidez e de massa robustas via integracéo
numeérica, a quantidade de pontos de integracdo desempenha um papel fundamental.
Diversos esquemas de integracdo ja foram desenvolvidos, entre eles integracéo
completa, integracdo uniformemente reduzida e integracdo seletiva reduzida. Vérias
pesquisas [(HUGHES et al., 1978); (BELYTSCHKO et al. 1984 & 1985);
(BRIASSOULIS, 1988); (KIM & MIN, 1993)] revelaram que a integracdo completa
pode criar travamento no elemento e, ao se adotar integracdo reduzida, ha risco de
se obterem modos espurios (hourglass modes).

O fenbmeno de travamento surge quando a energia contribuida pela técnica
de integracdo numérica for muito grande nos modos de deformacédo mais elevada.
Entretanto, os modos espurios de energia zero do elemento ficam dificeis de

controlar quando a energia € pequena (WHITE & ABEL, 1989).
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A influéncia do travamento no elemento pode ser mitigada pela integracéo
reduzida, o que implica em alterar a condicdo de restricdo no elemento, e por
consequéncia, o comportamento do elemento é influenciado pela ordem da
integracdo adotada. Por outro lado, caso a ordem de quadratura seja reduzida de
forma inadequada, pode aparecer matriz de rigidez mal condicionada. Por isso, ao
se adotar integracao reduzida, corre-se o risco de aparecerem modos espurios. A
integracdo reduzida seletiva (Selected Reduzed Integration) permite que o0s
elementos analisados sejam livres de travamento e dos modos espurios (KIM & MIN,
1993) para o caso de elementos convencionais. Nao foi visto ainda na literatura, até
este momento, se a mesma técnica de integracdo gera semelhante efeito em
elementos enriquecidos.

Os modos espurios aparecem quando os deslocamentos nodais produzem
um campo de deformacdes nulas em todos os pontos de integragdo numérica.
Nesses modos de energia nula também estéo incluidos os modos de movimento do
corpo livre. Entretanto, quando os movimentos de corpo livre estiverem impedidos e,
mesmo assim, aparecerem 0s modos espurios, entdo a matriz de rigidez ndo é
robusta. Existem dois tipos de modo espurios, aqueles que sdo compartilhados
pelos elementos adjacentes, e aqueles que ndo sdo compartilhados (ZHILIANG &
QIGEN, 1992). O modo espurio compartilhado entre elementos adjacentes é
influenciado pela continuidade da funcdo de interpolacdo na fronteira entre
elementos.

Diversos métodos de controle de modos espurios foram desenvolvidos. Entre
eles, o0 método gama (BELYTSCHKO et al, 1985), desenvolvido para elemento
convencionais. Esse método consiste em introduzir uma matriz de rigidez criada
artificialmente no algoritmo da solucdo para desempenhar um papel de estabilizacéo
no algoritmo de controle.

Para o elemento enriquecido, a integracdo numérica precisa de atencao
especial dada a funcdo de enriquecimento nos contornos e no campo. As funcbes
dos contornos precisam garantir continuidade entre elementos. Em outras palavras,
a partir desse ponto de vista, um elemento enriquecido mal condicionado nos
contornos pode introduzir erros numéricos na determinacéo de pares de autovalores
e autovetores.

A quantidade dos pontos de integracdo numeérica desempenha um papel

fundamental na precisdo da andlise. Para elementos convencionais, foram

80



desenvolvidas vérias estratégias de integracdo numeérica, como por exemplo,
guadratura de Gauss. Para uma malha uniforme ou distorcida de elementos
convencionais, existe uma quantidade minima necessaria de pontos de Gauss para
gue os polinbmios de interpolacdo sejam calculados com precisdo. Entretanto,
verifica-se ao longo do trabalho que existem outras consideracdes obrigatérias para
integracdo numérica de um elemento enriquecido. Ao longo do trabalho, adotam-se
duas nomenclaturas diferentes para designar diferentes estratégias de integracdo
numeérica, a quadratura de Gauss e a integracdo numérica por subintervalo.

No caso do MEFG, MEFGs, e MEFH, para malha distorcida, o emprego da
estratégia da integracdo numérica de um elemento convencional introduz erros
graves, ou seja, a mesma consideracdo da quadratura de Gauss de elemento
convencional introduz erros numéricos quando é aplicada para um elemento
quadrilateral enriquecido na malha distorcida. Portanto, foi empregada a estratégia
de integracdo numérica por subintervalo (QUARTERONI ET AL, 2000), em que o
dominio do elemento é divido em subintervalos em cada direcdo, e em cada
subintervalo diversos pontos de integracdo sao empregados. Para a malha uniforme,
ndo foi observado esses erros numéricos, independentemente da estratégia de
integracdo numeérica adotada. No caso de MEFHSs, a situacgéo foi diferente. Na malha
distorcida, o MEFHs com apenas 1 nivel de enriquecimento apresenta resultados
precisos com integracdo numérica por quadratura de Gauss e apresenta erros
numéricos apreciaveis com integracdo por subintervalo. Entretanto, quando se
acrescenta mais um nivel, o MEFHs com 2 niveis de enriquecimento apresenta erros
numéricos com quadratura de Gauss, porém apresenta resultados precisos com
integracao por subintervalo.

Para efeito de comparacao, os elementos enriquecidos a partir do elemento
serendipity sdo comparados aos elementos convencionais - elemento quadrilateral

quadratico de nove nds e elemento serendipity.

5.2. Chapa quadrada com malha uniforme

Para verificar qualidade do elemento enriquecido, um exemplo da chapa
guadrada € analisado. Para tanto, calcularam-se os pares de autovalores e

autovetores, utilizando-se malha uniforme e distorcida. Fez-se, inicialmente, uma
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andlise de refino h para elemento convencional a fim de determinar a porcentagem

do erro relativo a partir de resultado obtido com o valor de referéncia (TORII, 2012).

7

Ly

_

Lx

Figura 5.1. Representacédo esquematica do problema.

Considere-se uma chapa quadrada de 1 m, cuja espessura € 0,05 m, com
condicdo de contorno mostrada pela figura 5.1, com moédulo de elasticidade

E =210 GPa, coeficiente de Poisson v =0,3 e densidade p =8000kg/m?.

As matrizes de rigidez e de massa dos elementos analisados séo
determinadas por integracdo numérica, com 8 x 8 pontos de quadratura de Gauss
para elementos convencionais. Para elementos enriquecidos, foi adotada integracéo
numérica por subintervalo, 3 pontos em cada subintervalo, e sdo 10 subintervalos
em cada direcdo do elemento, portanto, 30 pontos por 30 pontos. Os pontos de
integracdo precisam garantir uma cobertura tanto para a funcdo de interpolacéo
guanto para as funcbes de enriquecimentos. Entretanto, com o0 emprego da
integracdo por subintervalo, o tempo de processamento aumenta consideravelmente.

A tabela 5.1 mostra o valor de referéncia e o erro relativo em porcentagem
entre diferentes elementos para os primeiros 20 modos de frequéncia natural. Esses
valores de referéncia foram obtidos por uma malha 4x4 elementos MEFH polinomiais
de ordem nove (TORII, 2012). Na coluna de MEFQ e MEFs, uma malha uniforme de
6Xx6 elementos foi adotada, com 338 graus de liberdade para MEFQ e 266 graus de
liberdade para MEFs. A coluna de MEFGs mostra erro relativo do resultado obtido

com p=x e apenas um nivel de enriquecimento assim como 0os MEFHs. Os
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elementos enriquecidos adotam uma malha uniforme de 4x4 elementos, com 210

graus de liberdade.

Tabela 5.1. Erro relativo em porcentagem obtido por elemento convencional e

enriquecido para os 20 primeiros modos.

Modo | Freg. (rad/s) MEFQ MEFs MEFGs (pi) MEFHs
1 3372,1300 0,13003354 | 0,247268047 | 0,26529912 | 0,138648273
2 8092,7200 | 0,039963078 | 0,074575668 | 0,51575725 | 0,112873051
3 9079,0900 | 0,066073803 | 0,103392521 | 0,01857906 | 0,123077313
4 14427,2300 | 0,046329753 | 0,054387433 | 0,04918803 | 0,033230218
5 15558,2300 | 0,141735917 | 0,222417332 | 0,20485695 | 0,292259467
6 16511,9600 | 0,020975705 | 0,023701608 | 0,19042422 | 0,071303467
7 20812,7700 | 0,291638259 | 0,35240768 | 0,26459580 | 0,451328679
8 21911,6100 | 0,272294459 | 0,397757627 | 0,58974577 | 0,574473533
9 24194,7400 | 0,251054981 | 0,297400592 | 0,01228180 | 0,208858206
10 24349,4200 | 4,058013702 | 0,230627259 | 0,09379437 | 0,194871993
11 25319,9000 | 6,334226833 | 0,082106959 | 0,89160171 | 0,053072484
12 26790,3100 | 16,01384941 | 0,60629123 | 0,77433296 | 0,759980381
13 30891,7800 | 3,269697958 | 0,7489863 0,91454117 | 1,151639044
14 31068,5500 | 6,774530836 | 1,203263429 | 1,28088311 | 1,629621595
15 31740,8000 | 6,035081346 | 0,668342953 | 1,02931489 | 1,347785185
16 32970,5300 | 4,518446322 | 0,705685957 | 0,10939721 | 0,601992143
17 33517,4900 | 10,85015734 | 0,464589681 | 0,10460549 | 0,264798468
18 34374,5300 | 14,62179236 | 0,303703643 | 0,23468644 | 0,44937138
19 36566,7900 | 8,89837883 | 1,892434365 | 1,45595852 | 2,689021377
20 39182,6600 | 3,237929737 | 0,68601366 | 0,36478946 | 1,10735897

Uma andlise de convergéncia do refino h foi feita para todos os elementos

envolvidos. A legenda abaixo das figuras a serem apresentadas a seguir indica a

guantidade de elementos na malha utilizada. A figura 5.2 mostra erro relativo em

cada modo, obtido pelo MEFQ para diferentes malhas. As linhas continuas da figura

5.2 e das figuras a serem mostradas em seguida ndo representam uma funcéo

continua. Mas apenas mostram uma tendéncia de evolugéo. A legenda da figura 5.2

mostra a quantidade de elementos adotada, assim como os graus de liberdade

correspondentes & malha uniforme. E possivel observar que o erro relativo esta

abaixo de 5% para todas as malhas para os modos abaixo do sétimo modo; a partir

entdo, o erro relativo tende a aumentar. No caso da malha uniforme de 2x2, o erro

relativo assume valor acima de 5% para modos mais elevados. Embora se aumente

a quantidade de elementos, a porcentagem do erro relativo para modos mais

elevados continua alta. A mesma analise é feita para MEFs, como mostra a figura
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5.3. O erro relativo fica abaixo de 5% para todos os modos com graus de liberdade
maior que 192. Tanto o MEFQ quanto os MEFs séo elementos convencionais com
funcdo de interpolacdo quadratica no contorno e MEFQ tem uma funcédo de bolha
dentro do elemento. Essas condi¢cdes ndo sao suficientes para fazer com que o
refino h do elemento atinja um erro relativo abaixo de 5% para modos para elevados,
em funcdo do travamento proporcionado pela integragdo numérica, com 8x8 pontos

de Gauss.
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Figura 5.2. Erro relativo em cada modo para MEFQ.
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Figura 5.3. Erro relativo em cada modo para MEFs.
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O resultado obtido pelo elemento MEFHs e MEFGs é mostrado nas figuras
5.4 e 5.5 respectivamente. Para MEFHS, as funcbes de enriquecimento adotadas
sdo as que foram propostas por Oliveira (1993), expressoes 4.26. Num primeiro
instante, apenas o primeiro nivel de enriqguecimento foi feito, ou seja, fez-se
enriguecimento apenas nos contornos e nenhuma fungdo de bolha. Portanto,
considerando-se as funcdes de interpolacdo nos vértices, mais as funcbées nas

arestas e mais as funcdes de enriquecimento nos contornos.
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Figura 5.4(a). Erro relativo em cada modo para MEFHSs (1 nivel de enriquecimento).

Os resultados da figura 5.4(a) foram obtidos pela integracdo numérica de 8x8
pontos de quadratura de Gauss. A partir da observacéo da figura 5.4, percebe-se
gue o MEFHs consegue obter um resultado satisfatério, mantendo erro relativo
abaixo de 5% nos modos mais elevados para malha uniforme maior do que 3x3
elementos, com excecdo do modo 19. Apesar de a malha de 2x2 nao apresentar
resultado tao satisfatorio, entretanto, ao ser comparada, ver figuras 5.2 e 5.3, o erro
relativo para modos mais elevados € ainda menor. Isso mostra que as funcdes de
enriquecimento contribuem para melhorar a precisdo nos modos mais elevados,
mais especificamente a partir do sexto modo. A figura 5.4(b) mostra resultados
obtidos pelo MEFHs com 2 niveis de enriquecimento. Nesse caso, a integracdo
numérica de 8x8 pontos de Gauss introduziu erros significativamente visiveis, por

isso, integracdo numeérica por subintervalo de 30x30 pontos foi utilizada. E possivel
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observar a partir da figura que os erros relativos permanecem abaixo de 5%, mesmo

para uma malha grosseira de 2x2 elementos.
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Figura 5.4(b). Erro relativo em cada modo para MEFHSs (2 niveis de enriqguecimento).

O MEFGs foi desenvolvido utilizando-se as expressdes 4.27. A integracao
numeérica por subintervalo foi adotada, 30 x 30 pontos de integracdo. Neste exemplo,

assume-se o valor de g =7x. A partir da observacao da figura 5.5, a malha uniforme

de 2x2 apresenta erro relativo oscilatério. Para modos mais elevados, acusa,
inclusive, erro relativo maior que 5%. A medida que aumenta o grau do refino h, o
erro relativo reduz para valor abaixo de 5%. Para malha de 3x3, 4x4 e 8x8,
praticamente todos os modos apresentam erro menor que 2%. Vale a pena ressaltar
gue com integracdo numérica via quadratura de Gauss, de 8x8 pontos, também foi
possivel de obter resultados satisfatorios. A figura 5.5(b) mostra resultados obtidos
pelo MEFGs com 2 niveis de enriquecimento. Nesse caso, assume-se valor de

[ =2r para a cobertura do enriquecimento do nivel 2, enquanto a cobertura do
enriquecimento do nivel 1 permanece com S = . Assim sendo, € possivel preservar

gualidades de enriquecimento do nivel 1, e ainda acrescenta-se enriquecimento do
nivel 2. Nao foi possivel obter resultados coerentes com integracdo numérica de 8x8
pontos de Gauss com 2 niveis de enriquecimento. Por isso foi adotada integracao

numeérica por subintervalo. Ao comparar resultados obtidos entre as figuras 5.5 (a) e
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(b), € possivel observar uma reducéo significativa do erro relativo para malha de 2x2

elementos. Quando se faz refino h, a malha de 4x4 elementos apresenta 0 maximo

erro relativo abaixo de 1,5%.
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Figura 5.5(a). Erro relativo em cada modo para MEFGs (1 nivel de enriqguecimento).
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Figura 5.5(b). Erro relativo em cada modo para MEFGs (2 niveis de enriquecimento).
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5.3 Patch test do elemento enriquecido

Para testar a qualidade do elemento MEFGs com malha distorcida, o
exemplo da secao anterior € adotado. Considerem-se duas malhas ndo uniformes

mostradas na figura 5.6, (b) e (c).

° ® ® 0 ®0 ' 3
(0,625;0,625 (0,75;0,75)
(0,5;0,5)
® ® ®
® ® ® X ®
a) Malha Uniforme b) Malha Distorcida  ¢) Malha Severamente

distorcida

Figura 5.6. Representacédo esquematica de malha 2x2 uniforme e distorcida.
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Figura 5.7. Erro relativo em cada modo para malhas 2x2 uniforme e distorcida
(MEFGs x MEFQ).

A figura 5.7 mostra os erros relativos para esses trés malhas diferentes.
Observe-se que a malha uniforme de 2x2 elementos ja tinha porcentagem de erro
relativo elevado para modos mais altos. Por esse motivo, para malhas distorcidas, a
porcentagem do erro relativo continua presente.

A partir da observacéo da figura 5.7, a malha distorcida do caso (b) apresenta

erro relativo menor que o do caso (c) na grande maioria dos modos. Essa situacéo
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esta presente tanto para o MEFQ quanto para os MEFGs. Para modos mais baixos,
o MEFQ apresenta valor de erro relativo semelhante aos MEFGs, com excec¢ao da
malha distorcida caso (c), em que apresenta erro maior que 5% no quinto modo.
Para modos mais elevados, o MEFQ acusa erro muito maior nas malhas distorcidas
em comparacao aos MEFGs. Por outro lado, os MEFGs apresenta erro relativo
menor ou aproximadamente igual a 5% até o nono modo da vibracao livre. A partir
desse modo, as malhas distorcidas apresentam erros relativos bem maiores que a
malha uniforme. A partir dessa observacado, é possivel concluir que as fun¢des de
enriquecimento contribuem para robustez da malha distorcida até certo modo, ndo
para todos. Em outras palavras, as funcbes de enriquecimento adotadas
proporcionam uma cobertura no dominio para esse problema, de tal forma que uma
parte da qualidade do elemento é garantida. Conforme a alteracdo do nivel de
enriquecimento, essa cobertura pode ser comprometida. Devem-se acrescentar as
funcdes de enriquecimento de tal modo que se obtenha fungcdo completa, que, por
sua vez, proporcione todos os termos na funcdo e garanta a cobertura total do
dominio do problema [(TORII, 2012); (ARNDT, 2009)].

Como a malha uniforme de 4x4 elementos, o MEFGs apresenta menor erro
relativo em praticamente todos os modos, figura 5.5(a), portanto esta malha foi
selecionada para servir de referéncia no caso da malha distorcida. A figura 5.8
mostra a representacdo esquematica da malha distorcida de 4x4 elementos, sendo o
caso da malha uniforme ndo representada na figura. O caso b € uma malha
levemente distorcida, o caso ¢ € uma malha severamente distorcida.

Para malha uniforme com elemento MEFGs, a integracdo numérica de 8 x 8
pontos de quadratura de Gauss ndo apresenta erros numéricos significativos.
Entretanto, quando é empregada a malha distorcida, surgem erros numéricos
significativos em diversos modos. Quando a integracéo por subintervalo com 30 x 30
pontos € empregada, esses erros numeéricos significativos desaparecem. Os
resultados sdo mostrados nas figuras 5.9 (a).

Na andlise apresentada a seguir, considere MEFGs com =7 e 1 nivel de
enriquecimento. A figura 5.9 (a) mostra resultados do MEFGs com malha 4x4
elementos, em cada elemento sdo 30 x 30 pontos de integragcdo numérica por
subintervalo. A malha uniforme do MEFGs mostra os erros relativos abaixo de 1,5%.

A medida que a malha se distorce levemente, o caso b, os erros relativos obtidos

89



permanecem abaixo de 2,2%, aproximadamente. Quando a malha se distorce

severamente, 0s erros relativos permanecem abaixo de 3%.
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Figura 5.8. Representacdo esquematica da malha distorcida de 4x4
elementos.
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Figura 5.9(a). Erro relativo em cada modo para MEFGs para situacdes diferentes.

Para efeito de comparacéo, foi feita a mesma analise da malha ndo uniforme
com 4x4 elementos, porém 8x8 pontos de integracdo numérica no elemento. Para
malha uniforme, o MEFGs apresentou os resultados satisfatérios, entretanto, para
malha severamente distorcida, a integracdo numérica de 8x8 pontos de Gauss
forneceu resultados incoerentes. No primeiro instante, foi levantada a suspeita de
gue as funcdes de enriquecimento estavam provocando fenbmeno de modos
espurios ou travamento. Entretanto, com o emprego da integracdo numérica por

subintervalo, esse fendbmeno foi eliminado. Portanto, € possivel concluir que o
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MEFGs com malha ndo uniforme, precisa necessariamente adotar integragcao
numérica com elevada quantidade de pontos de integracéo.

Para observar efeito das funcbes de enriquecimento na analise da malha
severamente distorcida, caso c, resultados obtidos pelo elemento convencional
serendipity s&o comparados com os resultados obtidos pelo elemento enriquecido. A
figura 5.9(b) mostra os erros relativos determinados pelo elemento MEFs, serendipity.
O erro relativo permanece abaixo de 1% para primeiro 6 modos e sua magnitude se
aumenta rapidamente a partir do 12° modo. Com o intuito de reduzir erro relativo,
adiciona-se entdo um nivel do enriquecimento, e dois niveis de enriguecimento, em
andlises separadas. Para diferenciar os resultados desses dois enriquecimento,

denomina-se por MEFGs1 com S =7z para um nivel de enriquecimento, e MEFGs2,
[ =2, para dois niveis de enriqguecimento. Lembrando que no MEFGs2, o primeiro
nivel do enriguecimento assume S =7z e para segundo nivel g =2xz. A figura 5.9(b)

mostra que a adi¢cdo de um nivel de enriquecimento reduz significativamente o erro
relativo do MEFs. Os erros relativos permanecem abaixo de 3%. Com dois niveis de

enriguecimento, essa redugdo se mostra mais evidente ainda.
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Figura 5.9(b). Erro relativo determinado da malha severamente distorcida pelo MEFs,
MEFGs1 (1 nivel de enriquecimento) e MEFGs2 (2 niveis de enriquecimento).

Os elementos empregados nesse exemplo sdo submetidos a uma andlise do
refino h, malha uniforme, sem alterar o nivel da funcéo de interpolagéo, no caso dos
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elementos convencionais, assim como sem alterar o nivel da funcdo de
enriquecimento, no caso de elemento enriquecido. Alguns modos foram
selecionados para mostrar a convergéncia do resultado em funcdo do numero de
graus de liberdade adotado na analise. Todos 0os modos a serem apresentados a
seguir foram obtidos por integragdo numérica 8x8 pontos de Gauss para elemento
convencional e 30x30 pontos da integracdo por subintervalo para elementos

enriquecidos. As figuras 5.10 (a) — (e) estdo na escala log.

Errox MN.G.L MODO 4

Erro [%]

Figura 5.10 (a). Erro relativo versus graus de liberdade, modo 4.

A figura 5.10 (a) registra erro relativo versus grau de liberdade do modo 4. Os
elementos convencionais MEFQ e MEFs mostram curva de convergéncia com taxa
semelhante. A medida que a malha é refinada o erro relativo diminui. No caso dos
elementos enriquecidos MEFHs e MEFGs, o erro relativo é menor que o dos
elementos convencionais, mesmo com a malha relativamente grosseira. No caso do
modo 7, mostrado na figura 5.10 (b), todos os elementos dispdem da mesma
tendéncia da convergéncia, inclusive os elementos enriguecidos. Para os primeiros
modos de frequéncia natural, os elementos enriquecidos ndo se destacam como

elementos com elevada tendéncia de convergéncia quando comparados aos
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elementos convencionais. Porém, para os modos mais elevados, destacam-se por
apresentarem erro relativo baixo. Para efeito da andlise das figuras a serem
apresentadas nesta sec¢do, e na secao sequente, define-se a taxa de convergéncia
como sendo a razado entre a variacdo da porcentagem do erro relativo e a variacao

do nimero do grau de liberdade.
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Figura 5.10 (b). Erro relativo versus graus de liberdade, modo 7.

Por outro lado, para modos mais elevados, os elementos convencionais nao
conseguem obter taxas de convergéncia elevadas, por mais que se aumente o
namero de graus de liberdade. Nesse caso, 0s elementos enriquecidos séo
favorecidos, por apresentarem altas taxas de convergéncia, em funcdo do aumento
das funcbes de enriquecimentos. Essa situagcédo pode ser observada na figura 5.10
(c). Para o elemento convencional MEFQ, o erro relativo se mantém constante,
mesmo com o0 aumento do numero de graus de liberdade, enquanto o MEFs, o

MEFGs e o MEFHSs apresentam boa taxa de convergéncia com o refino da malha.
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Para modos ainda mais elevados como, por exemplo, o0 modo 16, figura 5.10
(d), a situacao se repete. O elemento convencional MEFQ tende a se estabilizar num
determinado valor de erro relativo, sem capacidade de reduzir esse erro mesmo com
o refino da malha, enquanto os elementos MEFs e enriquecidos apresentam boa
taxa de convergéncia. Especialmente o MEFGs. A figura 5.10 (e) mostra 0 mesmo
contexto.

Nesta secdo, diferentes elementos quadrilaterais e enriquecidos foram
submetidos a avaliacdo de desempenho, via determinacdo de autovalores e
autovetores para modos de vibragdo baixos e altos. De modo geral, os elementos
enriquecidos tiveram melhor desempenho na determinacdo de modos, em

comparacao com elemento convencional, especialmente, para modos mais elevados.

Erra [%]

Figura 5.10 (e). Erro relativo versus graus de liberdade, modo 18.

Um aspecto importante a ser observado € a quantidade de pontos de
integracdo numérica a ser empregada para elementos diferentes. Para elementos
convencionais, basta utilizar quadratura de Gauss. Neste trabalho se adota 8x8
pontos de integracdo numérica para obter maior precisdo. Por outro lado, para

elementos enriquecidos, quando a analise é da malha uniforme ou apenas um nivel
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de enriguecimento, ndo h& necessidade de adotar integracdo numérica por
subintervalo, basta utilizar quadratura de Gauss. Entretanto, quando os elementos
enriquecidos sdo empregados para malha ndo uniforme, ou se deseja aumentar o
nivel de enriquecimento, o emprego da integracdo numérica por subintervalo é
necessario para evitar resultados incoerentes.

No proximo capitulo, elementos enriquecidos serdo aplicados para analise
dindmica elastoplastica. Para excluir efeito de modos espurios, somente malhas
uniformes serdo empregadas, e 0s elementos enriquecidos tém apenas um nivel de

enriguecimento.

5.4 Formulagdes enriquecidas com refino h e com refino p

Esta secdo apresenta analises de pares de autovalores e autovetores da
chapa quadrada apresentada na sec¢éo 5.2. As analises séo feitas empregando-se
elementos quadrilaterais, de quatro nés (MEFn), de nove nés (MEFQ) e de
formulacédo enriquecida e generalizada (MEFG).

O objetivo desta secdo é analisar o desempenho das funcbes de
enriguecimentos apresentadas na secao 4.2. Os resultados sdo obtidos por duas
metodologias diferentes. A primeira metodologia consiste em empregar o MEFG com
refino h. Para efeito de simplificacdo, os niveis de enriquecimento sdo de no maximo
dois. A segunda metodologia consiste em empregar o MEFG com refino p. Neste
caso, existe apenas um elemento na malha, e o refino é feito pelos aumentos
sucessivos de niveis de enriqguecimento. A consideracdo da segunda metodologia de
empregar apenas um elemento é para destacar o efeito gerado pelas funcdes de
enriquecimento. Dessa forma, avalia-se o0 desempenho dos métodos comparando-os
com os resultados obtidos pelos outros elementos e pela primeira metodologia.

Enriquecimentos dos elementos quadrilaterais de quatro nés sdo adotados
nesta secdo. Por meio de duas estratégias. A primeira consiste em enriquecer o
elemento quadrilateral pelo contorno e pelo campo (MEFG®), tal como um elemento
quadrilateral enriquecido hierarquicamente. A segunda estratégia consiste em
enriqguecimento somente pelo campo (MEFG). O refino p das duas estratégias
respeita a sequéncia dos niveis de enriqguecimento, sem omitir nenhum nivel.

Os efeitos de enriquecimento se tornam evidentes para modos de vibragdes

mais elevadas, conforme observado na segéo anterior. Isso se revela pela alta taxa
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de convergéncia observada. As figuras 5.11 (a) — (d) mostram essa caracteristica
para resultados obtidos por diferentes formulacdes. Nessas figuras, o MEFG®™"
indica o MEFG enriquecido nos contornos e no campo, com apenas um nivel de
enriguecimento, com estratégia de refino h. O MEFG®® indica o MEFG enriquecido
nos contornos e no campo, com estratégia de refino p. O MEFG" indica o MEFG
enriquecido apenas no campo, com dois niveis de enriquecimento, e estratégia de
refino h, e MEFGP indica o MEFG enriquecido no campo com estratégia de refino p.
O aumento dos graus de liberdades do MEFG*" e MEFG" se deve exclusivamente
ao aumento da quantidade de elementos, refino h, enquanto o aumento dos graus
de liberdades do MEFG*® e o MEFGP se deve somente ao aumento de niveis de
enriquecimento, refino p. Estes ultimos chegaram ao nivel quatro de enriquecimento.

Sobre 0 aspecto da integracdo numérica, as metodologias apresentadas no
paragrafo anterior, MEFG®", MEFG", MEFG®® e MEFGP apresentam respostas
diferentes. O MEFG" com enriquecimento no campo, é possivel empregar
guadratura de Gauss de 8x8 pontos de integracdo numeérica, sem presenca de
resultado incoerente. Por outro lado, 0 MEFG®™" e 0 MEFG®® necessitam integracéo
numérica por subintervalo, este trabalho adota 30x30 pontos. Por Ultimo, o MEFGP
apresenta resultado coerente com 8x8 pontos de quadratura de Gauss para primeiro
e segundo nivel de enriquecimento, a partir do terceiro nivel de enriquecimento, é
necessario integracdo numérica por subintervalo para evitar resultado incoerente.

Ao longo do calculo, é observado o fato de que os resultados obtidos sdo
influenciados pelo parametro 3, um parametro inerente a formulacdo proposta por
Arndt (2009). Essa influéncia afeta o valor dos resultados obtidos, assim como no
tempo gasto na solugcdo numérica. Como o parametro [ estd influenciando na
preciséo e no tempo gasto na determinacao dos pares de autovalores e autovetores,
ainda € uma questado em aberta para trabalhos futuros.

Por outro lado, para estratégia do refino p, a cada cobertura de funcbes de
enriquecimento emprega um valor de B diferente. O elemento enriquecido com 1
nivel de enriquecimento assume um valor de 3, quando se acrescenta mais um nivel
de enriquecimento, o valor de 3 do nivel anterior € preservado, e o novo nivel de
enriquecimento assume outro valor de (. Assim sucessivamente até o nivel de
enriquecimento desejado. Entretanto, este trabalho n&o trabalhou com a légica para
variacdo do valor de B. Para presente trabalho, adota-se que o valor de 3 do nivel do

enriguecimento € sempre maior do que o nivel inferior.
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Figura 5.11 (a). Erro relativo versus o numero de graus de liberdade, modo 10,
MEFG refino p e h.

A figura 5.11 (a) mostra os resultados obtidos por diversas formulacdes para
10° modo de vibrar. E possivel observar que o MEFQ apresenta um resultado
praticamente indiferente ao aumento do nimero de grau de liberdade. Por outro lado,
o MEFn apresenta uma tendéncia da convergéncia praticamente linear. Enquanto o
MEFG™ e o MEFGP apresentam erros relativos mais baixos do que outras
formulagdes. O MEFG®™ é a formulacdo que apresenta menor erro relativo.
Lembrando que para o MEFGP e o0 MEFG®® emprga apenas um elemento na malha.

A figura 5.11 (b) mostra uma situacao diferente do que foi apresentada pela
figura 5.11 (a). Na figura, os resultados do MEFGP mostram que seu erro relativo
determinado € o menor de todos para baixo nimero de grau de liberdade. Enquanto
as formulacées, 0 MEFG®" e o MEFG®® apresentam erro relativo menor do que
aquele apresentado pelo MEFQ. Ambas mostrando a formulagdo enriquecida com
refino p apresenta alta taxa de convergéncia para modos mais elevados. E essa taxa
€ maior do que a formulacéo enriquecida com refino h.

Para inferiores ao 10°, tabela 5.1, a formulacdo enriquecida, tanto para o

MEFG com refino p quanto para o refino h, apresenta resultados semelhantes
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aqueles obtidos pela formulagdo convencional. Somente para os modos mais
elevados, na sua maioria acima do décimo modo, a formulag&o enriquecida de refino
p apresenta a taxa de convergéncia mais elevada do que formulacdes convencionais

e formulacdes enriquecidas do refino h.

Erro x N.G.L MODO 12

(%]

10

10’

Erro [%]
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10

—%
T
—%
—

M.G.L
Figura 5.11 (b). Erro relativo versus o numero de graus de liberdade, modo 12,

MEFG refino p e h.

Este capitulo apresentou um estudo para determinacdo de pares de
autovalores e autovetores, e a quantidade de pontos de integracdo necessaria para
elementos enriquecidos. A partir da observacdo dos resultados, as formulacdes
enriquecidas apresentam resultados coerentes com 8x8 pontos da quadratura de
Gauss quando se emprega apenas 1 nivel de enriquecimento e malha uniforme.
Entretanto, para malha ndo uniforme ou mais de 1 nivel de enriquecimento, o
emprego da quadratura de Gauss de 8x8 pontos se mostrou falho, nesse caso, &
necessério integracdo numérica por sub intervalo, que no presente trabalho se

adotou 30x30 pontos de integracdo numérica.
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Figura 5.11 (c). Erro relativo versus o numero de graus de liberdade, modo 19,

10’

MEFG refino p e h.
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Figura 5.11 (d). Erro relativo versus o numero de graus de liberdade, modo 20,

MEFG refino p e h.
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6. APLICACOES

Este capitulo apresenta resultado do estudo de propagacdo de ondas de
deslocamentos e de tensdes ao longo de barras e de vigas bem como estado plano
de tenséo, utilizando elemento unidirecional e elemento bidirecional. Para estudo da
viga, adotou-se a formulagdo de viga Euler — Bernoulli, com sete pontos de
integracdo numeérica ao longo do elemento convencional e enriquecido, dois dos
guais situados nas extremidades e cinco distribuidos uniformemente ao longo do
elemento. O elemento quadrilateral de quatro nds, de nove nés e o serendipity,
convencionais e enriquecidos, sao utilizados, com diferentes quantidades de pontos
de integracdo numérica. Serd feita uma comparacdo cruzada entre elementos
convencionais e enriguecidos, com os métodos de solucédo temporal. Ao se adotar
diferentes algoritmos de solucé&o temporal, o elemento convencional e os elementos
enriquecidos respondem de forma diferente. Essa diferenca é mostrada e discutida
neste capitulo também.

Para se proceder a analise de viga como elemento unidirecional, consideram-
se quatro formas de discretizacao, a saber: MEFG, MEFH, MEFQ e MEFn. O MEFG
€ aplicado para enriquecer o elemento finito de dois nés, e as equacdes (4.18) e
(4.19) sédo adotadas para garantir esse efeito. O MEFH também € aplicado para
enriquecer elemento de dois nés, a partir das funcdes de Lobatto, (4.1) para
deslocamento longitudinal, e funcbes de Bardell, (4.2) para deslocamento
transversal. O MEFQ é o termo adotado para representar elemento convencional
guadratico de trés nés, sem enriquecimento, dois dos quais nas extremidades e um
no meio do elemento. O MEFn é a denominacéo dada para o elemento convencional
de dois noés

Os algoritmos adotados para solucdo temporal sdo os de Newmark de
aceleracdo linear e média, HHT e alfa generalizado. Em todos os exemplos, o efeito
de amortecimento ndo é considerado.

Para efeito de organizacdo de exemplos, conjuntos de propriedades

mecanicas e geométricas sdo apresentados e numerados.

Conjunto 1:  E =210GPa; p = 7830kg/m?.
Comprimento de 1 m; raio externo de 75 mm e interno de 70 mm.
Conjunto 2:  E =207GPa; p = 7830kg/m®; tensdo de escoamento = 414MPa.
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Comprimento de 1 m; raio externo de 75 mm e interno de 70 mm.
Conjunto 3:  E =207GPa; p = 7830kg/m?® ; tensdo de escoamento = 414MPa.

Comprimento de 1 m; raio externo de 25 mm e interno de 20 mm.
Conjunto 4: E =210GPa ; p=7830kg/m® ; tensdo de escoamento =414MPa .

v =0,3. Comprimento de 1 m; altura de 0,1 m, espessura de 0,05 m.

6.1. Analise elastica de barra engastada — livre submetida a forca

do tipo Heaviside.

O primeiro exemplo € voltado para o estudo de elementos unidimensionais de
barras e, por sua simplicidade, permite avaliar melhor as diferencas de desempenho
dos métodos aqui tratados.

Considere uma barra de propriedades conjuntos 1, engastada livre com uma
forca de magnitude de -1000N aplicada subitamente na extremidade livre e mantida
nesse valor, como mostra a figura 6.1.1, até final da analise. Para solugéo temporal,

adotou-se intervalo de tempo de 1x10°s e 5000 passos de tempo.

AAAAA
—
—
~

R
x

Figura 6.1.1. Barra engastada — livre com forca de tipo Heasivide aplicada na

extremidade livre.

A solucdo analitica é dada pelas equacdes (6.1.1a), (6.1.1b) e (6.1.1c), as
quais determinam, na direcdo longitudinal, o deslocamento, a velocidade e a
aceleracéo, respectivamente. Essas equacdes foram deduzidas por Nowacki (1963;
apud MONTEIRO, 2009).

u(x,t)= 8f,L i{ (_1)n_12 sin((zngf)ﬂxj(l—cos(%jﬂ (6.1.1a)

"~ 72EA = (2n —1)
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e IS

d th(z(’t) _ 2[;‘: i{(— 1)“sin(%](cos(%m (6.1.1c)

n=1

Para solucao temporal de equacdo governante de fenébmeno elastodinamico,

0os métodos de Newmark e de HHT («a; =-0,1) sdo adotados e comparados, e 0

método Newmark é aplicado considerando aceleracéo linear e aceleracao constante.
Para efeito de comparacgéo, a solugdo analitica de Nowacki (1963), equagéo (6.1.1),
e a solucdo fornecida pelo MEFG séo consideradas referéncia, enquanto outros
elementos sdo comparados a elas. As malhas de cada andlise tem
aproximadamente o mesmo numero de graus de liberdade, MEFQ e MEFn com 123
namero de graus de liberdade, MEFG e MEFH com 126. Os resultados
apresentados neste exemplo sdo referentes ao n6 da extremidade da barra, onde a
forca é aplicada.

Os resultados obtidos numérica e analiticamente sdo apresentados nas
figuras 6.1.2 a 6.1.9. A figura 6.1.2 mostra a aceleragdo calculada no n6 da
extremidade. Observe-se que MEFG® e MEFG" sdo denominacées dadas ao método
generalizado considerando aceleracdo constante e linear, respectivamente para o
método de Newmark. O subindice superior, HHT, representa algoritmo de solucéo
temporal utilizado. Como se pode observar na figura 6.1.2, a solucdo numérica
MEFG, em combinagcdo com Newmark constante e linear, produz oscilagcdes
bastante pronunciadas em comparacao a solucéao analitica. A figura 6.1.3 mostra a
velocidade no ponto extremo da viga. Note que, nesse problema, a velocidade é
determinada pela derivada temporal da equacdo de deslocamento e apresenta
descontinuidade em diversos pontos. Por outro lado, a solucdo numérica obtida via
Newmark apresenta oscilacdo numérica na regido proxima ao salto do diagrama.
Entretanto, o0 mesmo fenbmeno ndo acontece com a solucdo obtida via HHT. A
figura 6.1.4 (a) e (b) mostra curva de deslocamento obtida analitica e
numericamente. Pela observacao da figura 6.1.4 (b), o MEFG em combinacdo com
Newmark linear é aquele que apresenta resultado mais préximo da solucdo analitica.

A medida que o deslocamento vai mudando de sentido, apds atingir valores

de pico, a curva da velocidade, representada na figura 6.1.3, torna-se descontinua.
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Embora todos os elementos da figura 6.1.4(a) tenham atingido o resultado
determinado pela solucao analitica com precisédo razoavel, a velocidade determinada
pelo MEFG em combinacdo com Newmark se mostra altamente oscilatoria tanto
para aceleracéo linear quanto para aceleracdo constante (figura 6.1.3). Por outro
lado, a figura 6.1.4(b) mostra 0 MEFG" como um dos métodos que mais se aproxima
da solucao analitica. O mesmo acontece para caso de aceleracdo, como mostra a
figura 6.1.2. A combinacdo de MEFG com HHT se revela, por sua vez,
razoavelmente satisfatéria. Esse contexto acusa a diferenca entre os métodos de

Newmark e HHT perante elementos finitos convencionais e enriquecidos.

% 10° Aceleracao x Tempo
g I I T I I I I I I
: . : : . . | Nowack
o — [ o S L L i | merGt
i E i ___ MEFG-
Lo bbb MEFGTTT
N I | s S e o B VT
A MEFQHHT
VRS Rl A A s A R 7 MEFnHHT
E l : : : : : ; : :
m
=
32p :
4 i
20 R R R e hReeE SR T PP PP RN PP EEEE EEEE _
3 i i i i i i i i i

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Tempo [s] x 107

Figura 6.1.2. Aceleracdo do exemplo 1, resultado obtido por diversas formulacoes.
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Velocidade x Tempo

0.025 . | ! ! ! : ! : —— Tlowacki
0.02 : : Z : : : : MEFG”
: : : . : : ; MEFGH
0.015 L SRR I f - ' L MEFGT
! ' : MEFHHHT
001 k- HHT
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g oo MEFnHHT
o
o 0
=
e
s -0.005 F--

-0.01
0.015 F--

002 :

-0.025
0 .
Tempo [s]

Figura 6.1.3. Velocidade do exemplo 1, resultado obtido por diversas formulacdes.

. 1[]45 Deslocamento x Tempo

Deslocamento [m]

Y NS O A O N O D N 1 S

S A R TR A AN S AN S R
0 ; . .
Tempo [s] 107

Figura 6.1.4(a). Deslocamento do exemplo 1, resultado obtido por diversas
formulacdes.
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< 10" Deslocamento x Tempo
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Figura 6.1.4(b). Ampliacao da figura 6.1.4(a).

O método HHT é reconhecido como mais dissipativo que o de Newmark,
sendo capaz de reduzir mais a oscilacdo numérica. Entretanto, essa dissipacao
afeta resultados como o deslocamento (ver figura 6.1.4(b)). Essa observacdo é
importante para a determinacdo de tensGes e de deformacdes, pois estas Ultimas
sdo as derivadas dos deslocamentos no espaco e no tempo, no contexto dos
problemas da elastodindmica. A figura 6.1.5 mostra o grafico da deformacao versus
tempo obtida pelo MEFG a partir de Newmark e HHT. O resultado obtido pelo
método Newmark se mostra mais oscilatério em comparacdo aos que sdo obtidos
pelo método HHT. Do ponto de vista computacional, quando o algoritmo envolver
processo iterativo, em que critério de convergéncia precisa ser atendido, essa
oscilacdo pode prolongar o tempo de processamento. Isso € 0 que ocorre em uma
analise envolvendo plastificacdo, contexto em que o processo iterativo de Newton —
Raphson é utilizado, como se pode acompanhar nos proximos exemplos.

Para observar o desempenho do MEFH, MEFn e MEFQ, em combinagdo com
HHT, as curvas de MEFG® e MEFG" sdo retiradas. A figura 6.1.6 mostra que 0s

elementos tiveram oscilacéo reduzida na aceleragdo assim como na velocidade (ver
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figura 6.1.7). A figura 6.1.7 mostra o desempenho dos elementos ao tratarem da
descontinuidade matematica. E possivel observar na figura 6.1.7 que o MEFG e o
MEFQ praticamente ndo apresentam oscilacdo nos pontos descontinuos e também
nao sao capazes de atingir a largura total do degrau, como mostra a solucao
analitca. O MEFH e o MEFn apresentam, por sua vez, oscilagdo numérica,
enquanto o MEFH, com enriquecimento de Lobatto, acusa oscilagdo mais acentuada
que o MEFn.

O que explica o fato de o MEFG praticamente ndo apresentar oscilacéao,
mesmo enriquecido, a partir de elemento de dois nés, é a utilizacdo das equacdes
(4.18) e (4.19). Ambas as funcdes de enriquecimento contém funcdes
trigonométricas, que garantem a continuidade da equacéo no espaco mesmo diante
de derivada espacial e temporal de ordem mais elevada. Isso afeta
consideravelmente o desempenho de HHT, auxiliando-o a obter resultado com
menos perturbacéo.

%« 10" Tempo X Deformacao (MEFG)

— Mewmark
—— HHT

(=]
m
[
m
E 2_ 1 I 1 . 1 1 _ [ [ _
= T n [ T A i [ r
=
(=]
y—
[H]
[

----------------

Tempo [s] 10~
Figura 6.1.5. Deformacédo do exemplo 1, resultado obtido por diferentes métodos.
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Yelocidade [m/is]
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Figura 6.1.6. Aceleracdo do exemplo 1, resultado obtido por HHT.

Velocidade x Tempo
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Figura 6.1.7. Ampliacédo da curva de velocidade obtida por HHT.
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. 1[]45 Deslocamento x Tempo
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Figura 6.1.8. Ampliacéo da figura 6.1.4(a), somente resultado HHT.

No MEFQ, por ter fungéo de interpolacéo cubica, essa continuidade também é
garantida. Por outro lado, o MEFH, em que se utilizam fun¢cbes de Lobatto como
enriquecimento, embora tenha apresentado resultado satisfatorio na determinacao
de frequéncias naturais (TORII, 2012), revela, diante de descontinuidades
matematicas, oscilagdo numeérica, diferentemente do MEFG. A figura 6.1.8 mostra
gue todos os elementos utilizados apresentam resultados bem semelhantes,
especialmente o MEFG e o MEFQ, cujos resultados sdo praticamente iguais.

A propagacao da onda de deslocamento movimentando-se ao longo da barra
em funcdo do tempo é estudada nas figuras 6.1.9(a) — (d). Nessa andlise, o
resultado de MEFn ndo é apresentado. Ao se comparar o resultado de todos os
elementos, aparentemente o MEFG é aquele que apresenta menor oscilacdo ao
longo da barra e 0 que mais se aproxima da solucdo analitica. A razdo dessa
diferenca se deve ao fato de que o MEFH e o MEFQ utilizam funcgéo de interpolagao
polinomial enquanto o MEFG incorpora funcdo trigonométrica no enriquecimento.

Assim, o0 MEFG apresenta continuidade no espaco e no tempo, quando utiliza HHT,
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e, por consequéncia, apresenta maior estabilidade na solugcdo de propagacao de

ondas de deslocamentos.

Apesar de que o algoritmo HHT em combinacdo com MEFG apresentou

menos oscilacdo numérica nas curvas de velocidade, mas vale a pena observar que

o método HHT € um algoritmo que introduz artificialmente amortecimento numérico,

gue por sua vez, pode abafar erros numéricos na analise. Esses erros numéricos

podem ser de origem da malha grosseira ou da quantidade de pontos de integracéo

numérica adotada. A introducdo do amortecimento numérico introduzido na solugéo

pode esconder esses erros numéricos e ndo apresentar resultado real da solugao.
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[w] ojuswredo|sag

T T
— MEFG
H H —= MEFH
cdeeeeeedeeo| e MEFQ  H
: : —— Nowacki

____________________________________

-----------------------------------------------------

L [m]

— MEFG
- MEFH

—— MEFQ
—— Mowacki

____________________________________

----------------------------------------------------

----------------------------------------------------------

0 01 02 03 04 05 06 07 08 098 1
L [m]

(c) Tempo 3.998x10°s
p

[w] oluswedo|sag

[w] oyuswedolsag

x 107
1 T T T T
: : — MEFG
P b | vEFH
0 S | — MEFQ H
: : —— MNowacki
N A A R R N S .
B S S Rt N A R —
A T S . -
P USSR SV SUUUOS AUV RO U SUUOOS OO W |
% NS S NS N S S N S S
5 i i i i i i i i i
0 01 02 03 04 05 06 07 0.8 09 1

— MEFG
—&- MEFH
—— MEFQ
—— Nowacki

Lm]

(d) Tempo 5x1073s

Figura 6.1.9. Perfil de deslocamento em instantes diferentes.

A partir dos

resultados obtidos pelas formulagbes convencionais e

enriquecidas, e pelo o método HHT, foi feita uma estimativa de erro associando a

solucdo analitica de Nowacki (1963) e a solucdo numérica. Os erros foram

determinados no n6 da extremidade livre pelo modelo de estimador de erro proposto
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por Torii (2012). Para efeito de comparacéo, os erros numéricos foram estimados
por malhas de nimeros de graus de liberdade diferentes. Foi adotado refino h nesta
andlise. Os resultados s&o apresentados pela figura 6.1.10. E possivel observar que
o MEFG e o MEFQ apresentam erro estimado em valores aproximadamente
constantes, mesmo diante o aumento do niumero de graus de liberdade. Assim,
mostrando eficiéncia dos métodos aplicados para este exemplo. Por outro lado, o
MEFH e o MEFn apresentam convergéncia de erro diante do refino h. Mesmo assim,

0s erros estimados sao ainda maiores em relacdo ao MEFG e ao MEFQ.

2.5

]

—
(A ]

Erro Estimado [m.s]

0.5
60 70 80 80 100 10 120 130 140 150 160

Mumero de graus de liberdade

Figura 6.1.10. Erros estimados por formulagcbes convencionais e enriquecidas,

exemplo 1.

6.2. Barra engastada — livre submetida a for¢ca de impulso

Nesta secdo, a barra do modelo 1 é submetida a uma for¢a de impulso na
extremidade livre. A solucdo temporal é feita com intervalo de tempo de 1x10°s,
durante 5000 passos. A forca de magnitude de -1000N € aplicada para extremidade

livre no intervalo de tempo de Os e até 1x10°s.
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A solucdo analitica € obtida por Chopra (1995) e mostrada nas equacdes

(6.2.1a) a (6.2.1c), onde t, é o intervalo do tempo, contado de zero, com a aplica¢éo

da forca impulsiva até a mesma ser descarregada.

u(x,t)= :I E;i{ ((_1)“2 sin((znz_l_l)mj[l—cos((zng#jﬂ para t<t, (6.2.1a)

| (2n —1)

u(xt)= Bk i{u(td Jeos(@r (t—t, )+ 1) sen(o (1, ))} (6.2.1b)

- 1EAL o,
ult, )= ((Z_nl—)nl;z sin((znz_l_l)ﬂxj(l— cos((zn_z%jj (6.2.1c)

Os resultados apresentados nas préximas figuras sdo relativos ao n6 da
extremidade livre. A figura 6.2.1 mostra as curvas de aceleracdo obtidas no né da
extremidade e determinadas pelos diversos métodos. A figura 6.2.2(a) mostra as
curvas de velocidade. E possivel observar que todos os elementos tiveram elevada
perturbacdo no seu resultado, devido ao carregamento e descarregamento da forca
impulsiva. Depois de certo tempo, 0s elementos comecaram a apresentar resultados
repetitivos. A figura 6.2.3(@) mostra as curvas de deslocamentos obtidas pela
solucdo numérica e analitica. E possivel observar que a forca impulsiva gera

deslocamentos no formato de fungéo degrau.
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Aceleragao [m/s?]

Figura 6.2.1. Aceleracdo do exemplo 2, resultado obtido por diversos métodos.

“elocidade [m/fs]
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Aceleragao x Tempo

— MEFGHHT
— MEFQMHT

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Tempo [s]

Velocidade x Tempo

x 10"

Figura 6.2.2(a). Velocidade do exemplo 2, resultado obtido por diversas formulagdes.
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® 10 Velocidade x Tempo
] S — } —— — ) S— — } — | A— ) I— | I— T-]
. : ! — MEFG""T
Al | | — MEFH"T

Yelocidade [m/fs]

1.9 2 2.1 2.2 23 24 245 2

B 27 28

Tempo [s] 107
Figura 6.2.2(b). Ampliacdo da figura 6.2.2(a).
107 Deslocamento x Tempo
_I Chuplra
MEFGT ||
MEFH""T

Deslocamenta [m]

-------------------------------------------------------

_____________

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Tempo [s]

% 10”

Figura 6.2.3(a). Deslocamentos do exemplo 6.2, resultados obtidos por diversas

formulacdes.
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% 10 Deslocamento x Tempo

—
(8]

-
P

—
L%}

—
[

Deslocamento [m]
[ ) —
o - .

—
(=]

2.1 2.15 2.2 2.25 23
Tempo [s] 107

Figura 6.2.3(b). Ampliacao da figura 6.2.3(a).

Em fungdo disso, quando o né da extremidade livre inverter o sentido de
deslocamento, a velocidade associada se mostra como um salto na forma de pico.
Esse fenbmeno € visto na figura 6.2.2(a) pelo resultado apresentado do MEFG. A
figura 6.2.2(b) revela que outros elementos nao foram capazes, como o MEFG, de
determinar os resultados com estabilidade razoavel. Isso revela a eficiéncia do
MEFG em obter resultados estaveis quando é aplicado junto com algoritmo de
caracteristica dissipativa, como o HHT. A partir da figura 6.2.3(b), é possivel anotar
gue MEFQ apresenta levemente oscilacdo numérica diante de forca impulsiva,
enquanto MEFG se mostra estavel. Para os outros elementos, o MEFH e o MEFn,
observa-se comportamento oscilatério, muito mais que a solu¢éo analitica. Convém
lembrar que nos quatro elementos se utilizou malha com aproximadamente o
mesmo numero de graus de liberdade, MEFQ e MEFn 123, MEFG e MEFH 126. As
figuras 6.2.4(a) — (d) mostram a passagem de onda de deslocamentos. A seta
vermelha indica a direcdo da propagacéo. Nessas figuras, o resultado do MEFn néo

€ incluido. Apesar de o0 MEFG e o MEFQ né&o coincidirem inteiramente com a
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solucao analitica, séo, entretanto, 0s que mais se aproximam a esta solu¢cao, mais
do que o MEFH.

Deslocamento [m]

Deslocamento [m]

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

4f-.| ™ MEFG
—&- MEFH
—— MEFQ
.| — Chopra

&
T

Deslocamento [m]
Deslocamento [m]

0.5 0.6 07 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 03 04 U.‘S U.IE U!T U.IE 0!9 1
L [m] L[m]
(c) Tempo 4.9x10s. (d) Tempo 5x1073s,

Figura 6.2.4. Perfil de deslocamento do exemplo 6.2 em instantes diferentes.

6.3 Analise elastica de barra biengastada com deslocamento inicial.

Figura 6.3.1. Esquematico de barra biengastada, submetido ao deslocamento inicial.

O exemplo 3 mostra um caso ja analisado por Torii (2012), em que uma barra

biengastada € submetida ao deslocamento longitudinal inicial como mostra a figura

116



6.3.1. O comprimento da barra € de 1 m e \/E/p =1m/s. A malha adotada pelos

MEFG, MEFH e MEFQ tem o mesmo numero de graus de liberdade; e os métodos

Newmark e HHT sdo comparados.

Deslocamento X Tempo (Newmark)
0.25

I T
i MEFG
foeeena-ooo| — MEFH
! i | — MEFQ
—— Analitica |

TP S | N

£ ey 1o

[ S

wos A
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o

0.0 f--g--d--foood- -
) U S N O S
015 f-o--

,,,,,,,,,

02 if -4

-0.25
0

25
Tempo [s]
Figura 6.3.2(a). Deslocamento do
exemplo 3, Newmark.

Velocidade X Tempo (Mewmark)
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Figura 6.3.2(c). Velocidade do exemplo 3,

Newmark.
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0.05-- ’”é"' ”*E """ .’

atpedifi L

------------

,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,

0.2f---- I |

0 . . 25
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Figura 6.3.2(b). Deslocamento do exemplo

Welocidade [mis]

3, HHT.

Velocidade X Tempo (HHT)

FPYISMES A S MO SO S S s

04p----- '

PPy PR | S N | S T . :

_________

Figura 6.3.2(d). Velocidade do exemplo 3,

HHT.

Fez-se a andlise, conforme Torii (2012), com intervalo de tempo de 2,5x107 s,

e os parametros de Newmark sdo a =05 e y =0,25. Em paralelo, o método HHT

também foi considerado. O objetivo desse exemplo é, portanto, reproduzir o0s

mesmos resultados obtidos por Torii (2012) e comparar, em paralelo com Newmark

e HHT, o comportamento dos elementos enriquecidos e convencionais. Os

resultados extraidos sdo do n6 que esta situado bem no meio da barra.
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Welocidade X Tempo (HHT)
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Figura 6.3.3(a). Ampliacao da figura 6.3.2(d).
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Figura 6.3.3(b). Ampliacdo da figura 6.3.2(c).
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As figuras 6.3.2(a) e (b) mostram as curvas de deslocamentos obtidas pelos
métodos de Newmark e HHT, respectivamente, as quais sdo semelhantes ao
resultado apresentado por Torii (2012). Diante das mesmas condicfes de malha e
parametros de analise, a figura 6.3.2 (a) mostra que o MEFQ é o que se aproxima
mais da solucdo analitica, enquanto o MEFG e o MEFH apresentam resultados bem
semelhantes. Entretanto, a figura 6.3.2(b) mostra outra situacdo com a utilizacéo de
HHT. Os trés elementos tiveram amortecimento numeérico devido a caracteristica
dissipativa do HHT, e o MEFG é o0 que mais se aproxima da solucdo analitica, mais
do que MEFQ, enquanto MEFH € o que estid mais afastado. A partir dessa
observacéo, conclui-se que o MEFH, com funcdes de Lobatto e HHT para anélise de
barra, ndo apresenta comportamento satisfatorio em comparacdo ao MEFQ e ao
MEFG. Entretanto, com o método de Newmark, o MEFH apresenta curva de
deslocamento semelhante ao MEFG.

As figuras 6.3.2(c) e (d) mostram comportamento dos trés meétodos em
relacdo a derivada temporal do deslocamento, a velocidade. Com o método
Newmark, o MEFG e o MEFH apresentam oscilacdo acentuada ao longo do tempo,
enquanto o MEFQ revela menos oscilagdo, como acusa a figura 6.3.2(c). Por outro
lado, a figura 6.3.2(d) mostra que o método HHT consegue reduzir essa oscilacédo
para todos, e o MEFG é o0 que apresenta maior estabilidade, tanto na magnitude da
velocidade quanto na frequéncia dessa oscilacdo numérica. As figuras 6.3.3(a) e (b)
constituem uma ampliacao das figuras 6.3.2(c) e (d).

Combinando com a observagéo feita a partir das analises das figuras 6.3.2(a)
e (b), é possivel concluir que o método Newmark proporciona condi¢des favoraveis
para MEF convencional e MEF enriquecido de modo a determinar o deslocamento
com razoavel precisdo, em comparacdo a solucdo analitica. Entretanto, nao
consegue fornecer condicbes favoraveis para reduzir oscilagdo numérica da
derivada temporal do deslocamento, especialmente quando apresenta
descontinuidade na curva, como se observa na figura 6.3.2(c). Por outro lado, o
método HHT introduz amortecimento numérico no calculo dos deslocamentos, o que
faz com que o MEFQ, o MEFG e o MEFH apresentem resultados mais afastados da
solugcdo analitica, em comparacdo com os resultados obtidos por Newmark.
Entretanto, proporciona condicOes estaveis para reduzir oscilacdo numeérica para 0s
MEF's, mesmo diante descontinuidade numérica. Em especial, o MEFG fornece

resultado mais estavel devido a funcéo de enriquecimento (ver figura 6.3.3(a)).
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6.4. Viga bi-apoiada submetida a forca impulsiva do tipo Heaviside

O exemplo 6.4 analisa uma viga bi-apoiada, com propriedades do conjunto 1,
submetida & forca do tipo Heaviside. O intervalo de tempo utilizado é 1x10° s, com
5000 passos. Somente o método HHT é utilizado. Uma for¢ca de magnitude 1000 N é
aplicada justamente na metade da viga no tempo zero, e mantida com esse valor até
final da andlise. E um exemplo que visa avaliar o comportamento dos elementos
MEFQ, MEFH e MEFG numa situacdo que envolve flexdo, especialmente para os
elementos enriquecidos.

As funcdes utilizadas para o enriguecimento de deslocamentos transversais
sdo avaliadas pela observacao dos resultados a serem apresentados pelas figuras
seguintes. Para o MEFH, as fungbes de Bardell, (4.2e) (4.2f) s&o utilizadas para
enriquecimento de deslocamentos transversais. Para o MEFG, as funcgbes (4.19)
propostas por Arndt (2009) sdo adotadas. A solucdo analitica para deslocamentos
no ponto da aplicacdo da forca € apresentada por Chopra (1995), como mostra a
equacao (6.4.1). Os resultados dos elementos MEFG e MEFH sao obtidos com
malha de 11 n@s; os resultados do MEFQ foram determinados por uma malha de 21
nos. Essa consideracao foi feita para que se tenha um parametro em comum de

grau de liberdade para a malha adotada pelos elementos em estudo.

L/2 1)

+
T

& R

Figura 6.4.1 Esquematico da viga fixa — apoiada submetida a forca do impacto.

Segundo Chopra (1995), o problema em questéo apresenta o seguinte campo
de deslocamentos:

2 L L2
p Z¢ /

(1- coswt)smn—ﬂX 6.4.1
/8 EI n’ L (6.4.1)

Os resultados obtidos no no situado no meio da viga séo apresentados nas
figuras 6.4.2, 6.4.3 e 6.4.4. S&o eles: aceleragdes, velocidades e deslocamentos
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transversais, respectivamente. Os resultados obtidos pela solugdo analitica da
equacao (6.4.1) servem como referéncia de comparagao.

A figura 6.4.2 mostra a curva de aceleracdo versus tempo obtida pelos
diferentes métodos e solucdo analitica; e a figura 6.4.3, a curva de velocidades
versus tempo. E possivel observar que os elementos enriquecidos com a fungéo de
Bardell e Arndt apresentam resultado semelhante ao do MEFQ. A partir da
observacdo dos resultados, em especial da figura 6.4.4, € possivel considerar que
os elementos utilizados apresentam resultados relativamente precisos, em relacéao
ao que é fornecido pela solucdo analitica. Os trés métodos praticamente tém seus
resultados um se sobrepondo com os outros. Isso indica que as funcdes de
enriquecimento do MEFG se comportam de forma semelhante as funcdes de Bardell,
adotadas pelo MEFH, em combinacdo com o método HHT. O problema de
amortecimento numérico apresentado nos exemplos anteriores ndo é observado
nessa situacdo. O MEFH, com a funcdo de enriqguecimento de Bardell, também se
mostrou eficiente por apresentar resultado proximo da solucdo analitica, sem

oscilacdo numérica como se constatou nos exemplos anteriores de barra.
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Figura 6.4.2. Aceleracdo do exemplo 4, resultado obtido por diversas formulacoes.

121



A configuragdo deformada da viga em fun¢do de deslocamentos transversais
€ apresentada nas figuras 6.4.5(a) — (d), em instantes diferentes. A figura 6.4.5 (a) o
perfil de deslocamento no instante 1x103s. No instante 2,217x10° s, a curva de
deslocamento transversal estd bem proxima do ponto de inverséo (ver figura 6.4.4).
Logo, é possivel observar uma diferenga de resultados entre a solugdo analitica e as
solucbes dos métodos numericos na figura 6.4.5(b). Aparentemente, os elementos
enriquecidos e convencionais apresentam uma defasagem em magnitude de
deslocamento transversal, no momento préximo ao ponto de inversdo de sentido.
Porém, essa diferenca na magnitude dos deslocamentos se reduz ao longo do
tempo, como mostra a figura 6.4.5(c). Por ultimo, novamente, no instante proximo ao

ponto de inversao, a figura 6.4.5(d) mostra claramente essa defasagem no tempo.

Velocidade X Tempo
Rl I R A

0.04

0.02

“elocidade [mfs]
o]

-0.02

-0.04

-0.06
0

Temp;n [5]

-3
x 10
Figura 6.4.3. Velocidade do exemplo 4, resultado obtido por diversas formulagdes.
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% 10° Deslocamento X Tempo

Deslocamento [m]

0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Tempo [s] 107

Figura 6.4.4. Deslocamento do exemplo 4, resultado obtido por diversas formulacdes.

Outra possibilidade para causar essa defasagem é a prépria propagacao da
onda. As ondas de deslocamentos provocadas por forcas do tipo Heaviside viajam
em alta velocidade na viga, a partir do ponto da aplicacdo da forca até os dois
extremos, e encontram condi¢cbes de contorno distintas; assim, invertem o sentido
de propagacédo e retornam ao seu ponto de partida. Durante o calculo numérico da
situagéo descrita, devido ao erro numérico, acumulativo na integracdo numerica e no

algoritmo de HHT, acaba provocando essa defasagem.
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Figura 6.4.5. Perfil deformado da viga do exemplo 4, em instantes diferentes.

Para analisar a contribuicdo da funcéo de Bardell e da funcéo de Arndt (2009)
na determinacdo de deformacdes, considera-se o ponto situado no meio da viga, na
superficie externa superior, e a curva € mostrada na figura 6.4.6. Os trés elementos
empregados acusam resultados praticamente iguais. Com o mesmo grau de
liberdade e, por consequéncia, mesma dimensdo das matrizes, 0os elementos
enriquecidos apresentam deformagcdo bem semelhante ao que foi apresentado por
MEFQ. Os elementos enriquecidos tém como base o elemento de dois nds,
enquanto o MEFQ, trés nés, e suas funcbes de interpolacdo sao polinbmios de
ordem mais elevada do que o do elemento de dois nds. Isso mostra a contribui¢do
das funcdes de enriquecimento. Por outro lado, a deformacédo é a derivada espacial
de deslocamento, que tem a degradacéo no resultado como caracteristica inerente,

especialmente no ponto entre dois elementos vizinhos.
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w10~ Deformacao X Tempo

Deformagao

0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45 5
Tempo [s] 107

Figura 6.4.6. Deformacao do exemplo 4, medida calculada no ponto situado no meio
da viga.

6.5. Analise elastica de viga engastada — livre submetida a forca

vertical de impulso

Este exemplo analisa o caso de um viga com propriedades do conjunto 1,
engastada — livre submetida a forca vertical de impulso na extremidade livre. A forca
de impulso tem magnitude de -1000N, aplicada no instante inicial zero, e €
descarregada no instante 0,1s na mesma magnitude. Somente o método HHT é
aplicado, com intervalo de tempo de 1x10™s, 10000 passos de tempo.

O MEFH utiliza as funcbes de Bardell como funcdo de enriquecimento,
enquanto MEFG utiliza as de Arndt (2009), como no exemplo anterior. Os resultados
como aceleragbes, velocidades e deslocamentos sdo extraidos no ponto da
aplicacéo da forca, na extremidade livre da viga. A viga é discretizada por onze nés

para MEFG e MEFH, e vinte de um né para MEFQ.
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Aceleragao [mm/s?]
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: : : : L | = MEFH™T
! : ! ! ! A p— HHT
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000 i i i | | i | i |
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Tempo [s]

Aceleragao X Tempo

Figura 6.5.1. Aceleracdo do exemplo 5, resultados obtidos por diversas formulagdes.

Welocidade [mm/s]

Velocidade X Tempo

— MEFHMHT

— MEFG™T H

— MEFQ"T []

_________

_________

______

_________

________

Figura 6.5.2. Velocidade do exemplo 5, resultados obtidos por diversas formulacdes.
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Conforme as figuras - Figura 6.5.1 - curva de aceleracado; Figura 6.5.2 - curva de
velocidade; e Figura 6.5.3 - curva de deslocamento -, os resultados apresentados
por trés métodos em combinacdo com o HHT s&do semelhantes, com poucas
diferencas na defasagem do tempo como no exemplo anterior. Esse exemplo mostra
mais uma vez que o MEFG e o MEFH s&o equivalentes no caso de deslocamento

transversal, mesmo quando apresentam funcdes de enriqguecimento diferentes.

Deslocamento X Tempo
0-4 I I T I I I I I I
: : : : : i | — MEFGHHT
1] SR SO AN boemenbe et d e do f —— MEFHAAT L
{ % | — MEFQ"T

0.2f--- . : O ot At AR S S PP -

] [ S S I O

Deslocamento [mm]

0.1 f---4- :
o e

B ) SRR SR N T S AP . - R N Ao
- 1 1 ] 1 1 1 1 1

oal
0 . .
Tempo [s]
Figura 6.5.3. Deslocamento do exemplo 5, resultados obtidos por diversas

formulacdes.
6.6. Plastificac&o de viga bi- apoiada submetida a forca harmdnica

O exemplo 6 analisa a viga mostrada na figura 6.4.1. As propriedades
mecanicas e geométricas sdo do conjunto 2. Uma for¢ca harmdnica de amplitude
15000N ¢é aplicada no meio da viga, com frequéncia baixa, de 4 Hz. A amplitude da
forca foi calculada previamente para garantir que ocorra plastificagdo na viga, e uma

baixa frequéncia foi adotada para testar o comportamento das fungbes de
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enriguecimento em analises ciclicas, sem intervencdo de efeito da frequéncia

elevada. A funcdo da forca que esta variando de acordo com o tempo € expressa

pela equacdo (6.6.1). O método alfa generalizado foi adotado como método de

solucdo temporal, com raio espectral de 0,6. Esse método permite trabalhar com

intervalos do tempo maiores do que o de Newmark linear, no caso de andlise

dindmica elastoplastica, e sem perder a estabilidade numérica. Por isso, essa

caracteristica foi aproveitada, adotando-se um intervalo do tempo de 5x10° s, com

60000 passos do tempo. A figura 6.6.1 mostra a curva de tensdo — deformacgao do

material utilizado na analise. Por simplicidade, o efeito do peso proprio da viga é

desprezado. Adota-se modelo de Von Mises para a plastificagéo.

Tensao x Deformacao

f(t)= f sen(wt)

600 T T T
500

400

200

100

r

T

y

0 0.1 0.2 0.3

0.4
Deformacao [%]

0.5

0.6

0.7

0.8

Figura 6.6.1. Curva tensédo deformacdo do exemplo 6.

(6.6.1)

Os resultados sdo obtidos do né situado no meio da viga. A figura 6.6.2

mostra a curva de aceleracéo, e a figura 6.6.3(a), a de deslocamentos. Observe-se

gue a curva de aceleracdo apresenta oscilagdo em sua magnitude nos instantes em
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gue o deslocamento esta prestes a atingir um valor maximo, em maédulo, tal como se
observa na figura 6.6.3(a). Nesses instantes é que a viga inicia o processo de
plastificacdo. Desse modo, no processo iterativo de Newton — Raphson, a viga
busca nova configuracédo de distribuicdo de tensdes. Em cada iteracdo, nova forca
residual - isto é, a diferenca entre a forca interna, resultante das tensdes, e a forca
externa -, € determinada. Por isso, a figura 6.6.2 mostra essas oscilagdes na curva
de aceleracdo. Para o céalculo das tensdes, considere-se 0 segundo tensor de Piola-
Kirchoff.

Aceleragao X Tempo

400 ! ! ! ! !
—wes]
300 f-----------f — MEFH Ll -
| — MEFQ : : :
Dl — S S S R
W : i :
E 100 remmmre b
o i i i
: ' '|
(&) 1
i 1 [l 1
ks u» S .
@ : . !
[ ] 1 1
< ! i !
e
L SO SICCIrT CEN SRR SNt -
300 i i i i i
0 05 1 15 2 25 3

Tempo [s]

Figura 6.6.2. Aceleracdo do exemplo 6, resultado obtido por diversas formulacdes.

Durante a fase da plastificacdo, a deformacéo é determinada pelos termos
lineares e nao lineares. Logo, as func¢des de enriquecimento podem contribuir nos
termos nédo lineares de deformacdo. Aparentemente, as fungdes de enriquecimento
de Lobatto e de Arndt ndo introduzem perturbacdo numérica nos resultados (ver
figura 6.6.3). Isso é um indicio de que os termos néo lineares de deformacéo podem
incluir as funcbes de enriquecimento, sem comprometer os resultados, mesmo

diante de andlise dinamica.
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Deslocamento X Tempo
0.01 I T T T I

0.008

0.006

0.004

=]
[
=]
]

-0.002

Deslocamento [m]
=

-0.004

-0.006

-0.008

001 | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tempo [s]

Figura 6.6.3(a). Deslocamento do exemplo 6, resultado obtido por diversas
formulacdes.

% 10 Deslocamento X Tempo

8.6

=
P

Deslocamenta [m)]
- o2
L] [=5] (%]

-
o

-
.

7.2

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55
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Figura 6.6.3(b). Ampliacao da figura 6.6.3(a).
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A figura 6.6.3(b) mostra uma vista ampliada do primeiro pico da curva
deslocamento. E possivel observar que resultados pelos trés métodos apresentam
oscilagdes em funcdo da variagdo harménica da forca. Os trés métodos conseguem
determinar o mesmo efeito. Isso mostra que as fungbes de enriquecimento nao
afetam as oscila¢cfes transitorias, mesmo durante a plastificacdo. Essa caracteristica
€ importante para uma analise dinamica elastoplastica, devido ao fato de que as
analises sdo feitas em intervalos de tempo extremamente pequenos e ao longo de
muitos passos do tempo. Os elementos enriquecidos jA sdo conhecidos por terem
resultados mais preciso nas analises dinamicas elasticas (TORII, 2012). Ao longo do
processo iterativo, caso algum método seja capaz de garantir maior estabilidade,
entdo reduzird erro numeérico e o tempo de processamento.

A figura 6.6.4 mostra as curvas de deformacao versus o tempo, obtidas pelos
elementos convencionais e enriquecidos. Essas curvas de deformacao sdo obtidas
na superficie externa superior da viga. E possivel observar que os elementos
enriquecidos apresentam mesmo resultado do elemento convencional. A curva de
histerese de tensédo — deformacado € observada na figura 6.6.5. A tenséo é de Von
Mises e foi determinada na superficie externa superior do ponto central da viga. No
regime elastico, antes da plastificacdo, os resultados dos trés métodos séo idénticos.
Logo apoOs a plastificacdo, os trés elementos ainda apresentam relacdo tensdo —
deformagdo semelhante no patamar de escoamento. No momento de
descarregamento, os trés métodos acusam uma relacao tensdo — deformacédo em
linhas paralelas a linha do regime elastico. Porém, erros numéricos sdo acumulados
ainda na fase de plastificacdo. Por esse motivo, os trés métodos tém pontos de
partida diferentes para as linhas de descarregamento, como mostra a figura 6.6.5.
No segundo ramo de plastificacdo, quando a deformacédo é de aproximadamente -
0,15%, os trés métodos ndo apresentaram oscilacdo numeérica no processo iterativo
de expansdo de superficie de Von Mises. O material nesse instante ja esta
plastificado e apresenta tensdo residual. Por esse motivo, o material plastifica com
uma tensdo de escoamento maior que 414 MPa, que era a tensdo de escoamento
original. O mesmo acontece no terceiro ramo de plastificagcdo, com uma deformacéo

menor que 0,2%.

131



x10” Deformagac X Tempo

Defarmagao

0 0.5 1 1.5 2 25 3
Tempo [s]

Figura 6.6.4. Curva deformacéo do exemplo 6, resultado obtido por diversas
formulacdes.

Tensao X Deformacao
200 ! ! ! ! !

400
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100
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-400

500 i i i
3
Deformagao 107

Figura 6.6.5. Curva tensédo — deformacéo do exemplo 6, obtida por diversas
formulacdes.
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6.7. Plastificacdo de viga bi—apoiada submetida a for¢ca impulsiva

do tipo Heaviside

Este exemplo analisa viga bi-apoiada mostrada na figura 6.4.1, submetida a
forca de tipo Heaviside no meio da viga. As propriedades sdo do conjunto 3. A
relacdo tensdo — deformacado é mostrada pela figura 6.6.1. Uma forca de magnitude
-9000N é aplicada no instante inicial e descarregada no final da analise, 0,02s. A
magnitude da forca foi determinada a priori de modo a se garantir que a viga
ultrapassasse o limite de escoamento e plastifique, seguindo relacdo de tenséo —
deformacdo multilinear. A forca é aplicada no meio da viga, por isso os resultados

sdo extraidos no mesmo ponto.

10" Aceleracao X Tempo
2 I I T I T I T T T
1 1 1 E E 1 1 - MEFG
| ; — MEFH
1 ______ demmem e [ P I e e e e e = :. ______ JI ______ [ [ - MEFQ -
[] [ i _E_ | _i._ - _E|2 L N . 1]
I'—\"I_| : E 1 ¥ E 1 1 1 1
Lo : : .
Eaptli R Y - R R R
o E E 1 1 E 1 1 1 1
m 1 1
L& ' 1
m 1 1
@ P LR R R AR L L AR b R -
o : .
o 1 1 1 1 1 1 1 1 1
< !
-3 —-------:--------:-------:-------Ir------'E-------:-------:—------Ir------': ----- —
_4_------l------.:-------:-------L------4:------J-------L------L------J _____ —
| | | | i | | | |

0 0002 0004 0006 0008 001 0012 0014 0016 0.018
Tempo [s]

Figura 6.7.1. Aceleracdo do exemplo 7, resultado obtido por diversas formulacoes.
Emprega-se o método alfa generalizado que é utilizado como algoritmo para

solucdo temporal, com intervalo do tempo 1x10°s e 20000 passos. Conforme
sugerido por Menin et. al. (2007), o raio espectral para determinar os parametros de
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marcha do tempo € de 0,6 numa andlise dindmica elastoplastica, tem sido adotado
esse valor neste exemplo.

Diante de uma forca € tipo Heaviside, logo no inicio do ciclo de oscilacdo, a
viga ja estad submetida a plastificacdo. A medida que a viga se plastifica, as
propriedades mecéanicas no ponto da plastificacdo sofrem alteracdo, e a tenséo do
escoamento € alterada da mesma maneira que o médulo de elasticidade.

A figura 6.7.1 mostra a curva de aceleracéo do ponto onde a forca é aplicada.
E possivel observar que, no inicio do ciclo, a curva de aceleracdo apresenta
oscilacdo em alta frequéncia, que corresponde a0 momento em que a viga esta
plastificando. Por esse motivo, a curva de aceleracao oscilatéria. Durante o processo,
a tensdo de escoamento do material no ponto da plastificacdo é atualizada, de
acordo com a figura 6.6.1. Os trés métodos, o MEFG, o MEFH e o0 MEFQ acusam
essa situacdo tal como se observa na figura 6.7.1. Apo6s o tempo de 0,002 s, a
frequéncia de oscilacdo é reduzida, devido ao fato de que o material no ponto ja tem
sua tensdo de escoamento alterada, portanto a partir desse instante o material volta

a se deformar linearmente.

Deslocamento X Tempo

-0.001
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-0.003 F----%- | I | I | | | I
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Figura 6.7.2. Curvas de deslocamento do exemplo 7, resultado obtido por diversas
formulacdes.
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Figura 6.7.3. Curvas de deformacéo do exemplo 7, obtidas por diversas formulacdes.
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Figura 6.7.4. Curvas de tensao do exemplo 7, obtida por diversas formulagdes.
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A figura 6.7.2 mostra a curva de deslocamento. Observe-se que o
deslocamento partiu do ponto zero, no tempo zero, e aumentou sua magnitude em
modulo no decorrer do tempo. Entretanto, quando o deslocamento chega ao valor
maximo e reduz sua magnitude, ele ndo retorna a zero, em funcéo da plastificacédo
gue ocorreu no local. Se fosse um caso de deformacédo elastica, teria retornado a
zero. A figura 6.7.3 mostra a curva de deformacéao, e a figura 6.7.4 de tensdo de Von
Mises. Ambas as curvas sao obtidas na superficie externa superior do ponto central
da viga. Ao se reunir essas duas figuras, obtém-se a curva histerese de tensédo —
deformacéo (ver figura 6.7.5(a) e (b)).

Conforme discutido no exemplo anterior, as fungdes de enriquecimento
contribuem para determinacdo de deformacdo de forma positiva, proporcionando
condi¢cbes de continuidade na solucdo temporal e espacial, nos casos em que
podem ser descontinua. Quando a funcdo da deformacdo ndo é descontinua, no
minimo, as funcdes de enriquecimento precisam apresentar o mesmo resultado, ou
resultado semelhante em relacéo ao elemento convencional, nesse caso o0 elemento

guadratico, como mostra a figura 6.7.3.

Tensao X Deformacao
50 T T T T | T

50 H

-100

-150

-200

Tensao [MPa]

-250

-300

-350

-400

Deformagao x 107

Figura 6.7.5(a). Curvas histerese de tensédo — deformacéo do exemplo 7.
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Tensao X Deformacao
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Figura 6.7.5(b). Ampliagdo da figura 6.7.5(a).

A figura 6.7.4 permite perceber a ocorréncia do processo iterativo no primeiro
pico de tensdo para todos os métodos do mesmo modo que a figura 6.7.5(a) mostra
as curvas de histereses, de tensédo e deformacao. Pela figura 6.7.5 percebe-se que
existe diferencas nos valores determinados pelos os trés métodos. Essa diferenca
de magnitude de tensdo e deformacdo é vista como sendo uma contribuicdo de
diferenca entre fungdes de interpolacdo e funcdes de enriqguecimento. Além disso,
pode ser o erro numérico acumulado ao longo do processo iterativo, que dificulta
convergéncia do resultado, como mostra a figura 6.7.5(b).

As figuras 6.7.6(a) — (d) apresentam a configuracdo deformada da viga em
instantes de tempo diferentes. Ao comparar figuras de um instante para outro, é
possivel observar certa defasagem de deslocamentos do MEFQ em relacdo aos
métodos enriquecidos. As figuras 6.7.7(a) — (d) mostram o perfil de tenséo
elastoplastica de Von Mises, medida na superficie externa superior da viga. Os
instantes de tempo selecionados tém o objetivo de destacar os instantes de
plastificacdo. Na figura 6.7.7(a), a plastificacdo inicia no ponto da aplicacao da forca.
Ao passar para 6.7.7(b), o material no ponto central da viga ja havia plastificado;
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ocorre, entdo, uma redistribuicdo de tensdes nos pontos vizinhos. Isso faz com que
a onda da tensdo se propague do ponto da aplicacdo da forca para as duas
extremidades. A figura 6.7.7(c) registra de forma mais clara a continuacdo desse
fenbmeno, quando o deslocamento chegou ao préximo do seu valor maximo. A
figura 6.7.7(e) mostra 0 momento em que a tensdo é reduzida, e o ponto central
comeca a retornar ao seu lugar de partida.
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(c) Tempo 0.01 s. (d) Tempo 0.015 s.

Figura 6.7.6. A configuracdo deformada da viga do exemplo 7 em instantes de
tempo diferentes.
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Figura 6.7.7. Perfis de tensdes ao longo da viga do exemplo 7 nos instantes de
tempo diferentes.

6.8. Problema de EPT usando elemento quadrilateral e submetido a

forca do tipo Heaviside.

Nos proximos exemplos, casos de estado plano de tensdo serdo analisados,
utilizando-se elemento quadrilateral de 4 nés (MEFn), de 8 nés (MEFs) e de 9 nés
(MEFQ), assim como elementos enriguecidos, a partir de 4 nés (MEFG e MEFH) e
de 8 n6s (MEFGs e MEFHS).

Este exemplo analisa a mesma viga do exemplo 1, mostrada pela figura 6.1.1,
com conjunto 4 de propriedades mecanicas e geométricas. Somente o0 método de
alfa generalizado é adotado para solu¢édo temporal, com raio espectral de 0,6. Uma
forca de magnitude de -1000N é aplicada na extremidade livre da viga de Os até
5x10%s. A analise foi feita com 5000 passos do tempo, sendo 1x10°s cada. Todos

os resultados sao obtidos no n6 da extremidade livre onde a forca esta aplicada,
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exceto os resultados de tensdes e deformacdes que s&do obtidos na extremidade
engastada.

Primeiramente, os resultados obtidos do elemento convencional sao
comparados com os resultados obtidos pela solucdo analitica para o caso de viga
unidirecional, de Nowacki (1963). Adotou-se a solucdo analitica apresentada por
Nowacki (1963), considerando-se a falta de solucdo analitica para o estado plano de
tensdo. A malha adotada pelo MEFn é de 50 elementos, com 156 graus de liberdade.
Para MEFs € de 15 elementos, 156 graus de liberdade; e para MEFQ é de 12
elementos, 150 graus de liberdade. A figura 6.8.1(a) mostra curva de deslocamentos
obtida por esses trés métodos. Convém atentar para o fato de que existe uma
defasagem no tempo e no deslocamento em comparacdo ao resultado obtido pela
solucdo analitica. Essa defasagem se deve ao fato de que no estado plano de
tensdes se consideram os efeitos associados ao coeficiente de Poisson. A figura
6.8.1(b) mostra uma ampliacdo no pico do deslocamento da figura 6.8.1(a). Com
malhas com numero de graus de liberdade bem semelhantes, os métodos MEFQ e
MEFs mostraram resultados mais proximos a solucdo analitica, conforme esperado.
A figura 6.8.2(a) registra a velocidade obtida, e figura 6.8.2(b) faz uma ampliacéo
dessa figura. Os resultados apresentados pelos elementos MEFn, MEFQ e MEFs
serdo comparadas a seguir com as solucdes obtidas com elementos enriquecidos.

O elemento quadrilateral de quadro nés utilizado neste exemplo € enriquecido
pelo MEFG, somente pelo campo. Os resultados para deslocamentos e velocidades

sao mostrados nas figuras 6.8.3 e 6.8.4. Nesta andlise, adotou-se f=r/2. O

parametro da funcéo de enriquecimento deve garantir continuidade para as funcdes

de enriquecimento entre elementos adjacentes, portanto, 8> /2 (TORII, 2012). A

figura 6.8.3(a) mostra as curvas de deslocamentos. A figura 6.8.3(b) registra que o
MEFG é o que mais se aproxima do resultado de referéncia, mais do que o MEFH e
0 MEFn. As figuras 6.8.4(a) e (b) descrevem o resultado de velocidade. Na figura
6.8.4(b), observa-se que o MEFG € o elemento enriquecido que oferece maior

estabilidade, mais que o MEFH, e menos dissipativo que o MEFnN.
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Deslocamento X Tempo
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— Mowacki
— MEFR a
— MEFQ
—— MEFs

Deslocamenta [m]

. 5
Tempo [s] 107
Figura 6.8.1(a). Deslocamento do exemplo 6.8, resultado obtido por MEFn, MEFQ e
MEFs.
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Figura 6.8.1(b). Ampliacdo da figura 6.8.1(a).
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Velocidade x Tempo
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Figura 6.8.2(a). Velocidade do exemplo 6.8, resultados obtidos pelas formulacdes
MEFn, MEFQ e MEFs.
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Figura 6.8.2(b). Ampliacdo da figura 6.8.2(a).

142



Deslocamento X Tempo

Deslocamento [m]

Tem[;;n [s]
Figura 6.8.3(a). Deslocamento do exemplo 6.8, resultado obtido por MEFn, MEFG e
MEFH.
%107 Deslocamento X Tempo
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Figura 6.8.3(b). Ampliacao da figura 6.8.3(a).
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Velocidade X Tempo
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Tempo [s] 107
Figura 6.8.4(a). Velocidade do exemplo 6.8, resultado obtido pelo MEFn, MEFG e
MEFH.
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Figura 6.8.4(b). Ampliacdo da figura 6.8.4(a).
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. 1[]45 Deslocamento X Tempo

Deslocamento [m]

Tempo [s] 107
Figura 6.8.5(a). Deslocamento do exemplo 6.8, resultado obtido pelo MEFs, MEFGs
e MEFHSs.
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Figura 6.8.5(b). Ampliacdo da figura 6.8.5(a).

145



Velocidade X Tempo
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Figura 6.8.6(a). Velocidade do exemplo 6.8, resultado obtido pelo MEFs, MEFGs e
MEFHS.
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Figura 6.8.6(b). Velocidade do exemplo 6.9, resultado obtido pelo MEFs, MEFGs e

MEFHSs.
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O MEFG empregado neste exemplo adotou-se apenas dois niveis de
enriquecimento, enquanto o MEFH adotou apenas um nivel de enriquecimento. O
motivo de adotar poucos niveis de enriquecimento se deve ao interesse em avaliar
efeitos introduzidos nas formulacdes convencionais com minimo de funcdes de
enriquecimento possivel.

As figuras 6.8.5 e 6.8.6 mostram os resultados obtidos pelo MEFGs e MEFHS,
para 0s quais se usou malha de 9 elementos, 152 graus de liberdade, em

comparacao com os MEFs. O parametro g utilizado para o MEFGs € igual a 7. A

figura 6.8.5(a) mostra curva de deslocamentos, e a figura 6.8.5(b) uma ampliacéo. E
possivel observar que o MEFGs apresenta melhores resultados que o MEFs; o
MEFHSs, por sua vez, apresentam uma pequena diferenca. A figura 6.8.6(a) e (b)
registram curva de velocidades versus tempo. Observe-se que tanto os elementos
enriquecidos quanto os convencionais apresentam oscilacdes numéricas no ponto
proximo da descontinuidade. Aparentemente os elementos enriquecidos, com as
funcbes de enriguecidas adotadas, ndo sédo capazes de minimizar essa oscilacao

numeérica.

6.9. Problema de EPT usando-se elemento quadrilateral e

submetido a for¢ca impulsiva.

Este exemplo visa analisar a mesma viga dada pela figura 6.1.1, com
conjunto 4 de propriedades mecanicas e geométricas. Uma forca impulsiva de
magnitude -1000N é aplicada a extremidade livre da viga no instante inicial e
descarregada no 1x10° s. Neste caso, somente 0 método de alfa generalizado é
utilizado para solucéo temporal, com raio espectral 0,6, e 5000 passos do tempo de
intervalo 1x10° s. Para este exemplo, o método MEFG com enriquecimento no

campo é utilizado, adotando - se f=x/2. No caso do MEFGs, adotou-se f=r

para garantir a condicdo de compatibilidade nos contornos de elementos. Para o
MEFH, somente as funcbes de Lobatto (SOLIN et. al.; 2004) sao utilizadas para
enriquecimento. Os resultados séo obtidos no né da extremidade livre. As malha e o
ndamero de grau de liberdade sao os mesmos do exemplo 8. O objetivo desta analise
€ avaliar o comportamento dos elementos convencionais e enriquecidos perante

forca impulsiva. Os parametros de avaliacdo sao de deslocamento, e de tensao.
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As figuras 6.9.1 (a) e (b) mostram os deslocamentos na extremidade, obtidos
pelos diversos métodos. A figura 6.9.1(b) mostra que todos os resultados
apresentam comportamentos semelhantes, exceto o MEFH, implementado com as
funcdes de Lobatto, o que revela oscilacdo numérica acentuada em comparacao
com outros. O mesmo fenbmeno foi observado nos exemplos de viga Euler —
Bernoulli, discutidos no exemplo 6.4. Os resultados do MEFHs, que utiliza as
funcdes propostas por Oliveira (1993), mostram-se bastante semelhantes ao do

MEFQ, com oscilacdo numérica no ponto préximo a descontinuidade.

w107 Deslocamento X Tempo

Deslocamento [m]

Tempo [] x 107

Figura 6.9.1(a). Deslocamento do exemplo 9, resultado obtido por diversas
formulacoes.
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% 10 Deslocamento X Tempo
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[Ay]
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Deslocamento [m]

a
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35

Deslocamento [m)]

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
*[m]

Figura 6.9.2(a). Configuracao deformada no instante 0,003s.
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Figura 6.9.3(a). Onda da tensao no instante 0,003s.

150



% 10 Tensao ao longo da barra no tempo 0.005s
1.5 I I I I I I I I I

— MEFQ
— MEFs
— MEFG
— MEFH  |----- —
— MEFGs

Tensao [Pal]

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
L [m]

Figura 6.9.3(b). Onda da tenséo no instante 0,005s.

A configuracdo deformada da viga é mostrada pelas figuras 6.9.2(a)-(b). Para
efeito de comparacao, a solucéo analitica obtida pelo Chopra (1995) para a viga com
modelo unidirecional foi colocada nas figuras. Os modelos do MEFQ, MEFs e
MEFHs apresentam resultados semelhantes em todos os instantes e ao longo do
comprimento também. A partir dos resultados, ndo se pode concluir ainda qual é o
elemento mais eficiente para analisar passagem de onda dado que todos
apresentam comportamentos semelhantes. Entretanto, o MEFH com funcéo de
Lobatto € o que mais se afasta da curva de deslocamento proporcionado pela
solucao analitica, e dos demais elementos.

A passagem da onda de tensao longitudinal é vista pelas figuras 6.9.3(a) — (b).
Observa-se que o MEFH e o MEFG apresentam curvas em degrau. Vale lembrar
gue o MEFG e o MEFH sé&o processos de enriquecimento de elementos simples de
4 nés, e as funcbes de base sdo de C°, por esse motivo, uma vez derivados esses
polinbmios, para a determinacdo de deformacdes, surge uma descontinuidade
matematica na vizinhanca dos elementos. Aparentemente, as funcdes de
enriquecimento generalizado e hierarquico adotadas neste exemplo ndo séo

capazes de suavizar essa descontinuidade. Para efeito de comparagao, todos o0s
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elementos tém numero de graus de liberdade bem proximos. Isso desfavorece o
MEFG e o MEFH em relagdo aos outros elementos convencionais, que tém funcao
de interpolacédo do tipo polinbmial de ordem mais elevada. Outra observacéo, ainda
em relacdo as figuras 6.9.3(a)-(b), € a diferenca de resultado entre o0 MEFG e o
MEFH. A onda de tensédo apresentada pelo MEFG esta mais proxima aos demais
elementos em comparacdo ao MEFH. Aparentemente, o MEFG esta acompanhando
a onda de tensdo dos demais elementos, porém com alguma defasagem do tempo.

Por outro lado, o MEFH parece que esta mais defasado.
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(e) Tempo 0,0053 (MEFGS). (f) Tempo 0,0055 (MEFHs).

Figura 6.9.4. Configuragdes de tensdes longitudinais na barra em instantes
diferentes de tempo do exemplo 9.

As figuras 6.9.4(a) — (f) mostram uma representacdo bidimensional da
distribuicdo de tensfes ao longo da barra, em instantes diferentes de tempo, para os
modelos do MEFGs e MEFHSs. E possivel observar, nas figuras 6.9.4(c) e (e), que 0s
MEFGs apresentam distribuicdo de tensdo ndo simétrica, quando se comparam as
figuras 6.9.4(d) e (f). A mesma situagdo néo foi observada nos instantes iniciais.
Uma das possibilidades é o erro acumulado ao longo da integracdo numeérica,
inerente ao algoritmo. Outra possibilidade estd vinculada com a quantidade de

pontos de integragdo numeérica adotada.
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6.10. Viga fixa - fixa usando-se elemento quadrilateral, submetida a

forca do tipo Heaviside em EPT.

Este exemplo mostra uma viga fixa — fixa submetida a forca do tipo Heaviside,
de magnitude -1000N, aplicada do inicio até final da anélise, no meio da viga, como
mostra a figura 6.10.1. As propriedades sdao do conjunto 4. O método alfa
generalizado é utilizado para solucdo temporal, com raio espectral de 0,6 e 5000

passos de tempo, com intervalo de 1x10°°s.

Ponto a F

\' / Linha A

W S

A
—
—Y

Figura 6.10.1. Representacédo esquematica do exemplo 10.

Os resultados das figuras 6.10.2(a) — (c) séo extraidos do né situado no ponto
a, onde a forca esta aplicada. Para efeito de estudo da influéncia do refino da malha
pelo aumento de quantidade de elemento, o MEFG e o MEFH sé&o escolhidos para
fazer refino h, com o intuito de analisar influéncia exercida sobre resultados. O nivel
de enriquecimento € mantido fixo, com as mesmas fun¢des de enriquecimento.
Assim, somente a quantidade de elementos é elevada. A figura 6.10.2(a) registra os
resultados de deslocamentos entre métodos diferentes. Todas as malhas
apresentam numero de graus de liberdade bem préximo, como mostra a tabela
6.10.1. Entretanto, o MEFG e MEFH acusam resultado diferente em comparacdo a
outros elementos. Para analisar esse fenbmeno, a quantidade de elementos para o
MEFG e o MEFH é aumentada até 18, com 222 graus de liberdade. A figura 6.10.2(b)
mostra que o resultado apresenta uma evidente melhora. Assim como mostram as
figuras 6.10.2(c) e (d) para diferentes quantidades de elementos. Mesmo fazendo

refino h com o MEFG e o MEFH, entretanto esses ndo sao capazes de atingir com
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exatiddo os resultados do MEFs e do MEFQ mesmo diante de mesmo grau de
liberdade. Uma situacdo semelhante foi observada na secéo 5.4, em que o refino h
do MEFG e MEFH nao apresenta uma melhora significativa do que foi apresentado
pelo refino p.

Para estudar a propagacao de ondas de deslocamentos, obtidos pela malha
de 24 elementos, as figuras 6.10.3(a) — (c) s&o apresentadas, mostrando diferentes
perfis de deformada em instantes distintas. No instante inicial, figura 6.10.3(a), o
MEFG e o MEFH apresentam resultados bem proximos aos demais elementos.
Entretanto, com o passar do tempo, ocorre defasagem na variavel tempo, como
mostram as figuras 6.10.3(b) e (c) como aconteceu nos exemplos anteriores. Isso
indica que o MEFG e o MEFH se comportam, em relacdo ao método alfa
generalizado para solucdo temporal, de forma diferente, quando comparados aos

demais elementos enriquecidos ou convencionais.

Tabela 6.10.1. Quantidade de elemento e grau de liberdade.

Elemento | Qtde. Elemento No de Graus de
liberdade
MEFs 15 (1x15) 156
MEFQ 12 (1x12) 150
MEFH 12 (1x12) 150
18 (1x18) 222
20 (1x20) 246
24(1x24) 306
MEFG 12 (1x12) 150
18 (1x18) 222
20 (1x20) 246
24(1x24) 306
MEFHs 9 (1x9) 152
MEFGs 9 (1x9) 152

A propagacdo da onda da tensdo longitudinal é registrada pelas figuras
6.10.4(a) — (b). Os resultados foram obtidos nos pontos de integracdo numérica.
Como este exemplo adota-se 5x5 pontos de integracdo de Gauss, portanto, 0s
valores da tensdo longitudinal foram determinados nos pontos proximos a linha
superior da figura 6.10.1, linha A. E possivel observar que todos os elementos s&o
capazes de determinar tensdo longitudinal para este caso. O MEFG e o MEFH sao
capazes de determinar um resultado préximo aos demais métodos, apesar da

existéncia de descontinuidade na curva de tensdo devido a transicdo de um
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elemento para outro. Todos os modelos também sédo capazes de capturar a onda da
tensao longitudinal, no momento em que a viga deformada tende a retornar para sua
posicao inicial. Entretanto, a defasagem no resultado de deslocamentos também
aparece na determinagcao da onda da tensao, como mostra as figuras 6.10.4(b).

As figuras 6.10.5(a) — (d) mostram distribuicdo de tenséo longitudinal ao longo

da viga numa perspectiva bidimensional para momentos diferentes, resultado obtido
por MEFGs e MEFHSs.
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(a) Malha de 12 elementos. (b) Malha de 18 elementos.
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(c) Malha de 20 elementos. (d) Malha de 24 elementos.

Figura 6.10.2. Curvas de deslocamento do exemplo 10, obtidas por MEFH e MEFG.
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Deslocamento [m]

Figura 6.10.3(a). Configuracdo deformada do exemplo 10 no instante 0,001s.

Deslocamento [m]

Figura 6.10.3(b). Configuracao deformada do exemplo 10 no instante 0,002s.
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% 10 Deslocamento ao longo da barra no tempo 0.004s
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Figura 6.10.3(c). Configuracédo deformada do exemplo 10 no instante 0,004s.
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Figura 6.10.4(a). Onda tens&o do exemplo 10 no instante 0,001s.
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(c) Tempo 0,003s (MEFGs).

Figura 6.10.5. Tens&o longitudinal em instante diferentes do exemplo 10.
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Figura 6.10.4(b). Onda tens&o do exemplo 10 no instante 0,003s.
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6.11. Viga biapoiada em EPT submetida a forca de Heaviside
utilizando-se elemento quadrilateral e analise dinamica

elastoplastica.

Este exemplo tem por objetivo aplicar os elementos enriquecidos para anélise
dindmica elastoplastica e comparar os resultados obtidos com elementos
convencionais. No primeiro instante, apenas a malha uniforme é adotada, com
integracdo numérica de quadratura de Gauss de 8x8 pontos. Logo depois, 0 caso é
analisado com malha nao uniforme, e o resultado comparado entre os elementos
enriquecidos e o0s elementos convencionais seredipity, com 8x8 pontos de
integracdo numeérica. Por ultimo, analisa-se a malha ndo uniforme com 30x30 pontos
de integracdo de quadratura de Gauss.

O exemplo a seguir € um caso classico na analise dinAmica elastoplastica,
estudado por Machado (1983) e Costa (1978), dos quais os dados de referéncia
foram reproduzidos. Excepcionalmente, nesta aplicacdo serdo consideradas as
unidades do sistema FPS.

Considere-se uma viga representada pela figura 6.11.1 com tensédo de

escoamento o, =50 kip/in? , modulo de Young E =30000kip/in® , coeficiente de

Poisson v =0.3, densidade p =0.733x10°Ib.s?/in*, espessura de 1 in. Sobre a viga

20 .h?

atua uma forca distribuida de p:0.75p0(lb/in2), onde p, = I_y . Para reduzir

2

esforco computacional na andlise, apenas % do modelo foi considerado, o que
corresponde a seis elementos, como mostrado em Machado (1983). O algoritmo
adotado para marcha do tempo € o método de Newmark de aceleracdo média, que
proporciona estabilidade incondicional. O intervalo do tempo adotado é de 5x10°s,
com 1000 passos de tempo. O ponto A esta situado no meio da viga, na coordenada
global (15; 1). O ponto B é um ponto de integracdo numeérica, situado na coordenada
natural do elemento (0,9061798; 0,9061798) para 8x8 pontos de integracao

numeérica.

159



21in

AT S

| |
| 30 in |

Figura 6.11.1 Representacdo esquematica da viga biapoiada.

A curva de deslocamentos versus tempo é determinada no né situado no
ponto A, posicionado sobre o eixo neutro da viga, da figura 6.11.1, e representada
na figura 6.11.2. E possivel observar que os elementos convencionais e
enriquecidos apresentam a mesma tendéncia da curva, com um pouco de diferenga
entre as curvas. Quando comparados ao resultado de referéncia, todos os métodos
se aproximam dos resultados da referéncia.

Por outro lado, a tensdo axial é calculada no ponto de integracdo situada no
ponto B, da figura 6.11.1, e representada pela figura 6.11.3. Todos os modelos
apresentam plastificacdo, como mostrado nos trabalhos de Machado (1983) e Costa
(1978). No momento do escoamento, 0 MEFGs e o MEFHs apresentam oscilacéao
numérica menor no que diz respeito aos elementos convencionais.

A distribuicdo de tensbes ao longo do comprimento da viga tanto no regime
elastico quanto no regime plastico, ou até mesmo, no momento de descarregamento,
pode ser vista nas figuras 6.11.4 (a) — (c). Os resultados mostrados séo referentes
ao bordo superior da viga, onde o carregamento distribuido é aplicado. A figura
6.11.4 (a) mostra o momento em que a viga é carregada. Todos os métodos
apresentam curvas semelhantes em termos de magnitude. Logo depois, no instante
de 0,003s, acontece a redistribuicdo de tensdo (ver figura 6.11.4 (b)). Pois, nesse
momento, a viga se encontra no regime elastico plastico perfeito, e uma porcéo da
viga estava plastificada. Essa plastificacéo teve inicio no 0,0015 s, aproximadamente,
e se propagou do ponto central da viga para as extremidades, que se encontram
apoiadas. Quando chegou em 0,003 s, a regido de plastificacdo ja havia ocupado
mais da metade da viga, como mostra a figura 6.11.4 (b). A curva da distribuicdo de

tensédo determinada pelos elementos convencionais registra oscilacdo na magnitude

160



da tensdo na regido plastificada, enquanto os elementos enriquecidos nao
apresentam mesmo problema. A figura 6.11.4 (c) mostra o instante em que a viga é
descarregada. Os resultados dos elementos convencionais mostram irregularidades
na magnitude da tensdo determinada, enquanto os resultados dos elementos

enriquecidos mostram estabilidade.

Deslocamento X Tempo

0 I I
+ Referencia
| | — MEFQ
01 : : — MEFs
Rl I A " —— MEFGs
| . | — MEFHs

Deslocamenta [in]

0 0.004 0.01 0.014
Tempo []

Figura 6.11.2. Deslocamento do né situado no meio da viga, ponto A.

Por outro lado, os elementos enriquecidos também apresentam alguns
problemas como mostram as figuras 6.11.5 (a) — (f). No primeiro instante, no
momento em que o tempo é de 0,001s, a distribuicdo de tensdo longitudinal é
registrada pelas figuras 6.11.5 (a) e (b), pelo MEFGs e MEFHSs respectivamente. No
bordo superior da viga, a distribuicdo de tensao é mais uniforme, especialmente para
os MEFGs, em comparacao a ao bordo inferior da viga. Esse problema se intensifica
no momento de plastificacdo (ver figuras 6.11.5 (c) e (d)). A regido superior das
figuras, representada pela cor azul, indica 0o espagco onde ocorre a plastificacéo
devido a compressdo. Na regido abaixo, onde nao ocorre plastificacdo, existe
irregularidade na distribuicdo de tensdo. A mesma situacdo ocorre quando a viga

estd sendo descarregada, como mostra as figuras 6.11.5 (e) e (f). Entretanto, a
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magnitude da irregularidade € pequena comparada com maxima tensao, no instante
em que essa irregularidade é observada. Nesse sentido, ndo compromete o

resultado obtido.

10" Tensao X Tempo

Tensao [Ibfirf]

0 0.005 0.01 0.015
Tempo [s]

Figura 6.11.3. Tensao axial no ponto situado no ponto B.

Em seguida, o mesmo caso é analisado utilizando-se uma malha né&o
uniforme. A representacao esquematica da malha é registrada pela figura 6.11.6.
Para essa andlise, adota-se método de alfa generalizado de solugcéo temporal para
garantir a estabilidade numérica. Nessa analise, considerou-se a utilizacdo de
diferentes quantidades de pontos de integragcdo, com o intuito de observar suas
influéncias sobre o elemento enriquecido, MEFGs.

Inicialmente se empregaram 8x8 pontos de quadratura de Gauss. O resultado
obtido pode ser visto na figura 6.11.7. E possivel observar resultados incoerentes
com a curva obtida pelo 8x8 pontos de quadratura de Gauss para MEFGs. Por outro
lado, ao optar pela integracdo numérica por subintervalo, com 30 x 30 pontos de
integracdo, a curva obtida se aproxima dos resultados da referéncia. O que mostra a

coeréncia com os resultados apresentados do capitulo 6, em que o MEFGs com 1
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nivel de enriguecimento, porém malha ndo uniforme, necessita de integracéo
numeérica por subintervalo para obter um calculo que garanta a determinacdo com

maior precisdo da cobertura dada pelo enriquecimento.
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(a). Distribuicdo de tensao ao longo de (b). Distribuicdo de tenséao ao longo de
X, 0,001s. X, 0,003s.
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(c). Distribuicdo de tensédo ao longo de X,
0,005s.
Figura 6.11.4. Distribuigéo de tenséo longitudinal ao longo de x em instante
diferentes, exemplo 11.

Por outro lado, apesar de apresentar resultados coerentes, a integracéo
numeérica por subintervalo aumentou consideravelmente o tempo de processamento,
em comparacdo com a integracdo numérica de 8x8 pontos de quadratura de Gauss.
No caso de uma analise dinamica elastoplastica, quando um elemento se deforma
consideravelmente, e por consequéncia, gerar malha n&o uniforme, o elemento
enriquecido se mostra eficiente em obter resultados precisos, sob a penalidade de
aumentar o tempo de processamento. Enquanto o elemento convencional, o0 MEFs
com 8x8 pontos de integracdo numeérica, apresenta-se dificuldades na determinacao

de resultados coerentes.
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Figura 6.11.5. Distribuicdo da tenséo longitudinal do exemplo 11.
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Tanto o MEFGs quanto o MEFs, ambos os elementos mostraram resultados
nao coincidentes com os resultados da referéncia quando se adota 8x8 pontos de
integracdo numérica. O que mostra a formulacdo enriquecida, com funcbes
trigonométricas, necessita de quantidade elevada de pontos de integracdo numeérica,

para que possa garantir uma cobertura matemética completa. Especialmente no
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caso de malha distorcida, a adicdo das fun¢des de enriquecimento nao eliminou por
completo a imprecisdo numérica com 8x8 pontos de integracdo numérica. Do ponto
de vista do processamento computacional numa analise dinamica elastoplastica, o
MEFGs com 30 x 30 pontos de integracdo numeérica ndo se mostra viavel. Por este
motivo, é conveniente investigar uma estratégia de integragcdo numérica que, por um
lado, garantir a precisdo de resultados, por outro lado, ndo demanda tempo de

processamento.

Figura 6.11.6. Representacdo esquematica de malha néo uniforme.

Deslocamento X Tempo (Malha nao uniforme)
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Figura 6.11.7. Deslocamento do ponto A da malha nao uniforme.
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7. CONCLUSOES

Este trabalho desenvolveu analises elastodinAmicas em meios solidos
voltadas para problemas de propagacdo de ondas mecanicas. Foram
implementados os elementos de barra, viga e EPT quadrilateral. Procedeu-se a
discretizacéo do tempo utilizando-se diferentes algoritmos, tais como o de Newmark,
HHT e alfa generalizado. A discretizacao do espaco, por sua vez, fez-se a partir dos
elementos convencionais e elementos enriquecidos. Dois foram os métodos de
enriquecimento adotados - enriquecimento hierarquico e de particdo da unidade -
para se proceder a analise por elementos finitos. O desempenho foi considerado
com vistas a avaliar os elementos convencionais e enriquecidos na relagdo com
diferentes algoritmos de marcha do tempo, incluindo a ocorréncia de plastificacéo.

A formulacao de viga e de barra enriqguecida mostrou-se eficiente em capturar
passagem de onda de deslocamentos e de tensdes. As func¢des de enriquecimento
proporcionam condi¢des de continuidade nas derivadas espaciais de deslocamento,
0 que contribui para reduzir as oscilagbes numeéricas nas ocasifes em que a
estrutura é submetida a cargas impulsivas. Por outro lado, os algoritmos HHT e alfa
generalizado, por serem métodos dissipativos, auxiliam na estabilidade numérica. Ao
se comparar os resultados obtidos pelas formulagdes convencionais e formulagbes
enriquecidas, utilizando-se diferentes algoritmos de marcha do tempo, é possivel
afirmar que em todos os casos se observam resultados satisfatérios nas curvas de
deslocamentos, porém sdo evidentes as oscilagbes numéricas nas curvas de
velocidades, quando acoplados com o método de Newmark. Por outro lado, ao se
considerarem métodos como HHT e alfa generalizado, as formulacdes enriquecidas
se mostram muito mais estaveis que as formula¢cdes convencionais. Esta conclusao
fornece uma diretriz para aprimorar a solugdo do problema EPT dinamico
elastoplastico. Nas analises elastoplasticas realizadas em vigas, envolvendo forcas
do tipo Heaviside e plastificacdo, é possivel observar que todas as formulacbes
apresentam oscilacdo numérica no resultado, devido ao processo iterativo de
Newton-Raphson; entretanto, as formulagbes enriquecidas apresentam essas
oscilagdes em menor magnitude.

Em paralelo a essa observacdo, o MEFH com funcfes de Lobatto (SOLIN et.
al. 2004) para propagacao de ondas longitudinais apresenta oscilacdo numérica, na

regido proxima as descontinuidades temporais, de forma mais significativa do que as
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formulacdes convencionais. Embora o MEFH com funcdo de Lobatto se apresenta
eficiente na determinacdo de frequéncias naturais, e na determinacdo de
deslocamentos, em analises elastodinamicas, a formulacdo hierarquica apresenta
resultados excessivamente oscilatorios nas curvas de velocidades. Por outro lado, o
MEFH com func¢des de Bardell para propagacéo de ondas transversais se mostrou
eficiente, com resultado satisfatério. Saliente-se que essas observacbes sao
independentes do algoritmo de marcha do tempo adotado. O MEFG com funcéo de
Arndt (2012) n&o apresenta, por sua vez, esses problemas.

Para andlise elastodinamica com modelos bidimensionais considerou-se o
caso de estado plano de tensdes, com elementos quadrilaterais. O enriquecimento
foi feito com elementos quadrilaterais de quatro e de oito nés, ambos através de
funcdes hierarquicas e funcdes generalizadas baseadas na particdo de unidade. O
MEFH de quatro nés emprega funcdes de Lobatto e apresentou oscilacbes
numeéricas na regido proxima da descontinuidade matematica, tal como no problema
de barra. Mas quando a estrutura é submetida a carregamento transversal, esses
problemas ndo aparecem. Isso mostra que o MEFH é eficiente na determinacéo de
propagacdo de onda, entretanto, a utilizagdo de funcdo de Lobatto requer andlise
mais aprofundada. Por outro lado, no caso do MEFG de quatro nés, apenas com
enriquecimento no campo, nao se observa esse problema. Com o algoritmo HHT, o
MEFG com enriquecimento no campo € o que fornece maior estabilidade numérica
entre todos os elementos. Tanto o MEFH quanto o MEFG fornecem melhora
significativa na determinacdo da passagem de ondas em relacdo aos elementos
convencionais de quatro ndés. Entretanto, como tais elementos enriquecidos sdo
desenvolvidos a partir de elementos convencionais de quatro nds, apresentam
também necessidade de refino h ou p de niveis de enriquecimento para obter
resultado satisfatério em comparacdo com resultados de referéncia.

O algoritmo de alfa generalizado com raio espectral de 0,6 combinado com o
processo iterativo de Newton-Raphson se mostrou capaz de solucionar a
propagacao de ondas de tensdes elastoplasticas apesar de apresentar alguns erros
numéricos em comparagdo com os resultados de referéncia. A fonte para esses
erros numeéricos pode ser a do refino da malha, ou intervalo de tempo muito grande.

As funcdes de enriquecimento proporcionam maior estabilidade numérica na
determinacao das deformac¢des ao longo do tempo em combinacdo com o método

HHT ou alfa generalizado. Por outro lado, fungbes de enriquecimento nao
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introduzem fatores desestabilizadores durante a marcha do tempo nem durante as
iteracdes de Newton-Raphson. Os métodos dissipativos HHT e alfa generalizado
apesar de auxiliarem em proporcionar maior estabilidade numérica para formulacdes
enriquecidas, porém, introduzem também amortecimento artificial nos resultados, de
tal forma que fontes de erros numeéricos sejam escondidas.

As formulacbes convencionais e enriquecidas para EPT quadrilateral também
foram empregadas para a determinacdo dos pares de autovalores e autovetores.
Diversos aspectos foram analisados, entre eles, a comparacao de resultados obtidos
por refino h e por refino p de niveis de enriquecimento. Através dos resultados
apresentados na secdo 5.4, é possivel observar que o refino p de niveis de
enriquecimento apresenta uma melhora significativa de resultados em comparacéo
com o refino h, nos modos mais elevados. Além disso, para os modos de vibracao
mais elevados, as formula¢des enriquecidas, tanto com o refino h quanto com o
refino p, apresentam porcentagem de erro relativo menor do que a de formulacdes
convencionais. Outro aspecto abordado foi a quantidade de pontos de integracdo
numérica necessaria para proporcionar resultados coerentes. As formulacdes
enriquecidas apesar de apresentarem eficiéncia e capacidade em obter baixa
porcentagem de erros relativos na determinacdo de pares de autovalores e
autovetores, entretanto, as funcdes de enriquecimento adotados neste trabalho
apresentam resultados satisfatorios somente com elevada quantidade de pontos de
integracdo numérica. Os resultados mostraram que as formulacdes enriquecidas,
com quadratura de Gauss de 8x8 pontos, numa malha uniforme, proporcionam erro
relativo bastante baixo, mesmo para modos mais elevados. Por outro lado, no patch
test, as formulacfes enriquecidas se mostraram sensiveis a quantidade do namero
de pontos de integracdo. Quando se emprega integracdo numeérica por quadratura
de Gauss de 8x8 pontos para malha nao uniforme, as formulagbes enriquecidas
mostram resultados incoerentes. Entretanto, esses resultados incoerentes podem
ser eliminados pela integracdo numérica por subintervalo, com a penalidade de
aumentar consideravelmente o tempo de processamento.

A seguir, apresentam-se sugestdes para trabalhos futuros, a saber:

e Como as formulacdes enriquecidas se mostraram muito eficientes na analise
elastodindmica, porém deve ser investigado melhor o aspecto de malha distorcida.

Novos estudos devem trabalhar com a possibilidade de empregar baixa
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guantidade de pontos de integragdo numérica, porém proporciona resultado
preciso.

Estender a formulacdo dos elementos enriquecidos para interagao fluido-estrutura.
Como os elementos enriquecidos se mostraram eficientes na determinagéo dos
resultados em problemas de descontinuidades temporais e espaciais, podem ser
aplicados para modelos numéricos que envolvem o acoplamento de sélidos e
fluidos na mesma malha. Como o fluido tem resisténcia mecanica menor que
solido, isso caracteriza um problema de descontinuidade espacial. Quando esse
tipo de malha é submetido ao carregamento impulsivo, deve-se saber qual € o
desempenho dos elementos enriquecidos perante propagacdo de onda,
especialmente na fronteira entre sélido e fluido.

Por fim, como os elementos enriquecidos se mostram eficientes em lidar com
problemas que envolvem descontinuidades matematica, a sugestdo € aplicar
MEFG para problemas de escoamentos compressiveis, como ondas de choque

em velocidades supersodnicas de propagacao.
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