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RESUMO

Cervelin, D. Método dos Elementos Finitos Generalizado: Desenvolvimento e
Aplicagdo em Analise Ndo-Linear Utilizando Elemento de Portico Espacial de
Alta Ordem. Dissertagcao (Mestrado) — Escola Politécnica, Programa de Pds-
Graduagdo em Engenharia Mecanica, Pontificia Universidade Catdlica do
Parana, Curitiba, 2014.

O Método dos Elementos Finitos é utilizado em diversas aplicacbes da
engenharia, mais usualmente aplicado no estudo de problemas com elevados
gradientes de tenséo, trincas, analises de vibragéo, entre outros, buscando maior
confiabilidade no projeto de estruturas. Devido ao elevado grau de complexidade
de alguns problemas, o tempo computacional demandado pode ser
consideravelmente alto. Na busca pela obtencdo de resultados de picos de
tensdes ou deslocamentos, pode-se enriquecer o campo de deslocamentos do
MEF. Um destes procedimentos € chamado MEFG — Método dos Elementos
Finitos Generalizado. O principal objetivo deste trabalho é desenvolver uma
formulagdo de enriquecimento de um elemento de elevada ordem polinomial, de
viga, que seja capaz de aprimorar os resultados numéricos da aproximagao
convencional. Alguns exemplos sdo modelados para mostrar a performance do
MEFG e os resultados sdo comparados com software comercial e com solugdes
analiticas. Sio testados também diferentes niveis de enriquecimento bem como
a seletividade de elementos a serem enriquecidos. O MEFG é desenvolvido para
um elemento de viga de Euler-Bernoulli 3D com fungdes polinomiais de elevada
ordem. Os resultados encontrados mostram que o método é mais eficiente na
obtencado de resultados de tensdes ao invés de deslocamentos. Além disso,
melhores resultados com a utilizacdo do MEFG foram obtidos em analises com

consideragoes de nao-linearidade material.

Palavras-Chave: Fungdes de Enriquecimento, MEFG, Elevada Ordem

Polinomial, Viga de Euler-Bernoulli, Particdo da Unidade.



ABSTRACT

Cervelin, D. Generalized Finite Element Method: Development and Application in
Non-Linear Analysis Using a High Order Space Frame Element. Dissertacéo
(Mestrado) — Escola Politécnica, Programa de Po6s-Graduacdo em Engenharia

Mecénica, Pontificia Universidade Catodlica do Parana, Curitiba, 2014.

The Finite Element Method is used in several engineering problems and more
usually applied for the study of problems with high stress gradients, cracks,
vibration analysis and so on, looking for more reliability in design of structures.
Due the complexity of some problems, the computational time demanded can be
very high. In order to obyain the peak of stress or displacements, it should enrich
the FEM displacement field. One of these procedures is called GFEM -
Generalized Finite Element Method. The main objective of this work is to develop
a formulation that is able to enrich a high polynomial order beam element in order
to improve the numerical results of the conventional approach. Some examples
are modeled to show the performance of GFEM and the results are compared
with commercial software and analytical solutions. Also are tested different
enrichment levels as well as only some elements are enriched instead of all
element. The GFEM is developed for 3D Euler-Bernoulli beam element with high
order of polynomial functions. Results shows that the proposed method is more
efficient than FEM when tensions results are obtained instead of displacement
results. Furthermore, better results using GFEM was obtained on analysis with

material non-linearity considerations.

Keywords: Enriched Functions, GFEM, High Order Polynomial Functions, Euler-

Bernoulli Beam, Partition of Unity.
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1.INTRODUGAO

Constantemente maquinas, pecas, estruturas metalicas, edificagoes,
veiculos, ferramentas, entre outros, estdo sujeitos a carregamentos e esforgos
das mais diversas naturezas. Os projetos, sejam eles de qualquer disciplina,
elétrica, mecanica ou civil, tendem a ser cada vez mais otimizados e com foco
na reducgao de custo de fabricagao e/ou produg¢ao, manufatura.

Com a evolugao do mercado e da dificuldade das empresas em buscar o
desenvolvimento proprio devido elevados custos operacionais e baixo retorno
financeiro pelas vendas, os novos investimentos desejados pelas industrias
tendem a ser caracterizados por baixo custo de investimento inicial, conciliado
com rapidez de execugéao do projeto com confiabilidade e qualidade. Isto faz dos
projetos mais otimizados e préximos dos limites dimensionais e de fatores de
segurancga admitidos. Tudo isto faz com que a exceléncia na execugédo do projeto
seja alcangada de forma a se evitar problemas futuros, apds posta em marcha
de tais equipamentos, maquinas, ferramentas, etc. As constantes mudancas
climaticas pelas quais o planeta esta atravessando, devido principalmente pelo
constante e gradual aumento do crescimento global, torna as estruturas mais
exigidas sofrendo esforgos de vibracdo, dilatagao térmica, entre outros.

Da mesma forma como a medicina evolui no desenvolvimento de vacinas,
remédios, pesquisas na cura de determinadas doencas ou da mesma forma
como o direito busca a regulamentacédo e atualizagdo das normas legais dos
paises, a engenharia precisa buscar o desenvolvimento de ferramentas e
processos que otimizem a industria seja isso da maneira que for conveniente e
necessaria. Entenda-se melhoria continua em processos operacionais, busca
pela exceléncia na execugédo de projetos, processos de manufatura, dentre
outros.

Umas das principais ferramentas utilizadas por engenheiros sao as
chamadas ferramentas computacionais, softwares capazes de executar calculos
e analises complexas em um curto espaco de tempo que levariam muito tempo,
ou até mesmo seriam impossiveis e inviaveis, de serem realizados a mao. A
pesquisa e desenvolvimento destes € de extrema importancia, tornando-as

rapidas, faceis de se manipular e eficazes, com alta eficiéncia e confiabilidade.
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O Método dos Elementos Finitos € muito usado na industria para
execucgao de projetos e otimizacbes dos mesmos. Analises de fadiga e fratura,
analises estaticas com linearidade e ndo-linearidade geométrica e de material e
analises dindmicas sao algumas das aplicagbes deste método. Diversos sdo os
softwares comerciais disponiveis no mercado os quais utilizam a Teoria do
Método dos Elementos Finitos, como por exemplo: Algor, Ansys, Catia, Solid
Works, Solid Edge, Pro-E, Hyper Mesh, etc.

Apesar de ser um método consagrado e eficiente, em algumas situagoes
pode-se encontrar algumas limitagdes na utilizagao destes softwares. Problemas
da mecanica da fratura, mecéanica do dano, problemas com consideragdes de
concentragcdo de tensdo, entre outros, demandam elevado esforgo
computacional em funcao das particularidades de cada problema, como € o caso
da mecanica da fartura por exemplo, onde a obtencgéo do efeito da singularidade
na ponta de trincas requer malhas de elementos finitos extremamente refinadas.

Em diversos casos na utilizacdo do MEF faz-se necessario uma correta e
precisa criacdo da malha de elementos finitos devido ao grau de complexidade
do problema tornando a simulagado onerosa e também reduzindo a eficiéncia do
método, em outras palavras, a malha de elementos finitos deve ser tao refinada
quanto necessaria de forma a se alcangar o menor erro da solugao. Outro fator
impactante é o fato de que a cada refino de malha um novo conjunto de matrizes
de rigidez deve ser recriado e recalculado, aumento assim ainda mais a
demanda de tempo de processamento.

Tendo isto em vista, desenvolveu-se (Melenk e Babuska (1996), Babuska
et. al (2000), entre outros) o Método da Particdo da Unidade e em seguida o
Método dos Elementos Finitos Generalizado os quais tornaram possivel a
inclusdo na formulagdo do MEF fungdes de efeitos conhecidos de forma a
capturar comportamentos determinados, tais como singularidades, oscilagcdes de
valores no tempo, entre outros. Este método permitiu o enriquecimento no campo
de variaveis com caracteristicas de refinamento hierarquico, reduzindo a
demanda computacional e aumentando a eficiéncia nas simulagdes,
principalmente em situagdes com elevado grau de complexidade.

Sendo assim, este trabalho propde o estudo e desenvolvimento de uma
formulacdo adaptada através do Método dos Elementos Finitos Generalizado

que seja capaz de avaliar os efeitos causados em vigas por forgas estaticas, as
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quais podem levar o material ao regime plastico. Uma das aplicagbes da
formulacado sera na anadlise de dutos, pois sabe-se que estas estruturas sao
submetidas a esforgcos extremos e constantes. Nos proximos capitulos serdo

realizadas revisdes bibliograficas e tedricas a respeito deste tema.
1.1 MOTIVACAO

A principal motivagao deste trabalho é a possibilidade de adaptagcao do
método dos elementos finitos convencional, um método consagrado, através da
técnica de enriquecimento das fungdes de forma com o uso do Método da
Particdo da Unidade para a solugao de equacdes diferenciais em problemas da
mecanica. Este método é também conhecido como Método dos Elementos
Finitos Generalizado.

Algumas das principais vantagens em torno da implementacao do Método

dos Elementos Finitos Generalizado sio:

e Possibilidade de considerar o comportamento prévio de uma determinada
solugdo no espaco de aproximacao de elementos finitos através da
inclusdo de fungdes de enriquecimento na formulagdo de elementos
finitos;

¢ Obtencéao de efeitos ou comportamentos localizados;

¢ A habilidade de construir um espaco de elementos finitos com qualquer
que seja a sua regularidade e/ou comportamento;

e A nao necessidade de criacdo de uma complexa malha de elementos
finitos para resolugéo de problemas com elevado grau de complexidade,
pelo fato da possibilidade de implementacdo de diferentes niveis de
enriguecimento no modelo, técnica esta a ser revisada nas secodes
seguintes;

¢ O fato de este método possuir caracteristicas hierarquicas;

De acordo com alguns trabalhos presentes na literatura, como por
exemplo, Babuska et. al (2000), Osborn et. al (2002), entre outros, percebe-se

que o MEFG pode proporcionar bons resultados e resolugédo de determinados
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problemas que o método classico de elementos finitos falha ou é extremamente
demandado e com baixa eficiéncia, tais como problemas da mecénica da fratura
problemas da dinamica das estruturas, entre outros. Esta boa eficiéncia do
método se da basicamente pelo fato de que € possivel a inclusao de informacdes
analiticas do problema dentro do espacgo de elementos finitos.

Diversas sao as aplicagbes do MEFG presentes na literatura como, por
exemplo: Analise dindmica com forgas variaveis no tempo, analise de vibracéao,
mecanica do dano, mecanica da fratura, entre outros. Nao foram encontrados
ainda estudos que mostrem a implementacdo deste método em analises
estaticas com consideragdes de nao-linearidade geomeétrica e material utilizando

elemento com fung¢des de ordem elevada.
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1.2 OBJETIVO GERAL

Este trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento e
implementagdo do Método dos Elementos Finitos Generalizado em um cédigo
computacional para a obtencéo de efeitos localizados em estruturas sujeitas a
carregamentos diversos em analises com consideragbes de néao-linearidade
material. O elemento implementado esta baseado nos trabalhos de Mejia (2003),
Souza (2005) e Shang (2009), e admite a ocorréncia de efeitos n&o lineares
produzidos pela plastificagdo do material. O programa base foi desenvolvido em
linguagem FORTRAN a partir do cédigo adaptado por Shang (2009), designado
por APC3D_Multilinear.

1.3 OBJETIVO ESPECIFICO

Os objetivos especificos deste trabalho séo:

e Adaptar 0 cédigo computacional APC3D_Multilinear
implementando a Teoria do Método dos Elementos Finitos
Generalizado;

e Avaliar o efeito das fungdes de enriquecimento em analises com
consideragdes de linearidade e n&o-linearidade material;

e Modelagem de duto avaliando o comportamento de deslocamentos

e tensoes locais;
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1.4 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O Método dos Elementos Finitos € um método muito utilizado em analises
computacionais e projetos diversos. Os resultados obtidos por este método s&o
em geral precisos e confiaveis. Pesquisas estdo sendo desenvolvidas e alguns
métodos mais eficientes estdo sendo descobertos, dentre eles esta o Método
dos Elementos Finitos Generalizado. O presente estudo se baseia no trabalho
desenvolvido por Shang (2009). Este utilizou o programa escrito em linguagem
FORTRAN, sob o nome de APC3D_Multilinear, para realizar analises do efeito
de concentragao de tensdes em dutos corroidos através de elemento de portico
uniaxial tridimensional. Foram considerados efeitos de nao-linearidade fisica na
formulacdo do elemento. Baseado nesta referéncia, o presente trabalho propde
a adaptagdo do programa atravées do Método dos Elementos Finitos
Generalizado.

O Método dos Elementos Finitos Generalizado foi introduzido inicialmente
por Babuska et. al (2000) e é baseado no Método da Particado da Unidade, o qual
foi apresentado na literatura pelo mesmo autor. Melenk e Babuska (1996)
apresentaram a fundamentacdo matematica basica do MPU analisando e
definindo os métodos de escolha das particbes da unidade para enriquecimento
do espago de elementos finitos. Mostrou-se nestes trabalhos a eficacia deste
novo método quando desenvolvido para problemas Laplacianos, problemas da
elasticidade e problemas de Helmholtz.

No trabalho de Babuska, Banerjee e Osborn (2002) foram apresentadas
diversas formulacbes para o Método dos Elementos Finitos Generalizado
(MEFG) e suas consequéncias na solugdo de problemas de equagdes
diferenciais. Uma noc¢ao quantitativa de robustez do método é apresentada e
discutida além de concluirem que fungdes polinomiais sdo muito eficientes na
implementagdo do campo de enriquecimento.

Por sua vez, Barros, Proenca e Barcellos (2002) propuseram um
estimador de erros utilizado no procedimento de solucdo de equacgdes
diferenciais de Newton-Raphson, com aplicagdo em problemas nao-lineares de
vigas de concreto armado abrangendo a formulacdo do MEFG. Os resultados

mostraram a eficiéncia do método enriquecido sendo pontuado como principal
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vantagem a simplicidade com que o refinamento p ndo-homogéneo pode ser
realizado, sem a necessidade de imposi¢cdo de condigdes de contorno para as
funcdes de aproximacgao.

Barros (2002) analisou algumas formulacbes de métodos sem malha,
dentre eles o método das nuvens. Além disso analisou o MEFG e apresentou as
vantagens de cada método. Os métodos foram aplicados em analises onde
estruturas chegam ao regime de comportamento n&o-linear fisico no estudo da
Mecénica do Dano Continuo. Constatou-se uma grande flexibilidade no uso do
MEFG pelo fato da independéncia da malha e pelo fato da possibilidade de refino
do sistema apenas no subdominio desejado. Ainda, notou-se uma vantagem
expressiva no uso de fungdes de aproximacéo tipo trigonométrica em relagao as
funcdes polinomiais.

Torres (2003) realizou analises tridimensionais de modelos sodlidos
considerando efeitos ndo-lineares, empregando o Método dos Elementos Finitos
Generalizado. Baseado nas analises realizadas, conclui que o MEFG possui
6tima capacidade de aproximacao dos resultados em subdominios ou locais de
interesse, ndo sé em picos de resultados mas também na captura de gradientes
de deformagao e tensio na regiao de interesse.

Chessa e Belytschko (2003) apresentam um método enriquecido no qual
a interface entre a parcela de enriquecimento e a parcela de elementos finitos
convencional pode se mover arbitrariamente por entre a malha sem a
necessidade de criacao de nova malha de elementos finitos. O enriquecimento
€ implementado pelo Método dos Elementos Finitos Estendido modelando
descontinuidades no gradiente de velocidades na regido de interface através de
particao da unidade local.

Santana (2004), em uma analise de propagacéao de trincas no contexto da
mecanica da fratura linear elastica, estudou o emprego dos métodos sem malha,
0s quais dispensam o uso da discretizagao através de elementos sendo esta
realizada através do emprego de nés distribuidos sobre o dominio, bem como
estudou o MEFG. Em seu trabalho, avalia as diferencas entre o MEF
convencional, o Método de Galerkin Sem Elementos (MGSE) e o MEFG em
formulacdo uni e bidimensional. Constatou que o MEF captura de forma muito
imprecisa os efeitos localizados. Para conseguir bons resultados o refino da

malha deve ser alto, o0 que demanda muito tempo computacional. O MGSE
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captura com mais eficiéncia os resultados locais, se comparado com o MEF
tradicional, porém sua aproximacao demanda maior esforgo computacional, pelo
fato das fungdes de forma serem obtidas através da solugdo de um sistema de
equacdes em cada ponto do dominio, ao contrario do MEF convencional, o qual
obtém as funcbes de forma apenas nos nos do elemento. Pode ser uma
formulacao vantajosa para analises tridimensionais onde a geometria e recriagao
de malhas pode se tornar onerosa. Constatou também que com o MEFG a
captura dos efeitos locais € muito precisa com a técnica de enriquecimento das
funcodes pelo fato de se escolher fungdes de enriquecimento que representam o
resultado esperado. O MEFG é baseado no conhecimento “a priori” da natureza
da solugéo, ou seja, as fungdes de enriquecimento representam o conhecimento
prévio do comportamento da estrutura sujeita a determinado carregamento.
Concluiu-se em uma comparacgao entre os métodos que as solugdes numéricas
com o MEFG resultam no melhor custo-beneficio para o problema de
propagacao de trincas.

Souza (2005) estudou o comportamento de dutos enterrados através de
um modelo de viga. Algumas aplica¢des deste trabalho seréo reproduzidas no
presente estudo através do método de elementos finitos generalizado para efeito
de validagdo do modelo proposto.

O estudo de Mangini (2006) traz o Método dos Elementos Finitos
Generalizado aplicado na analise de estruturas em casca de revolugao. Funcgdes
de enriquecimento polinomiais, exponenciais e trigonométricas foram propostas
para o enriquecimento do MEF convencional e observou-se que o método
proposto possui uma taxa de convergéncia dos resultados significantemente
maior que o método convencional.

O MEFG também pode ser aplicado no estudo da Mecanica da Fratura,
como é o caso do trabalho de Duarte e Kim (2008). O estudo aplica a técnica de
enriquecimento em problemas com multiplas trincas no dominio e demonstra que
a precisdo do método pode ser controlada usando um numero fixo de graus de
liberdade e de funcdes de enriquecimento.

Arndt (2009) estudou o Método dos Elementos Finitos Generalizado
aplicado em analise de vibracdo livre de estruturas reticuladas. Fungdes
aproximadoras, também chamadas de fungdes de enriquecimento, foram

propostas para elementos de barra e de viga de Euler-Bernoulli. Os diferentes
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tipos e composicao de funcdes foram analisadas para cada caso avaliando os
erros relativos em relagao as analises via MEF convencional. Pode-se concluir
neste trabalho também que o refino p gerou resultados mais precisos que o refino
h. Outro resultado importante € que o MEFG permite encontrar resultados
precisos e com eficiéncia os quais ndo sao possiveis de se obter via MEF
convencional, em situagdes especificas.

Torii (2012) aplicou o MEFG em analise dindmica de barras, trelicas,
vigas, porticos, equacado da onda bidimensional e estado plano de tensdes.
Analises modal e transiente foram realizadas. Os resultados foram comparados
com o MEF convencional polinomial. Observou-se que, em geral, o MEFG foi
mais eficiente em problemas que envolvem os modos mais elevados de
vibracdo, os quais sdo de extrema importdncia em problemas relativos a
propagacao de ondas no dominio, indicando assim o potencial do método dos
elementos finitos generalizado.

Muitas analises requerem um grau de precisdo tal que o método dos
elementos finitos convencional ndo consegue alcangar ou, quando alcanga,
demanda um esforgo computacional muito grande através do alto refino da
malha de elementos finitos. Em algumas situagcbes isto pode se tornar
inconveniente em fungédo do tempo disponivel para as analises, em fungao das
ferramentas ou equipamentos disponiveis, etc. Problemas que levam em
consideragao a nao-linearidade fisica ou geométrica, problemas da mecanica da
fratura, problemas de vibracéo, problemas temporais, entre outros, requerem tal
esfor¢co computacional muitas vezes nao disponivel. A técnica de enriquecimento
(MEFG) vem contribuir nestas situagdes reduzindo o esforgo computacional bem
como aumentando a eficiéncia nas analises com um consideravel ganho na
precisdo dos resultados. Além disso, situacdes e comportamentos especificos
ao problema podem ser simulados com mais eficiéncia através do MEFG.

Os trabalhos encontrados na literatura aplicam a técnica em elementos de
barra, viga, portico, entre outros, bem como em situagdes de linearidade e n&o-
linearidade fisica do modelo. O presente trabalho propée o emprego deste
método em um elemento de portico uniaxial tridimensional de elevada ordem.
Serao propostas algumas fung¢des trigonométricas para o enriquecimento das

fungdes interpoladoras do método dos elementos finitos e aplicadas em analises



28

linear e ndo-linear. A seguir sera feita uma breve revisado teoérica para servir de

base ao trabalho.
1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O presente trabalho esta divido basicamente em 4 capitulos principais
sendo em sequéncia: Revisdo Tedrica, Método dos Elementos Finitos
Generalizado, Aplicagdes e Conclusoes.

O capitulo 2 apresenta uma revisao teérica a qual formara uma base de
estudo e referéncia para o desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos
Generelizado. Nesta secao serao tratados assuntos como a esséncia do Método
dos Elementos Finitos e da Mecanica do Continuo. Sera apresentado também o
elemento finito que sera utilizado no desenvolvimento do trabalho, bem como
suas caracteristicas e formulacbées. Uma breve revisdo dos conceitos de
plasticidade e métodos de integracdo numérica sera realizada.

O capitulo 3 tratara a respeito do Método dos Elementos Finitos
Generalizado tendo em vista a sua teoria basica, derivada do Método da Particao
da Unidade, seu método de adaptacdo ao MEF convencional e das técnicas de
implementagao. Além disso serdo propostas fungdes de enriquecimento para
implementacdo de codigo computacional desenvolvido na plataforma
FORTRAN.

Por sua vez, o capitulo 4 é destinado as aplicacbes do Método dos
Elementos Finitos Generalizado. Sera avaliado o modelo implementado com o
uso de elemento de viga de Euler-Bernoulli com formulagdo enriquecida e
aplicada na analise de vigas com segao transversal circular sob carregamento
axial e transversal, avaliando efeitos de linearidade e ndo-linearidade material.
Uma analise de validacdo do modelo proposto com referéncia em um caso
avaliado por Souza (2005) sera efetuada. Além disso sera discutido a
seletividade do enriquecimento do dominio, ou seja, as diferengas entre
enriquecimento de todo o dominio ou de apenas parte do dominio nos resultados
de deslocamento. As solucdes serdo entado discutidas. Por fim sera avaliado o
efeito do enriquecimento na anadlise de tensdes ao longo de um elemento,

comparando os resultados com o MEF convencional.
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Os resultados e conclusdes deste trabalho serao discutidos no capitulo 5,
bem como proposi¢des para trabalhos futuros serao feitas. A seguir da-se inicio

a revisao tedrica do presente trabalho.



30

2.REVISAO TEORICA

Esta secao se destina a uma revisao tedrica de alguns temas que sao
importantes para o estudo do Método dos Elementos Finitos Generalizado,
formando assim uma base teodrica para a implementagdo da formulagdo. A

revisao teodrica iniciara tratando o Método dos Elementos Finitos.

2.1 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O Método dos Elementos Finitos (MEF) consiste em uma técnica
aproximativa para solug¢ao de problemas das mais variadas formas. Esta técnica
€ amplamente aplicada, via analise computacional, em casos onde uma solucéo
analitica ndo pode ser obtida, sendo entdo a solugdo por aproximagao a mais
indicada.

Trata-se de um procedimento numérico para analisar estruturas e meios
continuos, sendo formulado através de equagdes diferenciais e sujeito a
condi¢des de contorno, sendo entdo muito utilizado em Problemas de Valor de
Contorno.

A técnica consiste em subdividir, ou representar, o problema real em um
dominio finito, subdivido em n partes. Cada subdivisdo € chamada de elemento.
Quanto maior o numero de elementos (i.e. mais subdivisées no dominio) melhor
sera a solugao encontrada. Este procedimento sera demonstrado nas secdes a
seqguir.

A Figura 1 exemplifica como é realizada esta subdivisdo. Na Figura 1.a) é
representado uma situacao real, no caso um forno rotativo utilizado na industria
cimenteira e a Figura 1.b) representa a subdivisdo do dominio de elementos

finitos representando o caso real analisado.
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Figura 1: Subdivisao do Dominio: a) Caso Real; b) Discretizagdo do espago de elementos

finitos representagéo das condi¢bes de contorno.

Os passos basicos em uma analise via Método dos Elementos Finitos,

usando o método por deslocamentos, sao:

1. Subdividir a estrutura como um todo em pequenos elementos
interconectados estruturalmente por pontos, denominados nés;

2. ldentificar as condi¢cdes de contorno do sistema, impondo-as ao estudo
de forma que correspondam a correta resposta do sistema, em termos de
deslocamento;

Incorporar ao sistema as relagdes constitutivas relacionadas a analise;
Formular as equacgdes de equilibrio correspondentes e resolvé-las;

Com os deslocamentos conhecidos e as relagbdes constitutivas preé-
definidas, calcular a distribuigdo interna de tensdes dos elementos;

6. Interpretar os resultados encontrados e compara-los com o resultado

esperado do caso real.

A Equacgédo de Equilibrio do Movimento que descreve o Método dos

Elementos Finitos, em fungédo do tempo, para um caso genérico, € dado por:
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MU+ CU + KU = F (1)

Em que M é a massa total do sistema, C representa o amortecimento do
sistema dindmico, U é a aceleracéo total, U é a velocidade e U é o deslocamento
total do sistema, em consequéncia das forgcas globais aplicadas F.
Desconsiderando os efeitos inerciais e dinamicos, tem-se para a analise estatica

a seguinte Equacéao de Equilibrio simplificada:

F=KU; (2)

Um elemento finito tipico “e”, conforme mostrado na Figura 1.1 para o
estado plano de tensdes, é definido pelos nds i, j, m, etc. conectados por linhas
entre si. Sejam os deslocamentos u em qualquer ponto dentro do elemento

aproximados por:

Uu; e
u=YNuf =[N,N,,...] {u,} = Nu¢; (2.1)

L

Figura 1.1: Dominio no estado plano de tensées dividido em elementos finitos.
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Em que os componentes de N sao funcdes prescritas, conhecidas como fungdes
de forma ou de interpolacao, e u® representam a lista de deslocamentos nodais
para um elemento particular.

No caso do estado plano de tensdes, os deslocamentos horizontal e

vertical correspondentes a um né i podem ser escritos como:

2

De tal forma que, reescrevendo a equacgao (2.1):

U = Ny, (3)

E substituindo-a na equagao (2), tem-se:

Fi =KNu, (4‘)

Onde K é a matriz de rigidez do sistema, U é o vetor de deslocamentos
global do sistema, ui € o vetor de deslocamentos nodais, F é o vetor de forgas
globais, Fi é o vetor de forgas nodais e N é a matriz das fungdes interpoladoras.

As condig¢des de contorno essenciais sao incorporadas em F de forma que

os deslocamentos possam ser entdo calculados da seguinte maneira:

U= K 'F (5)

Com os deslocamentos conhecidos em todos os pontos dentro do

elemento, as deformagdes &€ podem ser obtidas da seguinte maneira:

e= Lu (6)

Em que L é um operador linear. Usando a equacéo (3), a equagao (6)

pode ser aproximada como:
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€= Bu; (6.1)
Sendo,

ou

ox
B=LN;L= Z—; (6.2)

ou v I
B
dy Ox

A partir das deformagdes determinadas € e com as relagdes constitutivas
D previamente conhecidas, pode-se entdo obter as tensdes atuantes no
elemento. Em geral, o material dentro do contorno do elemento pode estar sujeito
a deformacgdes iniciais sejam elas de natureza quaisquer. Tais deformagdes s&o
chamadas de €0, sendo entdo as tensbes causadas pela diferenca entre a
deformacéao atual e inicial. Em adicdo a isto, pode-se assumir que o corpo em
analise esteja sob efeitos de tensdes iniciais residuais oo e que devem ser
incorporadas na definicdo geral. Logo, assumindo um comportamento linear
elastico qualquer, a relagao linear entre tensdes e deformacdes € escrita na

forma:

g = D(8—80)+0'0 (7)

Uma boa interpretacdo do Método dos Elementos Finitos € dada pela
Equacéo (3), a qual relaciona o deslocamento global de um determinado dominio
com os deslocamentos nodais através das chamadas Funcgdes Interpoladoras
ou Funcgbes de Forma N. Estas fungdes polinomiais interpolam valores nodais
subsequentes através de um sistema de equacgdes para obtengéo dos resultados
globais. Desta maneira, entende-se que malhas refinadas possuem mais
funcdes de forma interpolando valores nodais mais proximos entre si, obtendo
assim resultados mais precisos do que malhas menos refinadas, ou seja, com

menos elementos e por consequéncia menor numero de nés.
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2.2 MECANICA DO CONTINUO

Esta seg¢ao fara uma rapida revisao a respeito da Mecéanica do Continuo
levantando os principais conceitos a serem considerados como referéncia no
presente trabalho.

De acordo com LUBLINER (2006), a mecanica do continuo é conhecida
como sendo o estudo das forgas e movimentos. Um determinado corpo rigido,
sujeito a forgas externas, pode deslocar-se no tempo ou entdo sofrer
deformacdes elasticas e plasticas. O comportamento do corpo € descrito pelas
equagdes variacionais, sejam elas, Principio do Trabalho Virtual ou Principio da
Energia Potencial Total Estacionaria. Estas formulacdes buscam o equilibrio
global do solido por meio da energia interna do corpo e das forgas e reagdes
externas impostas ao sodlido, podendo ser analisadas em situagcbes de
linearidade total e ndo linearidade fisica e/ou geométrica. O estudo das analises
nao-lineares sera discutido nas se¢des seguintes.

Dado um corpo rigido no dominio Q, de volume dV, superficie dS, forgas

externas Fq e condi¢des de contorno Rq, conforme Figura 2:

X u

Figura 2: Representacao de corpo rigido.
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E definido, pela equacdo denominada Equacdo do Movimento de Euler,

ou Balango de Momento Linear ou Equacao de Forga Global:

Jo PPAV + [, t()dS = [, padV (8)

Onde p é a densidade (massa por unidade de volume), b é o vetor de
forgcas de campo (com dimenséao de forga por unidade de massa) e a é o vetor
de aceleracdo de campo. As forcas externas sao representadas pela
componente t(n) denominada Forgas de Superficie. Este componente n&o é
definido como sendo um componente de campo pois ndo depende apenas da
localizacdo, mas também depende de uma orientacdo da superficie do
corpo/elemento como definido pelo valor local (Diregao) de n.

A dependéncia das forgas t com as diregcbes n pode ser explicada pelo
Tetraedro de Cauchy. Estas forcas podem ser ainda separadas em Tensé&o

Normal e de Cisalhamento, respectivamente:

o(n) =n-t(n) = o;n;n; (9)

() = {Itm)|? - [o(m)]? (10)

A Equacao (8) representa o equilibrio de um corpo rigido submetido a uma

variedade de carregamentos e restri¢coes.

2.3 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Uma das formas de se determinar a estabilidade de um corpo é
mensurando a energia total do mesmo. Um dos principios utilizados em analise
via Elementos Finitos € o Principio da Energia Potencial Total. Quando a
variagao da Energia Potencial Interna se iguala a variagdo da Energia Potencial
Externa, tem-se entdo um corpo em estado de equilibrio elastico, isto €, todo

corpo em equilibrio ndo possui variagdo em sua energia total:
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W ine = Wyt (1 1)

Sendo oWint e OWex a variagdo da energia potencial interna e externa,
respectivamente. A partir do momento em que um desbalanceamento de
energias ocorre, o sistema entra em desiquilibrio e o fenbmeno de néo
linearidade fisica e/ou geométrica deve ser levada em consideragcdo. Neste
momento, um problema de valor de contorno sé podera ser solucionado através
de processos iterativos e consideragdes de nao-linearidade fisica e geométrica
na formulagao do elemento finito.

Um problema de elementos finitos pode ser baseado na formulagao
Lagrangeana ou Euleriana. A formulacdo Euleriana é muito empregada em
problemas relativos a transferéncia de calor, dindmica dos fluidos, entre outros,
pois neste caso a malha de discretizacdo se mantém fixa e estacionaria em
relagdo a um ponto referencial, enquanto o problema se desloca em relagéo a
este mesmo ponto. Para problemas de valor de contorno da mecanica dos
sélidos, a formulagdo mais empregada é a Lagrangeana. Esta se caracteriza
pelo fato da malha de discretizacdo se mover em conjunto com o corpo em
relacdo a um ponto referencial, o que resulta em melhores resultados quando se
reproduz analises nao-lineares. Segundo Bathe (1996), em uma analise n&o-

linear podem-se adotar duas formas de referenciais Lagrangeanos, sendo eles:

e Referencial Lagrangeano Total (LT): Os deslocamentos sdo medidos em

relacdo a configuragao inicial deformada no tempo 0 (zero), conforme
Figura 3;

e Referencial Lagrangeano Atualizado (LA): Todas as variaveis estaticas e

cinematicas sao medidas em relagao a ultima configuragcao de equilibrio
obtida no processo incremental, ou seja, em relagado a um referencial que

é atualizado a cada incremento de carga, conforme ilustrado na Figura 4:
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Figura 3: Referencial Lagrangeano Total.

Nota-se que no Referencial Lagrangeano Total a referéncia se desloca
com o sistema ao haver incremento de tempo e carregamento sem que haja
geracao de novo sistema referéncia, sendo os deslocamentos medidos em
relacdo a configuragdo deformada inicial. No caso de Referencial
Lagrangeano Atualizado, conforme ilustrado na Figura 4, a referéncia é
atualizada a cada incremento de carga e tempo sendo que os deslocamentos

sdo medidos em relagao as novas referéncias.
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Figura 4: Referencial Lagrangeano Atualizado.

Neste trabalho sera adotada uma notagéo para a formulagdo do problema

0 qual segue a seguinte regra no que se refere aos indices das variaveis:

e Indice superior esquerdo — Denota a configuracdo na qual ocorre a

variavel;

 Indice inferior esquerdo — Denota a configuracdo de referéncia na qual

ocorre a variavel;

e Indice inferior direito — Denota os componentes do vetor ou do tensor de

segunda ordem;

e Indice inferior direito sequido de virgula — Denota em relagdo a qual

variavel ocorre a diferenciacao.

Sendo assim, para a determinacéo da energia total de um corpo pode ser
utilizado o Principio dos Trabalhos Virtuais, em termos de deslocamentos, na

formulagao Lagrangeana Total, o qual é dado por:
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LV t+A(§Sij6t+A(§£ijd0V — t+AtR (12)

Onde o lado esquerdo da expressao é representado pelo trabalho virtual
interno, em termos do Segundo Tensor de Tensodes de Piola-Kirchoff (”%Si]-)
no tempo t+At referido a configuragao inicial 0 e do Tensor de Deformacdes
de Green-Lagrange (‘+4¢; ;)- O lado direito da expressao € representado pelo
trabalho virtual externo (*4R).

O Segundo Tensor de Tensdes de Piola-Kirchoff e de Deformagdes de

Green-Lagrange no tempo t sdo definidos, respectivamente, como:

t __Po 0 t

OSij - _p txi,m txj,n Tmn (1 3)
t. _1r¢ t t t

0€ij =3 (o%ij + oWy + 6Uk o) (14)

No qual t,,,,, € 0 Tensor de Tensdes de Cauchy e p é a densidade aparente
do material utilizado.

O trabalho virtual externo 4R é descrito por:

t+AtR — ft+AtV t+At iBauidt+AtV + ft+AtSf t+At .iS'Su.iS'dt+AtS (1 5)

Onde:

> MAifB _ Componente das forgas externas aplicadas por unidade de volume
analisadas no tempo t+Af;

> S _ Componentes das forgas externas aplicadas por unidade de area
analisadas no tempos t+At;

> S, Superficie no tempos t+At na qual as forgas externas de tragdo sdo
aplicadas;

> ou; - dujavaliado na superficie Sy,
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As tensdes e deformacdes incrementais, respectivamente, sao calculadas

como:
TS = §Sij + 0Sij (16)
tlei = §&ij + o&ij (17)

Tomando como premissa os componentes de tensao e deformagao para um
elemento viga-duto, consideragdes de interagdo solo-estrutura, quando
aplicavel, e as relagbes constitutivas do material, a equacao do trabalho virtual
incremental para um elemento solo-duto, segundo Mejia (2003) e reescrito por

Shang (2009), é posta como:

foL(éFeqc?oe’S’L + (M q28007" + 5Meq350¢gL) d’x+ fOV ‘CEP oey, (508521 +
505'5:\’1’“) d’v+ fOL( tKAS oAAs)aouod ox1 + fOL( tKBS olps +
tKUS oAus)sovod Oxl + fOL( tKLLS olrs + tKRLS OARLS)80W0d ox1 =
8 W exe — [o,(0F eqB026 + (Meq2 8007 + (MeqaBo®5)d *x —

Jo, ‘Fasboutod °x1 — [o,( Fps + ‘Fys)8ovod *x1 + [o,( ‘Fps +

‘Fris)8owod *x4
(18)

Sendo que a primeira parcela do lado esquerdo em conjunto com a segunda
parcela do lado direito calcula a matriz incremental que descreve o
comportamento n&o-linear geométrico da estrutura para grandes deslocamentos
e pequenas deformagdes. A segunda parcela do lado esquerdo calcula a matriz
de rigidez no tempo t com a matriz constitutiva variavel, sendo calculado neste
termo a nao-linearidade fisica. Os trés termos restantes do lado esquerdo e os
trés ultimos termos do lado direito representam o trabalho virtual das molas de
solo. O primeiro termo do lado direito é o trabalho virtual externo originado pelas

cargas aplicadas.
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2.4 FORMULACAO DE ELEMENTO DE VIGA DE
EULER-BERNOULLI

Este capitulo apresenta uma formulagdo do modelo de viga de Euler-
Bernoulli aplicada a analise de dutos. Em termos praticos, dois tipos de
modelos s&o utilizados para modelagem de dutos: modelos que usam elemento
de casca/solido ou modelos unidimensionais de elemento de viga. Os elementos
de casca/solido apresentam capacidade em analisar o caso de dutos
carregados, considerando a flambagem local, causas frequentes para ruptura de
duto. Para dutos com defeitos quaisquer, o modelo geométrico €, por natureza,
tridimensional. Os elementos tridimensionais sao ideais para analise de efeitos
locais, tais como flambagem local, plastificagdo na regido de corrosao, ou
interacado de diversas colbnias de defeitos. Porém, mesmo modelando um duto
num trecho de comprimento limitado, os elementos de casca ou sélido requerem
maior esforco computacional, por que sao elementos de elevado numero de
graus de liberdade. No caso de analise de dutos com longo comprimento e que
apresentam ramificagdes, a malha de elementos de casca/soélido nao € indicada.
Nestes casos, o0 elemento de viga é recomendado apesar da sua simplicidade.
Uma das limitacées € a exclusao do efeito de flambagem local. Além disso, a
ovalizagdo na sec¢ao transversal e fratura local ndo séo inclusos. Assim, algumas
hipoteses sao consideradas para que a formulagcdo do modelo de viga seja
possivel.

As equacgdes de equilibrio sdo determinadas através do principio de
trabalhos virtuais. A descricdo cinematica do modelo inclui efeitos de nao
linearidade geométrica, devido a possibilidade de desenvolvimento de grandes
deslocamentos e pequenas deformacdes. Tal descricdo é baseada na
Formulacdo Lagrangeana Total. O efeito de nao linearidade fisica também é
incorporado no modelo considerando que o duto teria comportamento elasto-
plastico multilinear, com caracteristicas de material isotropico.

Considerando um duto carregado com cargas externas e a presséo
interna, o modelo permite calcular trés tipos de tensdes: longitudinal, radial e
tangencial. A tensao radial € a menor dentre todas. A tensdo longitudinal é

calculada através da lei constitutiva do material. Em cada incremento, a
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deformacdo é calculada através das equacbes deduzidas pela descricdo
cinematica, na seg¢ao transversal de cada ponto de integracdo de Gauss. Devido
a nao linearidade fisica e geomeétrica do modelo, a variagdo da tensé&o
longitudinal é calculada para cada passo de incremento. A tensdo tangencial €
calculada pela equacido de Lamé com o incremento de pressao em cada passo.

No desenvolvimento do modelo matematico € considerada a hipotese
fundamental de que a viga é formulada segundo teorema de Viga Euler-Bernoulli.

A viga é caracterizada pelo suporte de cargas transversais que produzem
efeitos de flexdo no corpo. Estas forgas de flexdo produzem esforgos de tracao
e compressao nas faces superior e inferior da viga, dependendo da dire¢do das
forgas aplicadas. A segao da viga € subdividida em duas partes pela linha neutra,
a qual coincide com o eixo centroidal da mesma onde neste ponto as tensdes
sdo nulas. A Figura 5 ilustra esquematicamente o comportamento de uma viga

Euler-Bernoulli sob carregamento.

Linha Neutra “
Regido Comprimida
oy

/

//Regiﬁn Tracionada

Figura 5: Tipico de uma Viga de Euler-Bernoulli

Algumas hipoteses sdo adotadas para a formulagdo de um elemento com

base na Teoria da Viga de Euler-Bernoulli, como segue:

1. Aexisténcia da linha neutra onde a viga nao sofre tragdo nem compressao

na flexdo pura;
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. A secao transversal que era originalmente perpendicular ao eixo

longitudinal permanece plana e perpendicular ao eixo longitudinal apos a
deformacéo;

Hipotese de viga esbelta;

No duto submetido a presséao interna, existem as tensdes tangenciais e
radiais. A tensdo maxima segundo a solugdo de Lamé para cilindros de
parede fina é a tangencial. Em func&do desta conclusdo, no modelo em
estudo, a tensao radial é desprezada, devido ao seu valor relativamente
menor comparado com outras tensoes;

Admite-se um comportamento elasto-plastico do material com
endurecimento isotropico. A expansao de superficie de escoamento &

dada de acordo com critério de Von Mises.

2.5 RELACAO DEFORMACAO — DESLOCAMENTO

Os deslocamentos do eixo centroidal, em coordenadas globais, s&o

obtidos a partir dos deslocamentos incrementais, como segue:

i1, = g + il (19)
By = B + o (20)
t+AtW0 = tWO + tWO (21)

corpo

descrit

V=

Os componentes de deslocamento, para qualquer ponto P(x1,x2,x3) do
na secao transversal deste, com referéncia no tempo t, podem ser

as de acordo com as expressoes:

X2 + 9 t‘;’f X3 (22)

tVo (23)
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W= Wy (24)

Os quais, v, e w, sao os deslocamentos do eixo centroidal no tempo
de referéncia t.
Os deslocamentos totais acumulados no sistema de coordenada global é

entao descrito como:

My = W o+ (25)
=%+ (26)
o= W+ W (27)

O tensor de deformagbdes empregado € o Tensor de Deformagdes de
Green-Lagrange, definido conforme Equacdo 14, onde os termos na forma

expandida sao escritos conforme:

tu _0tu.tu _at'l]_tu _aW_tu _0tu_tu _6tv_tu _
0 1,1 - a()xl » 0 2,1 - anl > 0 3,1 - anl » 0 1,2 - anz » 0 2,2 - anz v 0 3,2 -

atw tu v tw
— s buys=——; bu —; du — 28
60x2 > 0 1,3 60x3 > 0 2,3 60x3 > 0 3,3 60x3 ( )

Expandindo a Equacdo 14 e considerando que sé existe a deformacao

longitudinal ent&do se tem:

t —t. _1r¢ t t t t t t t
€11 = & =3 (U1 + U1 + gU110U11 + §Uz16Uz1 + GUs10U31) (29)

Substituindo as Equacdes de (28) na Equacgao 29, pode-se expressar 0s

componentes de deformacé&o longitudinal como segue:
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2 2 2 2, 2
t 1(dtu d'u (0tu) (atv) (0tw) diug ;v zwy
E11==|\—+—+\—) +|—) +|— = > Xy + X3 +
11 <6x1 axq axq axq axq axq atx3 2 Gtxz 3

2 2 2
1](d:ug atvo dZwy ) (atvo) (atWO) diug atvo
-~ X = Ox
2 [( ax;  9tx? X2+ 502 9txz 3 + ax, + ax1 ax;  otx? X2 +3 at 2 3t

(at uo)z 1 atuo at Vo x 1 atuo at Wo x 1 atuo 6%1}0 x (at Vo )2
atx, 20txy 8tx2 2 T 209txy atx2 © 3 2atxy atx2 "2 atxz "2
2 2
1 dfvg dfwo | 1d.uq 7w 1 0%vg ?wy 1 (atwo ) 1 (atvo)
= XyX X3 = 5 XX + - X3) +=
27273 9tx2 gty T 2 gtxy 9tad T3 27273 5txZ g2 T 2 \(gta 73 atx,
2

atWO) 30

2 G (30)

Desprezando os termos x2x3, x22 € X34 a equacao acima € simplificada

para:
te. . — Oeto a%vox +a%wox 41 (atuo)z latuga%va 1atuoa%wox
L1 7 atxy,  atx2 "2 7 gtx2 *3 atx 2 0txy 8tx2 2 T 2 9txy atx? 3
2 2
1 dsug 0%v 1 dug dfw v aw
o e Xy + 2 §°tt°3+(;°) +5 (%) (31)
2 9'xq 0'xq 29 0x1 a'x 2 \d'xq

Da expressdo acima podemos retirar as parcelas de deformacao,
curvatura e rotacdo incremental linear (Representado pela letra L no canto

superior direto) em termos das coordenadas locais:

o Deformag&o incremental: e} = gi:‘l’ = '3;: ; ;)051 = 0%‘;‘;‘; (32)
e Curvatura incremental em Xs: 0L = gtzg = Oiﬂgﬁ‘;;’ (33)
 Curvatura incremental em Xz: 8} = ‘?t:’%" = %‘;ﬁ;’g (34)
e Rotagao incremental em torno do eixo Xs: 0% = ZiZ‘l’ = %Z‘Tvg (35)
 Rotagdo incremental em torno do eixo Xz: 05 = ‘;tt:f — OiLa;(v)v; (36)

A substituicdo do conjunto de equagdes (32) a (36) na equacéo (31),

resulta em:
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t. _ L L L 1 N2 _ 1 L 4L 1 L 4L
Ex, = €0 — Dz%X2 + Dyx3 +§( t€6) —3 t€0 D7%2 *3 €0 Dy X3 —

1 1 2 1 2
tgé N5 +E telé t¢§1x3 +E( tgfz) + E( telé) (37)

N | =

Pode-se entdo decompor a equagédo (37) em duas parcelas, sendo

parcela linear e nao-linear, respectivamente:

t

sxl = teﬁl + tsglll (38)
Tal que:

tsg“cl = 80— X (07 + X3 t¢§l (39)
_  oNL

tfglL = €0 — X2 DY+ x3 tng (40)

Sendo a parcela de deformagdo n&o-linear inicial representada por:

b =2(ees) + (05 + (08)]; o= e @k o= Eh0h (41)
Fazendo:

€0 = (£ + (50" (42)

D, = 07 + £ OF (43)

Dy = t(Z)JL,+ &k t@f, (44)

E substituindo-as na equacéo (38), tem-se por fim:

tsxl = (&9 — X2 (D, + X3 tQ)y (45)
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2.6 ELEMENTO DE PORTICO

Para o estudo de dutos sera utilizado um elemento de pdrtico
tridimensional, uniaxial, com segao transversal circular vazada. Este elemento
foi desenvolvido por Meija e Rohel (2005) e aplicado por Souza (2005) e Shang
(2009). O elemento possui fungbes de forma de ordem elevada, com
comprimento L, conforme Figura 6. O elemento possui 3 nés e 6 graus de
liberdade por no, sendo estes: deslocamentos nas diregbes X1, X2 e X3 e
rotacdo em torno dos eixos X1, X2 e X3. O elemento prevé a possibilidade de

plastificacdo da secao transversal em uma analise nao linear fisica.

NG 3 (€ = +1)

NG 2 (£= D)

-
-

Z12 '|‘I'
|

=7 (#L2;0;0)
-

Figura 6: Elemento de pértico tridimensional.

Conforme descrito por Bathe (1996), de acordo com a formulagao

isoparamétrica de deslocamentos, as fungdes interpoladoras para o elemento de
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portico tridimensional de 3 nds, considerando as coordenadas locais, sao

definidas como:

Deslocamento Axial (Eixo X7):

Deslocamento Transversal (Eixos X> e X3):

h,(°¢)= h3(°§)=%°§2 (3°2 + 4)f-1+2¢)
h,(°¢)=h, (°¢)=(-1+°¢) (1)

()= s (°6) =367 0" - s f

Rotacao - Flexao (Eixos X2 e X3):

h (Oﬁf): he (OSZ):%O

E2OL(+08 - 14+08f
na(°6)=h, ()" L0608 (o2

()= () =56 L 1o fo o f

(50)

(51)

(52)

(53)

(54)



50

Rotacao - Torcao (Eixos X7):

n,(°¢)=-—=+—= (55)
o (°€)=1-¢7 (56)
e (") =+ (57)

Na qual ¢ representa a coordenada local do elemento, o indice superior
esquerdo (Zero) remete a configuragao inicial do elemento e L € o comprimento
do mesmo. Este elemento é apropriado para a analise de dutos sujeitos a
pressdes internas ou externas. Entretanto, desconsideram-se as deformacdes
devidas a esforcos de torcdo, pois analises com pequenas deformacgbes da
secao transversal ndo sao objeto de estudo. Sendo assim, pode-se expressar na

forma matricial os deslocamentos incrementais, da seguinte forma:

=[sH]tu.} (58)

[1h t t t
u hl u, + h? u, + h13 Uss
t t t t t t
Vi h, 'V, +'60;6hs +hg Vg+ 6,1,0, + 0y v+ 6,50 (59)
t t t t t t
w h3 Ws + evshs + hg W + 9Y11h11 + h15 Wy + 0Y17h17
q

. _h4tQ4 + thtqlo + hthq16

Nas expressdes anteriores {u representa os deslocamentos axiais, v
representa os deslocamentos no Eixo X>, 6z representa rotagdes transversais
no Eixo X3, 'w representa os deslocamentos no Eixo X3, !0y as rotagbes
transversais no Eixo X> e !q representa as rotagdes no Eixo X7. Desprezando-se

o efeito de tor¢gdo no eixo do elemento por esta ter participacdo desprezivel na
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plastificagcdo do material, bem como admitindo-se que ndao haja empenamento

da secédo do elemento, a equacéao (59) pode ser reescrita da seguinte maneira:

t

u
v =[H ], } (60)
'w

No qual a matriz das fungdes de interpolagcédo pode ser escrita como:

h 0O 000 O h 0 00O O thy, O 00 0 O
[H<{ 0o h 000 % 0O h 00 O th, O h O 0 0 (Ml (B1)
0 0 B OM 0 0 0 "R OMh 0O 0 0 0y O

2.7 MATRIZES DE DEFORMACAO —
DESLOCAMENTO

Pode-se obter a deformagdo axial linear j&- e as rotagdes e curvaturas

lineares ¢, e 0t¢yL através da formulacdo descrita na sess&o anterior e descreve-

las como sendo:

t L 't "t Tt
060 h'u,+h,'u,+h;u,

oL "t " " - . -

o¢z = hz V2+he Hze"‘hs V8+h12 9212+h14 V14+hlS 9z18 (62)
oL " vt "t "y " "y

o¢y hs W3+h5 ‘9y5+h9 Wg"'hn 9y11+hls W15+hl7 ‘9z17

Em que h’ e h” representam as derivadas primeira e segunda,
respectivamente, das fungdes interpoladoras em relagcdo a coordenada local é.

A forma matricial acima também pode ser representada da seguinte maneira:

tL
0€0

gt b=[iB iy, ) (63)
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Na qual [(B" | se resume a:

%oooo ozTLoooo ozohfo 000 0
., S ., .. 64)
4 4 4 4 (
[O‘BL]:ooTr_‘;oooT[‘;0%000O—hlz2 %“000%
4y M 4y 4 4y o Ay
0 0 Gx0g: 0 0 0 grogE 0o o o FEoIE o

Conforme descrito por Bathe (1996), a deformagao axial incremental nao-
linear pode ser descrita da seguinte maneira:

A=l e le )

(65)
No qual:
% 0 000 O % 0 00 0 O Zo—hf 0 00 0 0
- , . - - | (66)
2n, 20, 20, 2n, 2n, o, |
[iB"]=| O OO0 G 0 000 L0 g 0 00 e
000 oM g g o MM 5 o o MM
| Lo L oL Lo or |

A partir disso pode-se escrever a parcela da variagao da deformacéao axial
incremental n&o-linear:

o= oS s i fow 67)

A curvatura incremental ndo-linear ;4" é escrita como sendo:

=g ={uf BT B i)

No qual:



4, 4h, 4h, 4h,

0 5200055 0 55000 5%
[(}BZNL]:% 0 000 0 % 0 000 O
0 0000 O O O 000 0

0
2hy

A,
oL
0

4,

0L2
0 000 O
0 000 O

000

an, |

0L2
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De forma analoga, a curvatura incremental ndo-linear ,¢;" é obtida através

da seguinte equacéo:

e e KT - =08 T

Em que:
4, A 4y o 4
0 0530520 0 053075
[B"]={0o 0 0 0 00 000 0 O
Mo 00000000
L L

o O o

2.8 ANALISE NAO-LINEAR

—. O O
w

o
—

o O o

o
o

CDC>|—N
o O o

N
o

OO|—N
o O o

(70)

(71)

Frequentemente analises com consideracdes de nao-linearidade material

sdo realizadas. E importante a identificacdo do tipo de problema analisado de

forma a empregar as corretas consideragdes e métodos de célculo. A Tabela 1

mostra uma classificacao clara dos tipos de analises nao-lineares considerando

separadamente efeitos de nao-linearidade material e efeitos de nao-linearidade

cinematica.



Tabela 1: Classificagdo de Analises Nao-Lineares.

Fonte: Adaptado de Bathe (1996).
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~ MEDIGCAO DE
. _ FOMULACAO ~
TIPO DE ANALISE DESCRICAO . TENSAO E
TIPICA ~
DEFORMACAO
Deformacgoes e
Deslocamentos .
Tensdes e

Nao-Linearidade

Material Apenas

Infinitesimais; A

relagdo Tensédo x

Nao-Linearidade

Material

deformacdes de

Grandes

Deslocamentos /

deslocamentos e
rotacoes das fibras,

mas mudancgas de

Lagrangeana Total

o engenharia
Deformacgéao é nao-
linear
Segundo Tensor de
Grandes

Tensoes de Piola-
Kirchhoff
Tensor de

Deformacgdes de

B angulo e (LT)
Grandes Rotagoes / Green-Lagrange
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A Figura 7 apresenta um esbogo de alguns tipos de problemas que sao

encontrados, conforme listados na Tabela 1.
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a) Linear Elastica (Deslocamento Infinitesimal).
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b) N&o-Linearidade Material Apenas (Deslocamentos infinitesimais — Nao-linearidade na

relagéo Tenséo x Deformag&o).
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c) Grandes Deslocamentos e Rotagdes com pequenas Deformagdes. Comportamento de

linearidade ou nao-linearidade material.

Figura 7: Classificagdo das Andlises.

Tendo em vista a grande diversidade de problemas na engenharia, deve-

se ficar atento ao modelo a ser adotado para que tempo computacional nao seja

desperdicado, bem como nao se perca a confiabilidade da solucéo.
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Na sequéncia sao apresentados alguns outros conceitos a respeito de

analises com considera¢des de ndo-linearidade material.

2.8.1 TENSOES PRINCIPAIS

E possivel a determinagdo de direcdes na qual as tensdes cisalhantes se
anulem, tornando as tensdes normais maximas. Os valores de tensdes normais
maximas sdo interessantes quando analises visam um resultado muito
especifico, ou seja, um resultado em uma determinada direcdo. Estas tensdes
sao chamadas de Tensdes Principais. As tensbes principais também sao
utilizadas nos critérios de escoamento utilizados em analises n&o lineares.

Os principais invariantes de tensao sao definidos como:

I{ = oy =01+ 05+ 03 (72)
I =%(aijaij_aiiakk) = —(0102 + 0,03 + 030¢) (73)
I; = deto = 010,03 (74)
Tens&do Média ou Tensao Hidrostatica: a,, = %Il (75)

Em que o1, 02 e 03 representam a primeira, segunda e terceira tensao
principal, respectivamente.

A Tensao Deviatéria ou Tensor Deviatério de Tensodes s é definido como:

def

Sij = O'i]' — 0'm8l] (76)

Em que J; representa o Delta de Kronecker. Sendo os principais

invariantes do tensor deviatorio:

J1 = Sk (77)
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J2 = %Sijsij = %[(0'1 —062)% + (0, — 03)* + (05 — 1)?] (78)

I3 = %[(01 —03)% (01 — 03+ 0, — 03) + (0, —03)%(0, — 01 + 05 —0) +
(03 —01)*(03 — 0, + 01 — 0;)] (79)

As tensobes deviatérias principais podem ser relacionadas com as tensdes

principais através das seguintes expressdes:

201—07—0

§y = (80)
207—01—0

SZ — % (81)
20’3—0’1—0’2

2.8.2 PLASTICIDADE

Nos problemas de engenharia € comum a premissa da condigdo de
elasticidade para projeto de maquinas e estruturas, isto pois ndo é de se esperar
que uma maquina, viga, duto, etc., plastifique quando estiver exercendo sua
funcao, seja ela qual for. No entanto, em algumas situagdes € necessario a
verificagdo do projeto levando a estrutura a condi¢ao de plasticidade de forma a
verificar até que ponto a estrutura pode ser submetida a tais esforgos. Para isto
€ preciso conhecer alguns conceitos basicos.

Um dos principais pontos a ser levado em consideracao ao realizar uma
analise com presenca de efeitos de ndo-linearidade € o tipo de material que sera

estudado. Algumas classificagbes para tal sdo definidas, como segue:

e Material Anisotropico: Possui 21 coeficientes e as propriedades séo

totalmente diferentes em todas as diregoes;
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e Material Ortotrépico: Possui 9 coeficientes e as propriedades sao
diferentes nas 3 diregbes, porém iguais entre si em cada direc¢ao;

e Material Transversalmente Isotropico: Possui 5 coeficientes e é isotropico
por laminas, ou seja, as propriedades sao iguais nas 3 dire¢cdes porém
diferente entre as laminas;

e Material Isotropico: Possui 2 coeficientes e as propriedades sdo iguais em

todas as diregdes.

Este estudo leva em consideragado o uso de materiais com comportamento
isotropico. Estes materiais, quando em escoamento plastico, tém sua superficie
de escoamento sendo expandida sem distor¢cdo e translacdo, como mostra a

Figura 8:

a2
Superficie de Escoamento

Apos Carregamento B

o
S

Superficie de Escoamento
Inicial

Figura 8: Superficie de escoamento apds carregamento no material que apresenta

encruamento isotrépico.

Ou seja, conforme descrito por Lubliner (2006), dada uma fung&o continua
f(o,T,¢) tal que exista uma regido no espago de tensdes no qual (dados valores
para T e ¢) f(o,T,)<0, entdo esta regido constitui a elasticidade do problema,
sendo que f(o, T,£)=0 constitui a superficie de plasticidade do sistema, conforme

mostrado na Figura 9:
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f(J,EJrgﬂt) =0seH =0

flo,e) =0

-

k 01

f(cr,£+£ﬂt) =0seH <0

Figura 9: Superficie de escoamento no espaco de tensdes.

A plastificacdo do material € comandada principalmente pelas tensoées
deviatdricas, sendo que para tornar possivel a determinacdo da superficie de
expansao de escoamento para um material com endurecimento isotropico é
necessario o calculo de tais tensdes através de critérios de escoamento.

E adotado neste trabalho o Critério de Von Mises como critério de
escoamento. Conforme descrito em Lubliner (2006), a condigdo de escoamento

determinada por este critério no tempo t+At é dada por:

e+t vm %t+AtSi]_ _ t+AtS,-]- _ %(t+Ato_esc)2 —0 (83)

Em que t+At

0esc € @ tensdo de escoamento no tempo t+At e L4, € o
tensor de tensdes deviatorias no tempo f+At.
Outro modo de representar o critério de Von Mises é através das tensdes

principais. A superficie de escoamento pode entao ser escrita como:

f(e:9) = I — k() (84)
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Onde J2 é o segundo invariante do tensor deviatorio de tensdes Sje k(¢)
€ a Tensdo de Escoamento Cisalhante. Desta forma, pode-se representar a

superficie de escoamento como sendo:

02 = 2 (61— 02)2+(0; — 03)% + (01 — 03)%) (85)
Ou,
1
o, = ;(a% + 05 + 05 — 0,03 — 030, — 010;) (86)

De forma grafica, o critério de Von Mises é definido como mostra a

Figura 10:

2 .
/ P | Misos
b /' _Tresca \i Mises

Mises

- / s T

(a) (b)

Figura 10: Proje¢des das superficies de escoamento de Tresca e Von Mises: a) Plano-Tr; b)
Plano 01-03| 02-03.

Fonte: Lubliner (2006).

No qual k representa a Maxima Tensao de Escoamento Cisalhante.

2.8.3 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Em analises com presenca de efeitos de nao-linearidade fisica e

geométrica ha a necessidade de se realizar determinados procedimentos de
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integracdo numérica através de métodos incrementais iterativos de forma a se
alcancar os limites da curva Tensdo x Deformagdo. Um dos métodos mais
empregados para este tipo de solugédo é o Método de Newton-Rapshon.

Como ja discutido, a equagéo basica a ser resolvida em analises nao-

lineares, no tempo t+At, é:

t+itp _ t+Atp _ o (87)

Esta é a equacao de equilibrio do elemento finito a ser resolvida, onde
t+Atp sao as cargas nodais aplicadas e ‘*A'F é o vetor de forcas nodais
equivalente as tensdes no elemento.

Uma vez que o vetor de forgas nodais ‘*2¢F depende ndo-linearmente dos
deslocamentos nodais, € necessario a iteragcdo da solucdo da equacao de
equilibrio do elemento. Assume-se que o0 processo de iteracdo de Newton-

Raphson é independente das deformagdes e € resolvido da seguinte maneira,

para i=1,2,3,...
ARG-1) — tHAtp _ t+Atp(i-1) (88)
LAt (i-D AP = ARG-D (89)
tHAty (i) — tHAtp -1 4 Ag® (90)
Com,
EHALE(0) — ty - tHALE(D) — tp (91)

Em que AU! sdo os incrementos de deslocamentos e ‘2K (-1 & a matriz
de rigidez tangente. Estas equagbes sao obtidas pela linearizagdo da resposta
do sistema de elementos finitos nas condigdes do tempo t+At e iteragao (i-1). Em
cada iteragao € calculado um novo vetor de carga no qual um incremento de

deformacéo é aplicado, sendo o processo continuo até o momento em que os
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incrementos de carga e deformagdes sejam suficientemente pequeno. Este

processo € demonstrado pela Figura 11.

FORCA Z

[—

thitp _ t+Atp(1)

I‘+.'JER _ I‘+.'jI‘F|:'[|':-

t+atp

. = ERAE (1)
Inclinacio " KV

. ~ FRAE 0
Inclinacdo "% K%
‘R

[
 —

u u DESLOCAMENTO

Figura 11: llustragdo do processo de iteragdo de Newton-Raphson em uma solugéo genérica

de um sistema de um unico grau de liberdade.

Uma caracteristica deste processo € que a cada incremento de carga uma
nova matriz de rigidez tangente é calculada. Logo entende-se que quanto maior
0 numero de passos de carga, mais preciso tende a ser o resultado encontrado.
O processo iterativo € finalizado quando um determinado critério de
convergéncia é alcangado.

Alguns problemas em analises nao-lineares podem ser encontrados e
bons métodos iterativos devem ser capazes de superar estes pontos. Exemplos
de casos tipicos sdos os chamados Snap-Through e Snap-Back, problema de
salto dinamico sob controle de carga e sob controle de deslocamento

respectivamente, conforme Figuras 12 e 13.
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Carga

S
Dieslacamsnto

Figura 12: Efeito Snap-Through.

S
Dieslosaranto

Figura 13: Efeito Snap-Back.

Algumas desvantagens sdo encontradas neste método, mas a principal €
o fato da necessidade de armazenamento da matriz de rigidez calculada em

cada iteracdo, o que demanda mais tempo computacional.
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3.METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
GENERALIZADO

Até o momento foi realizada uma breve revisao tedrica a respeito do Método
dos Elementos Finitos Generalizado, plasticidade, mecénica do continuo,
método de Newton-Rapshon para integragdo numérica e efeitos de nao-
linearidade material. Nesta sec¢ao sera discutido o Método dos Elementos Finitos
Generalizado em uma revisao tedrica e em seguida em uma proposi¢cao de
implementagdo do método.

O Método dos Elementos Finitos Generalizado (MEFG) é baseado no
Método da Particdo da Unidade, proposto por Melenk e Babuska (1996). E um
método de Galerkin que tem por objetivo o enriquecimento do elemento finito
através da construcdo de um subespaco de fungdes aproximadoras de solucao
pré-estabelecida. Este subespaco tem por objetivo melhorar os resultados locais
e globais, quando comparado com o MEF convencional.

Busca-se a aplicagdo do MEFG em problemas onde resultados locais sao
dificeis de serem capturados através do MEF. A seguir serdo apresentados os

conceitos basicos desta técnica e algumas aplicagbes desta teoria.
3.1 METODO DA PARTICAO DA UNIDADE

O Método da Particdo da Unidade (MPU) pode ser entendido como uma
generalizagao do Método dos Elementos Finitos convencional usado para gerar
um campo de aproximagdo com propriedades e comportamentos de
conformidade e regularidade qualquer, como definido por Melenk e Babuska,
(1996). O Método é definido como apresentado a seguir (Melenk e Babuska,
1996).

A Particdo da Unidade é definida como: Seja Q < R" um conjunto aberto,
{Qi} uma cobertura aberta de Q satisfazendo uma condigdo de sobreposicdo em

cada ponto:

IM e N Vx € Q contagem{ilx e Q;} <M (92)
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A Figura 14 (Duarte, Babuska e Oden, 2000) representa as subcoberturas
Q; de forma que Qcf{Q}], ressaltando que o conceito de cobertura também é

aplicado nos métodos sem malha.

Figura 14: Cobertura {Qj} do dominio Q.

Fonte: Duarte, Babuska e Oden (2000).

O parametro M controla o numero de subcoberturas que podem se sobrepor
em um mesmo ponto dentro do dominio Q. Seja {@i} uma particdo da unidade

Lipschitziana subordinada a cobertura {Qi} satisfazendo as seguintes condi¢oes:

sup(p, )  fechamentdQ,) Vi (93)

Esta equacdo mostra que as fungdes Lipschitzianas devem ser n&o nulas

apenas dentro da subcobertura as quais estao vinculadas.

D g, =1lemQ (94)

Esta representacao indica que a soma das funcdes ¢; pertencentes a PU
deve resultar na unidade. Esta é a caracteristica fundamental do método da

particdo da unidade.
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||¢i ”Loo(R”) < COO : Coo =cte. (95)

C

g
”V(Di ”Loo(R“) < diain

; C, =Cte. (96)

As equacbes 95 e 96, respectivamente, mostram que as fungdes que
compdem a PU (Fungdes ¢,) devem ser limitadas, bem como possuir derivadas
limitadas.

Logo {¢i} é chamada de Particdo da Unidade PU(M,C-,Cq) subordinada a
cobertura {Qi}, sendo seus subdominios chamados de subcoberturas. A particao
da unidade possui grau meNy se{pi} cC™(R"). Diversas sao as formas de se obter
as fungbes ¢, pois quaisquer fungdes que, quando somadas, resultem na
unidade no dominio e sejam conformes as condigdes propostas nas equagdes
(95) e (96), satisfazem os pré-requisitos para formar uma particdo da unidade.
Uma forma simples de representar estas fungdes € utilizar as fungcdes de forma
convencionais do MEF.

Com a definicdo da Particdo da Unidade, é entdo possivel apresentar a
definicdo do espaco de aproximagao do MPU (Melenk e Babuska, 1996). Pode-
se obter um conjunto de fungdes S;cH’(QiNQ) sobre cada subdominio QNQ de
tal forma que os deslocamentos u possam ser bem aproximados neste
subdominio, entdo o espago global S utilizado para aproximar u em Q é obtido

da seguinte forma:
S:Z(”i i:{z%sijlsijesi}CHl(g) (97)

Ou seja, a solugao aproximada para deslocamentos em qualquer ponto x do

dominio é dada por:

uh(x): z Z(Pisij (X)aij (98)

i SijeSi
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No qual a; sao os graus de liberdade de campo. Demonstra-se ainda (Melenk

e Babuska, 1996) que, se em cada subdominio QiNQ, u pode ser aproximado

por 8! e Sjtal que:

Hu —s)

<&, (i) (99)

L2(Q;nQ)

[V(u-s/ )Hmm) <&, (i) (100)

Entao, a solugdo aproximada un descrita na Equacéo (98) satisfaz:

Ju—u,

oy SAMLC, (ng(i)j (101)

1/2

CG i 2 (: 2 .2¢(;
[Vu-u)),. <v2M, {Z[diamﬂ, J el (i)+Cle; (u)] (102)

Conforme Arndt (2009), o exposto acima: “Estabelece que o espaco global
S herda as propriedades de aproximagao dos espagos locais S;, ou seja, u pode
ser aproximado em Q pelas fungdes de S tdo bem quanto pode ser aproximado
em Q; pelo espaco local S/”.

Verifica-se entdo que o MPU permite a construgdo de um subespacgo de
aproximacao de forma desejada sem prejudicar o espago e propriedades inicial,
herdando as propriedades de aproximacéao local com garantia de conformidade.

De forma pratica, no MEFG a cobertura {Q} representa a malha de
elementos finitos, sendo que as subcoberturas Q; representam subdominios de
Q) formados pela unidao de elementos que compartiiham o mesmo né sobre tais

subcoberturas, como mostra a Figura 15.
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suporte de (D1
. (1,

. S

Figura 15: Subdominio e fungbes PU para uma malha de elemento unidimensionais do MEFG.

Fonte: Adaptado de Arndt (2009).

Sendo que as fungdes @i podem ser as proprias funcdes interpoladoras do
MEF convencional. Na proxima sessdo serdo apresentadas as fungdes de

enriquecimento propostas no presente trabalho.
3.2 FUNCOES DE ENRIQUECIMENTO

As fungdes de enriquecimento do MEFG devem ser escolhidas de forma a
representar um comportamento desejado da solucao. Os casos analisados neste
trabalho tém por objetivo a validagdo da implementagdo do método empregado
(MEFG). Logo foram selecionadas fung¢des que representem um comportamento
de amplificagcado de deslocamentos e tensdes no dominio do elemento mestre.
Fungdes trigonométricas ou exponenciais podem ser adotadas pois possuem
continuidade C~. Ainda, diferentes fungdes podem ser adotadas para diferentes
comportamentos desejados da solugdo, desde que um mesmo pacote de
funcdes seja implementado em conjunto para todos o dominio Q do elemento, a
cada nivel de enriquecimento. Em outras palavras, a cada refino realizado na
formulacao enriquecida, o mesmo numero de fungdes deve ser aplicado no
enriquecimento para todo o dominio, mantendo assim um equilibrio no numero
de graus de liberdade do sistema.

O MEFG pode escrito na forma de um método enriquecido da seguinte

forma, no dominio Q¢(-1;1) de um elemento mestre:



69

uﬁ(éz):u:AEF +UENRIQ (103)
uﬁ(é):u:/lEF +UENRIQ (104)
UENRIQ (‘f): Z(Pi (5{2(711'(5)‘311' +72j(‘§)b1j »1=12,..n, (105)

Na qual ¢; sdo as partigdes da unidade do MEF convencional, y; sao as
funcdes de enriquecimento adotadas para enriquecimento dos deslocamentos
axiais, yz sao as fungdes de enriquecimento adotadas para enriquecimento dos
deslocamentos transversais, ne € o numero de niveis de enriquecimento e ay; e
by sdo os graus de liberdade de campo associados a cada nivel de
enriquecimento. Para o enriquecimento dos graus de liberdade de translagéo
axial do elemento na direcdo Xi, foram adotadas as seguintes fungoes,

associadas as PU h4, h7 e hs, respectivamente:

sen{ﬂj [g + %ﬂ + cos[ﬂj (g + %H -1

senlp, (1-¢ )|+ coslp - 221 {ﬂj:
ol g5}l 4]

Nas Figuras 16 a 18, as fun¢des hi(MEF) representam as fungdes nodais de

(106)

z
2

N [

interpolacdo do MEF para deslocamento axial. As fungdes y; representam as
fungcdes de enriquecimento relacionadas aos seus respectivos graus de
liberdade conforme descritas na Equagédo (106), sendo h(MEFG) a fungao
enriquecida resultante do processo de enriquecimento do MEFG, como descrito

na Equagao (103).
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Figura 16: Configuracéo da particdo da unidade do MEF convencional (hi MEF), fungao de
enriquecimento (yi) e fungdo enriquecida (hi MEFG) para o nd inicial (¢ = -1) na diregdo do Eixo
Xi.

— h7(MEF)
7
-+ hT{MEFG)

i

Figura 17: Configuracéo da particdo da unidade do MEF convencional (hi MEF), funcdo de
enriquecimento (yi) e fungéo enriquecida (hi MEFG) para o n6 intermediario (§ = 0) na diregao
do Eixo Xi.
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Figura 18: Configuracéo da particdo da unidade do MEF convencional (hi MEF), fungéo de

enriquecimento (yi) e fungéo enriquecida (hi MEFG) para o n¢ final (§=1) na dire¢ao do Eixo Xi.

Nota-se que as fung¢des enriquecidas possuem valor nulo em todos o0s nos.
Tal condicao é pré-requisito para o correto enriquecimento da particdo da
unidade pois as funcbdes impostas ndo podem afetar os valores nodais e as
condicdes de contorno do problema.

Para o enriquecimento dos graus de liberdade de deslocamento do elemento
nas dire¢cdes X2 e Xs, foram adotadas as seguintes fungdes, adaptadas dos
trabalhos de Arndt (2009) e Torii (2012), associadas as PU hz e hs, hg e hg, h14 €

h1s, respectivamente:

cos[% &+ 1)} -1

7/2j(‘§): COS(ﬂjé)_l ; {,BJ =z (107)

cos{ﬁ (&- 1)} -1 2
2
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Novamente abaixo sdo mostradas as funcdes interpoladoras do MEF
convencional, as fungdes de enriquecimento e as fungdes aproximadoras

resultantes sdo mostras nas Figuras 19 a 21.

——h2=h3{MEF)
- oy2=y3

oe

-+ h2=h3(MEFG)
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Figura 19: Configuracdo da particdo da unidade do MEF convencional (hi MEF), funcdo de
enriquecimento (yi) e funcéo enriquecida (hi MEFG) para o nd inicial (¢ = -1) na diregéo dos
Eixos X2 e Xs.

; ; —— h8=ha(MEF)
T ; - yB=y
< 1 ~+-h8=h8[MEFG)
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Figura 20: Configuragao da particdo da unidade do MEF convencional (hi MEF), funcéo de
enriguecimento (yi) e funcéo enriquecida (hi MEFG) para o n6 intermediario (§ = 0) na diregcéo
dos Eixos Xz e Xs.
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Figura 21: Configuracéo da particdo da unidade do MEF convencional (hi MEF), funcdo de
enriquecimento (yi) e fungdo enriquecida (hi MEFG) para o n¢ final (¢=1) na dire¢cao dos Eixos
X2 e Xs.

A Figura 22 apresenta as fungbes aproximadas, conforme descrito na
Equacdo (105), para deslocamentos nas trés direcbes e 1 nivel de

enriquecimento, aplicados aos graus de liberdade de barra e viga.

-+ h1(MEFG)
- o h2=h3(MEFG)
+ WTMEFG)
o hB=hS(MEFG)
-+ hM3MEFG)
- & h14=h15(MEFG)

¥i

DDEI-E\

G‘%
........... ey ...Pﬂ.gaaa_ﬁ_, '_.ﬂ..—i +4L

Figura 22: Funcdes enriquecidas para os graus de liberdade, para barra e viga, de

deslocamentos nas trés diregdes.
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Estas funcbes serdo utilizadas na composicdo do estudo de
enriquecimento do modelo de Viga de Euler-Bernoulli para estudo de dutos. N&o

serao enriquecidos os graus de liberdade de rotagao.

3.3 MONTAGEM DAS FUNCOES DE
ENRIQUECIMENTO

Um elemento finito qualquer pode receber fungdes de enriquecimento
tantas quanto forem necessarias. Estas fungdes estardo associadas a graus de
liberdade de campo no elemento, ou seja, ndo estarao associadas diretamente
a um n6é mas sim a uma regidao do elemento. No presente trabalho, o elemento
finito € composto por 3 graus de liberdade de translacdo axial e 3 graus de
liberdade de rotagdo por nd, totalizando 18 graus de liberdade nodais por
elemento.

Para cada nivel de enriquecimento, este trabalho adotara 9 fungdes de
aproximacao por elemento, aumentando o numero total de graus de liberdade

global de 18 para 27, conforme mostra esquematicamente a Figura 23.

———> G.L. MEF - Deslocamento
——#» G.L. MEF - Rotagdo
- .=.3 G.L ENRIQUECIMENTO

X3

Figura 23: Graus de Liberdade Nodais acrescidos de 1 (um) nivel de enriquecimento.
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Importante notar que o grau de liberdade de enriquecimento € associado
ao campo do elemento e ndo ao né. Ou seja, a cada nivel de enriquecimento s&o
acrescentadas 9 fungdes de enriquecimento associadas aos graus de liberdade
de campo, porém, sao esquematicamente posicionadas conforme indicado na
Figura 23 e nas equacgdes 108 e 109.

Para cada acréscimo do nivel de enriquecimento um novo conjunto de
nove fungdes deve ser aplicado, nas mesmas posi¢cdes (nas matrizes) e forma
que o nivel anterior. Para um terceiro nivel de enriquecimento, mais um conjunto
de nove fungdes deverao ser acrescidas, mantendo toda a estrutura anterior sem

alteracao, e assim sucessivamente até o nivel desejado.
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X, 1\\ ————> G.L. MEF - Deslocamento
——#» G.L. MEF - Rotagao
-+ =3 G.L ENRIQUECIMENTO
—.—-.3> G.L.ENRIQUECIMENTONIVEL 2

Figura 24: Graus de Liberdade Nodais acrescidos de 2 (dois) nivel de enriquecimento.

Conforme descrito pela equagao (103), as parcelas referentes aos graus

de liberdade enriquecidos devem ser acrescidas as parcelas referente aos graus
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de liberdade nodais. Deve-se prestar atengdo no momento da montagem da
matriz de fungdes interpoladoras de forma que a matriz de rigidez global nao
perca suas caracteristicas. O posicionamento das parcelas na matriz segue a

seguinte regra, na forma matricial:

lh 0 00 0 O W 0 0 h 0 00O 0 h 0 O
[HJ-lo M 0 0 0 ¢h 0 0 0 K 0 0 O (h, O K 0
0 0 hom 0 0 0 W 0 0 ho'th, 0 0 0 [k

hy 0O 0 O O O /g 0 0
0 ghy 0 0 0 ghy O gh, 0 (108)
0 0 ghg O gh, O 0 0 ghy

No qual as parcelas indicadas com o indice superior direito “e”
representam os graus de liberdade enriquecidos. As fungdes associadas a cada
nivel de enriquecimento sdo adicionadas posteriormente a cada grupo de graus
de liberdade por no, ou seja, a cada seis fungdes interpoladoras nodais s&o
adicionadas 3 fungdes de enriquecimento associadas aos graus de liberdade de
campo do elemento. Para cada incremento do nivel de enriquecimento, um novo
conjunto de fungdes deve ser adicionado da mesma forma, mantendo o formato

e fungdes anteriores sem alteragéo.

h 0O 000 O O 0 " 0 0 ..

0
[Ho=l 0 &, 0 0 0 h 0 & 0 0 W o .. (109)
0 0 hOth 0 0 O M 0 0 h

Onde n representa o nivel de enriquecimento desejado para o problema.
O proximo capitulo apresenta e discute as aplicagdes do MEFG em
analises de barra e viga buscando resultados de deslocamentos e tensdes ao
longo do elemento. Em algumas situagdes sera levada em consideragao a néo-

linearidade material.
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4. APLICAGCOES

A literatura possui diversos trabalhos voltados ao estudo do Método dos
Elementos Finitos Generalizado com aplicacdo no estudo de elementos com
funcbes lineares de interpolacdo e em analises com linearidade material e
comportamento dindmico como, por exemplo: Arndt (2009) e Torii (2012). Os
estudos encontrados estao voltados para problemas da mecanica da fratura
(Duarte e Kim 2008), vibragao livre ou problemas de nio-linearidade fisica com
variagao no tempo. O presente trabalho estuda o MEFG aplicado a elemento de
portico com fungdes interpoladoras de elevado grau, para estudo de dutos, em
analises lineares e ndo-lineares.

Sendo assim, algumas aplicagdes foram efetuadas para efeito de validagao
e comprovagao da eficiéncia do meétodo. Primeiramente foram realizados
estudos de tragdo (Linear e Nao-Linear). Na sequéncia, foi aplicado o método
em vigas de Euler-Bernoulli engastada e bi apoiada sob flexado (Linear e Nao-
Linear), respectivamente, com sec¢ao circular vazada para todos os casos. Todas
as analises foram realizadas no plano 2D.

Em todas as aplicagdes a mesma geometria do duto foi considerada, tal que
o didmetro externo do duto € 100mm, didmetro interno € 90mm e comprimento
L igual a 1000mm. O Coeficiente de Poisson utilizado é igual a 0,25. Os dados
do material estdo descritos na sessado seguinte. A diferenga entre as analises

estad na magnitude da carga aplicada, como mostrado na Tabela 2.

Tabela 2: Forgas aplicadas nas analises de tracao e flexao, linear e nao-linear.

FORCA F (kN)
TRACAD FLEXAQ
LINEAR NAO-LINEAR LINEAR NAO-LINEAR
1 900 -1 -100

Nas analises de barra sob tragdo serdo aplicadas forgas axiais de 1kN e
900kN para efeitos de linearidade e nao-linearidade material, respectivamente.

No caso de vigas sob flexao serao aplicadas forgas de 1kN e 100kN para efeitos
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de linearidade e nao-linearidade material, respectivamente. A Figura 25 esboga

as aplicagdes realizadas.

Figura 25: Casos analisados em condic¢ao linear e ndo-linear; a) Tragdo em viga engastada; b)

Flexdo em viga bi apoiada.

A Figura 25.a mostra esquematicamente a barra com carregamento axial
de tragcédo e a Figura 25.b mostra a viga sob carregamento de flexdo central e
vertical. O tépico a seguir define a relagdo constitutiva adotada no presente

trabalho que leva consideragao de nao-linearidade material.
4.1 RELACAO CONSTITUTIVA

Diversas sdo as relagdes constitutivas possiveis para serem utilizadas na
aproximacao via Método dos Elementos Finitos. Elas se subdividem em Linear
Elastica, Hiperelastica, Perfeitamente Plastica e Elastoplastica, sendo esta
subdivida em bi linear ou multilinear.

O presente trabalho prevé ocorréncias de nao-linearidade material nos
casos analisados. Para tanto, adota-se entdo o uso da relacdo constitutiva
Elastoplastica Multilinear. A Figura 26 apresenta o Diagrama Tensdo x
Deformacao utilizado em todos os casos onde a nado-linearidade material &

levada em consideragao.



Figura 26: Diagrama Tens&o x Deformacgéo.
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A Tabela 3 apresenta os valores utilizados para tensdo e deformagao

utilizados para gerar o Diagrama Tens&o x Deformacéo.

Tabela 3: Valores para Diagrama Tens&o x Deformagéo.

£ o (MPa)

0 0
0,2049 420
0,3384 520
0,4250 560
0,6200 610

Sera utilizado o Método de Newton-Rapshon para o calculo iterativo da

formulacdo e como critério de escoamento da estrutura serd considerado o

Critério de Von Mises.

Para os problemas em que se considera apenas linearidade material, ou

seja, aplicagdo linear elastica, utilizou-se o moédulo de elasticidade do ago

E=205GPa e coeficiente de Poisson v=0,25. Considerou-se material isotropico e

as propriedades geométricas das vigas e barras analisadas nestas situagdes séo

as mesmas descritas na sessao anterior.
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42 ANALISE NAO-LINEAR DE BARRA SOB
TRACAO

Os valores apresentados na Figura 27 e na Tabela 4, para a analise nao-
linear de barra sob tracdo, sdo comparados com os resultados obtidos através
do software comercial ANSYS 13.0, utilizando elemento quadratico BEAM188,
com 256 elementos e 100 passos de carga, sendo considerado este o valor
referéncia para deslocamentos. Sdo mostradas as diferengcas absolutas do
deslocamento encontrado para o ultimo passo de carga em relagédo ao valor de
referéncia (ANSYS), no eixo das ordenadas, € o numero de graus de liberdade
no eixo das abcissas.

Foram realizadas analises com 10 e 1000 passos de carga (MEF_Xpc ou
MEFG Xpc) e com 7 e 30 pontos de integracdo de Gauss para MEFG
(MEFG_Xpc_7pg e MEFG_Xpc_30pg, respectivamente), tal que X=10 e 100.

3,00E-03
2,95E-03
2,90E-03

2,85E-03
~e- MEF_10pc

» . 3 e MEF_1000pc
=--MEFG_10pc_30pg

i
= 2,80E-03

o |
2,75E-03 =—MEFG_1000pc_30pg
«— MEFG_10pc_7pg

2,70E-03 ——MEFG_1000pc_7pg
2,65E-03

2,60E-03

10 100
Log NGL

Figura 27: Deslocamento axial x Log NGL para barra sob tragdo em analise ndo-linear.
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Tabela 4: Erro relativo do deslocamento axial com o valor analitico em fungdo do nimero de

elementos.

NUMERO DE ELEMENTOS

ANALISE 1 2 | 3 | 4 5
ERRO |1-u/u|
MEF_10pc 4,0001E-03 | 4,0001E-03 | 4,0001E-03 | 4,0001E-03 | 4,0001E-03
MEFG_10pc_7pg | 3,6747E-03 | 3,7012E-03 | 3,8042E-03 | 3,8570E-03 | 3,8887E-03
MEFG_10pc_30pg | 4,0003E-03 | 4,0003E-03 | 4,0003E-03 | 4,0003E-03 | 4,0003E-03
MEF_1000pc 2,8134E-03 | 2,8134E-03 | 2,8134E-03 | 2,8134E-03 | 2,8134E-03
MEFG_1000pc_7pg | 2,9089E-03 | 2,6666E-03 | 2,7398E-03 | 2,7551E-03 | 2,7649E-03
MEFG_1000pc_30pg | 2,8132E-03 | 2,8132E-03 | 2,8132E-03 | 2,8132E-03 | 2,8132E-03

Observa-se em detalhe pela Tabela 4 que o MEFG (30 pontos de Gauss)
possui um erro menor que o MEF em relac&o ao valor de referéncia. A analise
via método dos elementos finitos generalizado utilizando 7 pontos de integracao
de Gauss possui 0 menor erro, no entanto nota-se instabilidade na solugdo. Uma
provavel causa para este erro pode se dar em funcao das condi¢des de contorno
impostas ao problema, pois estas podem gerar instabilidades no resultado
quando analisado na secéao transversal do duto na regido deformada, apds a
plastificagdo, com poucos pontos de integracdo numérica. Nota-se ainda
convergéncia nos resultados tanto com o refino da malha quanto com o aumento

do numero de passos de carga.

4.3 ANALISE LINEAR DE VIGA

A andlise linear de viga biapoiada sob flexdo, quando comparada com o
resultado analitico, com o qual obteve-se um deslocamento vertical no centro da
viga de -0,0644mm, mostra novamente que o resultado obtido com MEFG
utilizando 30 pontos de Gauss é melhor que para os demais casos. Os valores

apresentados na Figura 28 sao para deslocamento vertical no centro da viga.
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- MEF_1pc

MEF_10pc
MEF_1000pc

--MEFG_1pc_30pg
--MEFG_10pc_30pg

MEFG_1000pc_30pg

—>—MEFG_1pc_7pg

—MEFG_10pc_7pg

—>—MEFG_1000pc_7pg

Figura 28: Deslocamento vertical x Log NGL para viga sob flexdo em analise linear.

Pelo fato de se tratar de analise linear, observa-se uma convergéncia

muito rapida em todas as solugdes, tornando dificil a analise de efetividade do

método enriquecido. A Tabela 5 mostra os valores relativos a Figura 28.

Tabela 5: Erro relativo do deslocamento vertical com o valor analitico em fungdo do numero de

elementos no caos de analise linear de viga.

NUMERO DE ELEMENTOS
ANALISE 1 2 | 3 4 5
ERRO |1-u/u|
MEF_1pc 7,69E-02 | 6,22E-02 | 6,27E-02 | 6,22E-02 | 6,23E-02
MEFG_1pc_7pg 7,34E-02 | 6,22E-02 | 6,26E-02 | 6,22E-02 | 6,23E-02
MEFG_1pc_30pg | 6,55E-02 | 6,22E-02 | 6,23E-02 | 6,22E-02 | 6,22E-02
MEF_10pc 7,68E-02 | 6,22E-02 | 6,27E-02 | 6,22E-02 | 6,23E-02
MEFG_10pc_7pg | 7,34E-02 | 6,21E-02 | 6,26E-02 | 6,22E-02 | 6,22E-02
MEFG_10pc_30pg | 6,55E-02 | 6,22E-02 | 6,23E-02 | 6,22E-02 | 6,22E-02
MEF_1000pc 7,68E-02 | 6,22E-02 | 6,27E-02 | 6,22E-02 | 6,23E-02
MEFG_1000pc_7pg | 7,34E-02 | 6,21E-02 | 6,26E-02 | 6,22E-02 | 6,22E-02
MEFG_1000pc_30pg | 6,55E-02 | 6,22E-02 | 6,23E-02 | 6,22E-02 | 6,22E-02
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A analise linear, neste caso, foi também realizada com 10 e 1000 passos de
carga para verificar a interferéncia do niumero de graus de liberdade na resposta
do problema e se observa que ndo ha alteragdo no resultado em relagédo a
solugédo com 1 passo de carga.

Ainda, pode-se observar que para um mesmo numero de graus de liberdade
a resposta dada pelo MEFG possui menor erro em relagao a resposta pelo MEF.
Novamente € possivel notar a convergéncia com o refino da malha de elementos
finitos e com o0 aumento do numero de passos de carga aplicados na analise,
onde a variagao ou flutuacéo no resultado por MEFG é menor que por MEF.

A Figura 29 e a Tabela 6 indicam a for¢ca obtida em relagao a referéncia
versus o0 deslocamento obtido em relagdo a sua referéncia. Através delas é
possivel verificar que a convergéncia no resultado para deslocamentos € muito
semelhante entre as analises, sendo ligeiramente maior em MEFG que para
MEF convencional. Os resultados foram comparados para mesmo numero de

graus de liberdade.
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Figura 29: Deslocamento vertical na viga biapoada em analise linear considerando 1000

passos de carga, para 45 graus de liberdade.

Para o ultimo passo de carga € possivel notar a diferenga entre os
resultados para as solugdes do MEF convencional e do MEFG com 7 e 30 pontos

de Gauss, conforme apresentado na Tabela 6.
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Tabela 6: Deslocamento vertical na viga biapoada, para ultimo passo de carga, em analise

linear considerando 1000 passos de carga, para 45 graus de liberdade.

Passo

F/Fr

MEF

MEFG_7pg

MEFG_30pg

1000

1

93,7%

93,8%

93,8%

Apesar de ser ter obtido uma diferenca muito pequena entre os resultados

conforme apresentado, deve-se levar em consideragcdo a simplicidade das

analises sobre o grau de complexidade das formulagdes. Além disso, pode-se

notar o fato de que a adi¢cdo de fungdes de enriquecimento na formulagao do

MEF convencional ndo causou problemas para a obtencao dos resultados, pelo

contrario, houve relativa melhora quando analisado os valores dos erros obtidos
com o MEF e MEFG.

4.4 ANALISE NAO-LINEAR DE VIGA

Os resultados para analise ndo-linear de viga sob flexdo séo apresentados

na Figura 30. Os valores mostrados sdo os erros relativos dos deslocamentos

obtidos no ultimo passo de carga em relagao ao valor de referéncia (ANSYS).
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Figura 30: Deslocamento vertical x Log NGL para viga sob flexdo em analise n&o-linear.



A Tabela 7 mostra os resultados referentes a Figura 30.
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Tabela 7: Erro relativo do deslocamento vertical com o valor analitico em fungdo do numero de

elementos no caso de andlise ndo-linear de viga.

NUMERO DE ELEMENTOS
ANALISE 1 2 3 | a4 | s 6 7
ERRO |1-u/u|
MEF_10pc 1,112E-01 | 4,722E-03 | 2,270E-02 | 6,971E-03 | 1,103E-02 | 6,365E-03 | 7,790E-03
MEFG_10pc_30pg | 4,422E-02 | 3,362E-03 | 1,112E-02 | 5,925E-03 | 6,929E-03 | 6,220E-03 | 6,319E-03
MEFG_10pc_7pg 2,145E-02 | 1,957E-01 | 1,204E-02 | 6,544E-03 | 6,113E-03 | 6,575E-03 | 6,187E-03
MEF_100pc 1,124E-01 | 9,828E-03 | 2,679E-02 | 1,391E-02 | 1,621E-02 | 1,278E-02 | 1,396E-02
MEFG_100pc_30pg | 4,722E-02 | 1,003E-02 | 1,647E-02 | 1,227E-02 | 1,282E-02 | 1,223E-02 | 1,203E-02
MEFG_100pc_7pg | 2,692E-02 | 4,823E-02 | 1,632E-02 | 1,355E-02 | 1,300E-02 | 1,279E-02 | 1,305E-02
MEF_1000pc 1,125E-01 | 1,034E-02 | 2,727E-02 | 1,443E-02 | 1,680E-02 | 1,353E-02 | 1,444E-02
MEFG_1000pc_30pg | 4,747E-02 | 1,064E-02 | 1,704E-02 | 1,275E-02 | 1,344E-02 | 1,283E-02 | 1,263E-02
MEFG_1000pc_7pg | 2,742E-02 | 2,948E-02 | 1,696E-02 | 1,396E-02 | 1,331E-02 | 1,352E-02 | 1,347E-02

Nota-se novamente o menor erro encontrado através do MEFG em
relacdo ao MEF, para resultados onde o numero de graus de liberdade é o
mesmo, bem como maior estabilidade do MEFG com o refino da solugao.
Observa-se na Figura 30 que, no segundo ponto da curva de MEFG com 7
pontos de integragdo de Gauss, houve um aumento significativo do erro na
solugédo seguido de uma reducéo deste erro e convergéncia da solugéo. Este
pico de erro pode-se dar ao fato de se ter um baixo numero de pontos de
integracdo no dominio sabendo que o método generalizado requer mais pontos
em relagdo ao método convencional.

Pela Figura 31 e Tabela 8 & possivel verificar que a convergéncia no
resultado para deslocamentos é muito semelhante entre as analises, sendo que
o resultado para MEFG se aproxima ligeiramente mais da referéncia que o MEF
convencional. Os resultados foram comparados para mesmo numero de graus
de liberdade.
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Figura 31: Deslocamento vertical na viga biapoada em analise ndo-linear considerando 1000

passos de carga, para 45 graus de liberdade.

Tomando como referéncia o ultimo passo de carga se pode notar que o
resultado utilizando elemento generalizado com 30 pontos de Gauss de

integracado é mais preciso quando comparado com as demais solugdes.

Tabela 8: Deslocamento vertical na viga biapoada, para ultimo passo de carga, em analise nao-

linear considerando 1000 passos de carga, para 45 graus de liberdade.

Passo | F/Fr MEF MEFG_7pg MEFG_30pg
1000 1 97,27% 97,05% 98,94%

Todas as simulagbes anteriores levaram em consideracdo o
enriquecimento de todo o dominio do elemento, no entanto, deve-se avaliar a
possibildiade de enriquecimento de apenas parte do dominio de tal forma que
seja possivel a redugédo de tempo computacional sem que haja deterioragéo ou
perda de efetividade nos resultados. A seguir esta analise, denominada neste

trabalho de Analise Seletiva, sera apresentada e discutida.
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4.5 ANALISE SELETIVA

Quando se fala em Método dos Elementos Finitos Generalizado logo se
pensa em avaliar um determinado comportamento prescrito e conhecido em um
elemento finito convencional, de tal forma que este comportamento local seja
melhor representado.

Até o momento todas as analises realizadas levaram em consideragao a
implementagdo das fungbes de enriquecimento para todo o dominio do
problema. O objetivo desta seg¢ao € avaliar como o modelo se comporta quando
uma determinada seletividade no dominio € tomada para que a implementacao
seja realizada. Em outras palavras, avaliar o efeito do enriquecimento em apenas
uma parte do dominio ao invés do enriquecimento de todo o dominio proposto,
como exemplificado através da Figura 32. Os nés e a linha na cor preta
representam o dominio do elemento sendo os nés e linha na cor vermelha o

subdominio enriquecido.

Figura 32: Seletividade de um subdominio para enriquecimento.

A seletividade ou, entenda-se neste trabalho como o enriquecimento de
apenas parte do dominio, evita 0 aumento excessivo do numero de graus de
liberdade na formulacdo e por consequéncia evita o aumento do tempo de
processamento computacional demandado. Esta avaliacdo se torna importante
quando efeitos locais estdo sendo avaliados, pois tais efeitos sao dificeis de
serem obtidos apenas com a formulacdo do MEF convencional, como no caso
de problemas de trincas.

Foram utilizados os mesmos modelos das sec¢des anteriores para a
avaliagao realizada nesta segdo, sendo que apenas andlises de viga foram

realizadas. Nao foram executadas avaliagdes nos casos de barra (carregamento
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de tracao) pelo fato de serem modelos muito simplificados e por ndo terem
apresentado resultado significativo como exposto nos capitulos anteriores.

As primeiras analises foram feitas para carregamento na viga biapoiada,
no regime linear, considerando 1, 10 e 1000 passos de carga. Os resultados
foram comparados com o resultado analitico. Os graficos sdo apresentados com
o erro absoluto do deslocamento obtido em relagdo ao deslocamento analitico
no eixo das ordenadas e o numero de graus de liberdade no eixo das abcissas.
Os resultados comparam as solugdes obtidas com enriquecimento de todo o

dominio (MEFG_Xpg NS) e com apenas um elemento enriquecido
(MEFG_Xpg_S) e sao apresentados nas Figuras 33 a 35.
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Figura 33: Erro absoluto de deslocamentos em relagdo ao numero de graus de liberdade para
analise linear para 1 passo de carga.
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Figura 34: Erro absoluto de deslocamentos em relagdo ao numero de graus de liberdade para
analise linear para 10 passos de carga.
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Figura 35: Erro absoluto de deslocamentos em relagdo ao numero de graus de liberdade para

analise linear para 1000 passos de carga.

Observa-se que o resultado € o mesmo para 1 passo de carga ou para
1000 passos de carga, como previsto para uma analise linear. Os resultados
obtidos com MEFG utilizando 7 e 30 pontos de Gauss sao muito parecidos.
Ainda, ndo notou-se diferenca significativa entre os resultados com seletividade
(MEFG_Xpg_S) e sem seletividade (MEFG_Xpg NS), logo um ganho

computacional pode ser obtido realizando-se a seletividade do elemento (i.e.
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subdominio) ao invés do uso do enriquecimento de todo o dominio do problema.
Isto representa menor numero de graus de liberdade com mesma precisao.

A mesma situacdo de seletividade foi simulada para analise com
consideragao de nao-linearidade material para 10, 100 e 1000 passos de carga

e os resultados sdo mostrados nas Figuras 36 a 38.
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10 100 1000
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-m- MEFG_7pg_NS —8—MEFG_7pg_S - M- MEFG_30pg_NS —— MEFG_30pg_S

Figura 36: Erro absoluto de deslocamentos em relagdo ao numero de graus de liberdade para
analise nao-linear para 10 passos de carga.
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Figura 37: Erro absoluto de deslocamentos em relagdo ao numero de graus de liberdade para
analise ndo-linear para 100 passos de carga.
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Figura 38: Erro absoluto de deslocamentos em relagdo ao numero de graus de liberdade para

analise nao-linear para 1000 passos de carga.

No caso de analise nao-linear é possivel observar que os resultados com
apenas uma parte do dominio enriquecido possui um erro absoluto um pouco
maior do que levando em consideracao todo o dominio enriquecido. No entanto
esta diferenca também nao é significativa e a seletividade do dominio a ser
enriquecido pode ser uma alternativa para se obter ganho computacional neste
tipo de analise. Além disso, em situacbes onde houver consideracbes de
concentragao de tenséo, singularidades ou efeitos desta natureza, a seletividade
podera trazer ganhos significativos em termos de tempo e esforgo

computacional.

4.6 ANALISE NAO-LINEAR DE VIGA Bl APOIADA
SOB MOMENTO CONCENTRADO

Apos as diversas simulagdes realizadas conforme descrito nas sessoées
anteriores, é tomado como referéncia uma analise ja efetuada e que pode ser

encontrada na literatura de forma a validar a implementagao realizada.
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Esta analise de validacao foi realizada comparando os resultados obtidos
por Souza (2005) em um estudo de duto sob flexao utilizando elemento de viga.

O modelo estudado € apresentado na Figura 39.

M "
T
ol 3 4 & 5 f}
P VAt
L=1Hm

|

Figura 39: Modelo de duto analisado.

Fonte: Souza(2005).

O modelo estudado trata-se de um duto biapoiado com comprimento de
100m, diametro externo de 32,5cm e parede com espessura de 6,25mm. A ele
€ aplicado um carregamento tipo momento concentrado de 250kNm nos apoios
e sdo entdo analisados os deslocamentos verticais ao longo do comprimento do
duto. O modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson considerados no
modelo sdao 205GPa e 0,25, respectivamente.

As simulagdes realizadas por Souza (2005) foram executadas no programa
INTERA 3D e ANSYS. Os resultados de deslocamento vertical na analise via

MEFG foram coletados e comparados e sao apresentados na Figura 40.
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Deslocamento Vertical (m)

Coordenada X (m)

—+—ANSYS —=—SOUZA --a--MEFG

Figura 40: Deslocamento vertical no duto em fung&o do carregamento de momento

concentrado.

Pode-se observar que os resultados se sobrepdem em todas as solugdes. O
resultado encontrado nesta analise utilizando um elemento finito enriquecido

comprova a eficiéncia na adaptagao do programa original.

47 AVALIACAO DO EFEITO DO MEFG NO
CALCULO DE TENSOES

Nesta secdo sera discutido o efeito da implementacdo do método de
enriquecimento na verificagdo das tensdes atuantes ao longo do elemento. Esta
avaliacdo € importante pois em diversas situagdes a analise de tensdes é
realizada a fim de se verificar a vida util residual de uma determinada estrutura.

Considerou-se a analise de uma viga biapoiada com forga central vertical. A
analise foi levada até a condicio de plastificagdo do material de forma a verificar
qual seria a condicdo de obtencao das tensdes pelo MEF convencional e pelo
MEFG. A analise considerou o elemento enriquecido sendo integrado com 7 e
30 Pontos de Gauss e a tensao de Von Mises foi computada para cada ponto ao
longo de todo o dominio. A Figura 41 mostra o resultado obtido para um nivel de
enriquecimento do elemento com aproximadamente 45 graus de liberdade entre

os modelos convencional e enriquecido:
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TENSAO DE VON MISES

700

o (MPa)

0 01 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 08 0,9 1
x (m)
--------- MEF =---MEFG_30pg - 1000 passos de carga —— MEFG_7pg - 1000 passosdecarga # o (MPa) - ruptura

Figura 41: Tensao de Von Mises ao longo da viga biapoiada.

Conforme mostrado no grafico, a tensédo de ruptura do material (Tens&o de
referéncia) é de 610MPa e teoricamente se da no centro da viga biapoiada. Nota-
se que o MEFG busca o resultado de referéncia com mais precisao do que o
MEF convencional. A aproximagao maior se da em funcao da cobertura imposta
ao longo do elemento através das fungdes de aproximagéo enriquecidas.

Este resultado é de suma importancia pois demonstra a capacidade do
meétodo enriquecido em obter resultados em picos ou em ocasides onde a
suavidade do MEF convencional o torna incapaz de chegar.

Tendo em vista a efetividade no enriquecimento do elemento foi realizada
entdo a mesma analise, porém agora com um nivel de enriquecimento adicional.
Para facil referéncia, a Equacao (105) é reescrita abaixo mostrando como se

forma o enriquecimento com mais de um nivel:

3

Udneio (£)= 2 0 (5){"2_'(n,-(5)a1,- 72,6y |3 =120, (110)

i=1
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O segundo nivel enriquecido utiliza as mesmas fungdes de
enriquecimento que o primeiro, porém agora com fator B2=m, das funcbes de
enriquecimento, para o nivel 2. Os resultados desta analise sdo mostrados
abaixo com as Tensbes de Von Mises obtidas ao longo do elemento. Foram
utilizados aproximadamente 65 graus de liberdade para a realizagdo desta

analise.

700

o (MPa)

x (m)
--------- MEF - - =MEFG_30pg - 1000 passos de carga
—— MEFG_7pg - 1000 passos de carga 8 o (MPa) - ruptura

——MEFG_30pg_NE2 - 1000 passos de carga

Figura 42: Tens&o de Von Mises ao longo do elemento considerando 2 niveis de

enriquecimento.

Note que nesta situagao os valores obtidos pelo MEF se aproximam dos
valores encontrados com MEFG para um nivel de enriquecimento. Mas ao se
realizar o incremento no nivel de enriquecimento observa-se uma pequena
melhora no resultado, aproximando-se ainda mais do valor referéncia. A melhora
nao € expressiva mas tendo em vista a complexidade do problema é possivel
concluir que o efeito causado pelo enriquecimento do problema nos leva a
resultados melhores que o MEF convencional, abrindo espago para ganhos em
resultados em analises mais complexas, como analises de concentracbes de
tensdes, analises de fratura, dano, analises de problemas da dindmica, entre

outros. Numericamente, os valores para tensao de Von Mises no centro do
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dominio sdo mostrados na Tabela 9, sendo o valor de referéncia a tensao de

ruptura do material igual a 620MPa.

Tabela 9: Tensio de Von Mises.

o (MPa)

Tensdo de Ruptura  620,0

MEF 575,6
MEFG_7pg 575,4
MEFG_30pg 579,1

MEFG_30pg_nivel 2 590,8

Por fim, apds as analises realizadas no presente trabalho, serdo
apresentadas as conclusdes obtidas a respeito da implementagéao do Método

dos Elementos Finitos Generalizado baseadas nos resultados encontrados.
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5.CONCLUSAO

O presente trabalho propbés a implementagcdo do Método dos Elementos
Finitos Generalizado aplicado em elemento de elevada ordem polinomial,
tridimensional e de portico. Foram realizadas analises de barra e viga com
consideracao de ndo-linearidade material em analise de viga.

Em todos os resultados pode-se observar que o MEFG apresenta resultado
com menor erro absoluto para deslocamentos no ultimo passo de carga, em
relacdo a solugdo referéncia, do que o MEF convencional. O método nao se
mostrou tdo vantajoso na analise de barra, mesmo tendo uma melhor precisao
na solugao.

Pode-se notar nos resultados que houve influéncia do numero de pontos de
integracdo de Gauss no resultado, onde com apenas 7 pontos para o MEFG o
resultado se apresentou menos preciso que os resultados obtidos com 30 pontos
de Gauss. Além disso, o MEFG com 30 pontos de integragdo se mostrou mais
estavel na solucdo do que os demais resultados, alcancando a solugdo com
menos oscilagdes ao se realizar refino da malha. Para um mesmo numero de
graus de liberdade, os resultados do MEFG sao mais precisos que do MEF
convencional.

Nota-se também que, como esperado, na analise linear de viga sob flexao
nao houve influéncia do numero de passos de carga na solugdo. Do contrario,
nas analises ndo-lineares, os melhores resultados foram encontrados utilizando
10 passos de carga. Sugere-se uma melhor avaliacdo deste fato visto que a
expectativa de incremento do numero de passos de carga para maior precisao
na solucao nao foi verdadeira.

A analise comparativa com Souza (2005) mostrou que o método € estavel e
confidvel. Nado houve deterioracdo da solucdo em funcdo do incremento de
funcdes na formulagdo de elementos finitos convencional. Os resultados sao
muito proximos da solucao de referéncia.

Outro resultado importante € com relagéo a seletividade do dominio a ser
enriquecido. Um ganho computacional expressivo pode ser obtido quando se
enriquece apenas um subdominio do elemento e ndo todo o elemento finito. Esta

seletividade reduz o numero de graus de liberdade adicionados, por
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consequéncia reduz o numero de equagdes, e em consequéncia reduz o tempo
de processamento. Pode-se observar que os resultados encontrados néao
possuem diferencga significativa quando comparados com resultados obtidos
com todo o dominio enriquecido, tanto em analise linear quanto ndo-linear.

Os resultados obtidos para tensdes de Von Mises ao longo do dominio do
problema demonstram a efetividade do MEFG sobre o MEF convencional. Em
termos de tensdes foi possivel um ganho substancial na precisdo de resultados
tendo em vista o grau de complexidade do problema, ainda mais quando
analisado com dois niveis de enriquecimento na formulagdo para o qual os
resultados chegaram mais proximo da referéncia. Ainda, cabe executar uma
analise detalhada com relacédo a obtenc&o dos valores ao longo do elemento,
pois nota-se pelas Figuras 41 e 42 que houve certa descontinuidade no perfil de
tensdes tanto nos resultados de MEF quanto MEFG.

Os resultados encontrados neste trabalho nos levam a crer que o Método
dos Elementos Finitos Generalizado aplicado em um elemento uniaxial,
tridimensional de elevada ordem polinomial é possivel e nos leva a obter bons
resultados. A adaptagédo do cdédigo computacional APC3D_Multilinear, através
da inclusdo dos graus de liberdade de enriquecimento, torna-o eficaz para
estudos como proposto neste trabalho.

Com referéncia ao exposto acima, ficam algumas sugestbes para

continuidade deste trabalho como, por exemplo:

e Estudo do fator de concentragdo de tensdo com elementos
enriquecidos;

e Consideragbes de relagbes constitutivas variaveis ao longo do
dominio;

e Estudo localizado da variagcdo abrupta da secdo transversal do
elemento;

e Consideracao de ovalizagao da secao transversal;

e Avaliacdo de outras funcbes de enriquecimento de natureza

trigonométrica e/ou polinomial.
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