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Resumo

O GerTRI ¢ um gerador automatico de malhas de elementos triangulares para
dominios bidimensionais com geometria genérica (com ou sem furos).

Foram desenvolvidas duas versdes para o Gertri: a versdo v.1 para DOS ¢ a
versdo v.2 para Windows. As duas versdes foram desenvolvidas utilizando a
linguagem Fortran77 e o compilador Fortran77-Salford.

O Gertri v.1 foi concebido utilizando um algoritmo cuja filosofia é a de
geragdo da malha com o preenchimento progressivo do dominio com tridngulos a
partir da fronteira, técnica ja conhecida e utilizada por outros pesquisadores, como
por exemplo Alquati & Groehs (1994) e Lo  (1985). Nesta implementagdo foi
utilizada uma nova alternativa para a sele¢do dos tridngulos dtimos; refino
automatico em regides onde a fronteira interna e externa estio proximas; a
regularizagdo Laplaciana da malha e a triangularizagdo de Delaunay para o refino
local quando o usudrio desejar este procedimento sem uma analise adaptativa.

Para o Gertri v.2 utilizou-se um segundo algoritmo que é baseado nas
seguintes etapas: primeiro sdo gerados elementos no contorno com o objetivo de
garantir tridngulos proximos de tridngulos étimos (equilateros) em todo o contorno;
na segunda etapa realiza-se o preenchimento do dominio com tridngulos equilateros e
finalmente, na terceira etapa gera-se os tridngulos de ligagdo entre os tridngulos
gerados no contorno e os tridngulos gerados no dominio.

As saida graficas para as duas versdes foram elaboradas em HPGL para obter
maior defini¢do das figuras.

Descreve-se neste trabalho todos os passos destes dois algoritmos para a
geragdo de triangulos.



Resumo

O GerTRI € um gerador automatico de malhas de elementos triangulares para
dominios bidimensionais com geometria genérica (com ou sem furos).

Foram desenvolvidas duas versdes para o Gertri: a versdo v.1 para DOS ¢ a
versdo v.2 para Windows. As duas versdes foram desenvolvidas utilizando a
linguagem Fortran77 e o compilador Fortran77-Salford.

O Gertri v.1 foi concebido utilizando um algoritmo cuja filosofia é a de
geracdo da malha com o preenchimento progressivo do dominio com tridngulos a
partir da fronteira, técnica ja conhecida e utilizada por outros pesquisadores, como
por exemplo Alquati & Groehs (1994) e Lo  (1985). Nesta implementagio foi
utilizada uma nova alternativa para a selegdo dos tridngulos dtimos, refino
automatico em regides onde a fronteira interna e externa estdo proximas, a
regularizagdo Laplaciana da malha e a triangularizacdo de Delaunay para o refino
local quando o usudrio desejar este procedimento sem uma analise adaptativa.

Para o Gertri v.2 utilizou-se um segundo algoritmo que é baseado nas
seguintes etapas: primeiro sdo gerados elementos no contorno com o objetivo de
garantir tridangulos proximos de tridngulos dtimos (equilateros) em todo o contorno;
na segunda etapa realiza-se o preenchimento do dominio com trifngulos equilateros e
finalmente, na terceira etapa gera-se os tridngulos de ligagdo entre os tridngulos
gerados no contorno e os tridngulos gerados no dominio.

As saida graficas para as duas versdes foram elaboradas em HPGL para obter
maior defini¢do das figuras.

Descreve-se neste trabalho todos os passos destes dois algoritmos para a
geragdo de triangulos.



mendio tariert
GerTR! - Gerador de Tridngulos

Capitulo 1
Introducao

A simulagdo de varios fendmenos fisicos ( em quimica, andlises térmica, escoamento
de fluidos, eletromagnetismo, deformag¢do dos sélidos, dindmica de estruturas,
acustica, etc ...) pode ser realizada através de um conjunto de equagdes diferenciais
parciais que atualmente sdo resolvidas com uso de técnicas computacionais. O

método numérico mais empregado nos dias atuais é o Método de Elementos Finitos,
MEF.

O uso do MEF deve-se principalmente ao fato de que solugdes analiticas s6 sdo
possiveis para problemas com geometria e carregamentos bastantes simples. Por
exemplo, é praticamente é impossivel resolver as equagdes de equilibrio da Teoria da
Elasticidade para carregamentos e geometria complexos.

A grande vantagem destes métodos numéricos € a solugdo com precisdo cada vez
maior dos mais diversos tipos de problemas com geometria ¢ carregamentos bastante
complexos. Com o avango dos microcomputadores, estes aplicativos numéricos
tornam-se cada vez mais populares, baratos e rapidos.

Em se tratando da analise de tensdes em componentes mecanicos, 0 método mais
utilizado também € o MEF e um resultado tipico desta analise ¢ mostrado na Fig.1.

CAD - Solido Malha - MEF

Fig.1-Modelagem Sélida (CAD); Malha de Elementos Finitos Hexahédricos e
Tensdo Equivalente de Von Mises.
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O fluxograma mostrado na Fig.2 ilustra o caminho passo a passo seguido pelos
principais usuérios de elementos finitos para realizar a andlise de componentes
complexos, como o ilustrado na Fig.1.

Fm————————

|
CAD . . 1| Pré-processamento MEF ||
BT | Arquivo Grafio 1. £a%ha I
parametrizado (iges, dxf, sti, cdl...) Il » Condicdes de Contorno |1
de preferéncia 1| = Carregamentos 1
il e Material i
: e Tipo de Analise :
= 1 t
1 1
1| Pés-processamento MEF 1
decisdo j| ¢ Deslocamentos Analise MEF i
« Modos de vibracao 1
1| . Deformacfes "

= 1| « Tensdes, etc...

_ CAE
SOLUCAO

Fig.2-Medologia atual de Projetos de Componentes Mecanicos.

A fase do pré-processamento é, sem divida nenhuma, a parcela mais importante,
tediosa € que consome o maior tempo nas analises lineares. Gerar uma boa malha
para geometrias complexas nio ¢ uma tarefa trivial e a qualidade da resposta de
elementos finitos esta fortemente relacionada com esta qualidade da malha.

Nas Figs.3(a) a 3(f) sdo mostrados os resultados de uma analise de tensdes de um
componente com geometria e carregamentos simples com uso do MEF. A malha
utilizada esta mostrada na Fig.3(a) e é composta de elementos triangulares lineares,
assim como as condigdes de contorno do problema e as condigdes de carregamento.
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Fig.3(a)-Malha de Elementos Finitos com Fig.3(b) - Tensdo Equivalente de Von
carregamento e condigdes de contorno.  Mises

com malha original e

rescand

deslocada.

R R IEEE

Fig.3(e)-Tensdo Principal Minima. Fig.3(f)-Deslocamento na diregéo axial.

A tendéncia futura (que ja aparece em alguns aplicativos) ¢ integrar totalmente as
etapas de CAD e CAE, bastando o usuario acionar o fcome correspondente no
aplicativo de CAD para automaticamente comutar para o aplicativo de CAE
carregando todas as informagdes ja criada no CAD. Tal tarefa elimina a etapa
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intermediaria de gerar arquivos graficos que muitas vezes ndo sdo perfeitamente
compativeis para os dois aplicativos, CAD e CAE.

Embora existam comercialmente varios pré-processadores para elementos finitos,
como o Patran, Gridmesh, GID, TrueGrid, etc...; o GerTRI foi desenvolvido em
Fortran77 (Fortran-Salford) com o objetivo de gerar malhas de elementos finitos
triangulares para geometrias bidimensionais com ou sem furos e de tal forma a obter
tridngulos otimos.

Os arquivos graficos de saida s3o formatados com o padrdo HPGL e o arquivo texto
com os dados da malha podem ser manipulados pelo usuario para formata-los na
maneira desejada.
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Capitulo 2

Malhas do MEF: Nogoes Gerais

A malha do dominio, Q, é definida pelo conjunto, Xy, que contem um nimero
finito de:

e segmentos para problemas unidimensionais,
e segmentos, tridngulos e/ou quadrilateros em dominios bidimensionais, e

o segmentos, tridingulos e/ou qudrilateros, tetrahedros, pentahedros e/ou
hexahedros em dominios tridimensionais.

Elementos Elementos Elementos
Unidimensionais Bidimensionais Tridimensionais

Fig.1- Alguns tipos de Elementos Finitos.
Os elementos, K , que compdem a malha devem satisfazer certas propriedades que

serdo descritas em seguida. A primeira destas propriedades ¢ com relagdo a
conformidade, com respeito as seguintes definigbes:
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Defini¢dio 1: O conjunto X é uma malha conforme de € se:
1 Q=Ugez, K;

2. Qualquer elemento K € Zj, tem o seu interior ndo vazio;
3. A interse¢do de dois elementos em Xy, € tal que:
e reduz-se ao conjunto vazio;
reduz-se a um ponto;
reduz-se a um lado;
reduz-se a uma face.

Esta definicdo implica que Xy representa o cobrimento de Q de modo conforme
apenas no aspecto geométrico, Fig.2.

(a) | ()
Fig.2- Malha Conforme (a) e Ndo Conforme (b).

Na prética, Iy, é o particionamento de Q na melhor maneira possivel. Quando € ndo
tem formato poligonal Xy, representa apenas sua aproximagéo (mudangas de curvatura
sdo facilmente verificadas, principalmente em contornos circulares, mesmo para
elementos finitos de ordem superior).

As propriedades de natureza geométrica:
e a variagdo de tamanho entre dois elementos adjacentes deve ser progressiva
e a diferenga de tamanho entre dois elementos ndo deve ser muito grande;
e na presenga de grandes gradientes, por exemplo em pontos de concentragdo
de tensdes, a densidade de elementos nesta regido deve ser maior;



e quando os elementos sdo triangulares deve-se evitar a presenca de angulos
obtusos.

Defini¢iio 2: A malha de elementos triangulares € dita ndo obtusa se todos os seus
elementos nio possuirem-ahgulos obtugos.

e amalha deve satisfazer condi¢gdes de anisotropia quando for o caso.

As propriedades de natureza fisica:

e Esta propriedade esta’fortemente relacionada com os aspectos fisicos do
) problema em consideragfo. Por exemplo, para a andlise de problemas com
singularidades ¢ muito comum o uso dos elementos quarter-point e,
portanto, os elementos que apresentam ajsingularidades e seus vizinhos
devem conter estas informagdes.

Existem varios algoritmos para a construgdo de malhas em dominios bi e
tridimensionais. A escolha do algoritmo para geragdo da malha depende fortemente
da geometria do problema, entretanto, é desejavel um algoritmo robusto o suficiente
para gerar a ma]hz em qualquer situagdo.

Definic@o 3: A conectividade da malha € a defini¢do dos vértices de cada elemento.
Definicdo 4: A malha é dita estruturada se sua conectividade € obtida sempre com o
mesmo tipo de elemento.

Definicdo 5: A malha é ndo-estruturada se sua conectividade é obtida com tipos de
elementos diferentes.

Segundo George (1991) existem duas principais categorias de geradores de malha: os
geradores para malhas estruturadas e os geradores para malhas ndo estruturadas.
Alguns dos geradores de malha mais populares podem ser classificados de acordo
com a metodologia utilizada para a geragdo da malha de dominio em:
e Geracido Manual;
e Geracido Semi-Automatica;
¢ Geracio da malha através de mapeamento da geometria desejada e uma
geometria conhecida (tridngulo, retngulo, etc...);
Geracao da malha utilizando a solugdo de equacdes diferenciais parciais;

e Geracdo da malha com técnicas de superposi¢io ¢ deformacido do
contorno;

e Geracio com particionamento estruturado;
e Geracio com métodos do avanco da frente de geragio;

e Gerac¢io da malha de dominio através de pontos de seu contorno usando
triangulaciio do tipo Delaunay-Voronoi.
e Geragdo com a combinagéo das técnicas citadas.
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Neste trabalho, 0 método da geragdo da malha de dominio com o avancgo da fronteira
de geracdo serve como base dos algoritmos desenvolvidos e serd detalhado em
seguida.

As razdes para escolher este método como referéncia para a geragdo da malha ficardo
claras durante a descrigdo deste trabalho.
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Capitulo 3
M¢étodos de Avancgo da Frente
Advancing front methods

Introducao

Esta classe de geradores de malha sdo aplicdveis para geometrias arbitrarias. Os
primeiros estudos com estes métodos foram realizados por George (1971), Carnet
(1978), Lohner & Parikh (1988a), Lohner & Parikh (1988b), Peraire et al. (1988) and
Golgolab (1989).

Nestes métodos de geragdo a malha de dominio ¢ construida a partir do contorno. Os
elementos criados sdo tridngulos para dominios bidimensionais e tetrahédros para=
dominios tridimensionais. Os dados necessérios para a geragdo da malha sio os
segmentos que definem os contornos bidimensionais e as faces que definem os
contornos tridimensionais.

O processo de geragdo ¢ iterativo: a frente de geracdo (fronteira), iniciada com os
dados do(s) contorno(s), ¢ analisada com o objetivo de determinar uma regido de
partigdo da qual ¢ selecionado um elemento dentre todos os possiveis; apés a criagdo
deste elemento a frente de geragdo é atualizada e o processo de criagdo dos
elementos € repetido até que a frente de geragdo esteja vazia. O processo pode ser
resumido, George (1991), como mostrado na Fig.1.

Inicialize a Frente de Geracdo
e dados do(s) contorno(s)

Analise da Frente de Geracgdo

» Determine a regido de geragdo dos
elementos

o Criacdo de Pontos e Elementos

)

A Frente esta
vazia?

Atualizagao da Frente de Geracdo

n
\ Malha Completa

Fig.1-Esquema Geral dos Métodos de Geragdo de Malha com preenchimento do
dominio a partir do Contorno.
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A Geracao da Malha em Dominios Bidimensionais

Utilizado para dominios com geometria arbitraria, este tipo de gerador de malha
produz uma cobertura do dominio € com tridngulos tendo como ponto de partida
o(s) contorno(s). Na pratica, utiliza-se uma aproximagdo poligonal do(s) contorno(s)
constituidos de segmentos (semelhantes a elementos finitos unidimensionais
lineares). Uma vez construida a aproximagdo poligonal do(s) contorno(s), o interior
do dominio que é a regido de criagdo da malha fica suficientemente bem
caracterizada.

A frente inicial é definida como sendo o conjunto dos segmentos do(s) contorno(s).
Este conjunto serd denominado de C.

Dada a frente F, associada ao(s) contorno(s),C, detalha-se em seguida o procedimento
da criagdo dos tridngulos. Assim que um novo triangulo é gerado, o(s) contorno(s),C,
e afrente F, também sdo atualizados.

Seja F a frente em considera¢do. Entdo a sua analise é realizada examinando as
caracteristicas geométricas de seus segmentos. Seja o o angulo formado por dois
segmentos consecutivos da frenfe F, entdo, existem trés situagdes possiveis:

e a<n/2. Neste caso os dois segmentos com angulo o sdo retidos (lados do
tridngulo) € um novo tridngulo é gerado, Fig.2;

Fig.2-Padrio (a).
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o 7/2<0<27/3. Neste caso, os dois segmentos sdo retidos, um ponto interno e
dois triangulos sdo gerados, Fig.3;

|
sl
Y B SE
S So S4
4
S3

Fig.3- Padrio (b).

e oa>27/3. Neste caso, um segmento é retido, um tridngulo é criado com este
segmento (um lado) e um ponto interno, Fig.4;

Fig.4- Padrio (c).
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Os pontos internos criados so definidos de modo a satisfazer o critério de drimo, isto
€, os tridngulos formados por estes pontos devem ser proximos de triéngulos
equildteros (os melhores).

No caso do padrdo (b) mostrado anteriormente, o vértice é gerado na linha bissetriz
do angulo a na distdncia ds s; do vértice S3. Para o caso onde n/5<B,y<2n-n/5 a
distdncia ds s3 ¢ computada com lados adjacentes da seguinte maneira:

1
dgs3 = g(2dszss +2dg3g4 +dg1g2 +dg4ss)

Para situagdes onde B e y ndo satisfazem este critério, n/5<B,y<2n-n/5, a construg¢do
mostrada no padrio (a) é utilizada.

Para o padrdo de construgdo (c) o tridngulo mais préximo do equildtero é gerado
usando o menor lado na regifio de geragdo do dominio.

Para cada estagio da geragdio é necessario verificar se o ponto gerado pertence ao
dominio que ainda ndo foi plenamente preenchido com tridngulos. Este fato assegura
que o ponto criado pertence ao dominio em analise € nfo pertence a nenhum outro
tridngulo ja gerado. Esta verificagdo € crucial para este tipo de método. Para dominios
bidimensionais o ponto serd um ponto interno se as retas dos lados ligados a ele ndo
interceptam nenhuma aresta dos tridngulos j4 existentes.

esta etapa de geragdo dos tridngulos com estes padrdes, a nova frente de geragdo €
formada com:
* A subtracdo dos lados pertencentes ao(s) tridngulo(s) criado(s) que ja
existiam na frente de geragdo e
e Pela adigdo dos novos lados pertencentes ao(s) tmangulo(s) criado(s) que
ndo existiam na frente de geragdo.

: o "
O mesmo processo de geraqﬁomte de geragdo até que todo o

dominio esteja completo. Na Fig.5 ilustra-se uma malha de elementos triangulares
completa. J& nas Figs. 6(a) e 6(b) mostra-se varios estagios da Jrente de geracdo da
malha para o dominio mostrado na Fig.5.
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Fig.5- Malha completa de Elementos Triangulares.

Fig.6a- Frente de Geragdo da Malha.
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£

Fig.6b-Frente de Geragdo da Malha.

Observagao 2: O niimero total de elementos da malha é fungdio da geometria, do
nimero de pontos no contorno e da distribui¢do dos pontos no contorno.

Observagdo 3: Note que o contorno externo e o(s) contorno(s) internos sdo
poligonais (ap6s a divisdo inicial em segmentos). Assim, a presenga de furos na
geometria passa a ser tratada de maneira simples, isto €, passa a ser apenas um
poligono a mais na analise.

Observagao 4: Como a geragdo dos elementos estd intimamente ligada com o
niimero de elementos do contorno, em locais de maior densidade a malha também
¢ automaticamente refinada.

Observagdo 5: A geragdo mostrada na Fig.7 mostra uma pequena variagdo com
relagdo ao mostrado nas Figs.6(a) e 6(b). Neste caso, a frente de geragdo
claramente € atualizada a partir da geragdo de todos os elementos ligados ao
contorno inicial do problema. Esta técnica ¢ a utilizada no GerTRI.
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Fig.7-Preenchimento do dominio a partir da geragdo de todos os
elementos do contorno.
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Capitulo 4

Estrutura dos Dados

A Divis3o do Contorno e o seu Refino Automatico

Apés a construgio do modelo geométrico (CAD), todos os elementos que
compdem os contornos interno e externo podem ser identificados como sendo linhas,
arcos, circulos, elipses, etc...

Para iniciar o processo de geragdo da malha, um tamanho médio de elemento €
selecionado pelo usuario (via mouse definindo dois pontos na tela). De posse desta
informago, todos os elementos geométricos que compdem os contornos do modelo
sdo subdivididos em segmentos lineares delimitados por dois nés no contorno, veja
Fig.1a. Estes segmentos de contorno passam a ser identificados tal qual os elementos
finitos unidimensionais lineares, isto é, através de uma matriz de conectividade onde
¢ feita a correlacdo dos nés locais 1 de 2 com os nds gerados no contorno, veja
Fig.1b.

1

@ 0\\i
‘ nés. no contomo

° 2
Ll . u id(,1)=m-1
segmento linear no contorn
m-1 id(j,2)=m
1
.
| ; =
1 nod local
*—o '
() (b)

Fig.1-(a)Segmentos no contorno e (b) Conectividade do segmento j.

Apo6s a geragdo dos segmentos lineares no contorno, mesmo para as elipses €
circulos; a primeira tarefa a ser executada ¢ verificar se a matriz de conectividade esta
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com a numeragdo correta. A conectividade dos segmentos de contorno dever ser
construida de tal modo que obedeca a seguinte regra:

e numeragdo anti-hordria para os segmentos do contorno externo e

e numeragdo hordria para os segmentos do(s) contorno(s) internofs).

Este procedimento ¢ adotado para garantir que durante o processo de geragdo os
elementos triangulares com arestas correspondentes a estes segmentos de contorno
tenham sempre dreas positivas.

«
w
=
R e

(a) (b)

Fig.2-(a)Numeragdo correta do contorno externo. (b)Numeragio correta do(s)
contorno(s) interno(s).

Esta etapa de verificar a numeragdo correta da matriz conectividade dos
segmentos do contorno € executada a partir da selecdo do segmento cujo no local 1
tem a coordenada x maxima. Seguramente este segmento faz parte do contorno
externo € € tomado como sendo segmento de referéncia.

Com as coordenadas do segmento de referéncia define-se o vetor v; ligando o no
local 1 com o no local 2. Com as coordenadas do né local 2 identifica-se o segmento
conectado ao segmento de referéncia e define-se o vetor v, de maneira analoga ao
realizado para o definir o vetor v;, porém com as coordenadas do segmento
conectado.

A conectividade deste elemento de referéncia e de todos os elementos do contorno
externo é correta se vixvy> 0; onde x indica produto vetorial. Se vixvy< 0 a
conectividade do elemento de referéncia e de todos os outros segmentos do contorno
externo devem ser trocados, Fig.3.
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A iltima hipotese a ser estudada é quando vixv,= 0. Nesta situagdo os dois
segmentos analisados estdo sobre a mesma reta.

Para resolver este pequeno problema, o segmento conectado ao segmento de
referéncia passa ser tomado como sendo o segmento de referéncia € um novo
segmento conectado € procurado até que se obtenha uma situagdo onde v;xvy# 0,
Fig.4.

segmento de
referéncia

segmento conecta
ao segmento de
referéncia

oo o o o

(a)

segmento conectadoy
ao segmento de
referéncia

segmento de
referéncia

(b)

Fig.3-(a)Numeragdo correta do contorno externo e (b) Numeragio incorreta.
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segmento de
referéncia

segmento conectado
ao segmento d
referéncia

fronteiras proxima

Fig.4-Segmentos em uma mesma reta.

Analise igual € realizada para o(s) contorno(s) interno(s). Vale a pena lembrar
que a numeragdo correta para os segmentos pertencentes ao(s) contorno(s) internos é
quando v;xv,< 0.

Entretanto, como mostra a Fig.4, algumas regides do dominio em analise
podem possuir contornos externos e internos bem proximos. Nesta situagdo, uma
nova geragdo de segmentos no contorno ¢ realizada automaticamente e tendo como
base o procedimento descrito a seguir.

Para identificar contornos proximos (fronteiras proximas) é verificada a
distincia do ponto médio do segmento de referéncia até o segmento mais proximo
nos contornos interno e externo, chamada de d. Este procedimento é realizado usando
a equagdo paramétrica da refa normal que.passa pelo ponto médio do segmento de
referéncia (ja com a numeragdo devidamente verificada) e os pontos de intersegio
desta normal com os outros segmentos dos contorno internos e externo.

Se a distdncia d € inferior a 1,7 vezes o tamanho do segmento de referéncia, L;
Fig.5, o segmento de referéncia ¢ subdividido.
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segmento de
referéncia

Fig.5-Subdivisdo dos segmentos préximos.

Ap6s verificar a numeragdo correta da matriz de conectividade dos segmentos
de contorno e realizar a subdivisdo dos segmentos nas regides onde os contornos
estdo proximos, o proximo passo € gerar nos internos no dominio.

Uma outra estratégia utilizada por um grande numero de pesquisadores e
aplicativos comerciais € o refino automatico de acordo com o do raio de curvatura do
contorno. Entretanto, o mais comum € o usudrio especificar regides de refino no
contorno. Esta estratégia pode ser vista na Fig. 6 e ainda ndo foi implementada no
Gertri.

Fig.6-Geracdo dos Nos no Contorno igualmente espacgados e refinados
em uma regido localizada.
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Geragao dos Ndés Internos

A geragdo dos nds internos ¢ feita em duas etapas € é comum aos dois
algoritmos implementados.

A primeira etapa ¢ realizada com o objetivo de obter elementos triangulares
na fronteira proximos a tridngulos equildteros. Sdo gerados noés no dominio a partir
do ponto médio de cada segmento do contorno ¢ a uma distancia igual a 0,86 vezes o
comprimento do segmento com o objetivo de assegurar que todos os elementos
conectados ao contorno preservem uma razdo de forma 6tima, que so € distorcida
para os elementos proximos a cantos, Fig.7a. Nesta circunstincia dois nos de dominio
podem estar bastante proximos e apenas um deles ¢ mantido na lista de nés internos e
com as coordenadas média destes dois néds, Fig.7b.

L
0.86L
®
nds proximos
® '- £ ponto médio
. i K
‘\Q\‘\ |

(a) ' (b)

Fig.7-Geragdo dos nds internos a partir do contorno (a) corregéo nos cantos (b).

A segunda etapa ¢é realizada usando técnica semelhante a descrita por Lo
(1985). Sdo geradas retas horizontais a partir da cota maxima, ymax, at€é a cota
minima, Ymin, separadas de uma distincia igual a 0,86 vezes o comprimento do
tamanho médio dos segmentos do contorno, 0,86 Lo

Como o contorno € aproximado com segmentos lineares, ndo € dificil calcular
os pontos de intersegdo destas retas horizontais com os segmentos do contorno para
definir os intervalos onde serdo gerados os nés no dominio, Fig.8a.

Para melhorar a qualidade dos tridngulos estes noés de dominio sdo gerados de
tal forma que o primeiro n6 de uma linha horizontal esteja defasado do primeiro no6
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da horizontal posterior de 0,5 Lpedio, Fig.8b. Nesta etapa nenhum né € gerado no
dominio se sua distdncia a qualquer no ja existente na malha é inferior a 0,5 Lyedio.

intervalo para geracio dos ndés no dominio

y maximo
&
1
0.86 L médio
2
3 0.86 L médio

Intervalo onde ndo sdo gerados nés

y minimo |
*— o —8 ®
: L médio :
1
2

8]

Fig.8-(a)Geragdo dos nds de dominio. (b) Definigio das retas e
geragdo dos nds no dominio.
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Capitulo 5

Algoritmo 1

A Geracdo dos Tridngulos Otimos

A técnica utilizada para a geragdo dos tridngulos é progressdo da frente de
geracdo a partir do contorno. Usando esta metodologia, os elementos sdo gerados a
partir do contorno inicial e a cada novo tridngulo gerado este contorno é modificado.

No inicio do processo fedos os segmentos do(s) contorno(s) (interno e externo)
sdo designados de segmentos ativos.

Tomando como referéncia um dos segmentos ativos, procura-se nos nos
internos € nos nos dos outros segmentos ativos um nd que gere o tridngulo dtimo.
Feita a escolha, este segmento ativo de referéncia passa para a lista dos segmentos
inativos ¢ duas situagdes podem ser encontradas:

1. O no selecionado pertence a lista dos nds internos. Neste caso sdo criados
mais dois novos segmentos ativos € o no € eliminado da lista dos nos
internos, Fig.1a; e

2. O noé selecionado pertence a outro segmento ativo. Neste caso os dois
segmentos ativos (o de referéncia e o selecionado) sao desativados e existe
a possibilidade de criar um novo segmento ativo, Fig.1b. O novo segmento
ativo € criado se ele ndo pertencer a lista dos segmentos ativos existentes.
Se este segmento também pertencer a lista dos segmentos ativos existentes,
ele também ¢ desativado.

Dessa maneira, quando um novo tridngulo é gerado um novo contorno de
geragdo, ou frente de geragdo, também ¢é criado e a lista dos segmentos ativos é
necessariamente alterada e a lista dos nds internos também pode sofrer alteragdes.

O processo de geragdo de novos tridngulos é repetido até que ndo exista mais
nenhum segmento ativo no contorno de geragdo. Nesta situagio a malha esta gerada.
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segmento ativo em referéncia
noé interno

contorno de
geragcao

(todos os segmentos ativos)

(a)

segmento desativado
/ /segmento ativo em referéncia

contorno de
geracao

(todos os segmentos ativos)

o —0 ¢
(b)

Fig.1-(a) Geragdo de tridngulo a partir de n6 interno.(b) Geragdo de tridngulo a partir
de outro segmento ativo.



A Escolha dos Tridngulos Otimos

Para a escolha dos tridngulos dtimos sio verificados trés fatores em conjunto:

1. Area positiva;

2. Melhor fator de forma; e

3. Se o nod selecionado ndo gera arestas que inferceptam os outros contornos
ativos do contorno de geragdo.

Ap6s a selegdo de um no, a area do novo tridngulo, Fig.2, € calculada com uso
das coordenadas dos trés nés com a seguinte formula:

A= (Xoy3 X Y2 H X3y 1-X1Y3-X2Y1-X3Y2)/2 €y

Se a area A do novo tridngulo € positiva, calcula-se o fator de forma , jf, do
tridngulo que € definido como sendo:

= AxD/d )

onde D/d é a razdo entre o didmetro circunscrito € o didmetro inscrito no tridngulo.
Esta razdo é facilmente calculada com a seguinte expresséo:

D/d= abc/4(s-a)(s-b)(s-c) 3)
onde a, b e ¢ designam os comprimentos das arestas do tridngulo e s=(a+b+c)/2.

A razdo da escolha do fator de forma ff como pardmetro da selegdo do tridngulo
otimo reside em dois fatores: s
e O valor numérico da area da indicativos da distancia do né selecionado até
0 segmento ativo de referéncia; e
e A razdo D/d da indicativos sobre a qualidade deste triangulo, pois para os
tridngulos equilateros (melhor tridngulo possivel) D/d=2. Tridngulos com
razdo D/d muito grande sdo descartados.

O critério utilizado para a selegdo do tridngulo dtimo ¢ o menor valor de ff.
Finalmente, o critério referente ao cruzamento das arestas do novo tridngulo

com 0s outros segmentos ativos do contorno de geragdo € para evitar a SUperposi¢ao
de triangulos.
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Fig.2- Circunferéncia Inscrita e Circunscrita.



ARoiidaill odilbcil 2 f
GerTRI| - Gerador de Tridngulos

Capitulo 6

Algoritmo 2

Esta segunda estratégia para a geragdo dos tridngulos pode ser dividida em 3 etapas e,
seguramente apresenta resultados de tempo de processamento bastante melhores do
que os resultantes para a estratégia anterior.

Etapa 1: A Geracao dos Triangulos no Contorno

Apos a geragdo de todos os segmentos do contorno sdo gerados os tridngulos
associados a estes segmentos. Nesta etapa, com o objetivo de obter tridngulos
mais proximos possiveis a tridngulos equilateros o terceiro n6 do tridngulo (os
outros dois ja sdo os do segmento) é gerado utilizando-se a normal ao segmento ¢
a uma distancia de 0,866 Lsegmento.

Utilizando esta pratica, os tridngulos do contorno serdo tridngulos proximos de
tridngulos 6timos. A excegdo ocorre quando existem os cantos na geometria,
Figs.lae 1b.

Esta etapa também ¢ denominada de geracdo dos tridngulos fdceis.

Fig.1a- Contornos divididos ja prevendo a existéncia de elementos menores
em pontos proximos ao contorno interno e externo.
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Fig.1b-Malha de elementos gerados a partir do contorno.
Elementos proximos da forma étima com exceg¢do aos alocados em cantos do
contorno.

Etapa 2: A Geragao dos Triangulos do Dominio

Esta etapa € também denominada de geracdo dos tridngulos muito fdceis.

Utilizando o mesmo procedimento para a geragdo dos nos internos com o uso de
retas paralelas horizontais como descrito anteriormente, ¢ possivel construir
tridngulos para o preenchimento de quase todo o dominio, como ilustrado na Fig.2.

Nesta figura mostra-se os nés proximos ao contorno (cor vermelha) que nio
sdo utilizados para a geragdo dos tridngulos do dominio (tridAngulos com lados
pontilhados).
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Fig.2-Geragdo dos Tridngulos muito fdceis.

E interessante notar que nesta etapa pode-se também realizar o refino local da
malha com uso dos dados da malha de contorno, isto €, ao redor dos pontos onde a

malha de contorno é refinada, a malha de dominio também pode ser refinada
automaticamente.

Etapa 3: O Acoplamento da Malha.

Esta etapa também pode ser denominada de costura, isto €, o tnico trabalho
restante € unir as duas malhas pré-existentes, como é mostrado a seguir, Fig.3.



it

GerTR| - Gerador de Trigngulos

Fig.3-Geragéo dos Tridngulos de acoplamento dos triangulos de dominio com os
tridngulos de contorno.
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Capitulo 7

A Regularizacdo ¢ Refino da Malha

A Regularizacao da Malha

O esquema utilizado na primeira etapa de geragdo dos nos de dominio gera
todos os tridngulos com arestas no contorno com forma de tridngulos quase
equilateros. Portanto, todos estes tridngulos estdo proximos de tridngulos 6timos,
D/d=2.

Entretanto, nem todos os tridngulos gerados possuem esta forma. Alguns
tridangulos sdo obtidos conectando estes tridngulos quase equilateros com os nos
internos oriundos da segunda etapa de geragdo dos nos de dominio podem ter forma
relativamente distorcida. O mesmo pode ocorrer em regides onde foi feito um refino
automatico nos segmentos de contorno € em regides de cantos.

Estes tridngulos com forma distorcida sdo regularizados com wuso da
Regularizagdo Laplaciana, Sezer & Zeid (1991), e cada né do dominio é deslocado
para a posigdo definida pela média das coordenadas dos nés que pertencem aos
elementos com este n6 em comum, Fig.1.

(a) (®)

Fig.1-Regularizagdo Laplaciana (a) Original (b) Modificada
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Como a Regulariza¢do Laplaciana é um processo iterativo, neste trabalhos
foram executadas 4 iteragbes para a obtengdo da malha regularizada. Boa
convergéncia ja € verificada com apenas 2 iteragdes.

Independente do algoritmo utilizado na geragdo da malha, esta regularizagdo €
realizada ap6s a totalizagdo dos tridngulos.

O Refino Localizado

De posse de uma malha inicial regularizada, mesmo antes de um processo h-
adaptativo, o usuario pode desejar o refino de toda a malha ou o refino localizado da
malha. Para efetuar esta tarefa foi empregado o seguinte esquema de refino:

e O usudrio define a regido de refino identificando-a com dois pontos que

definem um retangulo (via mouse);
e Todos os triangulos inteiramente contidos nesta regido sdo subdivididos em
4 triangulos utilizando o ponto médio de cada uma das arestas;

e QOs tridngulos que possuem apenas uma aresta totalmente contida nesta
regido de refino sdo subdivididos em apenas 2 tridngulos utilizando o ponto
médio e o vértice oposto a esta aresta; e

e Como existe a possibilidade de gerar tridngulos distorcidos, principalmente

nesta ultima etapa, nova regularizagdo da malha é realizada.

Apos estas etapas o processo de refino localizado da malha esta completo.



Capitulo 8
Exemplos e Conclusoes

e Exemplo 1. Neste exemplo é mostrada a geragdo da malha com segmentos
adicionais nos contornos onde existem fronteiras proximas. Sem nenhum
refino adicional, a malha resultante é a mostrada na Fig.1. Note que o
tamanho médio do elemento é bem maior que o tamanho na regido refinada.

e Tempo de processamento = 6,593 s (486dx33 Intel)

e Algoritmo=2

SEEORIR
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\WAVAY
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\VAVAVAV
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VAVAVAVAVAV)'
@NAVA@@N
VAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAY/
yAVAVAVAVAVAY,
A A s AVAYA
SANISERSSS

Fig.1-Malha de Elementos Finitos com 456 elementos apos a regularizagdo.



Exemplo 2. Mostra-se neste exemplo as etapas da geragdo da malha sem a
regularizagdo da malha e com a regularizagido da malha.

Numero de elementos gerados = 420

Tempo de processamento para gerar a malha = 4,670 s (Fig.2-a/b)

Tempo de processamento para o refino da malha = 6,428 s (Fig.2-c/d)
Algoritmo=2

Fig.2- (a) Malha Inicial - Sem regularizacdo

Fig.2- (b) Malha Inicial - regularizada



Fig.2 (c) Malha com Refino Localizado sem Regularizacio

Fig.2 (d) Malha com Refino Localizado Regularizada.
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e Exemplo 3. Neste exemplo € realizada a geragio da malha para dominios
com furos e com contornos proximos.

e Numero de elementos = 589

e Tempo de processamento para gerar a malha = 9.505 s

e (Cpu=486dx33 Intel

e Algoritmo=1
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BYAVAYAVAVAVAY/ g Ly
GG ='A?’7 S

:

Fig.3 (a) Malha Inicial - Sem regularizagio
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Fig.3 (b) Malha Regularizada
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Fig.3 (c ) Malha com Refino Localizado sem Regulariza¢io
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Fig.3 (d) Malha com Refino Localizado Regularizada.
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Exemplo 4. Neste exemplo também ¢ realizada a geragdo da malha para
dominios com furos e com contornos proximos.

Numero de elementos = 420

Tempo de processamento para gerar a malha = 6.593 s (486dx33-Intel)
Numero de elementos ap6s o refino = 706

Tempo de processamento para o refino = 8.681 s (486dx33-Intel)
Algoritmo=1

Fig.4 (a) Defini¢do do Dominio (saida do CAD-bidimensional)

% S

S

Fig.4 (b) Malha Inicial Regularizada
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Fig.4 (¢ ) Malha com Refino Localizado sem Regularizagio

Fig.4 (d) Malha com Refino Localizado Regularizada.
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Exemplo 5 mplo m refino hom de toda a malh
Note que o namero final de elementos € igua mero inicial
que durante de gera dominio também ¢ refinad

Numero de elem 188

Tempo de p am para gerar a malha=1.6

Algoritmo

AVAV, v e N VAVAN

avivis avAVAE
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%@g@/\%v S
VAN avavavat D %

Fig.4a-Malha Inicial Regularizada.




rador d

JAN
IZOQRRIIR
JAVAVAVAVAVAVA A
RN
SRR

]

\/\/

K
VAVAVA

AP e <
AV ASERS
SOOAZ , TAVAVAV.
NONAFHR 5

AVAVAViv,+s :

YAYAVAV ;
Y aarae s VAViVAVAY)

Numero de elementos = 752
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Fig.4b - Malha com Refino homogéneo Regularizada.



e Exemplo 6. Este exemplo mostra o refino homogéneo de toda a malha.
Note que o nimero final de elementos é 4 vezes o niimero inicial e que
durante o processo de refino a curvatura do contorno é mantida.

e Algoritmo=2
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Fig.5a - Malha Inicial Regularizada
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Fig.6b - Malha com Refino Homogéno Regularizada.



e Exemplo 7. Este exemplo mostra a geragdo da malha em um dominio

quadrado. O numero de elementos gerados € igual a 154 e o tempo de
processamento é de 1,208 segundos. Note que ndo € gerada uma malha
perfeitamente homogénea.
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Fig.7a- Malha Inicial sem Regularizagdo
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Fig.7b-Malha Regularizada.
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GeriRl- Gerador de Tridnguics

Conclusoes

Os dois algoritmos propostos apresentaram resultados bastantes satisfatorios. O
segundo algoritmo apresenta uma redugio do tempo de processamento devido ao fato
de que ndo € voltado para a selegdo de pontos para construgdo dos tridngulos 6timos.
Ao contrario do algoritmo nimero dois, 0 primeiro seleciona os pontos internos € os
possiveis tridngulos 6timos para, através de comparagdes, selecionar o melhor dos
tridngulos.

As estratégias propostas para a construgdo de tridngulos 6timos no contorno, da
selegdo dos tridngulos otimos e de refino do contorno na presenga de contornos
proximos funcionaram perfeitamente. Outras estratégias que também comprovou-se a
eficiéncia foram as da regularizagdo da malha e refino da malha depois de pronta a
malha inicial.

Verificou-se que, mesmo para geometrias complexas, os dois algoritmos so
robustos. Ligeiras implementagdes ainda s3o necessarias para corrigir, por exemplo, a
malha gerada no exemplo 4 onde, na regido de refino, aparecem tridngulos
desproporcionais.

O tempo de processamento para a geracdo das malhas verificado em todos os
exemplos pode ser considerado bastante bom.

Finalmente, com estes algoritmos propostos fica extremamente facil
implementar técnica h-adaptativas para o Método de Elementos Finitos, que
dependem fortemente do gerador de malha.
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