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RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta alternativa para o ensino de
logaritmos no curso de Calculo Diferencial e Integral. Uma sugestido para que se
trabalhe as fungdes logaritmicas desde o inicio do curso de Calculo , a partir de
conceitos elementares da Geometria. As idéias que sustentam a proposta
encontram-se em livros de referencial teérico, obras de Calculo Diferencial e
integral , revistas especializadas de Matematica e de Educacdao Matematica. Muitos
conteudos que hoje sdo estudados de forma abstrata em Algebra, Trigonometria, e
no Calculo, tiveram suas origens em idéias intuitivas da Geometria Euclidiana. O
contetido desta dissertagédo gira em torno da idéia de que, a partir da area de uma
faixa de hipérbole & possivel introduzir o conteudo de logaritmos ja no inicio do
curso de Calculo Diferencial e Integral, permitindo assim que se possa trabalhar
durante todo o curso com essas fungbes. A proposta também possibilita um maior
intercAmbio entre a Geometria e a histéria da disciplina em aprego. Além disso
langa bases para o trabalho com o conteldo Integrais Definidas, assunto da
disciplina. Serve também para o desenvolvimento de definicdes mais formais das
funcdes logaritmica e exponencial, que sdo abordadas geraimente apos o topico
Teorema Fundamental do Célculo. O principio, pois, que norteia a proposta didatica
é a metodologia do ensino com pesquisa (DEMO:1997) e, a partir desse método,
pretende-se ndo apenas que o aluno aprenda logaritmos ou qualquer outro
contetido desenvolvido na disciplina de Calculo, mas que, acima de tudo, aprenda
a aprender(BEHRENS:1996), tornando-se um cidadédo critico , independente,

gerador de mudangas sociais e capaz de acompanhar os avangos tecnologicos da
época em que vive.



RESUMO

Este trabalho apresenta uma proposta alternativa para o ensino de
logaritmos no curso de Célculo Diferencial e Integral. Uma sugestdo para que se
trabalhe as funcgdes logaritmicas desde o inicio do curso de Calculo , a partir de
conceitos elementares da Geometria. As idéias que sustentam a proposta
encontram-se em livros de referencial tedrico, obras de Calculo Diferencial e
integral , revistas especializadas de Matematica e de Educagao Matematica. Muitos
contetdos que hoje sao estudados de forma abstrata em Algebra, Trigonometria, e
no Calculo, tiveram suas origens em idéias intuitivas da Geometria Euclidiana. O
conteudo desta dissertagdo gira em torno da idéia de que, a partir da area de uma
faixa de hipérbole é possivel introduzir o conteido de logaritmos j& no inicio do
curso de Calculo Diferencial e Integral, permitindo assim que se possa trabalhar
durante todo o curso com essas fungdes. A proposta também possibilita um maior
intercambio entre a Geometria e a historia da disciplina em aprego. Além disso
langa bases para o trabalho com o contetdo Integrais Definidas, assunto da
disciplina. Serve também para o desenvolvimento de definicbes mais formais das
fungbes logaritmica e exponencial, que sdo abordadas geraimente apés o topico
Teorema Fundamental do Calculo. O principio, pois, que norteia a proposta didatica
¢ a metodologia do ensino com pesquisa (DEMO:1997) e, a partir desse método,
pretende-se nao apenas que o aluno aprenda logaritmos ou qualquer outro
contetido desenvolvido na disciplina de Calculo, mas que, acima de tudo, aprenda
a aprender(BEHRENS:1996), tornando-se um cidadao critico , independente,

gerador de mudangas sociais e capaz de acompanhar os avangos tecnolégicos da
época em que vive.



ABSTRACT

This research presents na alternative proposal for teaching of logarithm in
Differential and Integral Calculus course. It suggests a way of teaching logarithm
functions through concepts of elementary Geometry since the beggining of Calculus
course. The ideas sustained in this proposal are based in literature review of
Differential and Integral Calculus books. especialized journals of Mathematics and
Mathematics Education. Contents which are very abstract in Algebra, Trigonometry
and Calculus had its origins with intuitive ideas of Euclidean $ geometry. The
content in this research presents the idea that by taking the area of an hyperbola it's
possible to introduce the content of logarithm from the begining of Differential and
Integral Calculus course, and continue through the whole program with those
functions. The proposal also intends to provide a better interchange between
Geometry and the history of Calculus. Besides that, it also presents bases to work
with Defined integrals and with more formal definitions of logarithmic and
exponential function which are generaly after Fundamental Theorem in Calculus.
The didatic teses used in this project is this the teaching trhough research
methodology (DEMOQ:1997), and the intention is not only teach logarithm and other
contents in a Calculus course, but above all help the students: how learn to learn
and on becoming critical and independent citizens that generate social changes and
are able to follow technological development of our era.
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INTRODUGAO

A presente dissertacdo originou-se do seguinte problema: Como propor
uma abordagem metodoldgica, onde o aluno de Calculo Diferencial e Integral possa
trabalhar com a fungéo logaritmica e fun¢des correlatas desde o inicio do curso,
explorando conceitos elementares estudados no ensino fundamental e no ensino
médio?

Por meio de pesquisa bibliografica, procurou-se relacionar obras que
trouxessem contribuicdes referentes a logaritmos e analisar aspectos relacionados
aos autores, no tocante a se apresentavam os referenciais a partir de conceitos.
Fundamentado na metodologia do ensino com pesquisa (DEMO:1997) e
referendado pela pratica docente como professor da PUC PR, elaborou-se uma
proposta didatica a partir de atividades que vém sendo trabalhadas em sala de aula
no ensino de logaritmos por meio de conceitos geomeétricos. Essa proposta visou
alertar os professores de matematica para a necessidade de propor metodologias
que contemplem a produgéo do conhecimento .

A busca das informagbées que pudessem dar consisténcia a proposta
didatica ocasionou a elaboracédo de quatro capitulos desta dissertagao.

No primeiro capitulo, buscou-se um referencial tedrico que subsidiasse e
proporcionasse oportunidade para o estabelecimento de comparagdes entre o
desenvolvimento de conceitos de Calculo Diferencial e Integral no decorrer dos

tempos e os métodos utilizados para o seu ensino nos cursos superiores de



tempos e os métodos utilizados para o seu ensino nos cursos superiores de
ciéncias exatas. Ainda nesse capitulo, procurou-se acrescentar contribuicbes de
pesquisadores da Educagdo Matematica que vém mostrando que a Geometria &
uma importante etapa no processo de elaboragao de conceitos algébricos, além de
tornar viavel a relagéo entre diversos temas dentro da Matematica, bem como sua
aplicacdo em situagdes do cotidiano.

No segundo capitulo apresenta-se um relato de como a fungao
logaritmica é tratada nos livros de Calculo dos autores Granville, Piskounov,
Munem-Foulis, Fleming-Gongalves, Swokowski, Simmons, Leithold e Avila,
mostrando que, ao escreverem suas obras, os matematicos se preocupam em partir
de topicos elementares da Geometria, como por exemplo o conceito de area.

A analise dos contelidos propostos nos livros tornou-se relevante a partir
do momento em que se verificou muitas situagcoes em que o livro adotado
determina, ndo s6 o programa a ser desenvolvido, mas também a metodologia de
ensino a ser adotada pelo docente da disciplina.

Os pressupostos do ensino com pesquisa, do referido aprender a
aprender, da transformagdo do ensino reprodutivo para atividades que
proporcionem a producdo do conhecimento, sdo analisados no terceiro capitulo a
luz das idéias de DEMO (1996) das contribuicbes de BEHRENS(1996) e de
CUNHA (1996). Nesse capitulo também s&o analisados objetivos da disciplina de
Calculo face a fornecer ao estudante os elementos necessarios para o
desenvolvimento de cursos de ciéncias exatas. Em pauta, também observagdes

quanto aos reflexos de um ensino que apenas reproduz o conhecimento na futura

atuacao profissional do estudante.



O quarto capitulo apresenta, por sua vez, a proposta de construir a
fungao logaritmica a partir do trabalho com areas, desde o inicio do curso de
Calculo. Esse capitulo traz um conjunto de atividades que servem de sugestdes
para que se estabele¢ga um ensino com pesquisa, onde ha espaco para o exercicio
da criatividade e para que o aluno possa se integrar na metodologia do “aprender a
aprender”. O desenvolvimento do contetido matematico das atividades tem base na
obra “Logaritmos” de Elon Lages LIMA (1991). O principio metodolégico que norteia
a execucao das atividades fundamenta-se na metodologia do ensino com pesquisa.

Nas consideragdes finais, procurou-se instigar os matematicos para
refletirem sobre os referenciais tedricos analisados na pesquisa bibliografica
realizada e desafia-los a construirem outras propostas de ensino com pesquisa no
trabalho com logaritmos, contemplando os caminhos da Geometria e provocando a
aproximacgao desses referenciais a vida cotidiana dos alunos.

Nesse contexto, o da Geometria, o ensino de Calculo se tornaria um
caminho auténomo, pois a proposta dessa pesquisa busca alicercar referenciais
tedricos e praticos para que os alunos possam produzir conhecimentos
significativos na area de Calculo. Assim, a partir dos conhecimentos trazidos pelos
alunos, acumulados esses de experiéncias anteriores, o professor possibilitara o
acesso ao saber elaborado, permitindo que os alunos investiguem, descubram e
construam os conceitos, que os possa tornar cidaddos criticos, capazes de

promover, no seu ambiente, as mudangas necessarias para uma vida melhor.



JUSTIFICATIVA

O estudo das fungdes logaritmicas, apresentado pelos professores que

atuam no ensino médio, tem sido feito com base em poténcias. Entretanto , segundo

LEITHOLD, 1994: 439, nao é tao simples definir a fungdo f(x)=a*quando x & um

nGmero irracional. Esclarecendo melhor, qual seria o significado do numero 337 Os
conceitos de algebra elementar ndo tém dado conta de explicar definicbes mais
con‘sistentes com relacao a fungao iogaritmica e em livros de Calculo Diferencial e
Integral, conforme se pode encontrar na obra de Leithold, onde esse conteudo é
desenvolvido apés o Teorema Fundamental do Calculo. Esta afirmagéo pode ser
constatada também em obras dos autores SWOKOWSKI (1994) e MUNEM-FOULIS
(1982).

Quando se estuda a fungéo logaritmica apés o Teorema Fundamental do
Calculo, normalmente nao se faz o intercambio entra a Algebra e as Conicas,
relacdo essa que seria enriquecedora para os alunos. No livro dos autores MUNEM
e FOULIS (1982), por exemplo, encontra-se um obstaculo para esse intercambio,
pois a ordem proposta apresenta o estudo das Conicas ap6s a fungdo logaritmica.

O estudo das obras de autores como LEITHOLD(1994), SWOKOWSKI
(1994) e MUNEM-FOULIS (1982) possibilita constatar que a ordem proposta nas
obras desses autores induz a trabalhar sem a fungéo logaritmica boa parte do ano ,
s6 porque ainda néo foi trabalhado o Teorema Fundamental do Calculo. Ja outros

autores como GRANVILLE (1992) e FLEMMING-GONCALVES (1992), tratam a



fungcdo logaritmica como funcdo elementar, retomando conceitos a partir de
poténcias para poder trabalhar com os tépicos Limites, Derivadas e Primitivas da
referida fungéo logaritmica, desde o inicio do ano. Em sintese, alguns apresentam a
funcéo logaritmica no inicio do ano, mas sem consisténcia e desconsiderando os
pré-requisitos que os alunos devem normalmente ter; outros deixam para apresenta-
la somente mais para o final do ano, fazendo-o entdo com significativo rigor. No
entanto, com isso, esta se pagando o prego de nio se poder trabalhar com Limites,
Derivadas e outros tépicos do Calculo relacionando-os com as.fungdes logaritmicas.

Constata-se pois, que, na maioria das obras investigadas a abordagem
dos contelidos ndo traz questdes que possibilitem a criagdo e a reelaboragdo de
conceitos. Todavia, verificou-se que no livro “Calculo - fungbes de uma variavel",
AVILA (1981), encontra-se no capitulo 3 um estudo sobre a hipérbole e no capitulo
4 (antes do Teorema _Fundamental do Calculo) o estudo do logaritmo natural,
definido como a area compreendida por uma faixa de hipérbole.

Diante desse problema, tomou-se a iniciativa de analisar a forma pela
gual os autores apresentam esses referenciais em suas obras. Em conseqiiéncia,
sugeriu-se uma proposta metodolégica que possibilite ao aluno partir de conceitos
elementares de Geometria para chegar ao conceito de logaritmo. Para desencadear
esse processo, ainda, optou-se por construir uma proposta metodoldgica alicer¢gada
no ensino com pesquisa, (DEMO: 1996) que permite ao aluno ampliar e reinventar
abordagens de conceitos. O aluno, nessa proposta, passa a sentir-se sujeito
participante do processo, tornando-se auténomo e competente para entender

informagdes de seu cotidiano e construir seu proprio conhecimento.



O importante, de acordo com essa proposta didatica, € que um caminho a
partir da Geometria ja tenha sido trilhado antes de ocorrer a construcdo de
definicdes formais, que essas venham como conseqgiiéncia de um longo trabalho de
investigacao.

Uma das vantagens de se trabalhar com a fungdo logaritmica desde o
inicio do curso de Célculo é o fato de se poder fazer um estudo de derivadas com
mais fungbes, ndo apenas com as fungdes algébricas e trigonométricas. Isso torna
possivel mostrar ao aluno aplicagbes desses referenciais em diversas areas do
conhecimento, como por exemplo, na Biologia, na Economia, na Agronomia e na
Engenharia Civil. Com essa proposta, o ensino do Calculo podera tornar-se mais
atraente e concreto para o aluno porque se a aprendizagem do Calculo envolver
elementos que tém significado para o aluno e se este for participante e ndao apenas
espectador do processo, surge um caminho para que haja maior interesse pela
disciplina e para que sejam amenizados problemas decorrentes do processo

reprodutivo e conservador, que conduz a falta de pré-requisitos e altos indices de

reprovagao.



DELIMITAGCAO DO PROBLEMA

O estudo refere-se a aprendizagem de alunos que freqiientam a
disciplina de Calculo Diferencial e Integral com fungdes de uma variavel. Essa
disciplina tem sido ministrada nos cursos de graduagdo em engenharias. As
dificuldades para aprender esses referenciais agravam-se nos primeiros anos dos
cursos, segundo as obras pesquisadas, onde ocorrem problemas referentes a falta
de pré-requisitos para entender os conceitos desenvolvidos pelos professores do
ensino superior.

A Educagao Matematica tem demonstrado que a aprendizagem do
Calculo envolve diversos fatores, inclusive a escolaridade do aluno, anterior a
entrada na universidade e, em especial, a condugdo metodolégica do ensino da
Matematica no sistema educacional como um todo. A atuagdo como docente e
estudioso da disciplina de Calculo Diferencial e Integral nos cursos de, Arquitetura,
Agronomia, Zootecnia, Engenharia Civil(dependentes), Quimica Industrial
(dependentes), Licenciatura em Matematica 1° ano e Licenciatura em Matematica 2°
ano, do Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia da Pontificia Universidade Catodlica
do Parana, fornecem as credenciais como professor-pesquisador para analisar a

situacdo da aprendizagem das func¢des logaritmicas, tépico desenvolvido nos cursos

acima citados.



METODOLOGIA

A partir da atuagdo como docente, da convivéncia e da observagéo
realizadas em classe na PUC PR, e a ocorréncia nos meios académicos de
problemas ocasionados pelo ensino de Calculo Diferencial e Integral, sentiu-se a
necessidade de construir uma proposta didatica para a aprendizagem dos
logaritmos. Para tanto, fez-se pesquisa bibliografica, percorrendo acervos de
autores que publicam livros didaticos, teses e/ou dissertagbes e artigos em revistas
especializadas sobre o tema proposto.

Optou-se, entdo, por verificar de que maneira os autores propdéem em
seus livros o ensino dos logaritmos. Foram selecionadas, pois, obras que poderiam
dar respaldo metodolégico para a proposta, em especial dos autores Elon Lages
Lima e Geraldo Avila. Outras obras de Calculo Diferencial e Integral foram utilizadas
para a analise bibliografica cujo referencial apresentado pelos autores permitiu
‘estabelecer comparagdes entre o ensino reprodutivo € um ensino com pesquisa,
visando a produg¢do do conhecimento.

Para mostrar que a proposta didatica tem também um referencial
historico, optou-se por ampliar a pesquisa bibliografica e apresentar, no capitulo |,

problemas que contribuiram para o desenvolvimento do Calculo.



1 - A GEOMETRIA E OS CONCEITOS MATEMATICOS NA HISTORIA DO

CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL

As relagdes entre o homem e a geometria sdo muito antigas e se perdem
no tempo. Entre historiadores como Dirk J. STRUIK (1992; 33-34), Howard EVES
(1995: 57), Carl B. BOYER (1974: 4-5) e outros, ha um consenso de que a
geometria nasceu da necessidade de medir, calcular espagos e de outras relagées
entre 0 homem e o meio. STRUIK faz a seguinte consideragédo a respeito das

origens da Geometria.

...Tornou-se também necessario medir o comprimento ou o volume de certos
objetos. Os padroes eram grosseiros e muitas vezes provinham de partes do
corpo humano, o que deu origem a unidades de medida como o dedo, o pé e a
mao. Os nomes de <<vara>>, <<braga>> e <<cUbito>> recordam também este
costume. Quando se construiam casas, como, por exemplo, as dos agricultores
indianos ou as casas de madeira dos habitantes da FEuropa central,
estabeleciam-se regras para a construgdo ser feita segundo linhas retas e
angulos retos. A palavra <<reta>> relaciona-se com <<esticar>>, indicando
operagcdes com uma corda; a palavra <<linha>> relaciona-se com <<linho>>, o
que mostra uma certa ligagdo entre a tecelagem e as origens da geometria .

O homem do neolitico também revelou um agudo sentido para os padrdes
geometricos. A cozedura e a pintura da ceramica, o entrelagamento de juncos,
a tecelagem de cestos e téxteis e, mais tarde, o fabrico de metais conduziram a
nogao de plano e a relagbes espaciais. As formas da danga devem ter
desempenhado um papel importante. A ornamentagdo neolitica refulgia coma
manifestagdo da congruéncia, da simetria e da semelhanga. (STRUIK, 1992:

33-34)
A citagé@o acima mostra que assim como o sistema de numeragéo nasceu
da necessidade da contagem, a Geometria surgiu do uso da medida pelos povos

primitivos.
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Em “Introdugdo a histéria da Matematica”, de Howard EVES, 1995:5,
encontra-se o seguinte:

... pode-se dizer que a matematica primitiva originou-se em certas areas do
Oriente Antigo primordialmente como uma ciéncia pratica para assistir a
atividades ligadas a agricultura e a engenharia. Essas atividades requeriam o
calculo de um calendario utilizavel, o desenvolvimento de um sistema de pesos
e medidas para ser empregado na colheita, armazenamento e distribuicdo de
alimentos, a criagdo de métodos de agrimensura para a construgdo de canais e
reservatorios e para dividir a terra e a instituicdo de praticas financeiras e
comerciais para o langamento e a arrecadacdo de taxas e para propésitos
mercantis.

De “originou-se... primordialmente como ciéncia pratica...” pode-se
entender que em muitas situagbes da histéria as necessidades de bem estar social
levaram o homem a medir e a criar padrdes. A aplicagao no caso concreto, conduziu
a teoria sistematizada. O mesmo aconteceu, segundo STRUIK (1992), com os
gregos, que tinham uma matematica com énfase na abstragao mas que teve origem
no trabalho pratico dos escravos.

Na obra “Histéria da Matematica”, BOYER, 1974:4 afirma o seguinte:

“... O homem neolitico pode ter tido pouco lazer e pouca necessidade de
medir terras, porém seus desenhos e figuras sugerem uma preocupagdo com
relacbes espaciais que abriu caminho para a geometria”.

Das citagbes, infere-se que das relagées entre os homens surgiu a
Geometria e a partir dai foram desenvolvidos conceitos mais abstratos. A
Geometria, sistematizada por Euclides em sua obra “Os Elementos”, foi o ponto de
partida para que outras geometrias surgissem, negando postulados e contribuindo a
sua maneira para o desenvolvimento do homem. Sao as chamadas geometrias nio-

euclidianas, que negam determinados postulados de Euclides.
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Certos conceitos de Algebra, como por exemplo, equacées do 2° grau,
sdo melhor esclarecidos no inicio da aprendizagem pela Geometria. Ela também
permite relacionar conteidos de Matematica entre si e possibilita a aproximacéo do
saber matematico abstrato de referenciais relacionados a realidade do aluno.

Segundo documento do National Council of Theachers of Mathematics,
(1992) temos: “..es importante que todos los estudiantes reconozcan cémo sus
experiéncias anteriores con el drea de figuras geométricas sirven de base para la
construccion del concepto de area bajo una curva, que supone una apliacion de
aquéllas’.

Sabe-se, pela Histéria da Matematica, que o Calculo Diferencial e
Integral desenvolveu-se a partir das dificuldades em calcular medidas de figuras
geomeétricas nao poligonais, problemas cujas solugées fundamentaram os conceitos
abstratos que sao estudados hoje.

Na obra de H.J. M. BOS da Open University “Curso de Histéria da
Matematica Origens e Desenvolvimento do Calculo”, BOS (1985:13), encontram-se
as seguintes palavras do matematico Johann Bernoulli (1667/1748) “... uma das
mais importantes aplicagdes do calculo integral € a determinacdo de areas. As
areas sao consideradas como sendo divididas em um numero infinito de partes...”.
Outros autores, como BOYER (1974) , EVES (1995) e STRUIK (1992), também
deixam evidente que os problemas geométricos tiveram contribuicdo muito
significativa para o desenvolvimento do Calculo. As demonstragdes surgiram de
algo concreto, aceito por intuicdo. Jean DIEUDONNE (1990:49), tratando do tema

axiomas e definigdes, cita uma passagem da Republica (VI, 510), de Platao :
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Aqueles que se ocupam da geometria, da aritmética e ciéncias desse género
admitem o par e o impar, as figuras , trés espécies de angulos, (...) Estas coisas
dao-nas por sabidas, e, quando as usam como hipéteses, ndo acham que
ainda seja necessario prestar contas disto a si mesmos nem aos outros, uma
vez que sdo evidentes para todos. E, partindo dai e analisando todas as fases,
e tirando as conseqiéncias, atingem o ponto a cuja investigacdo se tinham

abalangado.

Para reforgar a importancia dos entes geométricos nas demonstragdes
encontra-se a seguinte contribuigio de DIEUDONNE (1990:50) “Os matematicos
vdo poder destrinchar aquilo que enténdem por figura, posi¢do, grandeza,
quantidade, medida, que sdo as nogdes de base que aparecem nas
<<hipéteses>>".

Ainda sobre o uso da Geometria, encontra-se na obra de DIEUDONNE
(1990:50) outra citagdo da Republica de Platdao (VI, 510) a respeito dos
matematicos: “...servem-se de figuras visiveis e estabelecem acerca delas os seus
raciocinios, sem, contudo pensarem neles, mas naquilo com que se parecem (...)
servem-se delas como se fossem imagens, procurando ver o que nao pode avistar-
se, senao pelo pensamento”.

Optou-se por apresentar situagbes vividas por matematicos e narradas
por historiadores, como EVES (1995:418), e outros ja citados, que culminaram no
Calculo que temos hoje. Os primeiros problemas da histéria do Calculo, segundo
Boyer(1992), diziam fespeito ao calculo de &areas, volumes e comprimentos de
arcos. Nesta época uma contribuicdo importante foi o método da exaustdo de
Eudoxo (370 a.C.), que afirmava que “se de uma grandeza qualquer subtrai-se uma
parte nao menor que sua metade, do restante subtrai-se também uma parte nao
menor que sua metade, e assim por diante, se chegara por fim a uma grandeza

menor que qualquer outra pré determinada da mesma espécie”. (EVES, 1995:419).
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Um exemplo dessa contribuicdo encontra-se na obra de EVES
(1995:419), que propde:

Empreguemos o metodo de exaustdo para provar que se 4,e 4, sdo as
areas de dois circulos de diametros d, e d,, entéo:
A A, =d} o dl.
Mostremos primeiro, com a ajuda da proposigdo basica, que a diferenca
entre a area de um circulo e a de um poligono regular inscrito pode se tornar

tdo pequena quanto se deseje. Seja AB, na figura a seguir, o lado de um
poligono regular inscrito e seja M o ponto médio do arco AB.

FIGURA 1 - RELACOES ENTRE A AREA DE UM CIRCULO E A DE UM POLIGONO

INSCRITO PELO METODO DA EXAUSTAO: PROPOSTA DE EUDOXO

Note-se que a area do triangulo AMB é metade da do retangulo

ARSB e portanto maior que a metade da area do segmento circular AMB.
Assim, dobrando-se o numero de lados do poligono regular inscrito, a area do
poligono aumentara de mais do que a metade da diferenga entre a area do
circulo e a do poligono. Logo, repetindo-se a operagédo de dobrar o nimero de
lados um numero suficiente de vezes, pode-se fazer com que a diferenca entre

a area do circulo e a do poligono se torne menor do que qualquer area fixada
previamente, por menor que seja.

Voltemos ao nosso teorema. Suponhamos que, em vez da igualdade,
tivéssemos A, : A, >d}:d3,
Podemos, entdo inscrever no primeiro circulo um poligono regular cuja area
P, difira tdo pouco da de A, que :

P,:A, >d}:d]
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Seja P, a area de um poligono regular semelhante ao de area
P, considerado, mas inscrito no segundo circulo. Entdo, por um conhecido
teorema sobre poligonos regulares semelhantes,

-d?

. —_ 2
P,:P,=d, 5
Segue-se entdoque P, : A,>P, : P, ouP,>A,, o que é absurdo, pois a
area de um poligono regular ndo pode superar a de seu circuncirculo. De

maneira analoga se prova que ndo pode ocorrer: A;:A, < dZ:d2. Donde,
por uma dupla redutio ad absurdum , o teorema fica demonstrado. Assim, se A

é a area e d é o didmetro de um circulo A=kd *, onde k € uma constante (na

verdade ¢/ ¢ que € a mesma para todos os circulos.

Na citada demonstragdo observa-se que o ponto de partida € um

referencial geométrico. Além disso, mesmo o problema se tratando de circulos,

apresentam-se outras figuras que entraram no raciocinio para concretizar o

problema, tornando mais facil o entendimento do que se quer demonstrar.

Em EVES (1995: 421), tem-se “Os trabalhos de Demécrito e Plutarco

tambem foram contribuicdes importantes, mas, dos matematicos antigos, quem

melhor aplicou o método da exaustao foi Arquimedes”.

Carl B. BOYER (1992: 29) iluminado pela grande contribuicdo de

Arquimedes para a construgéo do Calculo, apresenta em sua obra o problema da

quadratura da parabola, assim elaborado:

Seja s a regido limitada por uma parabola p e uma corda AB de ponto médio
M. Seja t a tangente a p em A.
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FIGURA 2 - AREA DE UM SEGMENTO DE PARABOLA - PROPOSTA DE

ARQUIMEDES

os pontos B e M tragam-se retas paralelas ao eixo, as quais interceptam t em
D e E, respectivamente; suponhamos que ME intercepte p em C, ponto este
chamado vértice de s. Por um teorema anterior conhecido, C é o ponto médio
de ME. Seja / a reta que contém AC e indiquemos por F sua intercessdo com
BD.

Nesta altura Arquimedes compara o segmento parabélico s com o triangulo
ABD. Seja O um ponto qualquer de AB. Suponhamos que a reta por O paralela
ao eixo p intercepte p, te / nos pontos P,Q,R, respectivamente. Devido a outro
teorema conhecido: OP:0Q = OB:AB = RF: AF. Neste ponto ele d4 um passo
engenhoso: considera / como uma alavanca, com fulcro F e toma o ponto T
em /[ de maneira que F seja o ponto médio de AT. Em T ele “pendura” um
segmento UV, congruente a OP. Entdo da equagdo acima: UV:0Q= RF:AF=
RF:TF, ou UV.TF =0Q. RF.

Assim o segmento UV, suspenso pelo seu ponto médio T, esta em equilibrio
com o segmento OQ, suspenso pelo seu ponto médio R.

Arquimedes imagina agora o tridngulo ABD como a unido de todos os
segmentos como OQ, paralelos ao eixo. Cada um deles tem um segmento
correspondente OP congruente a um segmento UV, que se “pendura” em T.
Desta forma ele concebe o triangulo em equilibrio com o segmento parabdlico
S, que se imagina suspenso em T. Além do mais como se sabia previamente,
pode-se considerar o triangulo suspenso pelo seu baricentro, que € o ponto G
de /tal que FG=1/3 FA=1/3FT. Portanto, s e o triangulo ABD tém areas cuja
razao € 1:3. Finalmente, a area do tridngulo ABD é o quadruplo da area do
triangulo ABC, e temos a descoberta de Arquimedes: a area do segmento
parabdlico .& 4/3 da area do tridngulo com a mesma base e 0 mesmo vértice.
Para demonstrar esse resultado, que depene tanto de uma intuicdo brilhante,
Arquimedes usa o método de exaustdo. Inscreve no segmento um tridngulo de
mesma base e mesmo vértice. A seguir, em cada um dos segmentos
parabdlicos resultantes, inscreve igualmente um triangulo, e continua a
inscrever tridngulos nos segmentos parabdlicos resultantes em cada etapa.
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Prova entdo que para cada triangulo os dois tridngulos construidos sobre seus
lados tém uma &rea total que € Y4 da area do tridngulo dado. Dessa forma ele
exaure” o segmento parabdlico, removendo sucessivamente esses triangulos
inscritos. A area total pode ser aproximada por uma soma de &reas que,
agrupadas adequadamente, levam a uma progressdo geométrica em que cada
termo, salvo o primeiro, & % do anterior. A soma de tal progressdo geomeétrica é
4/3 do primeiro termo. Cuidadosamente Arquimedes mostra que a area do
segmento parabolico ndo pode exceder 4/3 da area do primeiro tridngulo
inscrito e, da mesma forma, que nao pode ser menor que esse valor. Assim ele
chega a conclusdo desejada e, evitando a armadilha dos infinitésimos e das
operagbes com limites, atinge um nivel de rigor insuperado até o século XVIII.

Na citagdo anterior, observa-se: em alguns momentos, a dificuldade do
leitor em abstrair tantas relagées apenas imaginando as figuras. A explicacao dos
procedimentos que Arquimedes propde ficaria mais suscetivel de assimilacdo se
BOYER (1992) tivesse contemplado a explicagdo com figuras que esclarecessem
mais etapas da demonstracdo proposta.

A partir da figura exposta no inicio da explica¢do, pode-se observar que
a partir dela séo construidos diversos raciocinios subsequentes, um decorrente do
outro. Também sdo envolvidos na demonstracdo conceitos como progressao
geometrica e outros que, se nao forem de pleno dominio do leitor, ocasionam o nao
entendimento do que se quer demonstrar.

No ensino tradicional da Matematica professores tém se apropriado de
artificios como esse para fundamentar os conceitos que ensinam. Ao demonstrarem
0 que para si é extremamente familiar, envolvem uma grande quantidade de
raciocinios e conceitos que dificultam o entendimento, pois se os conceitos nao
forem conhecidos pelos alunos a demonstragéo fica comprometida.

O “método de Arquimedes” superava o “método da exaustdo” de Eudoxo e
ficou conhecido como “método do equilibrio”. Para clarear este caminho registra-se

o exemplo citado na obra de EVES (1995:423).
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Seja r o raio da esfera (figura a seguir). Faga com que o diametro polar da
esfera esteja sobre o eixo x (horizontal), com pélo norte N na origem. Construa
o cilindro e o cone de revolugdo obtidos pela rotagdo do retangulo NABS e do
triangulo NCS em torno do eixo x. Tome agora nos trés soélidos as fatias
verticais delgadas (que serdo vistas como cilindros achatados) correspondentes

as secgbes de abcissas x e x+ Ax. Os volumes dessas fatias sio,
aproximadamente,

Esfera= zx(2r-x) Ax
Cilindro= 7 r* Ax
Cone= 7 x> Ax

FIGURA 3: VOLUME DE UMA ESFERA DE RAIO R PELO METODO DO

EQUILIBRIO: PROPOSTA DE ARQUIMEDES

c

/]

TH . S

Penduremos no ponto T, dado por TN=2r, as fatias da esfera e do cone. Seu
momento combinado em relagdoa N é

[ px (2r-x) Ux + px20x J2r = 4prx[x. (O momento de um volume em relagdo a
um ponto € o produto do volume pela distancia do ponto ao centréide do
volume)

Observemos que o resultado anterior € o quadruplo do momento da fatia
cilindrica quando ela € mantida em sua posicao original. Efetuando-se a soma
de um numero grande dessas fatias, resulta.

2r[volume da esfera + volume do cone]= 4r{volume do cilindro], ou
3

2r [volume da esfera + = 8or*,

3
ou volume da esfera =
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Constata-se que a solugdo do problema da parabola, resolvido por
Arquimedes (j& demonstrado), torna-se clara com uma figura geométrica que

mostra mais detalhes do raciocinio elaborado por ele, (BOYER, 1992:57-59).

FIGURA 4: PROBLEMA DA PARABOLA PELO METODO DA EXAUSTAO:

PROPOSTA DE ARQUIMEDES

3

A area da parabola é dada aproximadamente por:
e 1"

A ABC + % ARBC + - AABC+.+- AABC

Neste processo, Arquimedes usou o método conhecido como “método da
exaustdo®. Para obter a expressao citada anteriormente da area do segmento
parabolico, ele mostrou que a area do tridangulo ADC é a quarta parte da area do
triangulo ABC, tragou paralelas como construgdes auxiliares e foi somando a area
do triangulo ABC a area de ADC e de outros tridngulos auxiliares .

Observa-se que, na expressdo encontrada, Arquimedes chega a

n

: 1 L :
generalizar para 1 AABC, mas para chegar a essa generalizagdo muitas
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investigagoes foram feitas pelo proprio Arquimedes e por estudiosos da época.
Nesta demonstracgéao fica evidente, portanto, ndo somente o poder das imagens na
construgdo de raciocinios elaborados como também a importancia de se ter espaco
e liberdade para criar e fazer construgées que ainda nao estejam convencionadas.
Dessas construgdes, muitas vezes surge a produgao de conceitos que revolucionam
0 mundo.

A contribuicdo de BOYER (199?:33) sobre os referenciais de Joahann
Kepler (1571-1630), torna-se significativa pois também deu sua contribuigcéo para o
Caélculo. Kepler imaginava a esfera composta de pirdmides com vértices no centro
da esfera e bases infinitesimais proximas da superficie, obtendo assim o volume da
esfera como 1/3 do produto de seu raio, pela area de sua superficie esférica,

(BOYER, 1992:34).

FIGURA 5: VOLUME DE UMA ESFERA DE RAIO R: PROPOSTA DE KEPLER

Corda c,
( Corda c;,

857

Volume = irB1 + l rB. + lfBa + ...
3 3 3

%r(& +Bo+Ba+.)

| S _ -
5r (area da superficie esférica).
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A area da superficie esférica A=rr?, tao utilizada em estruturas do
cotidiano do homem tém sido desenvolvida pelos professores de matematica que
atuam nas escolas secundarias, geralmente como produto final e ndo como
processo. Ou se apresenta apenas a férmula ou se proporciona ao aluno uma
demonstracao que, de acordo com o seu estagio em Geometria, pode provocar ou
néo sua assimilagéo. Na realidade, raramente os alunos tém a oportunidade de criar
férmulas para o volume da esfera, relaciona;ndo este conteudo com outros conceitos
estudados. Cabe portanto indagar: quantos alunos imaginam que a expressdo do
volume de uma esfera possa ser deduzida pelo processo idealizado por Cavalieri?
Quantas maneiras ainda existem para se chegar a expressao do volume da esfera e
que ainda nao foram exploradas? Sera que os métodos mais utilizados para se
ensinar a demonstracdo da referida férmula tém atingido os objetivos propostos? Ou
ainda, sera que com um ensino que apenas reproduz cépias é possivel formar
individuos criativos, capazes de adaptar os conceitos matematicos as constantes
mudangas do mundo? Esses sdo problemas deveriam preocupar os docentes de
Matematica e inquietar professores que atuam na formacgédo desses docentes nas
universidades.

Outra contribuicao arrolada por EVES (1995:426) sobre os referenciais
apresentados por Bonaventura Cavalieri (1598-1647) também tornam-se
significativos, pois apresentam dois principios que levaram seu nome - “Principios
de Cavalieri” -, que permitem esclarecer:

1. Se duas porgdes planas séo tais que toda reta secante a elas e
paralela a uma reta dada determina nas porgdes segmentos de reta cuja razdo
e constante, entdo a razdo entre as areas dessas porcbes é a mesma
constante.



21

2. Se dois sélidos sao tais que todo plano secante a eles e paralelo a
um plano dado determina nos sélidos se¢des cuja razao é constante, entao a
razao entre os volumes desses solidos € a mesma constante.
Com base em seus principios Cavalieri deduziu a conhecida férmula para
o calculo do volume de uma esfera de raio r. Para esclarecer, apresenta-se o

exemplo citado na obra de EVES (1995:427-428):

... temos a esquerda , um hemisfério de raio r e, a direita, um cilindro circular de
raio r e altura r, cilindro esse de qué se removeu o cone cuja base é sua base
superior e cujo vértice & o centro de sua base inferior.

FIGURA 6: VOLUME DE UMA ESFERA DE RAIO R: PROPOSTA DE CAVALIERI

Os dois sélidos estdo assentados sobre o mesmo plano. Seccionaremos
agora ambos os sélidos com um plano paralelo ao plano da base de ambos e a
uma distancia h dele. Esse plano corta o hemisfério segundo um circulo e o
outro sélido segundo uma coroa circular. E facil mostrar através da geometria
elementar, que ambas as sec¢des tém area igual a o, r* - h?). Segue-se entdo
do principio de Cavalieri que os dois sélidos tém volumes iguais. Logo, o
volume V da esfera é dado por:

V =2 . (volume do cilindro - volume do cone)

4m’
3

3
V=2(x r3-£;—-—)=

O método utilizado por Cavalieri convence por intuicdo que as relagdes
entre muitos sélidos sdo verdadeiras. Ele também se apéia em conceitos ja
definidos e tem sido utilizado para demonstrar expressées de volume em muitos

cursos secundarios. Cavalieri, para chegar as suas conclusées, certamente realizou
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experiéncias que ultrapassaram os conceitos apresentados de forma definitiva e
sem conexao com os objetos que o rodeavam. Para chegar a essa deducéo,
realizou, como todo estudioso, varias experiéncias e, entre acertos e erros, atingiu
muitos objetivos. O importante é que nessa busca de solugdes por meio das
experiéncias, novos conceitos podem ter aparecido e ai reside a riqueza do
processo de descoberta dos conceitos matematicos.

Outra contribui¢éo relevante paré esta pesquisa foi do matematico Pierre
de Fermat, citada na obra de EVES (1995:430), que propée:

... Fermat também descobriu um procedimento geral para determinar a tangente
por um ponto de uma curva cuja equagao cartesiana é dada. Sua idéia consistia
em achar a subtangente relativa a esse ponto, isto & o segmento de reta cujas
extremidades sdo a projecdo do ponto de tangéncia sobre o eixo x e a
intersec¢do da tangente com esse eixo. A idéia de tangente usada pelo método
€ a de posigdo limite de uma secante quando os dois pontos de interseccéo
com a curva tendem a coincidir. Vejamos em notacdo moderna, em que
consiste o método. Seja f(x,y)=0 a equacado da curva (figura a seguir) e
procuremos sua subtangente a relativa a (x,y). Por semelhanca de triangulos,
facilmente se estabelece que as coordenadas de um ponto da tangente,
proximo do ponto de tangéncia, sédo [x+e, y(1+ e/a)]. Tratando-se esse ponto
como se ele fosse da curva, obtém-se:

f[x+e,y(l+fj:|=0

FIGURA 7: TANGENTE A UMA CURVA: PROPOSTA DE FERMAT

1 (xy) = 0

(x.y)
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E para que essa igualdade possa ser considerada correta, faz-se com que e
assuma o valor zero. Determina-se, entdo a partir da equagdo resultante, a
subtangente a em fungdo das coordenadas x e y do ponto de tangéncia. Isso,
obviamente, eqiivale a fazer:

o

a= —y%}i (...)
ox

A sua maneira, Fermat determinou tangentes as seguintes curvas: elipse,
cicléide, conchoide, quadratriz e folium de Descartes.

No caso da folium de Descartes, segundo o autor citado, Fermat determinou a

subtangente relativa a um ponto genérico da curva e obteve o seguinte:

X+ yP = nxy
(x+e)? + y¥( 1+e/a) ? - ny(x+e)(1+efa) =0

3y° — nxy
(.) a=-—"F5—=
3x°—ny

Fermat desenvolveu um trabalho pioneiro ndo sé no que se refere a

diferenciagdo, mas também no que se refere a integragdo (...) *

Nos calculos de Fermat, percebe-se que equagdes foram surgindo a
partir de problemas geométricos. Nota-se também, no exemplo citado, a presenga
dos conceitos tangente, semelhanga de tridngulos e coordenadas cartesianas.
Desse exemplo, pode-se destacar a importdncia de se envolver mais conceitos
quando se quer discutir novas idéias em um processo de aprendizagem de
determinado conteido. Com essa preocupagdo, cabe refletir. Sera que o ensino da
Matematica tem utilizado, por exemplo, a fatoragdo para explicar a formula
resolutiva da equagéo do 2° grau, a Geometria para construir as relagées da

Trigonometria? O conhecimento ja sistematizado tem sido apresentado visando a

construgdo de novos conhecimentos? Ou os conceitos iniciam e terminam em si
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mesmos sem que o aluno possa ver as suas aplicages e ai se convencer de que
estes realmente devem ser estudados?

Issac Newton tem sido considerado uma figura fundamental para o
desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral. Segundo BOYER (1992:40), um
de seus precursores foi John WALLIS que deu a relevante contribuigao.

Wallis imaginava um tridngulo composto de um numero infinito de
paralelogramos “‘muitos estreitos”, cujas areas (do vértice) a base do triangulo
formavam uma progresséo aritmética em que 0 era o primeiro termo e ( A/) .B
era o ultimo — Ja que o ultimo paralelogramo (ao longo da base B do triangulo )
tinha altura A/© e base B.

FIGURA 8: AREA DE UM TRIANGULO: PROPOSTA DE WALLIS

A area do triangulo é a soma da progressdo aritmética 0 + ... + (AJo) B =
no determos o s
(—2—j .(primeiro + Gltimo termo)
0 segundo membro da igualdade fica :
3.[0+ ﬁ.B)
2

0

YER
2

-

—.
1

==.4.B
2

Na demonstracéo citada pode-se observar que, a partir da Geometria

Wallis pbde criar muitas abstragées. Os entes geométricos permitiram que se
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fizesse uma relagdo com outros conceitos, como o de progressdo aritmética e a
expressao utilizada até hoje para calcular a area do tridngulo por dedugéo. E
evidente que existem maneiras mais simples de se demonstrar a expressao da area
de um triangulo, mas o objetivo aqui € mostrar como é possivel relacionar idéias
abstratas como o infinito, a conceitos geométricos elementares. Os caminhos da
Geometria tornam o trabalho com os diversos topicos da Matematica mais produtivo,
envolvendo outros conceitos que o aluno possa ter estudado. A Matematica, ao
apropriar-se da Geometria, poderia no seu desenvolvimento envolver os conceitos
geométricos e instigar o aluno a descobrir relagbes e peculiaridades que
proporcionassem condi¢gdes para a produg¢ao do conhecimento. Ao trabalhar-se com
figuras como os paralelogramos do problema anterior, o professor poderia provocar
o aluno a realizar uma pesquisa sobre paralelogramos que poderia desencadear
debates, seminarios e trabalhos que culminassem na produgao de novas relagdes
matematicas.

O matematico Carl B. BOYER, em sua obra “Arthmetica infinitorum”

(1656), apresenta a contribuicdo de Wallis que obteve resultados importantes para

o calculo. (BOYER, 1992:41).

: ’ /4
.. Um exemplo interessante é sua expressdo para —:

224466.8..
1:8:3:0. 80,7 s

Ele sabia como achar as areas representadas em notagdo moderna por

}'(1 -x* ) dx, ].[(1 -x? ) dx, ].(1 -x? )? dx

e assim por diante sendo essas areas iguais a 1, 2/3, 8/15,...respectivamente.
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Assim , a area
1

I(1-x2)_; dx

0

: . 2 i
na figura a seguir situa-se entre 1 e 3 uma vez que o expoente esta entre 0 e

1.

FIGURA 9: AREA DE UM QUARTO DE CIRCULO: PROPOSTA DE WALLIS

Mas esta ultima integral representa Y da area do circulo unitario; portanto /4
esta entre 1 e 2/3. E, por um processo complicado, Wallis finaimente deduziu a

expressao acima para /2 .

A partir do desenho que representa a quarta-parte de um circulo de raio
unitario, o professor deveria instigar o aluno a estabelecer outras relagdes que
poderiam ser feitas e o resultado da integral definida proposta poderia advir de
diferentes processos. Wallis faz outras descobertas, que sao apresentadas no final
da citacdo. Para chegar a esses referenciais, muitas pesquisas, estabelecem
relagbes com conhecimentos que ja dominava e por isso pode dar contribuicées
para o Calculo que hoje é utilizado. Com essa contribuicdo significativa para a
Matematica, caberia indagar o seguinte: se Wallis tivesse apenas aulas expositivas
dos conceitos e se fizesse exaustivas listas de exercicios repetitivos, teria chegado

a tantas conclusdes importantes?
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Com objetivo de consolidar a necessidade do uso da geometria, Cita-se
entdo uma das contribuicbes de Gottfried Wilhelm von LEIBNIZ (1646-1716) que
tornou-se uma figura notavel no calculo diferencial e integral pelos seus estudos:
(BOYER, 1992:45). Menciona-se o seguinte exemplo para demonstrar sua real
contribuicao:

Num manuscrito datado de 29 de outubro de 1615, Leibniz obteve o que
chamou um “tridangulo caracteristico” (fig. 1, a seguir) idéia anteriormente
utilizada por Barrow e Pascal. Leibniz procedeu basicamente da seguinte
maneira: ¢/ a = ply (provavelmente Leibniz imaginava esses segmentos como
lados, num sentido intuitivo e aproximado, de tridangulos semelhantes). Dai
ret.pa =ret.y/. Somando esses retdngulos, Leibniz escreveu primeiro na
notagdo de Cavalieri, (1) omn.pa=omn. y/ ( onde omn representa omnia,

‘todos”); mas como no mesmo manuscrito ele disse “Sera util escrever... IE em
vez de omn. /, isto € a soma dos /" usaremos o sinal I algumas linhas antes
de ele o ter feito. A equacgédo (1) torna-se entao

2

(2) Ipa = ny onde a soma, leé, e de 0 a y e assim fornece a area .l de um

triangulo isdsceles reto (ver figura a seguir)

FIGURA 10: TRIANGULO CARACTERISTICO DE LEIBNIZ

A
£ y
a
y
— . ——— =
X p F
\____\(;__/

Dessa forma Leibniz obteve a relagao

(3) jpa ='Jy£ =y_22 ou
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y 2
_[pdx = Iydy = 2}2— que & como se prefere pensar na integragdo hoje. Leibniz
0

naturalmente estava apenas comecando a desenvolver essas ideias. Se
assumimos, como Leibniz tacitamente o fazia, que a curva passa pela origem,

entdo podemos escrever _[ p dx como Ipdx Com efeito, de (3) ele deduziu
0

expressdes como J‘ = %ej(xwL )= Ix + J.y.

Entre matematicos da época, Leibniz (1600 a 1700), destaca-se por ter
desenvolvido varias expressdes e notagdes que acabaram contribuindo com um
processo de organizagao dentro do Calculo. Os raciocinios eram algébricos mas o
inicio muitas vezes envolviam conceitos geometricos.

No decorrer da pesquisa bibliografica, para fundamentar e defender o uso
dos conceitos geométricos, extraiu-se da obra de BOYER (1974 86) os referenciais
teéricos com relagao a integral definida, onde propée:

Historicamente, a integral definida desenvolveu-se a partir da tentativa de
definir e calcular a area da regido plana delimitada pelo grafico da fungdo y = F
(x), o eixo x e as retas

x=a ex=b,a<b(figura 11)

FIGURA 11- INTEGRAL COMO SOMA DE AREAS DE RETANGULOS

YA y = fix) yA y = fix)
/
;(‘// ’{"K
Y
_ dx
0 a b X (0] a b _‘-:

Imaginava-se a regido dividida numa “quantidade infinita de retangulos
infinitesimais” de largura dx e altura y (figura 11). Obtinha-se entdo a area da
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regiao “somando-se” as areas desses retangulos. Essa soma é denotada pelo
sinal de integral j , que e um S alongado, inspirado na inicial da palavra latina

summa. Assim, a area em questao pode ser escrita
b

h
j f (x)dx, _[y dx, ou simplesmente j ydx. Essa notagdo tem uso geral

hoje em dia e € lida como “integral de a a b de ydx”.
O simbolo de integral foi introduzido em 1675, por Leibinz num manuscrito

em que escreveu Iﬂ para expressar omn./ isto & a soma de todos os /.

Quem primeiro usou a palavra integral foi Jacob Bernoulli, em 1690. O
simbolo comum de somatério °, € a letra maiuscula grega sigma. Assim,
conforme o espirito de Leibniz, dever-se-ia escrever.

b
2y dx = Iydx = area

O conceito de integral definida relacionado & area de uma superficie
permitiu que muitas inovagbes pudessem ser expressas por integrais de fungdes
que foram surgindo em razéo das necessidades. Ao realizar essas contribuicées na
area matematica, acredita-se que Bernoulli e outros estudiosos das integrais nem
tomaram consciéncia da enorme contribuicdo que estariam dando a humanidade.
Nesse processo, cabe indagar: e nas aulas que sdo ministradas atualmente o aluno
tem consciéncia de que pode descobrir elementos, mudar rumos pré-estabelecidos,
beneficiar os seus semelhantes com as suas pesquisas?

Em complementagdo ao estudo do uso da geometria e seus beneficios,
elencou-se o conteudo sobre integragdo que BOYER (1974), apresenta:

A teoria da integragdo moderna comegou com Augusttin Louis Cauchy, que
ao inicio do século XIX desenvolveu a integral como um “limite”.

Para uma fungéo y=f(x), continua no intervalo [a,b], Cauchy formava a soma
de produtos

Sn = (x1 - x0) . f (x0) + (x2 - x1) . f(x1) + ...

+ (xn - xn-1) . f (xn-1), onde a = x0 < x1 < x2 <...<xn- 1<xn = b “(figura a
seguir) (BOYER, 1992: 87)
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FIGURA 12- INTEGRAL SEGUNDO CAUCHY

YA =

y

y = f(x)

x y

O xp=8ax; X3 ... x,,b=x

Percebe-se nessa exemplificacdo, que BOYER (1974) apropria-se da
contribuigdo de Cauchy para desenvolver a integral como um limite, embora néo
tenha estudado limites para chegar as integrais.

Como sao desenvolvidos os programas de Calculo Diferencial e Integral
na maioria das propostas dos professores de matematica? Na maioria das obras
indicada pelos docentes a ordem apresenta-se comegahdo por Limites, Derivadas e
por ultimo Integrais, ou seja, o conceito de limite, que tem se mostrado ser de mais
dificil entendimento, vem antes das Integrais. E do conhecimento dos docentes de
Calculo que integrais podem ser escritas como limites de somas de areas mas a
ordem ensinada na maioria dos casos é Limites, Derivadas e Integrais. Os
problemas do ensino do Calculo levam a questionar se esse processo de ensino é

eficaz.
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1.1 ANALISE DE ALGUMAS REFERENCIAS CITADAS E REFLEXOES SOBRE O

PAPEL DA GEOMETRIA NA CONSTRUGAO DE CONCEITOS

MATEMATICOS

Péde-se observar que todos os exemplos referidos nesta pesquisa
envolveram o desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral destacando a
presenga da Geometria como ponto de pértida. Esse estudo bibliografico critico
poderia servir para ser seguido pelos que atuam nessa area com a finalidade de
apresentar os conceitos, mesmo os de algebra elementar, para que fossem melhor
assimilados pelos alunos. Nesse contexto, valeria refletir: se o Calculo desenvolveu-
se dessa maneira (partindo de problemas geométricos), nao seria este um caminho
eficiente para trabalhar essa disciplina com os alunos?

A experiéncia vivenciada e o estudo realizado apontam que a
aprendizagem dos alunos de Calculo poderia chegar a estagios mais avangados se
nao fossem explorados com tanta énfase sé os raciocinios algébricos elaborados.
Com ajuda da Geometria, os alunos seriam investigados para que investigassem
mais, explorassem mais as formas e tivessem oportunidade de exteriorizar suas
experiéncias em matematica. Essas inquietagdes ocasionariam mais significado nos
conceitos estudados e estariam mais propensos a criar € ndo apenas a reproduzir o
conhecimento transmitido. Em seu artigo Geometria e Imaginagdo, Geraldo AVILA
(1983:25) reforca essa idéia :

‘O pensamento matematico vai muito além do raciocinio légico dedutivo.
Em seus aspectos mais criativos ele repousa sobretudo na intuigdo, no raciocinio

plausivel e nos recursos heuristicos, na imaginagao e na visualizagio geométrica”.
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Essa afirmacéo de Avila (1983:25-28) remete a uma reflexdo sobre a
pratica docente que a maioria dos professores vem propondo no ensino de Calculo.
Esse desafio aponta para um repensar, na pratica pedagogica, do professor de
matematica, que venha apontar caminhos para resolver problemas, como altos

indices de repeténcia, falta de pré-requisitos e aversdo que muitos alunos

apresentam a esta disciplina.

Ressaltando a importancia da Geometria, Sérgio LORENZATO (1995:3-
13) faz um alerta para os docentes com as seguintes colocagdes:

A Geometria € um excelente apoio as outras disciplinas: como interpretar um
mapa, sem o auxilio da Geometria? E um grafico estatistico? Como
compreender conceitos de medida sem idéias geométricas? A histéria das
civilizagOes estd repleta de exemplos ilustrando o papel fundamental que a
Geometria (que é carregada de imagens) teve na conquista de conhecimentos
artisticos, cientificos e em especial matematicos. A imagem desempenha
importante papel na aprendizagem e € por isso que a representacéo de tabelas,
férmulas, enunciados, etc., sempre recebe uma interpretacdo mais facil com o
apoio geometrico. A geometria pode esclarecer situagdes abstratas, facilitando
a comunicac¢do da idéia matematica.

Ainda sobre a importancia do ensino de geometria, Estela Kaufmam
FAIGUELERNT (1995:45-53) explica que a partir de areas de figuras planas poder-
se-ia comecar muitos trabalhos algébricos como resolugdo de equacdes,
inequagoes, sistemas e outros. E apresenta que:

A Geometria oferece um vasto campo de idéias e métodos de muito valor
quando se trata do desenvolvimento intelectual do aluno, do seu raciocinio
légico e da passagem da intuicdo e de dados concretos e experimentais para
0s processos de abstracao e generalizagéo.

A Geometria também ativa as estruturas mentais, possibilitando a passagem
do estagio das operagdes concretas para o das operacdes abstratas. E
portanto, tema integrador entre as diversas partes da Matematica bem como
campo fertil para o exercicio de aprender a fazer e aprender a pensar. Ela
desempenha papel primordial no ensino, porque a intuicdo, o formalismo, a
abstracao e a dedugao constituem a sua esséncia.
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Apesar de o artigo de Faiguelernt se referir propriamente aos ensinos
fundamental e médio, acredita-se que se adapta ao nivel superior, uma vez que a
geometria tem demonstrado historicamente que muitas sao as suas fungdes dentro

da Matematica e do desenvolvimento do raciocinio.



2 ANALISE REFLEXIVA SOBRE O ENSINO DOS LOGARITMOS COM BASE EM

LIVROS DE CALCULO UTILIZADOS NO BRASIL

Neste capitulo pretende-se mostrar algumas situagdes propostas por
matematicos sobre a aprendizagem da fungdo logaritmica, apresentados em alguns
livros de Calculo utilizados no Brasil.

E importante ressaltar que o trabalho nao pretende fazer uma andlise
sobre o conteudo matematico dos livros, o que mereceria Qm estudo muito mais
aprofundado. Pretende-se apenas mostrar os diferentes caminhos tomados pelos
autores para trabalhar com a fung¢éo logaritmica.

Deve-se levar em conta também os objetivos de cada livro pois alguns
deles, apesar de nao deixarem um método explicito ‘em suas paginas, propdéem ao
professor atividades altamente enriquecedoras e criativas.

A qualidade de um curso de Calculo depende de op¢do metodolégica do
professor e do livro indicado para estudo. Sendo o Célculo uma disciplina que faz
parte do curriculo basico de muitos cursos de graduagao, como Agronomia,
Zootecnia, Arquitetura e Engenharia, portanto torna-se importante que se faga uma
reflexdo, uma anadlise que consiga detectar se a maneira como a disciplina vem
sendo desenvolvida nas universidades brasileiras nesses cursos esta atingindo os
objetivos aos quais se propde.

No artigo “O Livro Didatico de Matematica: Utilizagdo na Percepgao do
Aluno” Antonio Pinheiro de ARAUJO (1992:101) coloca que os livros didaticos nao

devem ser somente corretos, mas significativos e relevantes para os alunos; que
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tenham uma representatividade no cotidiano do aluno; que atendam as suas
capacidades intelectuais e suas necessidades praticas’.

Durante muito tempo se discute a questdo dos livros didaticos utilizados
no ensino fundamental e no ensino médio. Cabe enfatizar que a indicagdo do livro
didatico depende, em especial, da formagdo dos profissionais que atuam como
professor. Por isso, justifica-se elencar as obras estudadas nos diferentes niveis de
ensino, pois os profissionais que realizam a graduagao e a licenciatura sofrem uma
influéncia direta em sua formacao para optar pelas obras trabglhadas.

O livro de calculo, utilizado em todos os niveis, acaba contemplando
conteudos intimamente relacionados com grande parte da Matematica estudada no
ensino fundamental e no ensino médio.

Ha muito ja se discute a questdo dos livros didaticos utilizados na escola
de maneira geral. Essa discussdo nao tem sido expressiva no terceiro grau, pois ha
alguns livros indicados onde os autores, preocupam-se com os referenciais teoricos,
mas apresentam o cuidado de tornarem-se didaticos na apresentagcdo dos
conteudos. Ha autores que apresentam um conjunto de incoeréncias, erros
conceituais, definicdes que nao sdo claras e ndo se preocupam em esclarecer aos
leitores (alunos) de onde advém os calculos e os raciocinios para resolver
determinadas situacdes. |

Optou-se em apresentar fragmentos de livros de Calculo de varios
autores que ilustram como o tem a fungao logaritmica é trabalho. Como as relagdes
entre a fungcdo logaritmica e exponencial sao muito estreitas ha autores, como

GRANVILLE (1965) que tratam do tema estabelecendo comparagdes entre essas

funcdes.
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Elencou-se por exemplo a obra “Elementos de Calculo Diferencial e
Integral” do autor W.A. GRANVILLE (1965:108-109), que propde:

“62. - Fungoes exponencial e logaritmica.
A funcdo de x
(1 =¢* (e = 2,718), chama-se fungdo exponencial. O grafico dela é o
da figura abaixo. Ela € uma fungéo crescente de x para todos os valores de x,
como veremos mais tarde, e continua em todos os pontos.
De (1) resulta, por definigéo.
2)x=Iny

FIGURA 13- GRAFICO DE UMA FUNCAO EXPONENCIAL: GRANVILLE

As fungbes e e Iny sdao, pois, fungdes inversas uma da outra(§39).
Trocando o nome das variaveis em (2), temos
R)y=Inx
na qual y é, agora, uma fungéo logaritmica de x. O grafico desta funcdo é o da
figura seguinte. ela nao é definida para valores negativos de x nem para x = 0.
E uma fungéo crescente para todos os valores de x > Q e continua para todos
os valores, isto &, para todo valor a de x maior que zero,

(4) lim, ,,Inx=Ina

Quando x — 0, entdo y — - =, como se observou acima. O eixo dos yy &
uma assintota da curva.

FIGURA 14- GRAFICO DE UMA FUNCAO LOGARITMICA: GRANVILLE

1
(

As fungbes a “e loga x (a > 0) tém as mesmas propriedades que e“elnxe
graficos similares aos mostrados.”
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Nesta citagcdo pode-se constatar as referéncias feitas a conceitos ja
apresentados no inicio do livro ou contetildo que o autor supde que o aluno tenha
aprendido na escola secundaria. Constata-se que se o aluno ndo dominar por
exemplo, termos como fungdo crescente ou fungédo inversa, o desenvolvimento da
teoria fica comprometido.

Outra obra denominada “Calculo Diferencial e Integral” de N.
PISKOUNQV (1993.59-60) apresenta o conteudo sobre logaritmos neperianos da
seguinte forma:

“Logaritmos neperianos
Definimos no £ 8 do capitulo | a fungéo logaritmica y =log, x. O namero a

chama-se base do logaritmo.

Se a = 10, y chama-se o logaritmo decimal do numero x que se designa pela
notagao y = log x.

FIGURA 15- LOGARITMOS NEPERIANOS: PISKOUNOV

| y | A;’Dlag 10=1

2y o

! .
Ul/fﬂej@.ﬁﬁtf;@gmf

Conhece-se as tabuas dos logaritmos decimais a partir do curso do ensino
secundario; estas tabuas chamam-se tabuas de Briggs, do nome do sabio
inglés Briggs (1556-1630).

Chama-se logarnitmos naturais ou logaritmos neperianos aos logaritmos cuja
base e o numero
e = 2,71828..., o nome de um dos primeiros inventores das tabuas de
logaritmos, o matematico Neper (1550-1617). Logo, se e’= x, y diz-se o
logaritmo natural do namero x. Escreve-se entdo y = Log x, em vez de y =
log, x .Os gréaficos das fungdes y = log x séo dados na figura 15.

Estabelecamos agora a relagdo que existe entre os logaritmos decimais e
naturais de um mesmo numero X.
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Seja y = log x ou x = 10”. Tomemos o logaritmo de base e dos dois membros

desta Ultima igualdade. Encontramos Log x =y Log 10. donde y =

Log x.
Logl0 .

Substituindo y pelo seu valor tem-se log x = Log x.
Logl0

Assim, se se conhece o logaritmo natural do numero x, obtém-se o seu

logaritmo decimal multiplicando o logaritmo natural de x pelo fator M =

Logl0
0,434294 que é independente do numero x. O numero M chama-se modulo de
transi¢do dos logaritmos naturais aos logaritmos decimais:
logx=M. Log x.
Pondo nesta igualdade x = e encontra-se o valor do numero M expresso com
o auxilio dos logaritmos decimais:
loge =M (Loge=1).
Os logaritmos naturais exprimem-se com o auxilio dos logaritmos decimais
pela férmula:

Logx= iIog X, onde 1. 2,302585."
M M

O excesso de relactes envolvendo conceitos e termos desconhecidos e a
imposicdo de formulas que transformam logaritmos de uma base para outra
sugerem uma Matematica pronta onde no momento certo se d&o as solugdes para
todos os problemas. Isto porque ndo ha um momento de descoberta das relagdes
apresentadas. Os novos conceitos sdo expostos para serem agregados a muitos
outros que o aluno armazena, na tentativa de entender o Cailculo.

Na obra, Calculo com Geometria Analitica, SIMMONS, volume 1,
(1987:366-368), 0 autor apresenta a fungao logaritmo natural, da seguinte forma:

A FUNCAO LOGARITMO NATURAL y =In x

Os logaritmos na base 10 - logaritmos comuns sdo, com frequéncia,
ensinados nos colégios, comegando com a definicdo costumeira: para todo
numero real positivo x, log10 x € o nimero y para o qual x = 10”. De maneira

idéntica, para todo namero positivo x, log,x & o numero y tal que x = e’ (fig.
16).
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FIGURA 16- GRAFICO DA FUNGAO LOGARITMO NATURAL: SIMMONS

O numero log, x x chama-se logaritmo natural de x, por motivos que ficardo

claros na Observacdo 2. Em deferéncia a pratica-padrao usamos a notagédo
mais simples In x, para o logaritmo natural de x. Assim,

y = In x tem o mesmo significado que x = ¢”,
no sentido de que se trata de uma Unica equacéao; primeiro, escrita em forma
resolvida para y e, depois, escrita em forma resolvida para x. O graficode y = In

X se obtem por simples giro de grafico de x =e¢” ou pela troca das posi¢ées dos
eixos (Fig. 16, acima). Exatamente como na Segdo 8.2, a funcdo logaritmo
natural y = In x é definida somente para valores positivos de x e tem as
seguintes propriedades familiares:

Inxx, =Inx,+Inx, e In X ozinxt- In x2:
X
In x* =bInx;
e™=xeln e*=x;
iminx=-« e liminx=<

temos também:In1=0elne=1.

d
Podemos calcular a derivada —-da fungdo y = In x muito faciimente,
. | .
derivando x = ¢”, implicitamente com relagéo a x:

d d
1= e‘—i,assim———i-—l
d

. . & %
Isto nos da a formula
d 1
—Ilnx=—,
dx i 5
e temos imediatamente a extens&o da regra da cadeia
d 1 du
—hu=——
dx u dx'

onde u é uma funcao qualquer de x..
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Exemplo 1. Como aplica¢ées diretas de (1), temos

iln 8y 1) = 1 d3x+1) _ 3
dx 3x+1 d. 3x+1
e )
iin(l—x2)= 1 : d(i—x )= ..xj
dx l—x~ dx l—-x-
iin( 3x 1 (2x+1)3-3x.2

d: 2x+1)”3x/(2x+1) (2x +1)>
-
x(2x+1)

Salientamos que o ultimo célculo pode ser simplificado, escrevendo primeiro
3x

2x+1

In[

]=In3 +Inx-In(2x + 1), de modo que

6. S | 2 1

d
—In =
dx (2.x+1 x 2x+1 x(2x+1).

_ . d : ; ‘
A verséo diferencial de (1) € d(In u) = m-li, 0 que conduz imediatamente a
u
principal formula deste capitulo,

[@= Inu+c. (2)
U

Como se pode constatar, afirmacées como o “simples giro do grafico de
x=e" demonstram como determinados procedimentos sdo considerados pelos
autores de Calculo. O professor deve estar atento se o aluno também considera o
grafico da fungéo citada como “simples” e se operagdes como o giro desse grafico
ou a permutacdo de eixo sdo de seu dominio.

Em Um Curso de Calculo de GUIDORIZZ! (1987), 22 edicao, vol1, que

apresenta o conteldo de Logaritmo da seguinte maneira:

LOGARITMO

Teorema. Sejam a>0, a =, § > O dois reais quaisquer. Entéo existe um Gnicoy
real tal que

a,y =p.
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Demonstracdo

Suponhamos, primeiro, a > 1. Como lima’' = + -e lim a' = O, segue
que existem reais u e v, tais que
a<f<a
Como f(-x) = a’ & continua no intervalo fechado [u, v] segue do teorema do
valor intermediario que existe y em [u, v] tal que

f(y)=Boua"=g

A unicidade de y segue do fato de f ser estritamente crescente.
O caso O < a < | deixamos a seu cargo.

Sejama >0, a #1, e B > O dois reais quaisquer. O unico numero real y tal
que

ay=8 :
denomina-se logaritmo de 8 na base a e indica-se por y= log. 0. Assim

y=log, B a” =p

O excesso de formalismo em um primeiro momento €, por exemplo para
um aluno de engenharia que se interessa mais nas aplica¢des do conteudo, um
obstaculo. Isto porque a escola secundaria ndo tem preparado os alunos para
assimilar demonstragoes, principalmente no inicio do curso de Calculo (vol.1).

Outra obra apontada para essa analise critica ¢ a de “Célculo A" de
FLEMMING e GONCALVES (1992) onde apresenta-se a fun¢do logaritmica como:

2.15.2 Fungio Logaritmica. Dado um numero real a (O < a = 1), chamamos
funcéo logaritmica de base a a funcdo de IR* em IR que associa a cada x 0
numero log,x , isto é,

As fungdes f de R,” em IR definida por f(x) =log, x e g, de IR em IR*

definida por g (x) = a; O <a |, sdo inversas uma da outra.
Temos D(f) R* e Im(f) = IR.
Com relagdo ao grafico da fungao f(x) =log, x

(O < a =1) (Figura 2.21), podemaos afirmar:
I) esta todo a direita do eixo y"
2) corta o eixo das abcissas no ponto (1, O)-,
3) f(x) = loga,c é crescente se a > 1 e decrescente se

O <ac<T;
4) é simétrico ao grafico da funcdo g (x) = a'em relacdo a reta. y =.x.
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FIGURA 17- GRAFICOS DE FUNCOES LOGARITMICA E EXPONENCIAL:

FLEMMING E GONCALVES

Apesar de se constatar que a proposta tem a intencdo de facilitar o
entendimento do aluno uma linguagem mais acessivel, os conceitos sao
apresentados e afirmagdes sdo feitas com base em informagdes que o aluno pode

ou ndo dominar.

No livro “Calculo” dos autores MUNEM e FOULIS, vol. 1 (1982:429-430),
também encontra-se a Defini¢cao de fungéo logaritmica natural como:

DEFINICAQ | A funcao logaritmica natural

A fungéo logaritmica natural, denotada por In, é definida por
In x = % dt para x> Q.
Evidentemente, o dominio da In é o intervalo (0, =) e, parax > 1, In x pode
ser interpretado geometricamente como a area abaixo do graficodey = tl t>
O,entret=1et=x(Fig. 17). Da definigao |, temos:

1
In 1 =_f%dt=0.
1

1
também, para O <x < |, In x € a area abaixo do graficodey = ? t>0,entret =

xet=1(Fig. 18), porém com sinal negativo.
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FIGURA 18- FUNCAO LOGARITMO NATURAL COMO AREA DE FAIXA DE

HIPERBOLE: MUNEM E FOULIS

Em resumotemosquelnx<0OseO<x<1,Inx=0sex=1.elnx>0sex
> 1.

Nesta obra os logaritmos sdo apresentados apdés o conteddo Integral
Definida. Isto significa que o aluno pode ficar boa parte do curso sem ter os

referenciais dessas fungdes nos contelidos Limites e Derivados e suas aplicagoes

no cotidiano.

Na obra Calculo - fungdes de uma variavel, elaborada por Geraldo AVILA
(1981:124-125) trata a fungéo logaritmica da seguinte maneira:
Fungao Logaritmica

Na escola de segundo grau, & costume introduzir o logaritmo com base no
conceito de exponenciagdo. Assim, fixado um numero a >0, o logaritmo de um
numero positivo N na base a, indicado por loga N, é 0 expoente r a que se deve
elevar a base para se obter N. Em simbolos, isto significa que

logaN=roN= g’

A dificuldade com essa definigcdo € que ela exige o conhecimento prévio do

que seja poténcia com expoente real qualquer, a”. A definicdo de a” é muito
simples quando r € um numero inteiro. quando r € um nimero racional positivo,

pa
digamos r = E, com p e q inteiros positivos, podemos definir a* como sendo a
q

=B
raiz g-ésima de a”: a* =Ya” .Ser=- P for negativo, entdo definimos
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at =1a* =1¥4a’

Mas isso exige, evidentemente, que ja saibamos o que seja raiz g-ésima de
um numero positivo b (no caso, b= a”) o que ja é uma questdo delicada. Por
exemplo, embora seja facil entender que J25 =50u 38 =2, qual o significado
de .2\/5 ou i/ﬁ ? A maneira mais conveniente de esclarecer essas questdes - e

outras mais, como o significado de ¢", com a > 0 e r irracional - consiste em,
primeiro definir o logaritmo de alguma outra maneira e introduzir o conceito de
exponenciagdo com base no logaritmo. Assim, de acordo com (4.22), diremos

que a”é o numero N se r for o logaritmo de N na base a. Felizmente, isto é
possivel e € o que faremos a seguir.

FIGURA 19- FUNCAO LOGARITMO NATURAL COMO AREA DE FAIXA DE

HIPERBOLE: AVILA

—
»

Vamaos definir o logaritmo natural de um numero x>0 como sendo a area da

: : . L e
figura compreendida entre as retast =1, t = x, 0 eixo Ot e a hipérbole y = — (fig.
t

19), considerada positiva se x > 1, zero, se x = 1 e negativa, se 0 <x< 1.

O problema de definir a area de uma figura plana, delimitada por arcos de
curva e possivelmente um ou mais segmentos retilineos, como na definicdo do
logaritmo, requer uma anadlise cuidadosa. Mais adiante, na Seg¢. 6.2,
explicaremos como isso é feito. De qualquer forma, a no¢ao intuitiva que temos
de area € um guia seguro nas conclusdées que vamos tirar da definigdo do
logaritmo.

No Calculo, o logaritmo natural de um numero x > 0 & simplesmente
chamado “logaritmo de x” e indicado por log x ou In x. E claro que temos aqui
uma funcédo de x, definida para todo x >0, que é negativa no intervalo 0 < x < 1
e positiva para x > 1. Ela é também crescente, pois, como é facil reconhecer, a

area (em valor e sinal) que a define torna-se cada vez maior, a medida que x
cresce.
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Nesta obra, a funcdo logaritmica & apresentada ja no inicio do curso
como area de um ramo de hipérbole e sem utilizar o conceito de integral definida.
Se o professor conduzir o processo de forma que o aluno explore todos os
conceitos, pesquisando os que nao tenha dominio, ja se tem ai uma preparagao
para o trabalho com areas de figuras ndo poligonais que sera bem explorado no
topico Integral Definida.

O livro “Calculo com Geometria Analitica” de Swokowski, 22 edicdo, vol1,
apresenta a funcdo logaritmica natural da seguinte forma:

A FUNCAO LOGARITMICA NATURAL

Na introducdo ao capitulo explicamos porque € necessario adotar, para as
funcbes logaritmica e exponencial, um enfoque diferente do usado na
matematica pré-calculo. A primeira vista, vocé podera achar estranho definir
uma fun¢do logaritmica como urna integral definida; mais adiante, entretanto,
veremos que a funcdo obtida obedece as leis familiares dos logaritmos
estudados em cursos pré-cdiculo.

FIGURA 20- INTEGRAL DEFINIDA COMO AREA SOB O GRAFICO DE UMA

FUNCAQO: SWOKOWSKI

4

F(x)=ff(f) dt

= Areasobo
grafico de f

y= R0

Seja f uma funcdo continua em um intervalo fechado [a, bJ. Tal como na

prova da Parte | do teorema fundamental do calculo (5.30), podemos definir
uma funcgéo F por
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Fix) = [ f(t)dt

para x em [a, b}. Se f(t) >O em todo [a, b], entdo F(x) € a area sob o grafico de
f de a a x, conforme Figura 20. Para o caso especial f(t) = ", onde n é um

numero racional e n € um numero racional e n = - 1, podemos achar uma forma
explicita para F. Assim, pela regra da poténcia par integrais,

x n+l
Fg = [odr=[—;

| S
e (x"'—a™") sen=-1
n+

nao é

Como indicado, ndo podemos utilizar ¢ ' para o integrando, pois 1
n+
definida se n - 1. Até aqui nio tivemos meios de determinar uma antiderivada

1 . 1 . N -
de — - isto &, uma fungéo F tal que F(x) =—. A proxima definigdo suprira esta
X X

lacuna.

Definigao (7.9)
Define-se a funcao logaritmica natural, denotada por In, como

Inx = Ildr
-3
para todo x >0

A expressao In x (leia-se ele-ene de x) € chamada Logaritmo natural de x.
Usamos esta terminologia porque, como veremos, In tem as mesmas
propriedades que as fungdes logaritmicas estudadas nos cursos pré-calculo. A
restricio x > O €& necessaria porque, se x < O, o integrando tem uma

descontinuidade infinita entre x e 1 e, assim, Ildr néo existe.
t
1

Se x > 1, a integral definida Edt pode ser interpretada como a area da
1
regido sob o graficodey = det=1at = x (veja a Figura 21).
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FIGURA 21- FUNCAO LOGARITMO NATURAL COMO AREA DE FAIXA DE

HIPERBOLE: SWOKOWSKI

(i)
4

Neste livro também os logaritmos sdo apresentados apos o conteldo
Integral Definida. Além das consideractes feitas com relagao a citacéo da obra de
MUNEM-FOULIS, corre-se o risco de o conteudo nao ser apresentado de maneira
satisfatéria se o niUmero de aulas disponiveis ndo for suficiente.

Qutra obra que merece ser analisada criticamente € “O Calculo com
Geometria Analitica”, de Louis LEITHOLD (1994:440), 32 edicéo, vol. 1, que trata o
assunto da seguinte maneira:

Neste capitulo vamos definir a fungdo logaritmica usando o Calculo e provar
as prioridades dos logaritmos partindo dessa definicdo. Entdo, a funcéo
exponencial sera definida em termos da fung¢do logaritmica. Essa definicao
possibilita-nos definir ¢* sendo x um nUmero qualquer e a > 0. As
propriedades das poténcias serdo entao provadas para os casos em que o0
expoente for qualquer numero real.

Considere a formula

n+l

It"dt=t

n+1

+C n=-1
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FIGURA 22- FUNGAO LOGARITMO NATURAL COMO AREA DE FAIXA DE

HIPERBOLE: LEITHOLD

e |1t

22-a 22-b

Essa férmula n&o é valida para n = -1. Para calcular [¢"dt quando n = - 1,
. " : : . 4 "
precisamos de uma fungdo cuja derivada seja —.0O primeiro teorema
%

fundamental do Calculo (5.8.1) da-nos tal funcao:

fi

onde a pode ter qualquer numero real com o mesmo sinal que x. Para

: - . . 1 .

interpretar tal fungao, seja R, a regido limitada pela curva y =—, pelo eixo t, pela
{

retat = 1 a esquerda e pela reta t = x, a direita onde x > 1. Essa regido R, esta
na Figura 22-a. A medida da area de R, é uma fungdo x; vamos chama-la de
A(x) e defini-la pela integral definida

A(x) = ]‘% dt

Consideremos agora essa integral no caso em que O < x < 1. Da definicéo,
555,

xl ~ 11
hdt-- f?dt

1 x

Entao, a integral j‘% dt representa a medida do arco da regido R, limitada
1

1 . .
pela curva y =?, pelo eixor, pelaretat = x a esquerda e pelaretat=1 a
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tl i . : ” ,
direita. Assim, sendo, _[— dt sera entdo a medida da area da regido R, da Figura
t
1
22-b, com sinal negativo.
_ 1 el . —
Para x = 1, a integral j— dt torna-se I—dt. que e igual a zero pela Definigdo
t 4

1
5.5.6. Nesse caso, as limita¢des a esquerda e a direita da regidao coincidem e a

: Tl .
medida da area &€ 0. Assim, a integral j— dt para x > O pode ser interpretada
!
1
em termos da medida da area de uma regido. Seu valor depende de x, sendo
usada para definir a fungao logaritmica natural.

7.3.1 Definigao: A Fungao logaritmica natural € a fungao definida por

X

|nx=_|.%dt,x>0

1

dominio da fung¢do logaritmica natural € o conjunto de todos os numeros
positivos. Lé-se In x como o "logaritmo natural de x".

Nesta obra percebe-se que ha um tratamento mais demorado dos
conceitos de forma a construir a fungdo logaritmica natural. Entretanto ela se

enquadra nos problemas relacionados a obras citada anteriormente e também a

obra de MUNEM-FOULIS (1982).

2.1 CONSIDERACOES RELACIONADAS AS OBRAS APRESENTADAS

Nos livios mencionados foi possivel constatar que alguns serviram as
necessidades de uma época, como por exemplo, Piskounov que se refere a tabuas

de logaritmos. Outros ja mais inteirados com os avangos da informatica tomam

caminhos diferentes.
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A fungao logaritmica, nos livros relacionados neste capitulo, aparece em
varios momentos: no inicio, como revisdo de um conteGdo que o aluno deveria
dominar da escola secundaria, nos capitulos finais, apés o Teorema Fundamental
do Calculo e também no inicio, partindo de idéias geométricas.

A proposigéo dos autores pesquisados, nesse estudo, permitem observar
que os caminhos trilhados nos livros para se chegar & funcédo logaritmica sao
diversos e cada um deve ter em si um priﬁcipio que o fundamente. Observa-se que
0s autores deveriam preocupar-se como a aprendizagem do aluno tendo em vista as
dificuldades dos alunos que freqlientam o ensino médio, e, a realidade desse aluno,
uma vez que cada livro deve ter sido elaborado para atender Aa urha necessidade
diferente.

Em pesquisa bibliografica, critica e reflexiva permitem observar que ha
uma lacuna entre as necessidades da aprendizagem do Calculo no ensino médio e
0 que € ministrado aos alunos nesta escola. Muitas vezes o aluno nao consegue
interpretar o que o livro tenta Ihe transmitir por ndo dominar conceitos basicos nas
escolas fundamental e média. Neste caso o livro Célculo, elaborado especialmente
para a aprendizagem da disciplina, torna-se dependente de um professor que,
podera ou ndo, adequar os conceitos a realidade dos alunos fazendo com gue estes
consigam interpretar o que o autor propée a ensinar. Se isso nido ocorrer, as
demonstragbes e os teoremas, que fazem com que o Calculo tenha consisténcia,
nao serao aprendidas pelo aluno e por ndo terem nenhum significado para ele,

causam sérios problemas em cursos de graduacéo de Ciéncias Exatas.



51

No artigo “O Livro Didatico de Matematica: Utilizacao da Percepgao do
Aluno” de Antonio Pinheiro de ARAUJO (1992:101) cita um trecho importante de

LUCKESI (1992:98-107):

...encontramos livros didaticos que simplificam os conteudos de tal forma que
nao auxiliam em nada os educandos a entenderem melhor 0 mundo, e
elevarem o seu patamar de compreensao da realidade.

Outras vezes, esses livros trazem conteldos secundarios que ocupam
tempo de ensino do professor e de estudo dos alunos, que poderiam ser
aproveitados em conteudo e atividades essenciais significativas. Pior que isso,
ainda o caso de alunos que sdo" reprovados por causa desses conteudos
secundarios, pois ha professores que, por ndo assumirem uma posi¢ao critica,
exigem que seus alunos deles se apropriem.

De maneira geral, os livros de Calculo de autores estrangeiros e
traduzidos para o portugués trazem em sua esséncia um projeto destinado a servir
determinadas situagdes caracteristicas de seu pais. O problema é que as vezes o
professor toma o programa do livro estrangeiro como caminho a ser seguido e quer
aplica-lo em realidades brasileiras totalmente distintas, sem fazer qualquer
adaptacdo ou retomada de pré-requisitos. Ha escolas no Brasil que ndo garantem
nem a aprendizagem de conteudos como a construgdo do grafico de funcdes
elementares como a de 1° grau e a quadratica. Esse fato, compromete o estudante
que apresentara dificuldades para entender o que esta proposto nos livros de
Calculo?

Em congressos, seminarios e encontros de educagdo matematica,
realizados nos ultimos cinco anos, relatos de docentes tém evidenciado que na
escolha dos livros de Calculo, dificilmente o professor faz um diagnéstico de sua
classe antes de propor o livro mais adequado. Na realidade o professor escolhe o

livro de Calculo por concordar com a seqliéncia de conteudos do autor, pelo livro
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conter mais ou menos rigor, ou pelo fato do professor ja conhecer os exercicios do
livro (as vezes por ter estudado nesse livro). Esses procedimentos inadequados
para um ensino com qualidade, podem comprometer todo o processo de
aprendizagem. O sujeito do processo, o aluno, tem se manifestado por nao
conseguir entender o livro que o professor indicou como sendo o melhor.

A contribuigdo de Francisco de Oliveira e CASTRO (1992:49) torna-se
significativa para complementar a analise no que se refere aos critérios para adogao
de um livro de Calculo:

Na falta do exato conhecimento dos progressos realizados até a sua época,
cada professor de escola de engenharia ou de escola militar adota o livro que
melhor se ajusta as suas tendéncias légicas ou filoséficas. O maior ou menor
numero de discipulos que consegue formar dentro da sua orientacéo é apenas
conseqliéncia do seu maior ou menor poder de persuasdo, da sua maior ou
menor dedicagdo ao ensino, e do maior ou menor entusiasmo que a sua
conduta civica e moral tenha o poder de suscitar entre os alunos.

Cada aluno se torna, assim um novo centro irradiador de idéias, muitas
vezes antiquadas, mas sempre sincera e convictamente ensinadas pelo mestre.
A aprendizagem do Calculo ndo se restringe apenas a ‘“ter visto”

determinados contetdos basicos ou ter desenvolvido raciocinios a partir desses
conteados, mas, ter investigado, vivenciado situagcdes de descoberta, e de ter

atingido determinado estagio de raciocinio.

O problema que vem aumentando a cada ano de escolaridade é a
dificuldade do aluno se tornar critico ja nos primeiros anos da universidade. Dificil &
apontar solugbes para superar esse desafio, pois elas dependem de muitas
variaveis. O que resta sdo sugestées de metodologias que possam resgatar
conceitos perdidos na vida escolar do aluno. A preocupagio deve concentrar-se em
proporcionar ao aluno situagbes de experimentagdo onde este possa descobrir e

construir os elementos necessarios para assimilar os raciocinios elaborados
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propostos no Calculo. O termo “elaborado” nesse trabalho surge apenas como
referencial de algo mais abstrato, pois, por exemplo, se o aluno ndo domina o
conceito de fung@o, muitos raciocinios para esse aluno serdo considerados
elaborados.

Diante da necessidade de se ter um conteudo cue seja coerente com as
necessidades de cada realidade surge a proposta didatica de proporcionar a
aprendizagem através do ensino com peshquisa. Uma proposta que pretende por
meio de investigagctes, relagées com a histéria da Matematica e com a realidade
vivenciada pelo aluno, conduzir o aluno ao conceito de logaritmos utilizando idéias

elementares da Geometria.



3- FUNDAMENTOS DA PROPOSTA METODOLOGICA PARA APRENDIZAGEM
DOS LOGARITMOS NO CALCULO DIFERENCIAL: UMA ALTERNATIVA

GEOMETRICA

O fato de as metodologias utiliza;:las em muitas classes universitarias nao
estarem atingindo os objetivos a que se destinam, remetem a uma reflexdao sobre a
pratica pedagdgica e as possiveis restruturagcoes que ela deve sofrer, e, em
espécial para acompanhar as constantes mudangas pelas quais passa a sociedade.
A postura do ensino tradicional na Matematica tem oferecido como produto o pavor
pela disciplina e essa atitude passa a provocar o afastamento dessa area do
conhecimento. As informagdes, experiéncias docentes e relatos informais de alunos
e professores mostram que mesmo 0s que se apresentam no processo como “bens
sucedidos” no ensino tradicional tém que aprender a produzir conhecimento e a
criar e esse procedimento empreende um esfor¢o proprio. E como profissional
buscam com autonomia qualificar-se sob pena de nao se adaptarem a realidade.

Cleide Farias de MEDEIROS (p.20) em um texto que analisa o ensino
tradicional da Matematica, faz a seguinte colocagao:

...No ensino tradicional de Matematica ndo tem havido em geral, um respeito
pela criatividade do aluno. Na pratica de ensino de um grande numero de
professores, alheios a preocupagdo com a criatividade matematica, ha um
desencontro entre esta e a forma metddica como as idéias parecem surgir
aqueles em suas exposi¢des de sala de aula. As solugbes das questdes e as
demonstracbes sao apresentadas de tal modo que ndo passam por ensaios e
tentativas de resolugéo e busca novos caminhos. Desta forma de apresentagao
dos conteddos, depreende-se uma concepgdo de Matematica em que a
criatividade & totalmente desfigurada, induzindo os alunos a impoténcia frente a
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sabedoria do mestre, que aparentemente encontra de imediato os melhores
caminhos para a solugao de questdes matematicas.

Com relagao aos cursos de Calculo Diferencial e Integral ministrados no
Brasil, Regina FRANCHI (1992) contribui para a reflexdo sobre as mazelas do
ensino tradicional com as seguintes idéias :

As mudangas que ocorrem a cada dia no mundo tém provocado discussdes
a respeito de como devem ser os cursos para habilitar o futuro profissional a
atuar nesse mundo em constante desenvolvimento.

O desenvolvimento cientifico e tecnolégico acontece de forma tdo rapida que
torna-se praticamente impossivel suprir o estudante com todas as informagées
de que necessitard para atuagdo na vida profissional. Espera-se que os
profissionais do século XXI| estejam habilitados a enfrentar situagées novas e
encontrar solugdes.

Dessa forma, ao mesmo tempo que deseja-se que a escola ponha o
estudante em contato com novas tecnologias, valoriza-se cada vez mais a
formagao conceitual basica, pois esta dara a fundamentagéo necessaria para ir
adiante naquilo que a escola pode transmitir, criando, inovando, construindo.

Nesse contexto percebe-se a importancia da disciplina Calculo Diferencial e
Integral nos cursos em que se insere. Cabe ao Calculo dar o embasamento
teérico necessario aos diversos cursos, sendo ainda linguagem para
representagdo de fenémenos da realidade e ferramenta para resolugdo de
problemas. _

Mas o trabalho nos cursos de Calculo nem sempre resuita em sucesso. Nem
sempre os alunos conseguem compreender os conceitos envolvidos € nem os
professores conseguem fazer com que o Calculo cumpra seu papel como
disciplina basica.

A busca das causas desse fracasso nos leva a uma reflexdo sobre as aulas
de Calculo: como esta disciplina tem sido trabalhada, os problemas gue os
alunos enfrentam com o seu estudo, a adequagdo das aulas ao momento

atual”.

Um fator que vem prejudicando as aulas de Matematica é a falta de
significado que ela tem para os alunos. Os relatos histéricos (ver capitulo 1)
mostram que os problemas surgem de questdes praticas e tem uma razéao de existir.
Mesmo que o objetivo seja desenvolver a habilidade com calculos (0 que seria

secundario hoje com as calculadoras) & necessario que o professor crie situagdes



que proporcionem o envolvimento do aluno com o tépico que estd sendo
apresentado, e cologue o conteltido como este foi concebido, dentro de um contexto.

Joao Bosco PITOMBEIRA (1990:65) contribui significativamente com

essa idéia quando coloca:

... @ Matematica no momento em que ela é feita ela estd contextualizada. no
contexto do trabalho daquele pesquisador, no trabalho daquela coletividade
matematica, no trabalho daquela sociedade. Ela é escrita em um livro, em uma
revista e entdo fica descontextualizada. Uma missdo que nds professores
temos €& de recontextualizar esta Matematica para o aluno. Essa
recontextualizagao tem varios aspectos . Um deles é que é a recontextualizacao
do conceito, da nogédo dentro de seu desenvolvimento na Matematica. E
apresentar o conceito em uma linguagem que o aluno entende. Obviamente se
vamos apresentar certo conceito para uma aldeia de esquimés ou para uma
aldeia qualquer, a linguagem devem ser diferente. O vocabulario, a vivéncia de
um esquimo é totalmente diferente da linguagem, da vivéncia da experiéncia de
alguém que vive em outra aldeia. Temos de adaptar nossa linguagem aquilo
que o aluno possa entender. Mas além disto, temos a obrigagdo para conosco,
para com o aluno de saber como determinado conceito surgiu e saber porque
ele & importante. Por que é que falamos em fungdo, em conjunto, em

geometria. Estas coisas ndo nasceram de graca e ndo nasceram
descontextualizadas.

As idéias de Pitombeira, deixam evidente que se faz necessario apontar
alternativas para que os problemas de aprendizagem na Matematica comecem a ser
resolvidos. Deﬁtro desta perspectiva surge a necessidade de uma proposta que
permita ao aluno produzir, exercitando a sua criatividade pois, desta maneira, a
disciplina podera ter mais significado para o aluno na universidade e na sua
profisséo.

Com relagdo as aplicagbes do Calculo para os profissionais atuarem no
mercado de trabalho, tem-se no texto de BIEMBENGUT e HEIN (1995:44) a
seguinte contribuicao:

O Calculo que, possivelmente emergiu da tentativa dos nossos grandes
mestres em desvendar a relagdo “Homem Versus Universo” contribui hoje,
significativamente , em todas as areas do saber.
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Este fato se comprova quando verifica-se o ementario da maioria dos cursos
de terceiro grau. O que antes se restringia aos cursos de engenharia, hoje
garante espaco também nos cursos das areas sociais, econdmicas e biologicas.

Apesar dessa importancia, o ensino nao tem correspondido as expectativas.
O Calculo tem sido uma das disciplinas com maior indice de reprovacdo. Além
disso, segundo levantamento realizado junto a engenheiros, contadores e
biologos, obteve-se , por consenso, que 0 que se aprende no terceiro grau nao
€ aplicado na respectiva area de atuagao. Por que esta dissonancia?

Acreditamos que isto ocorra pelo simples fato de que as disciplinas da area
matematica, na maior parte dos cursos de uma universidade, sdo de
responsabilidade do Departamento de Matematica. Como consegiiéncia, o
professor de Matematica, na maioria das vezes ndo tem conhecimento

substancial a respeito da outra area na qual atua, o que teoricamente, deva ser
natural.

Nesse sentido, o desenvolvimento de cada topico matematico e feito muitas
vezes, sendo negligenciados alguns conceitos fundamentais em detrimento de

regras e técnicas que, por certo, em meio ao avango tecnolégico, ja séo
obsoletas”.

Nos cursos de graduagdo como Engenharia da Computacao, Engenharia
Elétrica, Engenharia Mecanica, Engenharia de Alimentos, entre outros, o Calculo
vem sendo ministrado pelos professores de maneira tradicional e repetitiva, nao
contemplando momentos de experiéncias dentro do processo de aprendizagem. Os
conteudos s&o colocados de forma estanque, acabada, desconectados de uma
realidade, de uma razao de ser e de estarem ali. Relagdes que poderiam ser feitas
entre os contetudos do Calculo que poderiam tornar a disciplina mais atraente para
os alunos deixam de ser feitas muitas vezes em detrimento de um programa que
deve ser cumprido.

N&o € comum as aulas de Calculo possibilitaremn a criagdo de algo novo
para o aluno. Novas alternativas para resolver os problemas propostos. O que tem
ocorrido, na maioria das vezes, € uma relagdo autoritaria que conduz a mera

reproducao dos raciocinios que autores norte americanos, russos, brasileiros e

outros compilaram (CASTRO, 1992:53).
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Enquanto ndo houver espago para a experiéncia e para a investigagéo
nas aulas de Calculo Diferencial os programas poderdo continuar a ser cumpridos,
com os alunos tentando demonstrar que aprenderam a reproduzir e perdendo a
oportunidade de criar solugdes a partir de sua vivéncia que talvez pudessem
contribuir até para o desenvolvimento da prépria teoria.

Com relagéo a fazer experiéncias em matematica Ubiratan D’AMBROSIO
(1984:95) faz o seguinte comentario:

... 0 carater experimental da Matematica foi removido do ensino e isso pode ser
reconhecido como um dos fatores que mais contribuiram para o mau
rendimento escolar. Os professores das ciéncias naturais, sobretudo biologia,
parecem ter sido mais arrojados em propor uma abertura do curriculo levando o
aluno a fazer, quando adotaram o método de projetos. Mais recentemente, o
estudo das ciéncias ambientais serviu para encorajar ainda mais a inovacéo
nessa area. Em menor escala o ensino da fisica e da quimica também tem
mostrado inovagdes. O mais resistente tem sido o da Matematica.
Em muitos cursos de Calculo tem-se a impresséo de que a énfase maior
é dada para simbolos, e nomenclaturas que servem para uma organizagao
seqiiencial, nem sempre didatica, centrada em objetivos estritamente matematicos.
Os objetivos, por ndo levarem em conta que o aluno deve ser um sujeito atuante no
processo, acabam distanciando este estudante de conceitos que seriam Gteis na
profissdao. Essa ruptura entre o conteudo e sua aplicabilidade determina o
isolamento de conceitos do Calculo num mundo matematico que nao tem relagao
com a realidade da maioria das pessoas.
Nas palavras de Michael OTTE (1991:170), destaca-se a importancia da
experimentagao na construcdo dos conceitos matematicos: “... O pensamento

técnico-cientifico liga-se, inicialmente, de modo muito estreito com o fazer e com a

experiéncia, € menos com a teoria e a reflexao’.
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Vive-se em uma época em que ha mais importancia nas construgoes e
aplicacdo de conceitos, do que na repeticdo de simbolos, notagdes e abstragdes .

Nesse contexto, destaca-se a contribuicdo de MACHADO (1989:97):

....hoje se exige de um numero cada vez maior de trabalhadores que saibam
manipular calculadoras eletrénicas em cujo teclado encontram-se simbolos
como p ou e ou cos h. Poucos, no entanto, tém consciéncia do real significado
de tais simbolos, sendo o conhecimento envolvendo os mesmos obtidos

através da maquina, basicamente um conhecimento “revelado”.

As calculadoras, os computadores e o avango tecnolégico convidam os
educadores matematicos a refletirem sobre o que € mais importante no processo de
aprendizagem: memorizar e reproduzir ou aprender a raciocinar, aprender e
aprender e desenvolver a criatividade. A Matematica precisa ultrapassar o estigma
de preparar as pessoas apenas para usar os beneficios da tecnologia,
subordinando-se a ela, e buscar a formagao de uma geragao que dominara essa
tecnologia desenvolvendo-a ainda mais em prol do bem estar social.

O calculo surgiu de problemas concretos de Geometria e de questoes do
cotidiano, portanto os cursos de Calculo deveriam propor um caminho que
ultrapassasse a abstracdo, a poluicdo dos simbolos as aplicagbes abstratas,
buscando alternativas para produzir conhecimento significativo.

Trabalhando um Calculo a partir do saber do aluno e para o aluno, talvez
seja possivel construir conceitos mais duradouros. Conceitos que fiquem na
memoria dos profissionais que os utilizam para que possam criar solugbes para

problemas e situagdes diversas. Os conceitos matematicos podem até ndo mudar
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mas a forma como sédo apresentados aos alunos deve estar sempre adaptada a
realidade do momento.

O uso de questbes que possam ultrapassar as fronteiras da matematica
pode ser um grande agente motivador da aprendizagem uma vez que cada vez mais
percebe-se que ha pontos de intersecgdo entre contetidos de varias areas do
conhecimento. Em “Epistemologia e Didatica” de Nilson José MACHADO (1996:243)
faz a seguinte observagao:

A partir de um tema de Matematica, por exemplo, a idéia de semelhanca, é
possivel ir além das fronteiras desta disciplina, abordando questdes de
geografia, de Biologia etc. Os mapas sdo uma fonte extremamente fecunda
para a exploragdo de relagdes proporcionais, assim como o corpo humano
também o &. Assim, tendo como pretexto um tema matematico, & possivel
tratar-se de muitos outros temas, indo além das fronteiras disciplinares. Na
verdade, a propria caracterizagdo da semelhanga como um tema matematico
soa um tanto forgada, uma vez que tal idéia transborda em muito as fronteiras
dessa disciplina.

As palavras de Machado convidam a uma reflexdo sobre os rumos que a
Matematica e outras disciplinas deverdo tomar. O desafio sera trabalhar os
contetdos matematicos, dentro das areas de interesse dos alunos. Nesse contexto
a Matematica passara a ser trabalhada como uma disciplina presente no mundo
real.

Ao resolver o problema da falta de significado dos conceitos matematicos
para o aluno objetiva-se contemplar as primeiras luzes para a solucdo de
problemas, como, por exemplo, os altos indices de repeténcia dessa disciplina nas
universidades. O professor tornar-se investigador do préprio processo de
aprendizagem ofertado para os alunos parece ser uma alternativa para a

transformagao necessaria.
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A contribuicdo de Maria A. Viggiani BICUDO (1992:9) torna-se

significativa quando propée:

... O ponto fundamental para que o professor faga pesquisa ao realizar sua
pratica docente é estar atento ao que ocorre na sala de aula. Isso significa que
ele deve estar com seus alunos, percebendo-os no seu processo de
compreensao e interpretacdo da Matematica e percebendo-se no seu ato de

dar-aula de Matematica. Esse ato atentivo requer lucidez, abertura ao que esta
acontecendo...

A leitura do mundo, no momento atual, aponta caminhos para a educagéo
convergindo para metodologias que propiciem a producdo do conhecimento. Este
produzir, pode significar um reinventar, fazer uma adaptagdo de conceitos ja
elaborados pelo homem, adaptados as necessidades efetivas do momento que se
esta vivenciando. Assim, acredita-se que o processo da aquisicao de conceitos em
Matematica deve vir pela pesquisa e pela investigacdo. O professor deve estar
atento ao que os seus alunos trazem de suas experiéncias e ao que estao

aprendendo. Marilda A. BEHRENS (1996:79-80) amplia essa visdo com as
seguintes idéias:

A proposta desafiadora do ensino com pesquisa, que decorreria do aprender
a aprender, torna-se uma manifestagdo corajosa, pois implica alteragao
profunda na pratica pedagégica da sala de aula. Transpor a copia, a imitacao e
a repeticdo encrustadas no ensino das escolas, parece tarefa dificil de ser
realizada.

A atitude de pesquisa tem-se apresentado como alavanca de qualidade em
varios segmentos de ensino no pais, desde a educacgédo infantil, até a pés-
graduagdo. O dimensionamento pela pesquisa atinge a todos os profissionais
envolvidos na educacéo. O espago educativo amplia-se na-sociedade moderna
e nao se restringe ao ambiente escolar. A pesquisa tem sido atitude cotidiana
nas criangas e nos jovens que se defrontam com os instrumentos
informatizados. Portanto, o conhecimento nio se restringe a repeticdo dos
outros, mas prevé a criagdo/producéo de conhecimento préprio.

Cabe neste contexto a indagagdo: serd que o processo metodolodgico
utlizado na grande maioria das escolas, apoiado numa abordagem
reprodutivista, instrumentaliza estas geragoes para adentrarem, com
competéncia o mercado de trabalho?
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O ensino em todos os niveis e, principalmente no ensino superior perdeu o
carater de terminalidade. O mundo moderno ndo autoriza um profissional a ter
sucesso e competéncia, se ndo for um investigador / pesquisador permanente
na sua area. Assim, os conteldos transmitidos nas universidades ndo s3o
suficientes para a vida profissional dos estudantes. A proposta do aprender a
aprender abre a visdo de que a educac¢do nio tem fim, renova-se dia a dia e
avanga rapidamente numa sociedade moderna, provocando um processo
ininterrupto de atualizagdo. A instrumentalizagdo do “aprender a aprender’
acompanha o profissional e abre caminho para acessar a universalizagdo das
conquistas da ciéncia e das técnicas”.

Neste contexto, professores e alunos devem ser pesquisadores,
produtores de conhecimento e devem buscar o saber elaborado, que vem sendo
sistematizado nas publicages, nas experiéncias adquiriaas, nos ambientes
escolares e nas relagdes sociais, produzindo solugbes para os seus problemas.
Essa busca desenvolve a criatividade, a produgdo de conhecimento préprio e
docentes e discentes num universo que cada vez mais se expande e desafia a
busca da formagao de um cidaddo que vai ser mais competente para administrar a

sua vida cotidiana.

3.1 PROFESSOR E ALUNO EM UM CONTEXTO DE ENSINO COM PESQUISA

A Matematica que esta sendo desenvolvida em muitas escolas brasileiras
consiste em um contetdo que o aluno “vé passar’ como a um filme. O aluno nio
pode ser espectador do processo e sim sujeito, personagem atuante de uma histéria
que ele mesmo deve escrever. Como o estudante no percebe o significado nos
conceitos matematicos desenvolvidos em sala, num ensino tradicional, tende a

esquecer rapidamente o contetido proposto. Isso porque as relagdes e situagoes,
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puramente matematicas e propostas de maneira abstrata, levam cada vez mais ao
distanciamento do aluno na aprendizagem desses conteudos. A contribuigdo de
Pedro DEMO (1997:77) torna-se significativa quando coloca:

... a matematica apenas copiada, além de revelar um professor cdpia, nega sua
fungdo propedéutica de saber pensar; vira decoreba desvairada, como & uso
nos vestibulares; € muito mais importante passar pouca matéria, mas
compreendé-la em seu raciocinio completo do que entupir o aluno
extensivamente; ndo basta também aplicar o que aprendeu, a peso de
exercicios repetidos que, no fundo, apenas freinam”.

~

Portanto, as experimentacbes, a descoberta dos conceitos pelo préprio
aluno, a pesquisa, sao fatores que deverado estar presentes na sala de aula para
que a escola ndo se distancie da realidade. E o professor deve estar preparado

para coordenar este processo. Pedro DEMO (1997:26) contribui significativamente
quando propde:

A concepgdo moderna do professor o define essencialmente como orientador
do processo de questionamento reconstrutivo no aluno, supondo obviamente
que detenha esta mesma competéncia . Neste sentido, o que mais o define € a
pesquisa. A rigor, ensinar é algo decorrente da pesquisa. Ndo pode manter a
mesma densidade definitéria, como se diz com respeito 2 universidade em
termos de ensino, pesquisa e extensdo. De partida, se os trés termos fossem
pelo menos homogéneos, teriamos um pouco mais de pesquisa e extensao, o
que ndo é verdade. Como regra, a predominancia do mero ensino é
avassaladora. A seguir, ndo & correto homogeneizar os termos porque ha
visivel hierarquia, estando no topo a pesquisa. Se esta for bem conceituada e
praticada, torna-se ocioso o de extensdo, e engloba naturaimente o ensino, que

se torna educacdo. Pois educar pela pesquisa é a educagio propria da escola
e da universidade.

DEMO (1996), ainda define o professor como orientador do processo de
questionamento reconstrutivo no aluno e complementa afirmando que a aula é
apenas suporte secundario desse processo, pois no “aprender a aprender”, o papel

do docente deve ser repensado e revisado.



Em Formagdo Continuada dos Professores e a Pratica Pedagodgica,
BEHRENS (1996:82) cita a proposta de Demo para o professor.

a) Capacidade de pesquisa, para corresponder desde logo ao desafio
construtivo de conhecimento; o que transmite em aula tem que fazer parte
do processo de construgao do conhecimento, assumir tessitura prépria e,
termos de mensagem, configurar componente de projeto auténomo criativo e
critico.

b) Elaboragdo propria para codificar pessoalmente o conhecimento que
consegue criar e variar, favorecendo a emergéncia do projeto pedagégico
proprio.

¢) Teorizagao das praticas(...)

d) Formagao permanente(...)

e) Manejo da instrumentalizacéo eletrénica(...) (p.54 e 55).

Portanto, o professor precisa tornar-se um articulador e mediador do
saber elaborado e um instigador da produc¢éo do conhecimento. Reverter o papel do
aluno e do professor de repetidor de conhecimento alheio, demanda séria reflexao
do corpo docente todos os niveis de ensino. E nesse desafio, BEHRENS
(1996:83) contribui:

O professor torna-se figura significativa no processo quando percebe que é o
orquestrador da constru¢do do conhecimento e propicia ambiente que
instrumentaliza o aluno para a emancipagao. A visdo de ser sujeito da historia,
ao invés de objeto, autoriza o docente a construir “projeto pedagégico proéprio”,
para sua disciplina, nao se distanciando de todo o curso, mas salvaguardando a
especificidade necessaria a cada avanco. Dominar o conhecimento, ter redacéo
prépria, expressar-se com desenvoltura, acessar informagées do processo de
transformagcao da realidade atual e instrumentalizar-se eletronicamente - sédo
alguns pressupostos exigidos do professor que opte por esta metodologia. O
professor vivera em constante estado de preparagao e alerta.

Dentro dessa visdo o professor deve repensar a sua postura e sua
metodologia em sala de aula. Como os conhecimentos estido em constante
modificagao, o professor passa a ser um investigador que conduz um processo de
pesquisa, de reelaboragdo e produgédo de conceitos. O professor deve estar atento

ao que os seus alunos trazem de suas experiéncias e ao que estido aprendendo.
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Fazendo investigagdes, o professor e o aluno, podem estar percorrendo caminhos
que talvez sejam mais eficazes que os ja conhecidos e trilhados.

Observa-se que os padrbes tradicionais onde o professor sé ensina e o
aluno sé aprende estdo fora do contexto neste final de século. O mercado de
trabalho bem como a sociedade necessitam de profissionais que tenham além de
outras habilidades: raciocinio légico, criatividade, espirito de investigacao,
elaboragdo de textos préprios, capacidade produtiva e consciéncia plena de seu
estado de cidadania. Cada vez mais as informagées chegam no sentido de
influenciar os individuos a exigirem os seus direitos e a lutarem pelo seu bem estar.
No entanto, na escola os alunos encontram uma realidade diferenciada da exigéncia
do mercado de trabalho, e como profissionais eles tém que dar conta de raciocinios
e habilidades que a escola ndo oportunizou que exercitassem.

A metodologia que tem base no “aprender a aprender” convida os
estudantes a buscarem as informagées, discutirem sobre ela e a saberem onde
podem aplica-la. A aprendizagem ocorre com o grande objetivo de buscar a
transformacéo. Assim professor e alunos serdo parceiros na construgdo de
conhecimentos. A sociedade precisa de sujeitos que possam encontrar solugdes
para os problemas que vem se apresentando no cotidiano. O exercicio desta busca
de solugdes deve ser feito pela escola, que ndao pode mais continuar a treinar
individuos que apenas copiam e decoram o que ja foi produzido, sem sequer

levantar questionamentos sobre a validade dessas produgdes.



3.2 UMA PROPOSTA METODOLOGICA PARA UM ENSINO COM PESQUISA
lluminado pelo estudo comparativo de paradigmas de ensino feito por
CUNHA (1995) tem-se a seguir as caracteristicas de um ensino que objetiva a
reproduca@o do conhecimento em contraste com o ensino que objetiva a producéo do
conhecimento.

O ensino que visa a reprodugdo do conhecimento trabalha com o
conhecimento acabado, absoluto, incontestavel, sem raizes e sem a possibilidade
de ser discutido, valorizando a passividade, a reproducdo de textos de livros e
idéias do professor. O ensino com pesquisa na busca da producdo do
conhecimento, apresenta ao aluno os contelidos como algo relativo, mutavel,
procurando estudar também as circunstancias em que os assuntos foram se
desenvolvendo no decorrer do tempo e valorizando a capacidade de pesquisar, de
agir e sistematizar os temas propostos.

Se o ensino da reproducgdo trabalha com sinteses de contetdo |3
elaboradas a partir de outras fontes, valorizando a precisdo, a seguranca e o nao
questionamento, o ensino com pesquisa se contrapde elaborando situagdes onde o
aluno possa desenvolver a Capacidade de sintetizar assuntos levando em conta
divergéncias, criticas, questionamentos e provocando a incerteza. Essa incerteza
leva os alunos e os professores a buscarem novas pesquisas e desencadear novas
producgdes.

No ensino reprodutivista, a certeza de se ter resolvido um problema
que normalmente apresenta solugdo Unica, forma uma consciéncia onde todos

convergem para um mesmo fim, uma mesma verdade. Todos buscam a certeza nas
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suas agdes, os conteudos sédo fragmentados e suas partes sdo estudadas em
disciplinas onde todos os topicos devem ser vistos pelos alunos em tempos pré-
determinados. No ensino com pesquisa as discussées provocam a incerteza, a
nogao de que muitas informagdes séo relativas e estio sujeitas a diversos fatores.
Os conteudos sao estudados de maneira interdisciplinar e o mais importante é que
o aluno tem tempo para investigar e desenvolver habilidades. O tempo para ver toda
a matéria & colocado em segundo plano, uma vez que, através da pesquisa
responsavel, os assuntos tratados devem ser estudados e .aprofundados e néo
condicionados ao tempo, sendo tratados apressadamente para cumprir os
conteudos fragmentados apresentados nos contelidos progmaticos.

Enquanto o ensino reprodutivista propbe a pesquisa apenas para
cientistas e iniciados que possam dispor de aparelhos para buscar certezas,
dificultando a unido entre 0 ensino a pesquisa e a extensdo, o ensino com pesquisa
entende que qualquer ser humano pode investigar, fazer experiéncias e aprender
sobre o mundo para poder atuar nesse universo promovendo mudancas e
integrando-se a realidade em que vive.

No ensino reprodutivista o professor pretende ser o detentor do
conhecimento, a principal fonte de conhecimentos que o aluno tem para tirar suas
duvidas. No ensino com pesquisa o professor, ciente de sua necessidade constante
de aprender cada vez mais, estimula os questionamentos e promove a autonomia
de seus alunos sendo um mediador entre o conhecimento elaborado, o acesso a
informacgao e a produgao do conhecimento.

Diante do exposto, surge a proposta que, sem a intengéo de apresentar

receituarios prontos a serem seguidos, especifica alguns procedimentos que
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poderdo inovar o processo pedagoégico. Esse processo envolve nao somente a
escola, mas as bibliotecas, museus, a comunidade como um todo e as experiéncias
vivenciadas na sociedade. Com essa viséo, iluminados por DEMO (1995) objetivou-
se apresentar algumas sugestdes para que a proposta do “aprender a aprender”
possa ser desenvolvida na pratica pedagégica dos professores de todos os niveis
de ensino:

— As aulas expositivas devem tér o seu tempo reduzido e cada vez mais
o aluno devera ter mais espaco para pesquisar e construir textos
proprios.

— O aluno deve aprender trabalhar em equipe. Este trabalho deve ser
bem organizado de forma que cada elemento da equipe tenha seu
papel dentro do grupo e que este papel seja importante para que mais
tarde ele possa se ver como um individuo responsavel e participante
na sociedade.

_ As atividades propostas devem oportunizar grande variagcao de
metodologia e buscar no didlogo o caminho para as discussées
coletivas.

— Seminarios devem ser acompanhados de discussoes, reflexdes, e
envolver os alunos em processos democraticos para que possam
realizar o exercicio da cidadania.

— Os alunos devem ter acesso a todos os avangos tecnologicos
disponiveis no momento em que se vivem e aproveitar estes recursos

para fazer produgées mais elaboradas.
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- O estudante deve ser colocado em contato com o mercado de trabalho
promovendo visitas a empresas e seminarios com profissionais onde
os alunos possam conhecer os objetivos dos empresarios e estes as
idéias e questionamentos dos alunos.

- A escola deve favorecer o valor da elaboragéo prépria, ouvindo pais,
professores e a comunidade em geral, para que as experiéncias se
somem numa diregdo de busca de elaboragdo de solucdes coletivas
para os problemas da época.

- A escola deve incentivar a leitura, a busca de informagées, nos mais
diversos meios que a tecnologia oferecer, e, acima de tudo ensinar o
aluno a trabalhar com estas informagées, instigar o questionamento
sobre elas, discutir sobre a sua veracidade e produzir algo novo a
partir do que pesquisar.

- A escola deve oferecer ao aluno um ambiente onde este possa ser
sujeito atuante capaz de inovar, produzir e exercitar a resolucdo de

problemas que encontrara possivelmente em sua vida.

Esses pressupostos elencados e que norteiam a metodologia do ensino
com pesquisa, permitem contemplar uma aprendizagem do Calculo Diferencial e
Integral mais eficiente. Nesse processo, professor e aluno, devem pesquisar para
produzir conhecimentos significativos. Os alunos ao se tornarem participativos,
encontrardo capacidade para inovar para criar e para ter autonomia na busca do

conhecimento. E, nesse processo, se tornardo pesquisadores que certamente
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estardo habilitados para absorver as constantes mudancas pelas quais passa a

sociedade.
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4 UMA PROPOSTA METODOLOGICA DE APRENDIZAGEM DOS LOGARITMOS

A PARTIR DE CONCEITOS ELEMENTARES DE GEOMETRIA.

Neste capitulo pretende-se, a ﬁartir de pressupostos da metodologia do
ensino com pesquisa, apresentar uma proposta para a aprendizagem dos
logaritmos no Calculo Diferencial e Integral. Para a elaboragcdo da proposta foi
realizada uma pesquisa em autores que apresentam sugestées semelhantes. Por
exemplo em Geraldo AVILA (1981:124-125) que utiliza uma faixa de hipérbole para
chegar ao conceito de logaritmo natural. Outro estudo relevante foi o de LIMA
(1991) que propde a construcdo do conceito fazendo aproximagao de areas.
Entretanto, este referencial ndo se insere na proposta de num contexto universitario.

Objetiva-se apresentar atividades que podem gerar outras ou serem
adaptadas pelo professor de acordo com a realidade que esteja vivenéiando. Com
as atividades que sao sugeridas pretende-se contemplar a proposta de Avila e de
Lima em um contexto de ensino com pesquisa, sugerindo uma metodologia de
ensino que podera ser utilizada em cursos universitarios, @ em especial, no inicio do
curso da disciplina Calculo Diferencial e Integral.

E importante salientar que o professor pode iniciar o processo a partir de
um diagnostico de sua classe, e pela atividade que julgar ser conveniente para

aquela turma. A ordem numérica ndo significa portanto Unica seqiiéncia. O ideal é
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que professores e alunos possam criar outras ordens inclusive inserindo outras
atividades que sejam significativas para a sua comunidade.

Vale ressaltar também que as sugestdes apresentadas funcionam como
receita a ser seguida, mas que foram construidas com intuito de abrir perspectivas
para a pratica pedagogica do professor.

E importante que a partir de cada atividade os docentes possam analisar
a pertinéncia e a adequacgéo a realidade de cada classe,_ podendo construir novas
atividades. Esse processo de pesquisa continua redundara numa proposta

metodoldgica significativa e relevante para a produgéo do conhecimento do aluno.

4.1 ATIVIDADES PROPOSTAS PARA A CONSTRUCAO DO CONCEITO DE
LOGARITMO NATURAL

ATIVIDADE 1
Justificativa: O aluno que ingressa nos cursos universitarios muitas vezes nao tem
clara a nogao de area. Em alguns casos, recorda algumas férmulas que ao serem
inseridas num contexto real transformam-se em um grande problema para o aluno.
Esta atividade pretende resgatar ndo s6 a nogéo de area como também conceitos
como grandezas proporcionais, raiz quadrada, numeros quadrados perfeitos e

outros elementos que poderdo ser utilizados no ensino dos logaritmos e do Calculo

Diferencial como um todo.
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A atividade também estimula a formulagdo de perguntas que podem
trazer a tona dlvidas que o aluno possa ter acumulado na escola secundaria.
Convida o aluno a pesquisar os conceitos que podem gerar a produgdo de novas
atividades. Um dos pontos mais importantes da atividade € o momento em que o
aluno deve produzir problemas. Nesse momento ha o exercicio da criatividade e da

producao do conhecimento.

Calcule a medida da area da figura a seguir, dando a resposta em

unidades de area.

FIGURA 23- FIGURA DIVIDIDA EM UNIDADES U DE AREA PARA ESTUDO DE

RELACOES ENTRE CONCEITOS MATEMATICOS: ATIVIDADE 1

— Se a unidade u fosse maior, 0 nimero que expressa a area seria maior também?

Explique.
— Se ao invés de u tivéssemos como unidade v= 3 u, qual seria a area da figura

expressa, ha unidade v?
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- Desenhe uma trés figuras diferentes que tenham a mesma area da figura dada.

— Desmontando todos os quadradinhos da figura e juntando-os novamente é
possivel construir um retangulo. Qual € o nome especial desse retangulo e que
propriedades ele possui?

- Extraindo a raiz quadrada do numero que expressa a area da figura do item
anterior obtemos o numero que expressa o comprimento do lado dessa figura.
Explique porgue isso acontece.

- Se a figura dada tivesse 15 quadrinhos a mais qual seria o lado da figura obtida?
Sempre €& possivel realizar esse processo independente do numero de
quadradinhos? Explique.

— Construa em cartolina ou material semelhante quadradinhos de lado 5 cm e
elabore duas atividades semelhantes a essa para um colega seu resolver.

— Elabore algumas perguntas sobre os itens mencionados e procure em livros ou

outras fontes de pesquisa as respostas para os seus gquestionamentos.

ATIVIDADE 2
Justificativa: Esta atividade resgata os conceitos de perimetro e area, faz uma
proposta de sistematizacdo e também convida o aluno a comparar processos de
resolugdo, provocando o julgamento do melhor caminho a ser seguido e
possibilitando o entendimento tedrico/pratico. A atividade propée uma discusséo

sobre processos de resolugdo onde pode ocorrer um debate e um consenso da
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classe do processo mais eficiente para a situagao apresentada. Também ha uma
situagéo de pesquisa, coleta de dados e elaboragdo de graficos.

Calcule, na unidade ¢, o perimetro da figura a seguir e na unidade a, sua

area. considere

a=c.c=¢2,

FIGURA 24- FIGURA PARA ESTUDO DE RELAGCOES ENTRE CONCEITOS

MATEMATICOS A PARTIR DE UNIDADE ARBITRARIA DE AREA:
ATIVIDADE 2

E possivel obter mais figuras de mesmo perimetro e que tenham area diferente?

Quantas?

— Descreva o processo que vocé utilizou para chegar ao resultado.

- Resolva o problema de uma maneira diferente da que vocé fez. Qual das
maneiras € melhor? Por qué?

— Seus colegas tém a mesma opinido? Faga uma pesquisa para saber quantos

processos diferentes surgiram na classe e quais as preferéncias dos alunos .

Elabore um grafico que ilustre as situagdes.
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ATIVIDADE 3

Justificativa: A atividade aproxima os conceitos matematicos do cotidiano, propde
uma pesquisa de precos e estabelece no¢des de ordem entre numeros. Ha
oportunidade para produgdo, pesquisa e se o professor puder aproxima-la ainda
mais (por exemplo programando uma visita a uma casa e medindo a sala) do
cotidiano do aluno, a opgdo por situagdes reais tornam a atividade mais
significativa.

Jodo quer fazer um revestimento no piso se sua sala cujo formato é o da

figura seguir. Quantos metros quadrados de material ele tem que comprar?

FIGURA 25- FORMATO DE UMA SALA: ATIVIDADE 3

m

16 m

— Se as placas para revestimento sdo quadrados de 50 cm de lado, de quantas

placas Jo&o precisara?
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- Pesquise em lojas, diferentes tipos de materiais e elabore uma tabela contendo
os precos de todos. Coloque os elementos da tabela em ordem crescente e
escreva a sua opinido sobre o porqué dos precos terem diferenca .

- Verifique se todos os precos justificam a qualidade dos produtos. Converse com

seus colegas.

ATIVIDADE 4
Justificativa: Essa atividade envolve medidas nao padronizadas, comparagao entre

grandezas, inserindo medidas padronizadas e propondo uma pesquisa sobre

unidades utilizadas em todo o mundo e as relagdes entre elas.

Observe o chéo de sua classe e faca o que se pede:

a) Adote uma peca quadrada como unidade padrdao e dé uma aproximacéo da
area da classe com esse padrao.

b) Mec¢a o comprimento do lado da pega que vocé adotou como padrao.

c¢) Calcule quantas vezes o lado do seu padrao cabe dentro de um metro.

d) Meca a area da sua unidade padrao,

e) Calcule quantas vezes ela cabe em um metro quadrado.

f) Vocé obteve um nimero maior no item ¢ ou no item e ? Explique esse fato.

g) Pesquise o maior numero possivel de unidades que vocé pode encontrar no
Brasil e em outros paises para medir areas e comprimentos. Estabeleca relacées

entre essas unidades e procure saber a historia dessas unidades; como e para
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que surgiram.

h) Crie uma unidade para comprimento € uma para area . Dé um nome a ela e

estabelecga a relagdo entre a unidade e as existentes.

ATIVIDADE 5
Justificativa: A atividade propde comparacdes entre areas, o inicio de uma
abstragdo a partir de figuras geometricas, construgdo de formulas e analise de suas

limitagées. Generalizagdes e restricbes que sao elementos muito importantes para o

ensino de toépicos do Calculo.

— E possivel construir um poligono onde o numero que expressa o perimetro seja
maior que o nimero que expressa a area? Se for, desenhe esse poligono.

— E possivel construir um poligono onde o nimero que onde o nimero gue
expressa a area seja o dobro do numero que expressa o perimetro? Se for
desenhe esse poligono.

~ Faga uma pesquisa sobre os poligonos em que existe uma relagéo para o calculo
da area e pesquise métodos para determinar a area de poligonos cuja formula da
area nao seja conhecida. Verifique se os métodos sdo gerais ou sdo aplicaveis

apenas a algumas situagoes.
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ATIVIDADE 6
Justificativa: Essa atividade propde o calculo de areas de figuras poligonais a
partir de triangulos. Pode ser adaptada para situagbes mais proximas da realidade
do aluno. Permite que cada um fagca o exercicio da sua maneira e da a autonomia

para qualquer calculo de area de figuras poligonais .

Dada a expressdo da area de um triangulo

A= .\/p(p—a). (p-b).(p-c), onde p é o semiperimetro do triangulo e a, b, ¢ seus
lados, calcule a area do terreno a seguir dividindo-o somente em triangulos. Use

uma régua para medir os lados dos tridngulos. (vocé pode usar a calculadora para

extrair as raizes quadradas)

FIGURA 26- FORMATO DE UM TERRENO: ATIVIDADE 6
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ATIVIDADE 7
Justificativa: Esta atividade mostra a limitagdo das férmulas para o célculo de
areas de poligonos e circulos quando se tem figuras diferentes com partes
arredondadas. Permite uma aproximacgao da realidade do aluno e faz com que esse
possa sentir as dificuldades que os matematicos da antigiiidade sentiram ao se
deparar com calculo de areas de figuras com partes arredondadas.

Na propriedade a seguir, deseja-se plantar um tipo especial de capim na
area livre. Quantos metros quadrados de grama aproximadamente, sera necessario
comprar? Se cada metro quadrado de capim custa R$ 2,50, quanto sera gasto com
a pllantagéo? Faga uma maquete para essa situagao e pesquise os pregos de grama
para uma analise comparativa. Trabalha também o conceito de escala (Vocé pode

fazer a aproximagéo utiliZzando a formula das atividades anteriores. Use a régua).

FIGURA 27- TERRENO COM FORMATO NAO-POLIGONAL A MARGEM DE UM

RIO

Escala : 1:200
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ATIVIDADE 8
Justificativa: Essa atividade envolve o raciocinio do aproveitamento do espago a
partir de condicées dadas. Permite fazer um diagnéstico se o aluno domina o
conceito de poligono e se ele sabe estabelecer diferengas entre poligonos e figuras

como o circulo. Promove a pesquisa, a produgao de figuras e estabelece nogdes

basicas de infinito.

- Que poligonos vocé conhece?

— Dos poligonos que vocé conhece, desenhe um que tenha perimetro 16 cm e que

a area seja a maior que vocé puder obter.

- Faga uma pesquisa em sua classe e verifique se ha algum poligono que nao esta

na sua lista.

- Quantos tipos de poligonos diferentes existem?

ATIVIDADE 9
Justificativa: A atividade propée estimativas e langa bases para o calculo de areas

por integracao.

Dada a figura a seguir, quadriculado onde os quadrinhos fiquem com 1 cm? de area

e faca uma estimativa da area da figura.
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FIGURA 28- FIGURA NAO-POLIGONAL

— Desenhe no interior da figura, tridngulos de area 1 cm? e calcule a area .

— Onde vocé acredita que obteve uma aproximag¢ao melhor da area? Por qué?

— Diminuindo o tamanho dos quadrados vocé acredita que a aproximagéo da area
melhora ou piora? Explique.

- Vocé acredita que diminuindo cada vez mais os quadrados vocé consegue

chegar exatamente a area da figura?

ATIVIDADE 10
Justificativa: Propoe o calculo de areas de figuras curvas por aproximacido e

algumas generalizagoes.

Na figura abaixo faga um quadriculado onde os quadrados tenham 0,5 cm de lado e

aproxime a area da figura. Faga isso com quadrados menores.
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FIGURA 29- FIGURA NAO-POLIGONAL

— Diminuindo o tamanho dos quadrados vocé acredita que a aproximacao da area
melhora ou piora? Explique.
- Vocé acredita que diminuindo cada vez mais os quadrados vocé consegue

chegar exatamente a area da figura?

ATIVIDADE 11
Justificativa: Esta atividade propée um novo método para o calculo de areas e
permite que se compare qual € o método mais eficaz. Permite que o aluno pesquise
e produza um outro método. Trabalha com raciocinios que alguns autores de
Calculo (MUNEN; FOULIS, 1982) usam ao introduzir o tépico integral dupla.
Some os quadrados que estdo integralmente dentro da figura. Some os
quadrados que estdo apenas parcialmente na figura e faga a média aritmética das

duas somas obtidas. Compare o valor obtido com a area do circulo obtida pela

expressao A=p.r2.



FIGURA 30- CIRCULO SOBREPOSTO A UM RETANGULO DIVIDIDO EM

UNIDADES DE AREA COM A FORMA DE UM QUADRADO
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- Por que, fazendo a média aritmética vocé obteve uma aproximacao da area da
figura? Esse método &€ melhor que os ja estudados? Explique.

— Crie um método para calcular a area e analise se ele funciona.

ATIVIDADE 12
Justificativa: Esta atividade permite relagées entre as perdas ao se calcular a area
com quadrados maiores e menores. Proporciona a pesquisa e a produgdo de

problemas, e alem de contribuir para o desenvolvimento da criatividade.

Faga a experiéncia do problema anterior com quadrados menores e tente

obter uma aproximagao melhor do valor obtido na férmula.
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Das tentativas que vocé fez qual deu um valor mais préximo do valor

obtido na férmula A= r??
Vocé conhece algum livro que traz esse método? Qual?

Produza um método parecido com esse que seja feito com triangulos

equilateros.

ATIVIDADE 13
Justificativa: Esta atividade, introduz a idéia de funcdo com uma situagao real.
Esta atividade pode ser ampliada pelo professor e adaptada a outras situagoes. O
aluno deve criar uma férmula ou seja, fazer uma generalizacdo e ver se ela

funciona. Também faz uma pesquisa e uma critica social do contetido além de

produzir um problema.

Pedro & pedreiro e ganha R$ 80,00 por metro quadrado que constréi.

Observe a tabela:

FIGURA 31- QUADRO COMPARATIVO: RELACOES ENTRE VARIAVEIS Y E X NA

ATIVIDADE 13
Metros quadrados construidos Dinheiro a ser recebido
1 80
2 160
3 240
4 320
X Y




86

Responda:

— Existe uma coluna no exercicio que depende ou esta em funcéo da
outra. Qual &7

— Que formula poderia expressar a quantidade que Pedro vai ganhar
para qualquer valor da tabela? Faca tentativas e verifique se elas
satisfazem os valores dados.

- Faga uma pesquisa de pregos cobrados por pedreiros, carpinteiros e
pintores. Os pre¢os sdo diferentes por qué?

— Crie um problema onde o raciocinio para resolver seja 0 mesmo deste

ou seja, criar uma fungéo a partir de uma situagao problema.

ATIVIDADE 14
Justificativa: Abre opgdes para que o aluno faga di~ferentes tipos de graficos .
Depois proporciona a pesquisa para comparar com os tipos de graficos ja utilizados.
Permite criar situagbes a partir de graficos o que desenvolve habilidades de escrita,

articulagao de raciocinios e outras situagdes matematicas que o professor pode

proporcionar.

- Depois de ter encontrado a expressdo do exercicio anterior, faga um
grafico que mostre a situacgao.
— Pesquise em livros ou em outra fonte qualquer, outras funcées e crie

uma situagdes problema onde estas possam ser inseridas.
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ATIVIDADE 15

Justificativa: Esta atividade estabelece relagdes entre fungbes e grandezas, e
desenvolve habilidade com graficos de fungdes. Possibilita a criagdo e a associacao

de raciocinios abstratos com imagens graficas comumente utilizadas no calculo.

As vezes Pedro recebe por hora trabalhada. Se trabalhar uma hora
recebe certa quantia, se trabalhar duas horas a quantia dobra se trabalhar trés

horas o numero é triplicado. Dos graficos a seguir qual ilustra melhor a situagéo de

Pedro?

FIGURA 32- GRAFICOS DE FUNCOES

/

N

o A4

— Explique o porqué da sua escolha e também porque os outros graficos nio

servem para representar a situagao.

— Crie um outro grafico que descreva a situacao.
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ATIVIDADE 16

Justificativa: Permite introduzir o conceito de area por decomposi¢do em trapézios
que sera utilizado no conceito de logaritmo natural. Permite estabelecer uma

verificagdo com a conhecida expressao da area do triangulo.

Calcule a area da regido entre o eixo x e a curva dada pelo graficode y =
x no intervalo [0,4]. Decomponha o triangulo ABC em trapézios e tridngulos
menores, calcule a soma das areas dessas figuras e compare com a area do

triangulo obtida na férmula A=b.h/2. Calcule essa area por outro método

FIGURA 33- GRAFICODE Y = EM X ¢[0,4]

y,r\

1Y
x
N

— Calcule a area proposta por outro método .
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ATIVIDADE 17
Justificativa: Estabelece a area por divisdo em retangulos e instiga ao raciocinio

mais utilizado para explicar as areas por integracao.

Calcule a area abaixo da curva y =x em [0,4] , e acima do eixo x, fazendo
a soma das areas dos retangulos. Aumente de uma unidade o intervalo dado e

verifique a alteracéo produzida na area. Verifique se ha alguma lei que rege este

acréscimo.

FIGURA 34- GRAFICODE Y = XEM X <[0,4]

y
e //
//
o
P
1 1 .
4
ATIVIDADE 18

Justificativa: A atividade compara o resultado obtido na expressidao da area

A=(b.h)/2 com as aproximacgées feitas utilizando a soma das areas dos retangulos.
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O objetivo & o aluno comprovar a area calculada de modo intuitivo, com o resultado

obtido em uma expressao que ja seja do seu dominio.

No problema anterior compare a area obtida através da somatéria de retangulos e a

area do tridngulo obtida pelo semi produto da base pela altura.

ATIVIDADE 19
Justificativa: A atividade compara o resultado obtido na expressdo da area
A=(b.h)/2 com as aproximagées feitas. O objetivo € o aluno verificar que quanto
menor a base dos retéangulos utilizados, menor & a margem de erro.
Calcule a area entre o eixo x e o grafico de y = -x + 6 ,em [0,5], dividindo

o intervalo dado em retangulos de bases cada vez menores.

FIGURA 35- GRAFICO DE Y =-X +6 EM X €[0,4]
y A

<\
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Compare os resultados obtidos nas aproximagdes com o resultado obtido

na formula da area do tridngulo formado entre o grafico da fungdo e os eixos

coordenados.

ATIVIDADE 20
Justificativa: Esta atividade introduz o contelido de cénicas através de cortes em
um cone.

Coloque dois cones na posigao exemplificada na figura a seguir:

FIGURA 36- CONES INTERCEPTADOS POR PLANO
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Imagine que um plano o interceptasse os cones como na figura. A figura plana

obtida na intersecgao entre o plano e os dois cones é denominada hipérbole.

— Faga um esbogo de uma hipérbole .

- Pesquise em livros de sobre o Matematico Apoldnio e escreva tudo o que julgar

relevante.

ATIVIDADE 21

Justificativa : Esta atividade permite reconhecer as cénicas a partir da pesquisa .

Faca um estudo sobre conicas. Com massa de modelar ou outro material construa

cones representando os cortes que dio origem as conicas.

Observe os cones das figuras extraidas da obra Cdnicas e Quadricas (VENTURI,
1994) que séo interceptados por planos e, descubra através de pesquisa os nomes

das figuras planas obtidas na intersecgéo entre os cones e os planos.
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FIGURA 37- CONICAS A EXTRAIDAS DE INTERSECOES ENTRE CONES E

PLANOS: VENTURI

é"_----- ;

quando 0 plano a for per= quando o plano a tor paralelo a
pendicular ao eixo (e) do uma geratnz do cone.
cone.

>

74
quando o plano a for obllquo ao eixv e quando o plano a for paralelo ao
néo paralelo a uma geratriz. O plano eixo do cone.

cofta apenas uma das folhas do cone.

ATIVIDADE 22
Justificativa: Proporcionar o envolvimento do aluno com o contetdo hipérboles

através de aplicagdes .



Faca uma pesquisa sobre as aplicagdes da hipérbole localizando situagdes que

possam ser encontrados no uso cotidiano.

ATIVIDADE 23
Justificativa: O exercicio pretende construir o conceito de hipérbole, por meio de

conceitos que o aluno ja tem dominio.

Na figura a seguir, fagca o que se pede:
a) Marque um ponto e denomine-o A.
b) Meca a distanciade Aaté F e até F’

c) Faga a diferenca das duas distancias medidas e considere o valor em médulo.

FIGURA 38- GRAFICO DE HIPERBOLE

VA

C
x
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d) Marque outros pontos B,C, D.... quaisquer sobre a hipérbole ,meca a distancia

dos pontos a F e F’' e considere as diferencas em modulo.

a) Faga uma tabela com todos os pontos e as diferengas obtidas para cada

ponto.
b) O que vocé observou na tabela ?
c) A partir do que vocé observou na tabet‘a elabore um conceito para a hipérbole.
d) Pesquise em livios ou em outras fontes sobre o conceito de hipérbole,
compare com o conceito que vocé elaborou. Existe algum conceito diferente

para a hipérbole faga uma entrevista com professores que utilizam esse

referencial nas suas atividades profissionais.

ATIVIDADE 24

Justificativa: Esta atividade permite construir, estabelecer e estudar

peculiaridades do grafico da fungéo y=1/x

Complete os valores de y a partir dos valores de x que estéo na tabela. Atribua mais

valores e calcule.



FIGURA 39- TABELA PARA RELACIONAR XE Y = _)IE , (X=0)

Y=1/X

X
-2
-1

0

1

2

- Faca a experiéncia com vinte pontos sendo dez positivos e dez negativos.

- Vocé obteve o esbogo de uma conica . Que conica é esta?

ATIVIDADE 25

Justificativa: Analisar o grafico obtido na atividade anterior. Revisar o conceito de

fungao, restrigdes e valores que ela pode ou ndo assumir.

— Na atividade anterior o que vocé pode afirmar sobre o valor de y quando x

aumenta ou diminui ?
— Como fica o valor de y quando x & zero. Pesquise.
- Que restrigdo vocé daria para essa fungao ? Por qué?
— O grafico da fungao y=(1/x) pode estar no 2° ou no 4° quadrantes? Explique.

- Que questionamento vocé pode fazer sobre a funcéo estudada?
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ATIVIDADE 26

Justificativa: Esta atividade se destina a estabelecer as semelhancas e diferengas

entre as fungdes propostas e a fungao y=1/x .

Dadas as fungdes y=(2/x) , y=(3/x) e (y=1/2x), construa tabelas de valores
para y correspondentes a valores de x. (Vocé pode usar calculadora e papel

milimetrado).

FIGURA 40- PLANO CARTESIANO

YJ;

v

— Que curvas vocé obteve no grafico?

— Como fica o valor de y quando x aumenta ou diminui?
= -

—

— Como fica o valor de y quando x & zero?

e
e



98

- Que restricao vocé daria para essas fungbes?

- O gréfico, de acordo com o valor de x, pode estar no 2° ou no 4° quadrantes?
Explique.

- Analise o caminho trilhado e apresente os comentarios, por escrito, que

complementem o que ja foi relacionado sobre a fungio estudada.

ATIVIDADE 27
Justificativa: Determinar a area de figuras com partes nao-poligonais a partir da

somatoéria de areas de retangulos.

Dado grafico a seguir, calcule a area da regido entre a curva e o eixo x no intervalo

dado, fazendo a soma das areas dos retangulos.

FIGURA 41- FUNGAO EXPRESSA POR GRAFICO NAO-POLIGONAL

Yﬂ.

v
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ATIVIDADE 28

Justificativa: Comparar a aproximagdo com retdngulos e a aproximagdo com

trapézios.

- Resolva o mesmo problema utilizando ao invés de retangulos, trapézios.
— Resolva o problema aproximando a area por tridngulos .
— Faga uma média aritmética dos valores obtidos nos trés métodos e verifique em

qual método vocé obteve um valor mais proximo da média? |

ATIVIDADE 29
Justificativa: Esta atividade tem como objetivo principal iniciar a construgdo do

conceito de logaritmo natural. Além disso, promove, por meio da pesquisa as

relagdes entre a Matematica e a Fisica.

Calcule a area do ramo de hipérbole a seguir, no intervalo [1,2]. Faga aproximacgoes
por retangulos e por trapézios. Pesquise em materiais referentes a disciplina Fisica

aplicagbes da hipérbole em fenémenos térmicos.

ATIVIDADE 30
Justificativa: Esta atividade permite investigar sobre a propriedade das areas sob

uma hipérbole.
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Dada a representagdo do ramo de hipérbole, calcule as areas marcadas por

aproximagdes

FIGURA 42- GRAFICO DE PARTE DE UMA HIPERBOLE COM AREAS

DEMARCADAS ENTRE O GRAFICO E O EIXO X.

NN

ATIVIDADE 31
Justificativa: Nesta atividade o aluno pode investigar, fazer questionamentos e tirar

conclustes a respeito da propriedade da hipérbole.

Faca experiéncias construindo retadngulos sob o ramo de hipérbole com o
referencial do retangulo dado cuja area é i

— As areas dos retangulos sempre ter&o o valor 3? Faga as restricoes se existirem.

— Elabore um enunciado para a propriedade das areas em uma hipérbole e depois

compare com os enunciados ja elaborados dos livros.
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FIGURA 43- GRAFICO DE PARTE DE UMA HIPERBOLE COM AREAS

DEMARCADAS ENTRE O GRAFICO E O EIXO X.

ATIVIDADE 32

Justificativa: Neste exercicio, através de equivaléncia de areas, o aluno pode

aprender mais sobre a propriedade da hiperbélica

Dado o ramo de hipérbole a seguir, determine uma area equivalente a area dada .
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FIGURA 44- GRAFICO DE PARTE DE UMA HIPERBOLE COM AREA

DEMARCADA ENTRE O GRAFICO E Q EIXO X

AN N

ATIVIDADE 33

Justificativa: Esta atividade tem como objetivo principal criar um momento de

abstracao partindo de conceitos ja elaborados.

— Elabore uma explicagéo algébrica para a propriedade das areas com um trecho
do grafico de y=1/x. Faca experiéncias numéricas e depois generalize os valores.
— Pesquise materiais onde vocé pode encontrar uma demonstragdo da propriedade

das areas em uma faixa de hipérbole.
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ATIVIDADE 34
Justificativa : Esta atividade, além de colocar o aluno em contato com os recursos

que uma calculadora cientifica pode oferecer, utiliza esta moderna ferramenta para

preparar a elaboragao do conceito de logaritmo natural.

- Nas calculadoras cientificas vocé encontra a tecla In . No grafico a seguir, da
funcdo y=1/x (ramo de hipérbole) calcule o valor da area da figura por

aproximagbes e depois compare com o valor obtido na calculadora

correspondente a diferenga In3-In2.

- Faga uma pesquisa sobre a relagdo que existe entre logaritmos naturais (muitas
vezes denominados neperianos) e as areas obtidas sob faixas de hipérboles.
Procure saber em que momento da histéria se tem noticia de que essa questao

comecgou a ser investigada e quais os matematicos envolvidos nesse processo.
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FIGURA 45- GRAFICO DE PARTE DE UMA HIPERBOLE COM AREAS

DEMARCADAS ENTRE O GRAFICO E O EIXO X.

ATIVIDADE 35
Justificativa: Fazer experiéncias com calculadoras para verificar se o método da

diferenca entre valores da tecla In funciona para qualquer grafico.

— No grafico a seguir da fungédo y=x , calcule a area da parte hachurada e depois

compare com o valor obtido na calculadora In3-In2.

e et

— Calcule a area da parte hachurada por, no minimo’, trés métodos diferentes.
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— Faga uma proposta de um novo método para calcular a area. Pesquise se este

processo ja nao existe e explique as vantagens e desvantagens de utiliza-lo.

FIGURA 46- PORCAO DO GRAFICO DE Y = X COM AREA DEMARCADA ENTRE

O GRAFICO E O EIXO X

{..r
(3
ol 4
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ATIVIDADE 36

Justificativa: Explorar mais a questao das diferengas na tecla In da calculadora
com fungdes cujos graficos nao sejam uma reta. Explorar a abstragéo pois o aluno
deve fazer o grafico e limitar a area sem ter o esbogo do grafico pronto.
Faca o gréafico da fungao y=x? e marque a area entre o grafico de y=x* e 0 eixo X no
intervalo [2,3] .
— Explique como vocé procedeu para const}uir o grafico.
— Calcule a area marcada.
—~ Compare com o resultado de In3- In2 obtido na calculadora e tire suas

conclusées.
FIGURA 47- PORGAO DO GRAFICO DE Y = X2 COM AREA DEMARCADA ENTRE

O GRAFICO E O EIXO X.

.
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ATIVIDADE 37
Justificativa: Sistematizar as informagdes pesquisadas com relagdo a hipérbole e

proporcionar possiveis questionamentos.

—- Faga uma sintese por escrito do que vocé ja conhece sobre a hipérbole.
Equagdes, conceito, histéria etc...

— Elabore trés perguntas sobre as relagf;es entre a hipérbole e os logaritmos
naturais.

- A partir das suas perguntas e dos questionamentos de seus colegas, seu

professor ird propor um seminario para discutir todos os questionamentos e tirar

as possiveis conclusodes.

ATIVIDADE 38
Justificativa: Esta atividade introduz o conceito de logaritmo natural a partir de

faixa de hipérbole e remete a uma reflexdo sobre conceitos e propriedades

estudadas na escola secundaria

Considere a seguinte afirmacédo “Seja a fungdo y=1/x cujo grafico € uma hipérbole .
Se x & um numero real positivo entdo o logaritmo natural de x (Inx) equivale a area
compreendida entre o ramo de hipérbole e o eixo x no intervalo [1,x] “

— Verifique através de experiéncias numeéricas com a calculadora se a afirmagao

dada é correta.
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— Pesquise sobre o que acontece quando x estd no intervalo [01] e faga as
restricbes que achar conveniente.

— Faga experiéncias numéricas que envolvam o conceito de logaritmo natural
extraido a partir da hipérbole e dos conceitos e propriedades de logaritmos que
vocé ja tenha conhecimento da escola média.

- Pesquise uma maneira de mostrar que o conceito de logaritmo natural enunciado

desta maneira tem validade.

ATIVIDADE 39

Justificativa: Mostrar propriedades do logaritmo natural utilizando areas.

Considere a fungédo f: R* — R , definida por f(x,y) =In x .

— Mostre através de areas que In( a.b) =Ina + Inb , sendo a e b reais positivos.

— Explique através de areas que por que In1=0

— Pesquise as demonstracées para outras propriedades de logaritmos que vocé

conhece.

ATIVIDADE 40
Justificativa: Construir o grafico da fungcdo logaritmo natural utilizando dados

obtidos em calculadoras.
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Considere a fungao f(x) = Inx com suas restricbes. Faca uma tabela de valores para

X e a partir dos dados obtidos na calculadora para Inx construa o grafico de Inx.

FIGURA 48- PLANO CARTESIANO
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ATIVIDADE 41

Justificativa: Introduzir o numero e.

— A partir do grafico de y=1/x (x>0) , descubra qual € o valor de x que possui area
1. Faca experiéncias com areas e depois pesquisas em materiais ja publicados.

— Elabore perguntas a partir do que vocé pesquisou e coloque em discussao o

assunto em sua classe.

ATIVIDADE 42

Justificativa: Ampliar o conceito de logaritmo para outras bases além de e.

— Facga uma pesquisa no livro Logaritmos de Elon Lages Lima ou outras fontes que
possam ter o assunto e verifique se & possivel aplicar as areas de faixas de

hipérbole em logaritmos de outras bases.

— Pesquise em livros, faga entrevistas com professores, com profissionais que

conhegam o assunto, e em redes de informatica. Se desejar utiliza outras fontes.

ATIVIDADE 43

Justificativa: Fazer uma sistematizagdo do conteudo logaritmos estudado.
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- Facga uma pesquisa livro Logaritmos de Elon Lages Lima e em outras fontes e
anote todas as informagdes que julgar serem relevantes para sua aprendizagem
de logaritmos.

— A partir da sua pesquisa elabore cinco perguntas sobre o que vocé pesquisou e
passe para um colega responder.

— Seu professor organizara um seminario para discutir as perguntas e respostas
suas e de seus colegas.

— A partir das conclusdes tiradas das discussdes o professor juntamente com a
classe fardo um texto sobre logaritmos.

- Dépois de elaborado o texto, cada aluno realizard nova pesquisa tentando

verificar aplicagbes dos logaritmos na sociedade.

4.2 CONSIDERAGOES SOBRE AS EXPERIENCIAS REALIZADAS

A proposta apresentada traz como fatores positivos a construgao, a
pesquisa e a descoberta de conceitos pelo proprio aluno. Ela pode ser adaptada e
ampliada pelo professor nos pontos que diagnosticar que sua classe tem mais
dificuldade.

O fato de o aluno trabalhar desde o inicio do Calculo Diferencial e
Integral com areas de sob curvas por aproximacgaéo pode facilitar o entendimento

quando for desenvolvido o tema integrais.
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A idéia de construir o conceito de logaritmo por meio de areas nao é

inédita, o que se fez foi uma adaptagdo do processo a uma metodologia de ensino

gue se apoia na pesquisa e na producgao do conhecimento.

Na literatura pode-se encontrar procedimentos semelhantes, e em

especial no texto de Elon Lages LIMA (1991:24-28) que apresenta:

Seja H o ramo positivo do grafico da fungao y = 1/x, isto &, da funcao que
associa a cada numero real positivo x o numero y = 1/x. H € o subconjunto do
plano constituido pelos pontos da forma (x, 1/x), onde x > 0. Em simbolos,

1
H={(y): x>0,y ="} .
Geometricamente, H € o ramo da hipérbole xy = 1 que esta contido no primeiro

guadrante, isto €, um ponto (x,y) do plano pertence ao conjunto H se, e
somente se, x>0 e xy = 1.

FIGURA 49- RAMO DE HIPERBOLE - LIMA

vA

Uma faixa de hipérbole € obtida quando fixamos dois numeros reais positivos
a, b, com a< b, e tomamos a regidao do plano limitada pelas duas retas verticais
X = a, x = b, pelo eixo das abcissas, e pela hipérbole H. Indicaremos essa
regido pelo simbolo H” .
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FIGURA 50- RAMO DE HIPERBOLE COM AREA DEMARCADA ENTRE O

GRAFICO E O EIXO X: LIMA

A regifio hachurada & a faixas HE

Portanto, a faixa H;’ é formada pelos pontos (xy) cujas coordenadas

. - 1 "
cumprem simultaneamente as condigbes a <x <b, 0 < y < —. Na notagéo da
X

teoria dos conjuntos, temos

H'={xy)a<x<b 0<y< )

=

Mostraremos agora como proceder a fim de calcular a area de uma faixa
H.

a

Por meio de pontos intermediarios, decompomos o intervalo [a,b] num
numero finito de intervalos justapostos. Com base em cada um dos intervalos
[c,d] da decomposi¢ao, onde (c<d) consideramos o retangulo de altura igual a
1/d. O vértice superior direito desse retangulo toca a hipérbole H. E o que

chamaremos um retangulo inscrifo na faixa H j . A reunido desses retangulos
inscritos constitui o que chamaremos um poligono retangular inscrito na faixa

H.
Um exemplo que iluminou esta proposta pode ser encontrado na obra de

Elon Lages LIMA (1991). Justifica-se cita-lo integralmente para mostrar o caminho

usado pelo autor a partir do calculo de areas até o conceito de logaritmo:

Seja a faixa Hf. Se tomarmos a decomposi¢do do intervalo [1,3] através dos
pontos intermediarios 1, 3/2, 2, 5/2, 3, obteremos um poligono retangular cuja
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area € igual a soma das areas dos quatro retangulos abaixo hachurados, ou
seja:

1 1
_x—-
2 2
1 1 &7

1 1
= —+4—+4— o S,
3 4 5 6 60

1 2 1 2 1 1
5x§)+( )+(5x§)+(5x§)—

FIGURA 51- APROXIMAGAO PARA A AREA ENTRE O RAMO DE HIPERBOLE E O

EIXO X COM 4 RETANGULOS: LIMA

v A

——— —

i

n|—

7

Se, porém, efetuarmos uma subdivisdo mais fina do intervalo [1,3], por meio
dos pontos

obteremos um poligono retangular inscrito em Hf, formado por 8 retangulos
justapostos, cuja area total vale

1 1 1 84813

1 1 1 1 1
— s e e T T e T
56 7 8 9 10 11 12 83160

ou seja, 1,019 aproximadamente.
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FIGURA 52- APROXIMACAO PARA A AREA ENTRE O RAMO DE HIPERBOLE E O

EIXO X COM 8 RETANGULOS: LIMA
vl

Cada poligono retangular inscrito na faixa Hf fornece um valor aproximado

por falta para a area de Hf. Tanto mais aproximada sera esse valor quanto

mais fina for a subdivisdo do intervalo [a,b]. Isto &, quanto mais proximos uns
dos outros estiverem os pontos de subdivisdo, menor sera a diferenga entre o

valor exato da area de H;’ e a area do poligono retangular inscrito. Assim,
podemos definir a area de Hj do seguinte modo:

A area de Hf; € o numero real cujas aproximagdes por falta sdo as areas
dos poligonos retangulares inscritos em H’.

Se escrevermos A = area de H', teremos A > area de P, qualquer que seja
o poligono retangular P inscrito em Hﬁ.

Além disso, refinando suficientemente a subdivisdo do intervalo [a,b],
podemos obter poligonos retangulares cujas areas sejam tdo proximas da area

de Hf,’ quanto se deseje. Mais precisamente, dado qualquer niumero «< < area
de Hj, existe um poligono retangular P, inscrito em Hf tal que < < drea de P <
areade H'.

Podemos dizer também que a area de H: € o extremo superior do conjunto
de areas dos poligonos retangulares inscritos em H ;’ :

Isto significa que A = area de Hf,’ € 0 menor numero real tal que A > area de

P para todo poligono retangular P inscrito em [a,b].
Dizer que A € o extremo superior do conjunto das areas dos poligonos

retangulares inscritos em H° tem exatamente o mesmo significado que afirmar
que os valores aproximados por falta da area Hj sao as areas dos poligonos
retangulares inscritos nesta faixa.

Voltando ao exemplo anterior, vemos que 57/60 é uma aproximacgéao inferior
para a area da faixa H., enquanto que 84.813/83160 & uma aproximacgao

inferior melhor. Embora ndo saibamos ainda o valor exato da area de Hf, ja

podemos garantir que Hf tem &area maior do que 1 pois Area (Hf) >
84.813/83.160.
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Na sua obra Logaritmos, o autor também analisa a propriedade das areas
e chega finalmente ao conceito de logaritmo. (LIMA, 1991:44-45).

Seja x um numero real positivo. Definiremos o logaritmo natural de x como a
area da faixa H; . Assim, por definicdo, quando x > 0, escrevendo In x para
indicar o logaritmo natural de x, temos:

In x = Area (H)

Lembramos que a convengdo de tomar Area ( H*) < 0 quando 0< X< 1
sera sempre adotada. -

FIGURA 53- FUNGAO LOGARITMO NATURAL (Y = Inx,x>0) COMO AREA DE

RAMO DE HIPERBOLE: LIMA

\

i ' -~

X

A drea hachurada é igusl a In x.
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FIGURA 54- FUNGCAO LOGARITMO NATURAL (Y = Inx , 0<x<1) COMO AREA DE

RAMO DE HIPERBOLE: LIMA

707

///

| |

Em particular, quando x =1, H| reduz-se a um segmento de reta, portanto
tem area igual a zero. Podemos entao escrever

In1=0
Inx>0sex>1

Nao esta definido In x quando x < 0

A obra de LIMA (1991) reforgca a idéia de que & possivel introduzir o
conceito de logaritmo, tomando como ponto de partida conhecimentos do aluno em
geometria e fungoes.

O trabalho pode ter continuidade no Calculo Diferencial e Integral. O
conceito de logaritmos desenvolvidos a partir de areas permite que se trabalhe com

conceitos como, por exemplo, derivadas. Para exemplificar esse processo pode-se
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utilizar a proposta de AVILA (1981:125-127) que propde, ja no inicio do curso, o
conceito de logaritmo natural com base em areas de faixas de hipérbole.

Derivada do Logaritmo

Vamos mostrar que a fungao log x é derivavel e que sua derivada & 1/x. Para
isto, fazemos uma estimativa do acréscimo

Alog x = log (x + h) - log x (4.23)

correspondente ao acréscimo h da variavel x. Vamos supor, para fixar as idéias,
que h > 0. Entdo, o acréscimo (4:23) € a area (positiva) hachurada da Fig.
4.38(a), que esta compreendida entre as areas dos retangulos ABEF e ABCD.
Como estes retangulos tem a mesma base AB = h e atturas 1/(x + h) e 1/x,
respectivamente, suas areas sao

1 h 1 h

x+h x+h x x
Portanto, podemos escrever

<log (x + h)-log x < E
x+h x
donde se segue que

1 B log(x+h)—logx<l

‘x+h . h X

FIGURA 55- RAMO DE HIPERBOLE COM AREA DEMARCADA ENTRE O

GRAFICO E O EIXO X: AVILA
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Finalmente, fazemos h tender a zero; como 1/(x + h) tende para 1/x,
concluimos que o termo do meio nessas desigualdades também tende para o

mesmo limite, isto &,

log(x+h)—logx 1

llmh—b(] h ;
ou seja,

1
Dlogx=—,

X

que e o resultado desejado.
Se h < o [fig. 4.38 (b)], a area hachurada ABCF, com sinal positivo,

sera dada por log x - log (x + h), de sorte que, em lugar de (4.24),
devemos ter

<logx—log(x+ h) < —_-ﬁ
x+ x

FIGURA 56- RAMO DE HIPERBOLE COM AREA DEMARCADA ENTRE O

GRAFICO E O EIXO X: AVILA

Dividindo os trés membros dessas desigualdades por - h, que & um ndmero
positivo, obtemos novamente as desigualdades (4.25) donde segue o mesmo

resultado (4.26).
Vimos que o logaritmo s6 é definido para x >0, de sorte que sO podemos

escrever log x nesta hipétese.
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O texto de Avila abre uma perspectiva para o trabalho com as funcgdes
logaritmicas antes de se trabalhar com o Teorema Fundamental do Calculo. O
conhecimento ja produzido como as regras da cadeia e as teorias sobre limites,

aplicados inicialmente a fungdes algébricas é transportado também para as fungdes

logaritmicas.

A contribuicdo de AVILA (1981) torna-se significativa quando propde :

O Calculo ¢ hoje instrumento de fisicos e engenheiros -, quimicos e bidlogos,
estatisticos, economistas e cientistas sociais, penetrando os mais variados
ramos da

Ciéncia e da Tecnologia. Mas seus conceitos fundamentais sdo profundos e
sutis , e desafiaram os melhores matematicos por cerca de século e meio . A
devida apreciagcao desses conceitos s6 pode ser adquirida gradualmente e por
via intuitiva . E por isto mesmo - e porque a melhor pedagogia & antes de tudo
uma questao de bom-senso - que o Calculo deve ser apresentado com um
minimo de formalismo, com apelo a intuicdo a aos problemas de Fisica e
Geometria que lhe deram origem. (...)

A idéia de que ao aluno de Matematica se deva ministrar , desde o inicio, um
ensino rigoroso e isolado das outras ciéncias € um grave erro , sob dois
aspectos: de um lado priva-se o estudante da correta apreciagdo da
Matematica, cujo valor mais auténtico reside nas idéias , na criatividade e néao
apenas no rigor ou no encadeamento logico das demonstragbes. E a
criatividade em Matematica estd ligada a imaginagdo tanto quanto em
Literatura, em Musica ou em qualquer outra Arte. De outro lado, esse ensino
isolado nao corresponderia a realidade histérica ; de fato , as exigéncias de
desenvolvimento de teorias e métodos matematicos em Fisica , Astronomia e
nas demais ciéncias tém se constituido nas fontes mais estimuladoras da
criagdo matematica. Além disto, € importante que os alunos de Matematica
sejam expostos a problemas de outros dominios cientificos , para permitir-lhes
uma auténtica apreciacdo de sua ciéncia e para dar-lhes uma preparacao
adequada ao ensino e ao trabalho dentro e fora da escola.

Na referéncia acima citada, constata-se a preocupacdo do autor com o
excesso de formalismo em Matematica. Com essas idéias e os fundamentos da
metodologia do ensino com pesquisa, consolida-se a proposta abrindo perspectivas

para que outros temas da matematica, que hoje sao explorados apenas de forma
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abstrata, possam ser desenvolvidos por métodos alternativos, possibilitando ao

aluno um interesse maior pela disciplina e uma ampliagdo constante dos temas

estudados.
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CONSIDERAGOES FINAIS

Nos autores de livros apontados nesta dissertacdo, em especial no de
AVILA (ano), pode-se constatar que ha um compromisso em estabelecer relagbes
entre os contetddos que o aluno ja traz de sda vivéncia e o que ele vai aprender.

O calculo tem sido trabalhado pelos professores que utilizam o método
tradicional listando contetudos que devem ser assimilados sem provocar no aluno
mudangas que extrapolem a memorizagdo. Nestas condigcdes ndo ha espago para
construgéo de conceitos, para investigacdo, para experimentagéo, para analises,
sinteses e conclusbes. Desta forma, o calculo Diferencial e Integral torna-se uma
disciplina que termina em seus conteludos e néo possibilita ao aluno ampliar os
conceitos e aprender a estabelecer conexdes a partir deles.

Constatou-se neste trabalho que existem questées e conceitos do
Calculo Diferencial e Integral que foram construidos a partir de problemas
geomeétricos. Nesse caminho, o da investigacdo e do saber elaborado, verificou-se
que a utilizagcao de problemas geomeétricos para auxiliar o raciocinio dos alunos ja
foram usados pelos precursores do Calculo.

As analises de LORENZATO (1995) e FEIGUELERNT, (1995)
contribuiram para referendar a importancia da Geometria no processo de aquisigéo
de conceitos matematicos abstratos. Também foi destacado o valor da Geometria

como elo de ligagdo entre conteudos dentro da Matematica e da realidade

vivenciada.
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Detectou-se que livros didaticos elencados, ndo apresentam um
compromisso em fazer ligacdes entre os conteudos, dentro do curso de Calculo
Diferencial e Integral e nem mesmo, nas aplicagées em areas especificas onde as
disciplinas sdo ministradas. A funcdo logaritmica por exemplo, & definida supondo
que houve um trabalho prévio no ensino médio e jamais construido o conceito a
partir de idéias basicas da Matematica.

Nos livros de Calculo apresentacios constata-se que as aplicagdes vem
depois dos conceitos abstratos. E um caminho inverso ao que € senso comum no
ensino aprendizagem, contrariando o processo de construcdo do Calculo segundo a
Histéria da Matematica.

Observou se que existem obras que apresentam a funcdo logaritmica,
suas derivadas e outros procedimentos, que s&o estudados apés o Teorema
Fundamental do calculo, ocasionando a possibilidade de elaborar uma definigdo
mais consistente desse tema. Entretanto, o aluno fica mais da metade do curso de
calculo trabalhando sem as fungbes logaritmicas e esses conceitos sdo de grande
aplicabilidade em diversas areas do conhecimento. Constata-se que se houver
algum problema de carga horaria no curso de Calculo, a exploragéo desse assunto
de extrema importancia, por estar no final do curso, e carregando o risco de nao ser
trabalhado, pode ocasionar grande prejuizo ao raciocinio légico dos alunos.

A proposta do ensino com pesquisa, que conduz ao "aprender a
aprender”, abre perspectivas para que nao s6 o ensino de Calculo, mas de outras
disciplinas, possam ser desenvolvidos dentro da metodologia proposta. Assim,
torna-se possivel aproximar a escola da realidade e os conceitos vistos na

universidade do trabalho profissional.
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A partir da metodologia assentada num ensino que busca a produgao do
conhecimento, a proposta didatica apresentada na forma de atividades, sugere n&o
apenas uma reflexdo sobre o ensino de logaritmos, que acontece desde o ensino
médio, mas também uma mudanc¢a de postura do professor, que precisa abandonar
a atitude de copiador de coépias (DEMO, 1997), para um elemento que seja o
organizador, articulador e mediador entre o saber elaborado e a produgao do
conhecimento. Afinal, ha necessidade de repensar o ensino de Matematica que tem
sido trabalhado na comunidade universitaria com alternativqs metodolégicas que
procurem novas formas de reinventar e apresentar os conceitos aos seus alunos.

O conceito de area é trabalhado desde as séries iniciais do ensino
fundamental e os graficos de fungdes sdo estudados pelos alunos desde as ultimas
séries desse ensino e em todo o ensino médio. Dessa forma defende-se que seja
mais facil apresentar a hipérbole, inicialmente, a partir de cortes em cone fazendo
referéncia histérica ao trabalho de Apolénio de Perga. Depois, aproveitando o que o
aluno traz de conhecimento, pode-se fazer a aproximacac da area de faixas dessa
cénica. Nessa proposta conceitua-se o logaritmo natural como a area de uma faixa
de hipérbole e sugere-se que esse trabalho seja ofertado nas primeiras aulas de
Calculo, o que permitird ao aluno, trabalhar mais cedo com as fungdes logaritmicas,
recebendo assim o incentivo de suas aplicagdes.

Com a pesquisa bibliografica critica, encontrou-se em Avila a constatacéo
de que o trabalho de conceituagdo algébrica e os trabalhos com derivadas e outros
conceitos podem vir normalmente a partir do conceito geomeétrico dos logaritmos.
Essa proposta é diferente do que se encontra na maioria das publicagcbes em

Célculo Diferencial e Integral. Ha nela uma preocupagdo, expressa pelo autor, nao
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apenas com o0 que se deve ensinar mas principalmente com o que o aluno vai
aprender do que se ensina.

Entende-se que o aluno é sujeito atuante no processo de aprendizagem e
suas experiéncias de vida escolar sao enriquecedoras no processo. Na
investigacdo, na descoberta, e no aprender a aprender, a Matematica torna-se
significativa, e transforma-se em uma conquista do aluno. Assim € possivel evitar
tantas reprovacbes na disciplina de Calculo. Com essa proposta, provocando
producdes individuais e coletivas do conhecimento, pelo caminho da Geometria,
proporciona-se situagdes de criagdo formando, princiﬁalmente, um aluno
investigador. Esse aluno sera capaz de promover as mudangas necessarias na

estrutura social em que esta inserido.
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